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TNTRODUCTION,

Ce volume rassemble les exposés du séminaire de Grothendieck a 1'IHES de
1965/66, initialement distribués sous forme de notes miméographiées. Par rapport i
la version primitive, les seuls changements importants concernent 1'exposé II, qui
n'est pas reproduit, et 1'exposé III, qui a été entidrement récrit et augmenté d'un
appendice numéroté III B. A part quelques modifications de détail et additions de

notes de bas de page, les autres exposés ont été laissés tels quels.

Le coeur du séminaire est constitué par la formule de Lefschetz en coho-
mologie étale (III, III B, XII), et son application a 1'interprétation cohomologi-
que des fonctions L (XIV). Tous les résultats annoncés par Grothendieck dans son
exposé au séminaire Bourbaki [2] sont ici complétement démontrés. Les formules des
traces établies dans (III, III B, et XII), par des voies différentes, sont plus gé-
nérales qu'il n'est nécessaire pour prouver la seule rationalité des fonctions L .
Une démonstration de cette derniére, nettement plus courte, compléte, figure dans

1/2 Rapport), ofi est suivie la méthode de Grothendieck

1'exposé de Deligne (SGA 4
des exposés XII et XIV, mais débarrassée de toute généralité superflue. Nous espé-
rons toutefois que les formules de III, III B pourront servir dars d'autres situa-
tions. Quant au reste du séminaire, il se compose de deux exposés sur la théorie du

passage & la limite donnant naissance & la cohomologie {-adique (V,VI), et de divers

compléments au formalisme de dualité (I, VII) et a la formule de Lefschetz (VII, X).
Voici plus précisément quel est le contenu de ce volume.

L'exposé I est indépendant du reste du séminaire. Son résultat principal
est que, sur un schéma régulier vérifiant certaines hypoth2ses supplémentaires de
nature locale, et sous réserve qu'on dispose de la résolution des singularités et
du théoréme de pureté, le faisceau constant de valeur Z/nZ , pour n premier
aux caractéristiques résiduelles, est dualisant (I.3.4.1). Ce théoréme vaut notamment
pour les schémas réguliers excellents de caractéristique nulle, grace a Hironaka et

aux résultats d'Artin (SGA 4 XIX). Le cas d'un schéma régulier de dimension 1 est
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traité séparément, par une autre méthode, trés élémentaire (voir aussi (SGA 4
Dualité)). Signalons que, par un argument différent, n'utilisant ni résolution ni

1/2 Th, Finitude) que, si f : X —=> § est

pureté, Deligne démontre dans (SGA &
un schéma de type fini sur un schéma régulier de dimension O ou 1 , le complexe
f!(E/nZDS (n premier aux car, résiduelles) est dualisant. Mais on ignore si ce

résultat, plus utile que le théoréme de bidualité de 1'exposé I, qu'il recoupe sans

le contenir, s'étend au cas d'un schéma de base S excellent régulier de dimension

>1 .

Comme nous 1'avons dit plus haut, 1'exposé 1T, qui était intitulé "For-
mules de Kiinneth pour la cohomologie & supports quelcongues', ne figure pas dans
ce volume. R&digé par L. Illusie, d'aprés des notes manuscrites de Grothendieck, il
était consacré a des théorémes de propreté cohomologique et d'acyclicité locale ge-
nériques, mais ceux-ci n'étaient démontrés que sous des hypothéses de résolution.
Une démonstration des mémes résultats, sans ces hypothéses, obtenue depuis par

Deligne (8GA 41/2

Th., Finitude), a rendu inutile la publication de cet exposé. Cer-
tains compléments, concernant par exemple le cas des diviseurs & croisements normaux,
ont été incorporés dans un appendice & (loc. cit.). Ajoutons que des théorémes ana-

logues 2 ceux de (loc. cit.), pour le cas des faisceaux d'ensembles et de groupes

non commutatifs, sont démontrés dans 1'exposé de Mme Raynaud (SGA 1 XIII).

L'exposé III contient une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier
pour les correspondances cohomologiques entre complexes de faisceaux sur des sché-
mas de type fini sur un corps, et l'on montre, dans 1'exposé III B, comment 1'on
peut calculer les termes locaux de la formule dans certains cas, par exemple celui
de la correspondance de Frobenius sur les courbes. Nous renvoyoﬁs le lecteur aux

introductions des exposés III et IIT B pour plus de détails sur leur contenu.

L'exposé IV, par A. Grothendieck, consacré a la construction de la classe

de cohomologie associée & un cycle, a été rédigé par P. Deligne et publié dans

sca 4172



Aprés des préliminaires techniques, dans 1'exposé V, sur les systémes pro-
jectifs adiques, on définit, dans 1l'exposé VI, la notion de ZQl—faisceau construc-
rible (resp. constant tordu constructible, i.e. "lisse" dans la terminologie de

2
peligne ([17, (SGA 4t/

Arcata))), et 1'on étend aux Z{/—faisceaux constructibles,
par passage 2 la limite & partir des Z/&n’_faisceaux, le formalisme des images di-
rectes supérieures & éupports propres. L'exposé VI ne donne pas, cependant, de dé-
: L

finition d'une catégorie dérivée des Z{J—faisceaux, avec des opérations ®

RHem ,vprolongeant celles dont on dispose dans 1la catégorie dérivée des E/%n—
faisceaux, A fortiori, 1'extension aux Z{’—faisceaux du formalisme de dualité de
SGA 4 XVIII n'est pas envisagée. Cette question faisait 1'objét de la thése {non

publiée) de Jouanolou. Le lecteur pourra toutefois consulter le début de 1, on

i .
sont définis les Ext de Z 6 -faisceaux.

2

L'exposé VII, indépendant du reste du séminaire, est sans doute l'un des
plus intéressants. Il contient a) le calcul de la cohomologie de quelques variéfés
standard {(espaces affines, projectifs, variétés de drapeaux}, b) un exposé de la
théorie des classes de Chern en cohomologie étale, ¢) une démonstration de la "for-
mule de self-intersection" i%*ix = xcd(N) en cohomologie étale (resp. dans 1'an-
neau de Chow, démonstration due dans ce cas 3 Mumford) et diverses applications de

cette formule (calcul de la cohomologie des variétés éclatées, formule de Gauss-

Bonnet).

L'exposé VII contient des sorites sur les conditions de finitude dans les
catégories dérivées et les groupes de Grothendieck. Ces questions sont reprifes dans

un cadre plus général dans (SGA 6 I, IV).

'L'exposé IX, par J.-P. Serre, intitulé "Introduction & la théorie de
Brauer", a &été publié dans [4], et n'est pas reproduit dans ce volume. L'un de ses
principaux résultats (dfi 3 Swan), concernant 1'existence d'un module projectif ayant

" caractére de Swan'', est utilisé dans 1'exposé X , oh est dé-

pour caractére le
montrée une formule d'Euler-Poincaré pour un faisceau sur une courbe, lég2rement

plus générale que celle figurant dans 17exposé de Raynaud [3].



Vi

"L'exposé XI, rédigé par I. Bucur, n'existe pas, parce qu'il s'est perdu
dans un déménagement et que 1'auteur n'en avait pas de copie. I1 était consacré 3
la théorie de Grothendieck des traces commutatives, généralisant celle de Stallings
[5] . Une version plus sophistiquée de cette théorie, dans un cadre faisceautique,
est exposde dans (ITI B 5, 6), Des applications a des formules de Lefschetz sont
données dans les exposés XII et IIT B , La formule des traces de l'exposé XII est
démontrée indépendamment de la formule générale de 1'exposé III, mais 1'on montre
7dans (II1 B 6) que les termes locaux qui y figurent sont bien ceux de la formule

générale, et que cette derniére 1'implique.

L'absence de 1'exposé XIII n'est due qu'a une raison de numérctation
le contenu des exposés X a XII avait &té initialement prévu pour s'étendre sur

quatre exposes.

L'exposé XIV (parfois numéroté aussi XV) contient des généralités sur la
correspondance de Frobenius (avec, notamment, la comparaison entre Frobenius "géo-
métrique" et Frobenius "arithmétique"), et domne, & partir de la formule des traces
de 1'exposé XII (ou III B), la démonstration(de Grothendieck) de la rationalité
des fonctions L : les deux points importants sont la réduction au cas des courbes,

- ‘ N n
et le passage 4 la limite permettant de se ramener & une formule pour des Z/f -

faisceaux.

Lors du séminaire oral, Grothendieck avait fait un exposé des problemes
ouverts et énoncé quelques conjectures: Cet exposé, qui devait clore le séminaire,
n'a malheureusement pas &té rédigé, pas plus d'ailleurs que son trés bel exposé
introductif, qui passait en revue les formules d'Euler-Poincaré et de Lefschetz

dans divers contextes (topologique, analytique complexe, algébrique).

Je remercie P. Deligne de m'avoir convaincu de rédiger, dans une nouvelle
version de 1'exposé III, une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier, levant

ainsi 1'un des obstacles & la publication de ce sé&minaire. Je lui suis trés recon-

naissant des améliorations de rédaction qu'il m'a suggérées, et de 1'aide qu'il



Vi

m'a apportée dans la préparation de ce volume pour 1'éditeur. Je remercie épalement
Mme Liévremont, qui a effectué avec soin, et en un temps tré&s court, la frappe des

exposés 11T et 111 B.

Je ne puis terminer cette introduction sans rendre hommage 32 la mémoire
de I. Bucur, mort d'un cancer en septembre 1976, Ceux qui, comme moi, ont eu le
privilége de 1'avoir pour ami n'oublient pas sa gentillesse exquise, son humour

souriant, et le charme de sa conversation.

Paris, le 19 Février 1977

Luc Illusie
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COMPLEXES DUALISANTS

par A. GROTHENDIECK
{(rédaction de L. ILLUSIE)

Introduction

Cet exposé est consacré au théoréme de bidualité
en cohomologie étale. La théorie développée ici et dans SGA A XVIII
(SGA A = 8GA 4), pour la topologie étale et les faisceaux constructibles de
torsion sur les préschémas, est formellement trds anzlogue & celle développée
dens HARTSHORNE [H] pour la topologie de Zariski et les faiscesux cohérents:

cette dernitre lui a, dans une trés large mesure, servi de moddle. Mais, tandis

que dans le cas des coefficients "continus" 1'existence de complexes dualisants

ne présente pas de difficultés, dans le cas des coefficients "discrets", en

3.

revanche, elle est besucoup plus délicate & prouver, et il semble qu'elle re-

quidre de facon essentielle la résolution des singularités. Voir cependant le

théoreéme de bidualité de Deligne (SGA 41/2 Th. finitude 4.3.).
Le parsgraphe 1 contient la définition des complexes dualisants et

P
o+
-
0
g
.

les propriétés formelles qui en découlent, notamment l'interprétation des fonc—

teurs dualisants comme "échangeurs de.foncteurs.

Dans le paragraphe 2, on monire que, sur un préschéma localement

nocthérien connexe, un complexe dualisant est déterminé de manidre unigue, &

translation pr&s des degrés et tensorisation par un faisceau inversible.




Dans le paragraphe 3, on en vient au théordme central de
1'exposé (3.4.1.), qui assure que, sur un "bon" préschéme régulier X ,
par exemple un excellent préschéma noethérien régulier de caractéristique

nulle (1), le complexe (Z/n Z)X est dualisant,

Le parsgraphe 4 donne les applications de la théorie su théoreme
de dualité locale, Ce dernier exprime que l'on a, sur un "bon" préschéma X
muni d'un point fermé x de corps résiduel séparablement clos, et pour un
faisceau constructidle F , un accouplement parfait entre ﬂ}(F')X et
~i . . s
" X(F), ou F' est ledual de F, i. 6. F' =R Hom(F,KX), Al KX est un

complexe dualisant.

Enfin, dans le paragraphe 5, on prouve directement que sur un
préschéma régulier de dimension 1 le complexe (Zf/n Z)X egt dualisant

(n premier aux caractéristiques résiduslles).

(1) Cette dernigre restriction sera imutile une fois qu'on disposera de

la résolution des singularités & la Hirongka pour ces derniers, et

du "théoréme de pureté".



w

1. Définition et propriétds formeiles des complexes dualisants

On se fixe un ameau de ccefficients A=7 /ny. Si 'X eat un
préschéma, on note Ay le faisceau constent sur X, de valeur 4, et D{X)
la catégorie dérivée de celle des A -Modules. On note d'autre part DC(X)
1a sous-catégorie irisngulée pleine de D(X) formée des complexes F tels

we HYF) soit un A -Module constructible pour tout i . On pose
q

3 +*
D:(X) =D (D) oD (X), ob x=4 + =, oud.

Définition 1.1, : On dit qu'un AX-Module I est quasi-injectif si 1'on a

Bt (7,1) = 0

pour fout AX—Module constructible F et tout 1 > 0 .

Remargues 1.2. t a) Contrairement 3 ce qui se passe dans le cas des coeffi~

cients "continus" (cf.EH] I11.7.17), un faiscesu guasi-injectif n'est pas

en général injectif. Soit par exemple X = Spec(R), A =7Z /2 7 : le faiscean

AX est gquasi~injectif, mais n'est pas injectif, ni méme de dimension injec-
- 0 . . * * \

tive finie, puisque H (X ; AX) =H(Z/27Z; Z/27) est une algtbre de

polyndmes & un générateur de dimension 1.

b) Soit I un AX—Module quesi~-injectif. I1 est faux en général que la relation
_Eﬁi(F,I) = 0 pour i > 0 , valable pour F coﬁstmctible, soit valable pour
tout F. Prencns en effet A = IFE . Soient k un corps, % une cl8ture séparable
de k, £ : % = Spec(k) —> X = Spec(k) le morphisme canonique, et supposons
que, pour tout revéiecment étale commexe X' —» X , il existe un revétement
étale comnexe X" —> X' tel que [X" : X'] soit divisible par £ (prendre

par exemple k =1[J). Considérons la suite exacte



(%) 0 — Ly rdA — P —5 0
. Ay #f Ay

définie par la fleche d'adjonction § . Vu 1'hypothése, la section de

Extl(F,AX) définie par (*) ne s'annule au-dessus d'amcun U détale sur X,

donc Extl(Fa )— # 0. Or on vérifie trivialement que est quasi-injectif.
DXL i q

Proposition 1.3. (cf. EH] 1.7.6) : Soient X un préschéma et ¥ ¢ 7 . Conditions

équivalentes sur X ¢ ob D+(X) :

(i) K est isomorphe, dems D(X), & un complexe I & degrés bornés tel que I

s0it gquasi~-injectif pour tout i et nul pour i > N;

(ii) pour tout F € ob Dg(X) tel que Hi(F) =0 pour 140, ona

Ext (F,K) = 0 pour i N

(ii1) pour tout AX—Module constructible ¥ , on a Extl(F,K) = 0 pour i > N.

Preuve : (i) =5 (ii) Soient F ¢ ob D:(X) tel que Hi(F) =0 pour i< O,
et I¢ ob D+(X) & degrés bornés et tel que Ii soit quasi-injectif pour tout
i et nul pour i » N; montroms gue Egi?(F,I) =0 pour i > N. Raisonnant
par récurrence sur le nombre d'indices i tels que Ii % 0, on se raméne, par
dévissage, au cas ol N =0 et I est réduit au degré 0O . On a alors une

suite spectrale biréguligre
B2Y = metP(H7Y(p),1) = Bxt (F,I) .

Comme I est guasi-injectif, qu =0 pour p>0 et tout q, donc on a

ol
E

5 = Hom(H H(F),I) = Ext (F,I), d'ok la conclusion.

(i1) == (iii) est trivial.

(iii) ==> (1) On peut supposer K 2 degrés bornés inférieurement et 2



o

composantes injectives. L'hypothése, appliquée & F = A

o entraine que

Hl(K) =0 pour i > N . On peut donc remplacer K par un complexe isomorphe
X', & degrés bornés et tel que Xt soit injectif pour i ¢ ¥ et nul pour
i > N. On constate alors que K'N est quasi-injectif, ce gqui achéve la

démonstration.

Remarque 1.3.1. : Le rédacteur ignore si (1.3) est encore vraie lorsqulon

remplace, dans la condition (ii), 1'hypothdse " F £ ob DB(X)" par

"F € ob D:(X)".

Définition 1.4. ¢ On appeliera dimension guagi-injective de K , et on noters

dim.q.inj(X) la borne inférieure (dans ¥ ) des entiers N vérifiant les
conditions éguivalentes de (1.3).

Si K est de dimension quasi~injective finie, le foncteur
R Eon( ,K) : D(X) —> D(X) induit wn foncteur DO(X) —3 p°(x).

On verra plus bas que 81 X est lisse de dimension d sur un corps
k et n premier a la caractéristique de k, dim,q.inj(AX) = 24.
L'exemple de (1.2 a)) montre qu'un complexe de dimension quasi-injective finie

n'est pas nécessairement de dimension injective finie. On a cependant :

Proposition 1.,5. : Scoient X un préschéma localement noethérien et

K € ob D+(X). On suppose qu'il existe un entier N tel que cdl_(X).é N,
ot . est l'ensemble des diviseurs premiers de n (notation de SGAA X 1).

On a alors, pour N' ¢ Z
dim.q.inj(K) ¢ B =—> dim.inj(K) { ¥ + §' .,

On utilisera, dans la démonstration, le



Lemme 1.5.7. : Soit C une catégorie abélienne satisfaisant b (4B5) et possé-

dant une famille de générateurs (U.) . Soient X € ob D+(C) et

i‘di € X

N ¢ Z . Ceonditions équivalentes :

(1) dim.inj(K)g W

(ii) pour tout 1 £ I et tout gquotient P de Ui’ on a
Ext™(F,X) = 0 pour nh I .

Preuve : Il suffit de prouver (ii) == (i). Par un argument bien commu {cf.
par exemple[H] 1.7.6), on est ramend & montrer que si X' & oo{(C) est tel
que Extl(F,K') = 0 chague fois que ¥ est queotient d'un Ui, alors X!

est injectif. En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si tout morphisme

d'un sous-objet V d'un Ui dans K' se prolonge a Ui , alors XK' egt injectif.

Mais cela résulte aussitdt de la démomstration du lemme 1 p. 136 de (Tohoku).

Preuve de (1.5) : Supposons dim.q.inj{X) ¢ N' et prouvons

dim.inj(K) £ N + N'. Coume la catégorie des Ay-Yodules admet comme généra~

teurs les AU,X ot U est étale de type fini sur X, il suffit, en vertu de
(1.5.1), de prouver que Exti(X;F,K) =0pour i) N+ N' quand F est quo-
tient d'un tel AU,X , done constructible (SGAA IX 2.9). Considérons la suite

spectrale

2% = BBt d(7,K)) = Bxt (G7,K) .
L'hypothese ed (X)¢ N (resp. dim.q.inj(K) ¢ N') implique 22 0 pour
SR . Qs £ 5

p>» N (resp. g > N'). Done qu =0 pour p+qg > N4N', d'oll la conclusion.




Remarque 1.5.2 : L'hypothese de (1.5) est vérifide (aveo N=2 d) si X est

un préschéma de type fini et de dimension & sur un corps k séparablement

clos, n étant premier & car(k) (SGa X 4).

Proposition 1.6 : Soient £ : X —3 Y un morphisme quasi~fini séparé de

. - +
préschémas noethériens, et K € 0ob D (Y). Alors, pour N € 2, on a

i
dim.q.inj(K) ¢ ¥ => dim.q.ini( B £(K)) v .

P

Preuve : D'aprés le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe une factorisation
de fenf=uf', obh f' est une immersion ouverte et wuw un morphisme fini.

On alR !f = ﬂ?!f' H?!u, ce qui nous raméne 2 examiner séparément le cas d'une
jmtersion ouverte et d'un morphisme fini. Si f est une immersion ocuverte,
1'assertion est triviale (puisque tout faisceau constructible sur X est alors
induit par wn faisceau constructible sur Y). Supposons done que £ soit un
morphisme fini, et soit F wn AXfMOdule constructible.

On a alors les iscmorphismes de dualité (SGAA XVIII 3.1.9.6)
i ! i
£, Bxt (7, R2(K)) -~y Bxt (£,F,K)

Comne f,(F) est constructible (SGAA IX 2.14), il en résulte que, si
1 1
dir.g.inj(K) ¢ W, ona 7Bt (P, R £(K)})) = 0 pour i > N , donc

Bxt' (7, R'2(K)) = 0 pour i3> N (SGAA VIII 5.5), cqfd.

Soient maintenant X un préschéms, et K & ob D+(X). Notons QK
le foncteur RHom{ ,X). Nous allons définir, pour F & ob D(X) un homo-
morphisme fonctoriel F —3 Dy DT (ef. [H] V.1.2). La construction qui suit

vaudrait plus généralement sur un topos annelé. On peut d'abord supposer X



formé d'injectifs, ce qui permet "d!'&ter les R ". Le morphisme identigue

Hom(F,K} —> Hom(F,K) définit, par la formule chdre & Cartan, un homomor—
phisme F 8 EQQ(F,K) —> K, d'oly, par une deuxidme application de ladite,
un homomorphisme F —> Hom(Hom(F,K),K), qui est 1'homomorphisme annoncé,

et qu'on baptise homomorphisme canonigue. On dit que le couple (F,X) est

bidualissnt, ou satisfait & 1a bidualité, ou encore que P egt réflexif

D, F estun

relativement & K, si 1'homomorphisme canonique P — QK e

isomorphisme.

A partir de maintenant, tous les préschémas considérés seront,

gguf mention expresse du contraire, supposds localement noethériens.

Définition 1.7 : Soit X un préschéma. On dit qu'un complexe K € ob DT(X)

est dualisant si les conditions suivahtes sont vérifides :

(1) K est de dimension quasi-injective finie;

- ' +
. . ﬁ o
(ii) pour tout F £ ob DC(X), on a I_)K(F) £ ob DC(X) ;

(iii) tout F & ob D];(X) est réflexif relativement 3 X .

Remarques 1.8 : a) Par un dévissage standard (tronquer F et utiliser le fait

que DG(X) est triangulée), on voit que la condition (ii) équivaut 2

(ii bis) : pour tout AX—Module constructible P et tout 1€ 2,

Extl(F,K) est constructible.

b) La condition (ii bis) implique K& ob D:(X). Contrairement & 1'exemple des
faisceaux cohérents (EGA OIII 12.3.3), la réciproque n'est peut-&tre pas sutoma—
tiguement vérifide. Elle 1'est cependant (voir n® 3) dans les "bons" cas, par

exemple lorsqu'on dispose sur X de la résolution des singularités et de la



pureté en particulier si X est un excellent préschéma de caractéristique

nulle),

¢) Par dévissege sur F, on voit que la condition (iii) équivaut & (iii bis) ;

tout AX—Module constructible ;F est réflexif relativement & K.

d) Si K £ ob pT(X) vérifie (i) et (ii) (resp. est dualisant), le foncteur

Dy induit un foncteur {resp. une équivalence de catégories) (DE(X))O -3 DZ(X).

e) Si K € ob D'(X) est de dimension injective finie (cf. 1.5.2) et vérifie

(ii), alors, pour tout F & ob DC(X), on a Q_K(F) £ Dc(x), et D, induit

un foncteur (DZ(X))O —> D;(X).
Si en cutre K est dualisent, tout F € ob DC(X) est réflexif relativement &

X, et QK induit des dquivalences de catégories

e, I3

(0 (%))° 25 1 (%),(07(1))° &3 (%), (D(X))° Xy D(X). On ignore si
cette conclusion reste valable sans la restriction que X soit de dimension

injective finie.

Abordons. maintenant les "formules d'échange".

Nous ne reviendrons pas sur la notion de tor-dimension d'un complexe
(SGAA XVII 4.1.9) (). Retenons seulement que si X est un préschéms et
G £ ob D(X), 1a relation Tor.(F,G) =0 pour i» N et tout Ay-Module F
dquivaut & la méme avec F constructible (gréce 2 SGAA IX 2.9. et 2 la commu-~
L
tativité de € aux limites inductives), donc qu'il n'y a pas & introduire de

notion de "quasi-tor-dimension" !

(%) , ,
Voir aussi (8GA 6 I 5).
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Lemme 1.9 (cf. [E] II 4.3) : a) Soient X un préschéme, ¥ € ob D (X),
G & ob D;(X). ma FPHG £ ob DC(X) si F & ob D;(X) ou si G est de tor-

dimension finie.

b) Soient f : X —> Y un morphisme de préschémes, et G € ob DO(Y).

*
flors, f (G) & ob DC(X).

Preuve : L'assertion b) résulte trivialement de (SGa4 IX 2.4).
Prouvons a). L'une ou l'autre des hypothdses sur (F,G) implique quela suite

gpectrale

O q q
qu’:‘z Tor_p(H 1(F),H 2(G)) = H*(F & G)
A F A= e

est birdgulidre. On est donc ramené & prouver a) quend F et ¢ sont réduits
au degré 0, i.e. sont des AX-Modules constrﬁctibles. La question étant

locale, on peubt supposer X noethérien; F admet alors (SGas IX 2.7) une
résolution gauche -F', ou les F'i sont de la forme AU,X , avec U étale

et de type fini sur X. Ona F % G 2 F' 8 G, et 1'on gagne car les AU X & G
H

sont constructibles.

Notation 1.10.: Si X est un préschéma, nous désignerons par

pY(x)

e orf ) 1la sous-catégorie pleine de D(X) formée des

b
{resp. D (X)qinjf

objets de tor-dimension finie (resp. de dimension quasi-injective finie).

. +
Proposition 1.11 (ef. [H] V 2.6) : Soient X un préschéma et K € ob D (X).

a) Pour F & ob D(X) et G € obD7(X) (resp. ¥ & b D(X) et G & ob Db(X)torf)’

il existe un isomorphisme fonctoriel

D

D(F B €) <5 Riow(r , D(e) .
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b) 8i K satisfait aux conditions (i) et (ii) de (1.7), on a 1'implication
¢ & ob D(X) =5 D) € ob DXX) . .. et D,(G) satisfait
¢’ torf =X ¢’ “ginjf =X

2 (1.7, (id)).

¢) 81 K est duslisent, il existe, pour F £ ob D::(X) et G & ob D:(X)

b b
(resp. P € ~b D(X), G € ob DC(X) et gK(G) € ob DC(X)torf) m
isomorphisme fonctoriel
~S
DF BD.(0)) > F Hom(F,¢) .

On a en outre 1'implication

p.(¢) & ob DY) ==3 G & ob D(X) et G satisfait

X - ¢ torf ¢ 'qingf

a (1.7, (dii).

d) 88 X est dualisant et de dimension injective finie, les implications

de b) et ¢) sont des équivalences.

Preuve : a) n'est autre que la formule d'adjonction chdre & Cartan

(SGA 6 I 7.4).

b) Soit G & ob Dz(X) . 81 F est un AXfModule constructible variable,

torf
les objets de cohcmologie de F é G sont constructibles (1.9), et nuls en

dehors de deux bornes fixes indépendentes de F. Denc il en est de méme des

objets de cchomologle de QK(F é G),et 1l'on gagne grice A a).

¢) La premidre assertion résulte de la formule a) appliquée & QK(G) au lieu
de G, et de la réflexivité de G. La seconde s'en déduit par un raisomnement

analogue & b).
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d4) Prouvons per exemple 1'implication réeiprogue de b). Supposons que

et que QK(G) satisfait & (1.7.(ii)).

v b
DA(e) € ob Dc(zﬂq

injf
Alors, pour F constructible variable, les objets de cchomologie de

QK(F & G) sont constructibles et nuls en dehors de deux bormes fixes.

Donc il en est de mbme des objets de cohomologie de QKQK(F & @), mais

P g [N QKQK(F o) puisque X est dualisant et de dimension injective

finie (1.8 4)), done G est de tor-dimension finie. L'implication réciproque

de c) se dédmontre de manidre analogue.

Remargues 1,11.1 a) Le rédacteur ignore si 1'assertion d) de (1.711) est

valable sous la seule hypothése que K =soit dualisant.

b} On traduit la proposition pfécédente de manidre imagée en disant que
le foncteur dualisant EK échange les foncteurs é et IR Hom, ainsi que
les notions de tor-dimension finie et de dimension quasi~injective finie,

(l’échange n'étant d'ailleurs tout & fait satisfaisant que lorsque K est

de dimension injective finie).

Propogition 1,12 : Soient Y un préschéma noethérien, f ¢ X —> ¥ un mor-

phisme de type fini, K € ob D+(Y). Supposons n premier aux caractéristiques

résiduelles de ¥ , et posons Ky = ]R!f(KY) (8Gas XVIII 3.1),

x

Nl
i

a) I1 existe, pour F & ob D7(X), un isomorphisme fonctoriel

(1) Rf, _JQ_X(F) AN D, ]R!f(F) .
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(1)

Si en outre K, et K, sont dualisants , i1 existe, pour P £ ob DE(X),

un isomorphisme fonctoriel
(11) R, (F) =5 Do RE(F) .

b) Il existe, pour Fe D;(Y), un iscomorphisme fonctoriel (2)

! o *o
(i) R fQY(F) oy p_Xf(r) .
Si en outre K, et K. sont dualisants (1), il existe, pour F & DE(Y), un

isomorphisme fonctoriel

# !
(i1) £ Dy F s D REP

Preuve : a) (i) n'est autre que 1'isomorphisme de dualité (SGAA XVIIT 3.1.9.6)

a) (ii) s'obtient en appliquant QY aux deux membres de a) (i) derit pour
1targument Qﬁ?’ et utilisant le "th. de finitude" (SGas XVII 5.3.6)

qui assure que TR f(QX(F)) € ob DC(Y).
b) (i) n'est autre que la "formule d'induction" (SGAA XVIII 3.1.12.2).

b) (ii) s'obtient en appliquant D, aux deux membres de b) (i) écrit pour

1'argument D.F , et utilisant (1.9. v)).

Scholie : On peut dire, de maniére imagée, que les foncteurs dualisants

(1) On verra plus bas gue, sous des conditions sssez générales, Kﬁ duali-~
sent implique KX dualisant.

(2) Si le foncteur R'f est de dimension cchomologique finie, ce qui est le
cas par exemple lorsque Y est de type fini sur un corps {SG4A X 4.3.
et XVIIT 3.1.7), 1tisomorphisme b)(i) est valable pour
T € ob DC(Y).
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QX et QY échangent les notions d'image directe (resp. inverse) habituelle et

. * 1
inhabituelle : Rfx et R,f (resp. £ et R 'f).

Corollaire 1.13 : Sous les hypothdses de 1.12, supposons en outre f propre, et

soit F € ob D (X). 5i (F,Ky) est bidualisant, (RfF,K/ ) est bidualisant.
Inversement, si f est fini, et si (Rf,F, KY) est bidualisant, (F,KX) est

bidualisant.

Preuve : Supposons (FQKX) bidualisant. Appliquant Rf, & 1'isomorphisme

canonique P % Q; F, il vient :

Rf,F 22 Rf D D F

* 2% =%
2 DyRE, D P (par a) (1))
2y Dy DA, T (par a) (1)) .

Le lecteur courageux se persuadera que 1'isomorphisme obtenu est
le canonigque, ce qui démontre(ra) la premidére assertion,
Supposons maintenant £ fini, et (f*F,IgI) bidualisant (Rf, = £, , £ étant
fini), et prouvons que le morphisme canonique F -3 2§ P est un isomor—
phisme., Par le lemme 1.14 a) ci~dessous, il suffit de montrer que le morphisme
qui s'en déduit T ~—> 1, Q; F est un isomorphisme. Mais, par une double

application de a) (i), "on se persuade" que ce dernier n'est autre que 1'iso-

morphisme canonigue f.F —- 2; £, F, ce qui achéve la démonstration.

Lemme 1.14 : Soit f : X —3 Y un morphisme fini de préschémas.

a) Soit u : F —> G une fldche de D(X). Pour que u soit un isomorphisme,

il faut et il suffit que f,u le soit.
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b) Soit T & ob D(X). Pour que F & ob Dc(x), il faut et il suffit que

£,F € ob DC(F).

Preuve : a) Le foncteur £ étant exact, on peut se borner au cas ot F et G
sont réduits au degré zéro. L'assertion résulte alors zussitst du caloul des

fibres de f,F (resp. £,G) (SGaA VIII 5.5).

b) On peut de méme se bornmer au cas obh F est réduit au degré zéro.

La nécessité est connue (seas IX 2.14), prouvons la suffisance, i.e. mon-
trons que f*F constructible implique F constructible. la duestion dtant
locele (en baut, donc a fortiori en bas), on peut supposer Y (done X) affine.
I1 existe alors (EGA IV 17.76.6) une famille finie (Yi) de sous-préschémas
affines de Y, deux & deux disjoints et de réunion Y, telle que, si

' - X » . » : ~ r
Xi XY Yi, le morphisme induit fi Xi —_— Yi se décompose en

u v,
X, —t b4 N T, , ol u, est un morphisme fini radiciel surjectif,

et v, un morphisme fini étale. Posons F;Xi = Fi . Par le théoréme de chan~
gement de base pour un morphisme fini (SGAA VIII 5.5), on 2
fiw (Fi) —_ (f*F)lfi , et 1'on est ramené (SGAA IX 2.8) & prouver l'as-
i ] — — 3
sertion pour (fi’Fi)' Posons B = ui*(Fi)’ done fi*(Fi) = vi*(Fi)' Il
est clair sur la définition de la comstructibilité {resp. rdésulte de

SGAA VIIT 1.1) que F (resp. Fi) est constructible si et seulement si F

(resp. vi*(Fi)) 1l'est, d'oh 1la conclusion voulue.

Corollaire 1.15 : Soit f : X —*> Y un morphisme quasi-fini séparé de

préschémas noethériens. Soit K, € ob D(Y), et posons, comme en 1.12,

KX = DR!f(Ki), QK = QKX s QY = Qki . Mors, si KY est dualisant, Ki

est dqualisant.
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Preuve : On sait déja (1.5) que si K, est de dimension quasi-injective
finie, il en est de méme de KX . Montrons que si KY gatisfeit & la
condition (ii) (resp. (iii)) de (1.7), K v satisfait également. D'aprés

le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), f se factorise en f'i, o 1 est une

1 1 1

immersion ouverte et f' un morphisme fini. Comme R'r =~~~ R'i R'f,

on doit donc regarder séparément le cas d'une immersion ouverte et d'un mor-
phisme fini., Si f est une immersion ouverte, 1'assertion est triviale, vu
qu'un faisceau constructible sur X est induit par un faigcean constructible
"sur Y , et que la formation des R Hom commute & la restriction & un ouvert.
Supposons done f fini. On sait alors (1.13) que si K, setisfait a (iii),
KX sussi (compte tenu du théordme de finitude SGAA IX 2.14). Reste & prouver
que si K, satisfait & (ii), K, aussi. Soit T € ob D;(X), montrons que

+ Pl bl . - o
D,(F) € ob D (X). Par le théortme de fimitude, on a £,(F) € ob D (),
done, par hypothdse, D f(F) € ob D'(Y). Mais D f(F) 24 £.D.(F)
¢ s aytx e % — =¥

(1.12 a)}(1)), et 1'on gagne gréice & (1.14 b)).

2. Unicité du compliexe duslisant

. .
Dans ce numéro, on suppose A local, l.e. que A = Zﬁ/-i Z

+ premier.

Théordme 2.1 (ef, [E] V 3.1) : Soit X un préschéma (localement noethérien)
connexe, et soit K un complexe dualisant sur X (1.6).
Soit d'auvtre part K! € ob D‘;(x). Pour que K' soit dualisant, il faut et il

suffit qu'il existe un AXfModule inversible L et un entier r (qui sont
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Ny

alors déterminds 3 isomorphisme unique prés) tels que :

Xt 22 K%L[r] .

Preuve ¢ Soit L un A.X—Module inversible, r un entisr, et posons
v . p + .
L = Hom(L,AX). I1 existe, pour F € ob D(X) et G € ob D (X), des iso~

morphismes canonigues :

(#) R Hom(F B I\:I—r:[ , G) 2~ REBu(F, G ] Lir]) o4 R Hom(F,0) éL[r] .

Or en déduit aisément que, si K' o2 K B Ir], XK' est dualisant.

En outre, si l'on pose Do =D, D, = D', on a, pour F & ob D(X),
D'F =L DF & LIrI d'apres (*), donc, comme ‘DK o 4y ,ona
DK ~ ir] ,

ce qui montre que LII'T, done L et r sont déterminés de manidre essentiel-

lement unique par X'.
Inversenent, supposons K' dualisant, et posons

P =D'K=DD4 =R Hom(K,K')
Nous allons montrer que l'on a

a)' KflKéP,

o) P 22 I[r], pour un A-Module inversible L, ce qui achd-

vera la démonstration du théoréme,
Remarqueons d'abord gqu'en vertu de 1.9 b)(ii) on a, pour F & ob Dc(X) ’

(%) FEP = DIDF .



Appliquant (¥*) & P = K, il vient

KHP o D'DK o2 D'A, =K', ce qui prouve a).

Appliquant (**) A F = P' = DD'Ay, il vient
P! EP:Q*]_)_D_Q* =~ DDA, N Ay .

Donc b) sera conséquence du lemme suivant t

Lemme 2.2. (cf.IH] V 3.3) : Soit X un préschéma localement noethérien
connexe, ot solent P, P! € ¢b D;(X) tels que P §p ~ A, T3 existe

alors un AX—Module inversible I et un entier r tels que

P o= Lr] , P' o= LY r-r:I .
La démonstration va se faire en deux pas.

1) Cas particulier : X = Spec(k), k corps séparablement clos. Il n'y a qu'i
recopier la démonstration (»d'aillaurs facile) donnée dans [H] (loc. cit.).
Le point important est que (EGA 21 5.4.%) si M et M' sont deux A-modules
de type fini tels que M @ M' 2 4, glors M et M' sont inversibles et

v
M~ M ; c'est ici qu'intervient 1'hypothése A local.

2) Cas général.

En vertu du cas particulier précédent, il existe, pour teut x &€ X , un
entier r(x) tel que P 22 A%[r(x)j ) Pl facd Az I—-—r(x)] , i.e.
Hl(Pi) = 0 (resp. Hl(P'i) = 0) pour i #-r(x)(resp. +r(x)), et
H'i(x>(9£) o2 Ao, H+r(X)(P'X) 22 Ao . I s'agit de momtrer que la

fonetion x =+ r(x) est localement constante. En effet, supposcns ce
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point acquis. Comme X est connexe, r est constante, disons de valeur Ty o
On a donc Hi(P)=O pour i;é—ro,Hi(P')=O pour i;éro, et

§TO(P) @ B °(P') & A. Posons ECO(P) = I, H O(P') = L',

Soit u : X —> y une fldche de spécialisation (SGAA VIII 7.2),

3

u ¢ L37 — L, at® Li? — L' les morphismes de spécialisation

correspondants (SGAA VIII 7.7). On a un diagramme commutatif

L & L' ed Ao
y y > ¥y
(*) u¥lg utx l
Y
e 4
i I
LX_ ﬁL_x 4 Ao .

Choisissons une base e (resp. f‘)rde L (resp. L._);) sur A (resp. A§)’ et
notons e! (resp.. f') la base "duale" de L':—:. (resp. L‘?)’ i.e, telle gue
1'image de e & e' (resp. £ & ') dans A (resp. As,-) soit égale & 1.
Ona w¥f) = Ae, u'*(£f') = A'e', et la commutativité de (#*) implique

A A" =1, donc u¥* est un isomorphisme {et u'* 1!'isomorphisme "contra—
grédient”). En vertu de (SGA4 IX 2.13), cela entrafne que L et L' sont
Jocalement constants, donc de présentation finie comme A_X—Modules. ‘Par
suite, si x & X, la fliéche canonique @(L,F).}E — Hom(Li_ , Fi) est un
isomorphisme pour tout AX—Module P. Comme les fibres géométriques de L
sont inversibles, il en résulte que L est inversible. De méme 1' est
inversible, et L' X Y. Donc on & P =< L[-rO] , Pt = ££+ro:}_ .
Tout revient donc & montrer que la fonction r est localement constante.
Pour m € Z, ona r(x)=mn siet seulement si Hm(P')f;é 0, done, en

vertu de (SGAA IX 2.4), r est localement constructible. Par conséquent,
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pour vérifier qu'elle est localement constante, on peut, par (EGA IV 1.10.1),
supposer X local. Soit =z 1le point fermé de X, et soit U 1'ouvert

complémentaire.

On va montrer que r est constante. Raisonnant par récurrence sur la dimen-—
sion de X , on peut déjh supposer que r(y) est constant et égal & z,
pour y €U, et il s'agit de prouver que =(x) = r -

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, i.e. que l'on &it r(x) # ro, et mon-
trons que 1l'on aboutit & une contradiction. Par hypothise, on a

P|U = LIrO] , ot L estun A Module inversible. Quitte 2 granslater
les degrés, on peut supposer r, = 0. On a d'autre part r(x) % 0, disons
r(x) = a>0. Notons i : U — X, et j:x -3 X les inclusions cano-

niques.

Eerivons la suite sxacte :

(%) 0~ 1 (PID) — P —> 34" —>o0 .

Par hypoth&ése, les seuls objets de cohomologie non muls de P sont

H(P) et E™3(P), et 1'on a H(P) i,(L). I1 en résulte que (**)

splitte naturellement (gréce & la fldche P —» H(P)), donc que 1'on a
*
P 22 i (PIU) + j,J P . Onen déduit
*
PP o i, (PIU) Ep 4 3 (®) & pr
. ¥*
== 1,(PlU B i) + 3,37 5)
=51, (ap) + 5(a)
ce qui est absurde, pulsque i'(AU) + j*(Ax) n'est manifestement pas iso-

morphe & Ay (a&3n 1es H° ne sont pas isomorphes !).

Cela achdve la démonstration du lemme 2, 2.
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3. Existence de complexes dualisants.

3,1, Préliminaires.

Comme il a été dit dans l'introduction, 1l'objet de ce paragraphe
est de prouver gue, sur un "bon" préschéma régulier X, le faisceau AX est
dualisant, n étant supposé premier aux caractéristiques résiduelles.
En réalité, on aimerait qu'il en soit ainsi sur les préschémas excellents réguliers
dfégales caractéristiques, mais il ne fait pas de doute que la démonstra-
tion dennée plus bas s'étendra & ceux~ci lorsqu'on disposera dans ce cas de

la résclution des singularités et du théordme de pureté.

Nous allons d!abord présenter les divers ingrédients que nous

aurons a ubtiliser,

3.1.1. Lieu singulier. Soit X un préschéma (localement noethérien). Nous dirons

que X vérifie la condition (res) si les propridtés équivalentes suivantes

sont vérifides (EGA IV 6.12.3) :

(i} pour tout sous-préschéma Y de X, 1'ensemble Reg(Y) des points réguliers

de Y est ouvert dans Y;

(ii) pour tout sous-préschéma fermé intdgre Y de X, Reg(Y) contient un

ouvert non vide de Y.

La condition {reg) est vérifide si X est localement de type fini
sur un enneau locel noethérien complet (par exemple un corps) (EGA IV 6.12.8),
ou sur un amneau de Dedekind dont le corps des fractions est de car. O (par
exemple Z ) (EGA IV 6.12.6), plus généralement si X est excellent

{EGA IV 7.8.6).
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3.1.2. Dévissage de faisceaux comstructibles. Soit X un préschéma noethé-

rien, et soit C une sous-catégorie strictement pleine de la catégorie
Cons(X) des AX-I"Iodules constructibles. On suppose C stable par facteurs

directs et extensions. Conditions équivalentes :
(1) © = Cons(X) ;

(ii) C contient les faisceaux du type i'(F), ou i:Y —>X est
1'immersion d'un sous-préschéms integre, et F est localement constant
sur Y g

(iii) C contient les faisceaux du type f*i!(A?U), ob 13U —3 Y estun
ouvert d'un préschéma integre, f:Y — X est un morphisme fini tel
que le point génériqﬁe de Y soit séparable sur son image et

A = Z/PT , pour 4 diviseur premier de n .

Si X vwérifie (reg) (3.1.1.), ces conditions sont encore équivalentes aux

suivantes @

(ii bis) : analogue & (ii), Y étant de plus régulier ;

(iii bis) : analogue & (dii), avec U régulier.

Si en outre X est affine, on peut supposer dans (ii) (resp. (ii bis))

Y fermé dans un ouvert du type D(f), f & T(X;Q_X).

Preuve : L'équivalence de (1)-(iii) a été prouvdée dans (S6AA IX 2.5 et 5.8),

Les autres assertions s'en ddduisent par récurrence noethérierme.

3.1.3. Dimension cohomologigue. Soit % un préschéma (localement noethérien).

Kous noterons {gdlog) 1la condition suivente :
n

Pour tout sous-préschéma Y de X, tout point géométrique F de ¥, et tout
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£ & T“(§(§);g¥ ﬁJ (ot ¥(7) aésigne (of. SGAA VIII 7.1.) le localisé strict
Al
de Yeny) ona
edy (¥(y) - ¥(£)) ¢ dim 9 5 (= dim 9y , var BGA IV 6.1.3), oh
1. est l'ensemble des nombres premiers gqui divisent un.

La condition (cdlocn) est vérifide si X est localement de type fini

sur un corps (SGAA XIV 3.5), ou est un préschéma excellent de caractéristique

+*
mulle (SGaA XIX 6.2.).( )

3.1.4. Pureté cohomologique sbsolue. Soit X un préschéma régulier, et soit

Y un sous-préschéma fermé régulier de X de codimension & en tout point.
On dit que le couple (X,Y) satisfait au théoréme de pureté cohomologique

absolue (relativement & n) si 1'on a :

__Y(AX) =0 pour i # 2d, et

/2

si 1'homomorphisme "classe fondamentale locale" (Seaa 41/2 cycle 2.2)

2d fd
egt un isomorphisme.

On dit que le théoréme de pureté (cohomologique) absolue est vrai sur X si
tout couple (U,Y¥) comme ci-dessus y satisfait, oi U est un ouvert de X.
Le théoréme de puretd absolué est vral sur X si X est lisse
sur un corps parfait de car. premidre & n, (SGAA XVI 3.9), ou est un
préschéma excellent de caractéristiqué ﬁulle (5644 XIX 3.2), on est un

(#)

préschéma régulier de dimension 1 (ef 5.1).

L
(%) (ajouté en 1977) ou, d'aprés un résultat récent de G. Ofer, si X
est excellent, régulier, et de dimension 2
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5

%e1.5. Résolution des singulerités & la Hironaka.

a) Soit X un préschéma régulier, et soit D un diviseur O sur X

On dit que D est girictement & croisements normaux s'il existe une famille
q

finie (f.). d'éléments de | (X;0.) telle que D = ?—T aiv(f.)
i4d ¢ I =X » iCT i
(BG4 IV 21) et que pour tout x ¢ Supp(D) les (fi)x tels que (fi)X € o

fagsent partie d'une suite de paramdtres réguliers. On dit que D est i

croisements normaux si D est, localement pour la topologie étale, strictement

3 oroisements normaux.

Lfexemple-type d'un diviseur & croisements normaux est fourni par
une réunion localement finie d'hyperplans de coordonnées dans 1'espace

affine type.

b) Soit X un préschéma localement noethérien. Nous dirons que X est

fortement désingularisable si la condition suivante est vérifiéde

Pour tout morphisme fini £ : Y —3 X, oi Y est intdgre et de point géné-
rique séparable sur son image, et tout ouvért régulier U de ¥, il existe

un morphisme propre et biratiommel h : Y' —» ¥, o ¥' est régulier,

h induit un isomorphisme de U' = h-l(U) sur U, et Y' - U' estun

N

diviseur & croisements normaux.
Voici des cas ot X est fortement désingularisable :
a) X est excellent, de cavactéristigque nulle ([2D);

b) X est localement noethérien, régulier, et de dimension L1

c) X est de type fini sur Z ou sur un corps parfait, et de dimension £ 2
()
(G

(¥)  (ajouté en 1977) plus généralement, si X est excellent noethérien de
dimension <2, d'aprés H. Hironaka, Desingularization of excellent surfaces,
notes by B, Bennett, Bowdoin college, 1967 (& compléter éventuellement par
H. Hironaka, Certain numerical characters of singularities, J. of Math of
Kyoto Univ., 10, 1970, p. 151-187).
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3.1.6. Finitude cohomologigue. Soit f ¢+ X —>» ¥ un morphisme de préschémas,

et soit F ¢ ob D:(X). Ona RE(F) € ob D:(Y) dans les cas suivants :
a) f est propre et de présentation finie (SGAA XIV 1.1);

b} "lorsqu'on dispose de la résolution des singularitéds et du théordme de
pureté", en particulier
(i) si X et Y sont localement de type fini sur un corps k de caracté-

ristique G et f un k-morphisme de type fini (SGAA XVI 5.1);

(ii) si Y est excellent de caractéristique mille et f de type fini

(SGaA XIX 5.1);

(iii) si X est localement de type fini sur wun corps et dim(X) < 2

(5GA4 XIX 5.1).

F.2. Dimension guagi-injective de AX .

Proposition 3.2.1. Soit X wun préschéma régulier, de caractéristiques rési-

duelles premidres & n. On suppose que X satisfait aux conditions (reg)
(3.1.1) et (cdloc)n (3.1.3) et que le théoréme de pureté absolue est vrai
sur X (3.1.4). Alors, pour tout Ay-Hodule constructible F et tout
x & X% ona

i
* _ . .
(%) Ext (F,AX)X =0 pour i 2 dim QX,X .

Preuve : La question étant locale, on peut supposer X affine.

iy

Par dévissage (3.1.2), on peut se borner i vérifier (*) pour F = i,(6), o
i:Y —» X est l'impersion d'un sous-préschéma intdgre régulier fermé

dane un ouvert D(f) (f & A(X)), et G est un faisceau localement constant
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constructible sur Y. I1 s'agit de calculer Ex_i_:_q(F,Ax) = BY R_I-_IEI_!_(F,AX)).
La formule de projection pour i (SGAA XVIIT ) donne

'.
R Hom(1,(6),4) 22 Ri, R Hom(G, R ‘iAX). Par le théordme de pureté, on a

R 'i(s) = ( j),n)f“d [-2a] , ob & = codin(L,X).

Posons (,ﬂLn)YM: T. Comme G est localement constant constructible, on a
E_z_c_’g_P(G,T)y o Extp(Gi,Ti) pour tout point géométrique y de ¥ et tout p.
Or T37 est injectif, car isomorphe 3 A = Z /nZ. Par suite Ext (G,T) =0
pour p # 0, done R Hom(G,T) =< Hom(G,T), 4'oh finalement

RHon(F,4,) =X Ri,(H) [-24] , avec E =Hom(&,T). Soit Z 1'adhérence
schématique de Y dems X (EGA I 9.5.10), On a Y = ZN D(f) (EGA o 2.1.6).
Notons j : Y —=2, k : 2 —3» X les immersions canoniques. On a

Ri, =k, Rj, , donc on est ramené & calculer Rj*(ﬂ). Soient X un point
géométrique de 3, 2 = Spec(Q_Z,E) le locslisé strict de Z en X, T 1'image
de £ dans Q-Z,E , I=232 Y= Z - V(f), § 1'image inverse de H sur 1.
D'aprés (Sead VIII 5.2), ona &Y (H). == BYT.E), a'oh ‘
E_:g_tq(F,AX)i = Hq_Zd(Y,ﬁ). La condition (c:dloc)Il implique alors

Egj_q(F,AX)E =0 pour g-2d4 > dim . Des relations

2,
d = codim (Z,X) ¢ dim % x (BGA IV 5.1.3) et

dim Q) = dim Oy - codim (2,X) (EGA Op 16.5.12 et IV 5.1.9), on

tire gx_t_q(F,AX)X =0 pour q >2 dim , cqfd.

Q—X,x

Remargue 3.2.2 : La majoration obtenue dans (3.2.1) est la meilleure possible,

Soient en effet x wun point de X et ¥ le sous-préschéma fermé intégre de
X ayant x pour point générique. Comme X satisfait & la condition (reg),

il existe un ouvert régulier U de Y contenant =x. Bt par le théoréme de
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eté, on o Ext U(a 2)[U= (5 )%, ob d=din 0 = codim(Y,X)
parete, Bt by 1= Yopdy %% = o2

Corollaire %.2.3. : Soit X wun préschéma régulier de dimension 4.

3i X est lisse sur un corps Kk de car. premidre & n, ou est excellent
de caractéristique nulle alors X vérifie la conclusion de (3.2.1) et l'on
a par suite

dim.q.inj(4,) ¢ 2a .

ggggig : Lorsque X est excellent de car. 0, ou lorsque k est parfait de
car. premidre & n, et X lisse sur k, les hypothdses de (3.2.1) sont véri-
fides en vertu de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). La conclusion est encore
valable si X est lisse sur un corps k gquelconque,comme on le veit aussi-
t8t par changement de base Spec(k') — Spec(k), ou k' est une clbture

parfaite de k% (SC4A VIIT 1.1).

Lemme 3.2.4 : Soit X un préschémas sstisfaisant b la conclusicn de (3.2.1)
et de dimension £ 4 . 3'il existe un entier N tel que X soit de dimen-

sion cohomologique £ N , on a
dim.inj(AX) £2d+N .

Si en outre, pour tout fermé Y de X, codim(Y,X) 3 p implique cdl(Y) £ ¥-2p,
on a alors

dim.ini(a,) ¢ N .

Preuve : La premisre assertion résulte sussitdt ds (1.5). Pour la deuxiéme,
on raisonne comme dans (1.5). On est ramend & prouver, pour F constructible
sur X , la relation Extl(X;F,AX) = 0 pour i > N. Pour ce, on examine la

suite spectrale
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BPt = P(Ed(F,A)) == Bxt (GT,4y) .

D'aprés (3.2.1), les faisceaux _E_}Q_Zl(F,AX) et E_X_‘t_zlwl(F,AX) sont concen-

trés en codimension } i. Donc Eg’Zl = Eg’gl—l

hypothese. Donec qu = 0 pour ptq > N, d'ol 1l'assertion.

=0pour p) N-23i par

forollaire 3.2.5 : 8i X est un préschéma lisse de dimension d sur un

corps k séparablement clos de car. premiére & n, on a dim.in,j(AX) =24 .

Dreuve : Par (3.2.3) et (S@AL X 4.2), on est en effet dans les conditions
d'application de (3.2.4) (Noter que les hypothdses de (SGAA X 4.2) sont
vérifides en vertu de {SGAL X 2.1 et 3.2) ) gqui implique dim.inj Axé' 24d.
La relation dim.in,j(AX) = 2d provient du théordme de pureté (ef. 3.2.2) :
si x est un point fermé de codim. 4 de X, on a en effet

oald _L2d ., fd
Ext (X,AX,AX) =H XQ,AX) e (k) £ o.

3.3, Constructibilité des Extl(F,AX).

Proposition 3.3.1 : Soit X un préschéma.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour F &ob D(X) et G € cb D‘;(X) , R Hou(F,G) € ob D.(X) ;

(i bis) pour tout couple (F,G) de Ag-Modules constructibles,

R Hom(F,G) €& ob D“;(X), i.e. les Ext (F,G) sont constructibles pour tout ij

(ii) pour toute immersion ouverte i : U —» X et tout Ay -Module construc—

tible F, Rpi%(F) est constructible pour tout p;
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(ii bis) : pour toute immersion i : Y — X et tout Ay-lodule constructible

T, Rpi*(F) est constructible pour tout p.
(ii ter) : pour toute immersion i : ¥ —> X et tout AY-Module localement
constant constructible F, Rpi*(F) est constructible pour tout bp.

(ii1) pour tout morphisme fini (resp., toute immersion fermde) £ : ¥ —> X ,

1
et tout F € ob D:(X), R f(F) ¢ ob D:(Y).

b) Ces conditions sont vérifiées dans les deux cas suivants @
(1) aim(X) g 1 ;

(ii) "On dispose sur X de la résolution des singularités et de la pureté"

(cfe 3.1.6 b)),

Preuve : L'équivalence de (i) et (i bis) résulte de la suite spectrale

standard des Ext aux hyper Bxt.

(i bis) = (ii). Soit Fum A ~Module constructible prolongesnt T, par

exemple F = i (F). Par duslité (SGAA XVIII 3.1.10), on a
| - —
Ri,(F) = Ri, Rpou(a,i'(F)) 2 R Hom(i,(4y),F), et 1'on gagne.

(ii) == (ii bis). Factoriser i en une immersion fermée suivie d'une

immersion ouverte.

(ii bis) == (i bis). Le question &tant locale, on peut supposer X affine,
et, par le dévissage habituel (SGAA IX 2.5), on peut ge borner a vérifier
(ii) pour ¥ = i!(M), ot i : Y —> X est l'immersion d'un sous-préschéma,

et M est un A-Module localement constant (constructible). Par la formuie
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de projection (SGAA XVIII }
1
R Hom(i (¥),6) =~ Ri_ RHom(M,Ri'(G))
1
et une suite spectrale, on est ramené & prouver que R Hom(M,Ri'(G)) £ ob D:(Y).

1
Montrons d'abord que R i'(G) € ob D:(Y), Quitte & factoriser i, on peut

supposer Y fermé. Soit J : U= X -« Y 1'immersion complémentaire.

Appliquant le foncteur R Hom( ,G) & la suite exacte
O*-%AU’X—""%AX%AY——%-O

on obtient un triangle distingué

R Hom (4 4,¢)

S

R &o_rg(AYf G) —> RHom (4,6) .

1
Orona R Hom(AX,G) = G, D'autre part, R Hom(AU’X,G) =~ R, J (a)
1
appartient & D:(X) par hypoth®se. Donc R Hom(AY,G) o~ i Ri’ (¢) appar—
tient & DZ(X). Résolvant M & gauche localement, pour la topologie étale,
par des AY—Modules libres, on en déduit, par un nouveau dévissage, que

R Hou(M, Ri' (8) € ob DZ(X), eqfd.

(ii bis) => (ii ter) est trivial,
(ii ter) =P (ii). Soient i ¢ U —>X wune immersion ouverte, F un
ANodule constructible. On doit prowver que R i (F) € ob DI(X).

La question étant locale, on peut supposer X noethérien, et 1'on procéde

par récurrence noethérienne sur X. On peut supposer U £ @, donc il existe
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3+ V—> U un ouvert non vide de U tel que j*(F) soit localement
constant (SGAA IX 2.4). Soit M le mapping-cylinder de F —> Eﬁj*,j*(F).

Appliguent Ri_, on obtient donc un triangle distingué

R i, (M)

(+1)/ \
Ri(F) —— Ri, Ry, 3 (9) .

*
La condition (ii ter) implique que 1'on a
Ri,Ri, 3 (F) 22R(i3), 5 (F) € ob DI(X) .
On a par suiﬁe
R, (F) 22 17 R (i), 37(F) € oo DU) .

Done M £ ob D:(U), puisque F & ob D:(U). En outre, la cohomologie de M
est b support dans un fermé Z de U distinet de U. Appliquant 1'hypothése de
réourrence & U Z —3 7 , on en déduit que R 1 (M) & ob D:(X), et par

suite que Ri(F) & ob D:(x)' .

L' équivalence des conditions (1)=(ii ter) avec la condition (iii)
est lalssée au lecteur (utiliser 1.14).
b) (1) Par normalisation, on se ramdne su cas ol X est régulier et 1'on
utilise la puieté (qui sera démontrée en (5.1)).

b} (ii) voir 3.1.6 b).
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3.4+ Le théordme de bidualité sur les préschémas régsuliers.

Théoréme 3.4.1. (ef. [H] V 2.2.) : Soit X un préschéma (localement noethé-

rien) régulier de dimension fimie. On suppose gue X est fortement désingu-—
larisable (3.1.5), satisfait aux conditions (reg) (3.1.1) et (cdloc)n
(3.1.3); et gue le théordme de puretd sbsolue (3.1.4) est vrai sur tout

préschéma lisse sur X . Alors Ay est dualisant (1.6).

Démonstration : Il s'agit de prouver que AX satisfait aux conditions (i)
& (iii) de (1.6). La condition (i) est vérifide en vertu de (3.2.1).

De plus A, satisfait 2 (ii) en vertu de (3.3.1 b)). Reste la condition
(iii). Autrement dit, reste & prouver, d'aprds (1.7), que, pour tout
AXfModule constructible F , 1'homomorgphisme canonique F — QX QX F (ou
1l'on a posé QX = TR Hom( ,AX) ) est un isomerphisme. La question étant
locale, on peut supposer X noethérien, et par dévissage (3.1.2 (iii bis),
on peut se borner aux F de la forme F = f*i!(Ab), ou i : U —=>Y est
1'inclusion d'un ouvert régulier dans un préschéma intégre, fi¥—>X
est un morphisme fini tel que le point générique de Y soit séparable sur
son image, A'= 7 /7 , ¥ diviseur premier de n .

Comme X est fortement désingulrrisable, il existe alors (3.1.6)

un morphisme propre et birationnel h : Y! —> 1, oli Y' est régulier, h
induit un isomorphisme de U' = h—l(U) sur U, et ¥' = U' est un diviseur
4 croisements normsux (3.1.6). On a grice au th. de changement de base

{cf. SGas XVII ) i!(A'U) 2 Ry, i'!(A‘.U,) (ol i' est ;I.'inclusion

Ut — Y1), d'ok
£, i!(A_'U) <2 £ Rh, i'!(%,) =~ Rg, i'!(A‘U',) ,

avec g = fh. En vertu de (1.11), il suffit de prouver que le couple
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1
(i,i(A"U' ),R'g(AX)) est bidualisant. Plongeant locslement Y' dans un
préschéma X' lisse sur X, et appliquant le théordme de pureté sur X', on
!
voit que R g(AX) est localement isomorphe & AY‘ » & translation pres,

<

On est donc ramené & prouver le cas particulier suivant de (3‘.4«1) 3

Lemme 3.4.2 : Soit X un préschéma localement noethérien régulier sur le-

quel le théortme de pureté absolue est vrai (3.1.4). Soit Y=Y 4/ ..o U Yp

1
un diviseur strictement & croisements normaux sur X (3.1.6), et soit

U=X=-7Y . Alors le couple (& ;4 ) est biduslisant (1.4).
?

Preuve : Grice & la suite exacte 0 —» A - A o~ X ~—3 0, il
Breuve e Bl B
revient au méme de vérifier que le couple (.Ny,AX) est bidualisant.

On raisonne par récurrence sur p.

a) p= 1. Notons i 1'immeraion Y —> X . Par {1.11), il suffit de vérifier
que (A'Y,P!i(AX)) est bidualisant. Or, en vertu du théordme de purets,
1 — f=1r 7 . . . .
R ‘3.(AX)__ ( j"'n)Y L 2‘_1 . Par suite, l'homomorphisme canonigue
AﬁY —_— -D-Y QY(A!Y) est un isomorphisme, comme on le vérifie trivialement

fibre par fibre (dualité de Pontryagin pour les A-modules).

T _ Y £
b) p » 2. Posons Y' = V... 0 o * On a la suite exacte

O —> By vy g —> My —> &, —>0 .

Le couple (A'Y”AX) étant biduslisant par hypothese de récurrence, on est
ramené par le lemme des 5 i vérifier la bidualité pour (.A"(Y 1) X"%()"
- 7

Or, on a de nouveau une suite exacte :

O = Lyy),x A&p‘”"’ A'anY' —> 0.
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Comne (A'Y R AX) est bidualisant, on doit done vérifier qu'il en est de méme
P
de (A.'Y AYT A’X)‘ Appliquant & nouveau (1.11) et la pureté, on est finalement
P

remenéd & vérifier la bidualité pour (A’Y Ay Ay } sur Yp , et 1'on gagne
P b

par hypothése de réourrence.

Corollaire 3.4.3 : Soit S un préschéma noethérien régulier excellent de

caractéristique nulle. Alors A4, est dualisant. En outre, si f : X —3> 5

S
!
est un morphisme de type fini, R 'f(AS) est dualisant.

Preuve : Le premi®re assertion résulte de ce que § vérifie les hypotheses
de (3.4.1) (voir 3.1). Pour la deuxi®me, on doit d'abord vérifier que

R !f(AS) est de dimension quasi-injective finie. Pour ce, on recouvre S
par un nombre fini d'ouverts affines Si tels que Xi = f_l(Si) soit
réunion finie 4'ouverts affines Xij plongés comme fermés dans des X' 1
lisses de dimension finie sur Si' De (3.2.3) et (1.6), on déduit alors que
'dim.q.inj(zz’f(AS)) Z 2 Sup(dimX'ij). Reste & vérifier les conditions (ii)
et (iii) de (1.7). Comme celles-ci sont de nature locale sur X pour la
topologle étale, on peut supposer que f se factorise en f = £'i, ob

f' 3 X* —» 8 est un morphisme lisse de dimension relative d.e‘t i:X—X'
une immersion fermée. Om a R !f(AS) ~ R'i R’ f'(AS).

1
Or IR f'(4,) est localement isomorphe & AX (3 trenslation prés de 2d),

S)
dene duslisant en vertu de la premidre assertion. Par suite, en vertu de

!
(1.15), R ’f(AS) est dualisant, donc en particulier vérifie les conditions

(4i) et (ii) de (1.7), cqfd.

Corollaire 3.4.4 : Soit k un corps, et soit 'f : X —> S = Spee(k) un

morphisme localement de type fini, avec dim{X) £ 2.
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1
alors, R 'f(A_S) est dualisant.

Preuve : Quitte & remplacer k par sa cl8ture parfaite, opération ancdine
pour la topologie étale (VIII 1.1), on peut supposer k parfait. On recou~
yre X ©par des ouverts affines Xi de type fini sur k . Comme

dim(Xi) <2, X est fini sur un X', lisse sur S et de dimension g 2
(1emme de normalisation). Par (1.15) on est alors remend au cas ou f est
lisse, donc f!(AS
cas AX est duslisant; meis ceci résulte de (3.4.1), car les hypothésés sont-

) o~ Ay [2d] (localement) i.e. & montrer que dans ce

pien vérifides (voir 3.1)).

Remarque 3.4.5. : On verra plus bas que si X est régulier de dimension ¢ 1,

AX est dualisant.

4. Dualité locale

L'objet de ce numéro est de présenter la notion de "bidualité"
développee aux numéros précédents sous une forme plus proche de L'intuition

géométrique.

4.1 Soient X un préschéma, i : x —» X un point fermé de corps résvird.'uel
séparablement clos, KX un complexe duslisant sur X (1.7). On sait

(1.15) que K{x} = ]R!i(Kx) est un complexe dualisant sur ¥ , donc, en
vertu de (2.1) et (5.4.4), isomorphe & A[rI pour un r £ Z (si A est
local). Nous dirons que KX est pormalisé en x si r =0 et si 1'on s'est

donné un iscmorphisme K‘x} o A,
A
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Par exemple, si X est lisse de dimension relative 4 sur le
spectre d'un corps séparablement clos, le complexe ( ﬁn)xﬁd [2:1] est, en

1/2

vertu du théordme de pureté (SGA XVI 3, SGA 4 Cycle 2,3), canonique-

ment normalisé en tout point fermé de X .

4,2, Soient X un préschéms, i : Y —> X un sous-préschéma fermé, KX
!
un complexe dualisant sur X. Alors (1.15) KY = R'i(KX) est un complexe

dualisant sur Y, et 1'on a la formule 4'induction complémentaire (1.12. b)

(1)), pour F < ob DE(X),

(4.2.1) i*_D_X(F) 2~ p. RAE)

Y
ol 1'on a posé ]_J_X:]RE_QE( ’KX) s Dy = R Hom( ,Ky).

P

{x} est un

Appliquons en particulier (4.2.1) au cas ot Y = '

point fermé de X A& corps résiduel séparablement clos, KX étant normalisé
en x {4.1). Compte tenu de ce que AX est injectif, (4.2.1) s'éerit alors
1
(4.2.2) Dy(?)_ == Hom'(R'i(F),4)
1
Notant que R'i(F) s'éerit aussi, par définition, R T:;C(F), on a done
un accouplement parfait dans (D(A) :
!
(4.2.2)1 Du(F), = RTU(F) —— &
donnant lieu & des accouplements parfaits entre groupes finis :
(42,20 E(n(m) = E*(F) —> 4.

Par exemple, soit X un préschémg lisse de dimension d sur un
corps séparablement clos, et soit x € X un point fermé. Alors, pour

F E ob Dz(X)g on a une dualité parfaite canonique entre groupes finis :

(n2.2)7 B MEpOR x L) —> 4.
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Bxercice 4.2.3. Soit X un schéme strictement local (SGAA VIII 4.2), de
point fermé x, et soit 1 : z =X 1e morphisme cancnique. Soit K wn
complexe dualisant sur X , normalisé en x. Notons

Li, : DP(4) > D7(X)
le foncteur défini par

Li(K) = ¥ QA X .

(si K est de tor-dimension finie sur A4, Li, s'étend en un foncteur de
p7(a) dans D(X)).
Montrer gqu'il existe, pour L & D (X) et ¥ & Db(A), un iso-
morphisme fonctoriel canonique
1
() R Hon(L, Li,(M)) ~5 RHom(R i(L),H) ,
1 - -
{(on suppose bien entendu que R ‘i : D7(X) —» D(4) est défini ...),
!
Hint : Définir d'abord un morphisme "trace" : R'i Li, (M) —> M, puis,

pour vérifier que (*) est un isomorphisme, se ramener, par dévissage, au

cas o1 L & ob DE(X) et M= A4, et appliquer (4.2.2). Noter que, pour

M =4, (*) se réduit a 1'accouplement parfait ("duslité locale" cf.,[:Hj V 6.2) :

R T“X(L) x I Hom(L,K) —> & ,
ot

H':LC(L) X Ext“i(L,K) — A

4.3. Nous allons maintenant généraliser (4.2.2) au cas d'un point géométrique
¥ de X localied en un point x non nécessairement fermé. Nous aurons besoin

pour cela de guelques préliminaires.
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Lemme 4.3. Scient X wun préschéma, X' le localisé strict de X enun

point géométrique x , £ : X' —> X la fléche canonigue. Alors, pour
- —+ .

F &€ ob DC(X), G € ob D (X), 1'homomorphisme fonctoriel canonique

(sGas VI I 3.7)
*
£ RHon(?,6) — R Hom(f*F, £*G)
est un Isomorphisme.
Preuve : On se ramdne, comme d'habitude, & F et G réduits au degré O.
La question étant locale au voisinage de x , on peut supposer X affine.
F admet alors (SGaA IX 2.7} une résolution gauche par des faisceaux du type

i!(AU), o i1 : U —>X est étale de présentation finie, done, par dévis-

sage, on eat ramené & F = i'(AU)° Formons le carré cartésien

[N,

il l

G

On a des iscmorphismes canonigues, cas particuliers triviauz de la dualité
(80ar XVIIT 3.1.10)

R Hom(F,0) ¢2% Ri, i G

R Hon(£'F7,£°6) ¢~ Ri'_gi6 .
Par ces iscmorphismes la fliche canonique

£ R Hom(F,¢) —> R Hom(f'P,f G)
s'identifie & 1la fliéche de changement de base (scas XVII

* * *
f Rid (6) —> Ri'g i*(e) .
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Or celle-ci est un lsomorphisme, comme on le voit aussit8t par passage &

1g limite (SGAA VII 5.11).

. . ’ . - + .
Lemme 4.4. Soit X un préschéma, et soit K £ ob Dc(X) un complexe satis-
faigent aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que K soit duslisant, il
. —-, - —_ +*
faut et il suffit que, pour tout localisé striet f : X(z) —> X, fK

soit dualisant.

Preuve : Utiliser le fait que toub faisceau comstructible sur un localisé
strict X(%) est induit par un faisceau constructible sur un schéms &hale

Z-ponctud sur X (SCAA IX 2,7.4) et appliquer (4.3).

4,5, Soient X un préschéma, X un point géoméirique de X,

£ 31X =X(X) —> X le locelisé strict correspondant.

Seit Y le sous-préschéma fermé integre adhérence de =x dans X,

=,

notons g : ¥ > et i : Y —> X les fléeches canoniques, et formons

le carré cartésien

i

> X
T
i

X,

Y
gT

i
il

Wy

(¥ est 3 la fois le point fermé de X' et le localisé strict de Y en X).

Nous noterons

le foncteur défini par

(4.5.1) ]R_L"E = g R'i .
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. 1 *
Utilisant la relation bien connue entre les foncteurs R i et R
o j: U—>X est llouvert complémentaire de ¥, et appliquant le passage &

1a limite (SGAA VII 5.11), on trouve un isomorphisme canonigue

(4.5.2) R T RmYit e

Lorsque X est un point fermé de corps résiduel séparablement
clos, le foncteur W fi cofncide avec le foncteur R _f‘x habituel

(SG44 V 4.3) ce qui justifie la notation.

+ ! *
Soit ¥, € ob D (%), et posens K, = R j(KX), K, =1 K,
K- =-EI*-£(KX) sttention, K- n'est pasla fibre de Ky en % 1), Supposons que
K, soit dualisant. Alors, en vertu de (1.15) et (4.4), il en est de méme

de K, K, XK. Donc (2.1) on a K- o~ gd] pourun 4 & Z.

Nous dirons que KX est normalisé en ¥ si d =0 et sil'on a choisi un
isomorphisme K:E ~- A. Dans le cas ou x est fermé de corps résidusl

séparablement clos, on retrouve la notion introduite en (4.1).

Soit K, un complexe duslisant, et posons Dy = R Hom{ ,KX);
D, =RHon( &), ete. Soit F € ob Di(x), caloulons (DF) «
On a :
@-XF)E o g 1 DF
s g* p, R R (en vertu de la formule d'induction

complémentaire (4.2.1))

+* 1
™ D-g R (F) (dtaprds (4.3)), c'est-2-dire

(4.5.3)  (nyF)y =5 Dy BT (F)

Bien entendu, on aurait pu faire un calcul analogue en passant par
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X' su lieu de Y , on surait alors obtenu un isomorphisme canonigque
(BF). 2% D-R'i' £(¥)
Ly = Dz ’

compatible avec (4.5.3) moyennant 1!'identification (4.5.2).

3i en outre KX est normalisé en X , on obtient des accouplements

parfaits généralisant (4.2.2)' et (4.2.2)" :

(4.5.3) (s x RIAF) —> & ,
(4.5.3)" B P) x E(F) —s 1,
(ol 1'on a posé glf = l{_iIR O ).

Inversement, soit K, € ob p(X) satisfaisant aux conditionms (i)
et (ii) de (1.7) et tel que Kizlﬂ rE(KX) soit dualisant pour tout point
géométrique ¥ de X . Alors, pour tout ¥ , on peut définir (ef. 1.12 b)

(ii)) ume fldche canonique

(4.5.3) D(F)- — D~ RT'_(¥) pour F £ ob Dg(X) .

X
Si celle-ci est un isomorphisme pour tout X et tout F , salors KX est

dualisant. En effet, il s'agit de vérifier que la flidche canonique
F —> D, D(F)
est un isomorphisme pour tout F & ob Dz(x). Or, en un point géométrique

arbitraire ¥, on a

Fi’z; D- (F-) (puisque K. est dualisant)

(par {4.3) et la formule d'induction
1.12 1) (1))

v
Ul
|
-
)
=

(par nypothdse) .

B
=)
0=
N/_\
2
{
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donc, moyennant une vérification de compatibilité, (F,Kﬁ) est bidualisant,

ce gqui prouve notre assertion. En résumé :

Proposition 4.5.4. Soient X un préschéma, et KX & ob D+(X) un complexe
satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que K, soit duali-
sant, il faut et il suffit que pour tout point géométrique X de X le
complexe Ki‘ soit dualisant et que la fléche canonique (4.5.3) s0it un

isomorphisme pour fout F & ob DZ(X-).

Remarque 4.5.5. L'existence de complexes dualisants doit &tre considérée,

en un sens, comme un complément important au théordme de dualité globale.
En effet, ce dernier exprime que 1'on a, pour un morphisme séparé de type

fini f: X —>7Y (Y é&tant quasi—compact), un isomorphisme cenonique

(avec les notations de 1.12).

Son exploitation pour le calcul de FQ!f(F) (quand F & ob DZ(X) )
nécessite des renseignements sur EX(F)° Lorsque Ky est dualisant, ceur-ci
sont fournis par 1'isomorphisme (4,5.3), qui permet, du moins théoriguement,
un calcul des fibres de QX(F) comme invariants de cohomologie "purement

spatiale”.

Exercice 4,5.6. Soit X un préschéma muni d'un complexe dualisant (1.7).

La famille des foncteurs {cf.(4.5.3)" )

E}E : Dz(X) —> (A-modules)

(i parcoursnt Z et X 1'ensemble des points géométrigues de X) est
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voonservative”, i.e. vun morphisme F —> ¢ dans Dz(x) tel que les

_H_;C(F) S, H;( G) soient des isomorphismes, est un isomorphisme.

4.6. Soient X un préschéma, j : ¥ —> X un sous-préschéma fermé,
i: X —> Y un point géométrique de Y. Soit d'autre part K‘X un
complexe dualisant sur X , normalisé en x (cf. (4.5) On a wu en (4.5)
que, si Y est l'adhérence de x , on &, pour F & ob D:(X), un accou-

plement parfait
5 1
R J(F)f x QX(F)K,——f> A

I1 n'est pas difficile de définir un accouplement analogue dans le cas

général. Introduisons la factorisation de i en

3t i il
% - ,{x% s .Y,
Pour F & ob D:Z(X), on a des isomdrphismes canonigues @

R L_'—i,j% D_X(F) ~>R{-I; R !j(F) (formule d'induction complémen—
taire (4.2.1))
-~ i 1
%" Riwp RY(F) (aéfinition de W [T (4.5.1))
* * t
Z5iv D A" R 3(?) (induction ordinaire
{(1.12. b) (1)) )
o
= ..D.E i* R *3(7) (par 4.3)), i.e. finalement un

isomorphisme canonique
I, ~ %
(4.6.1) R'3(F)y —> DRI I(F) ,

d'oll des accouplements parfaits
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(4.6.1)" RY3(F)

.

-~ 3D (F)
g *R I IHE s

5
-

(446.1)" B (). x IR Y) —

Exemple 4.6.2. Soient X un préschéma régulier, % un point géoméirique de

X, d = aia(Q, ). Posons Ky = ( /}»n)xﬁd

tion (reg) (3.1.1) et au théordme de pureté (3.1.4), alors K, est cano-

[2d7 . 8i X satisfait & la condi-

nigquement normalisé en X. Done, si KX est dualisant, on a des accouplements

parfaits
E(F); x E2 (T — 1,

pour tout fermé Y contenant X et tout F £ ob DE(X), avec

. &d
™ =1 Hom(F,(//_s‘;-\fl)X Yo
Donnons, pour terminer, une variante strictement locale de (4.6.1)
4.7. Soit X wn schéma strictement local noethérien {SGAA VIII 4.2), de

point fermé x. Soit Y un fermé non vide de X , et considérons les immer-

sions canoniques
U=X-Y —= > V:x-i’x}——L—ax.

BEnfin, soit KX un complexe dualisant normalisé en x (4.1), d'olr des

complexes dualisants "correspondants" sur U, V, ¥, x (et par hypothése

* * . B
D, = RHom( ,4) ): K = J'K;, Ky=1K, K =R (K.
Soit G & ob Dz(U), et posons G' = QU(G) . Nous nous proposons de

définir un accouplement naturel
(4.7.1)  RT(U,6) x RT(V,1,6")[-1] —> A ,

i.e. un homomorphisme fonctoriel
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L
(4.7.1) RT(U,6) € RT(V,1,69)[-1] —> 4

(Ltannesw A =Z/ £ Z étant de dimension cohomologique infinie pour ¥ > 2,

on ne sait définir que les produits tensoriels

Bop(a) x07(a) — D7)

et ¥, p(a) x Db(A) —3 D(A) (#)

torf

On laisse done au lecteur le soin de faire des hypothéses convenables
assurant que les deux facteurs de & figurant dans (4.7.1)! sont dans

Db(A> ou que 1'un d'eux est de tor-dimension finie.)

Hotons d'abord gue, par la formule de dualité complémentaire (1.12 a) (ii)

on g un isomorphisme canonigque

(4.7.2) i!(G') ™y _D_V(]R-‘.i*G)

D'autre part, on a l'isomorphisme de duslité ordinaire
(4.7.3) IFCHom(AU,G) s R Hom(A.V,]Ri*G)

Par définition de Dy (et indépendamment du Fait que K; est duelisant),

on a une fléche canonique
(4.7.4) R 1,0 épgv.(m*c) — K .
De (4.7.2), (4.7.3) et (4.7.4) on &&duit une fldche (canonique)
L
(4.7.5) RT(U,6) ® RT(V,i,6') —> RHom(A,,K)
i .
Mais K, = j'K;, et 1'on a 1'isomorphisme de dualité (SGA4 3.1.10)

(4.7.6) R Hom(AV,KV) o2 IRHom(AV’X ;) By

Enfin, ls suite exacte

(#) (ajouté en 77) Inexact : il est facile, en fait, de prolonger

L
& : D (A) x D (A) —>D(A) en & : D (A) x D(A) — D(A)
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(4.7.7) 0 =3 by y—> by —> b —>0
donne un homomorphisme de degré 41 :

(4.7.8) R Hom(AV’X , Kx) R Hom( A KX D2 A .

Brn composant (4.7.5), (4.7.6) et (4.7.8), on obtient la fléche amoncée
(4.7.1)

Nous allons voir maintenant que 1'accouplement (4.7.1) est
"parfaif', i.e. que la flkche (4.7.1)' identifie RT(v,i,6")[-1] a

QXE?I“(UG) .Supposons en effet, ce qui est loisible, que l'on a
#*
¢=(ji) 7,
avec F € ob DS(X). Posant P =D (F) et F'y ;= (ji),6', on a la suite
’ !
exacte

(4.7.9) 0 —> P —_ P —> FYY —> 0,

U,X

qui donne naissance i un triangle distingué

RT (F’U <

() / \

RT (B 1Y) &— RT,( .

Par définition de EiI“X , On a

T ¢ — 1
RI (¥ = R Hom(s , F

U,X> U,\X) ;

done, utilisant (4.7.7) et le fait que (F’U X) = RITX, Fﬁ ) =0,

on a un isomorphisme canonigue

R Hom(AV’X , [1:[ RIT (F' ) .
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Mais on a

FZHom(AV’X s F’U,X) = E?Hom(j!AV s j!i!G')
~ RHom(4; , 1,6') par dualité (SGAA 3.1.10)

dtol finalement un isomorphisme canonique

(4.7.10)  RY(L,6") (1] ]RTX(F'U’X) .

On a d'autre part la suite exacte

(4.7.11) 0 > byy —> by —> &y —> 0

qui donne naissence & un triangle distingué.
R7 (U, F|lD

(s) }/ N

N
R FY(F) = R TX(F) .

En vertu de (4.7.1) et (4.7.10), on a wn accouplement naturel
(4.7.12) EI‘(U,F[.U)XRI"X(F'U’X) —> 4 .

En vertu de (4.6.1), on a un accouplement parfait

(4.7.13) RT’Y(F) X JRPX(F*;Y) i

Enfin, par la formule d'induction ordinaire (1.12 b) (1)), on a un

accouplement parfait
(4.7.14) RTE,BDx R (F) —> 4 .

Le lecteur qui aura la patience de s'orienter dans ce dédale de "fldches
canoniques” vérifiera que les accouplements (4.7.12), (4.7.13), et (4.7.14)
sont "compatibles" avec les fliches des triangles (a) et {b), et par suite

que les accouplements (4.7.12) et {4.7.1) sont parfaits.
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L'accouplement des triangles (a) et (b) donne naissance a deux

suites exactes "transposées l'une de 1'autre" :
(4.7.15)00 0ty H]Y'(X,F) — E(%,F) — B(U,F) — ...

, -1 4 -1 —l-l
= X(Y,F!Y) e HX (X,F') P

cen & (VFU’V) e ven s

En résumé, nous pouvons énoncer :

Proposition 4.7.16 : Soit X wun schéma strictement local noethérien, de

point fermé =x . Soient Y un fermé non vide de X, U=X-71,
V=X-%,1i:U-—>7V et j:V—> X les inclusions canoniques.
Soit KX un complexe dualisant sur X normalisé en x (d'oﬁ des complexes

duslisants associés sur V, U, Y).
Pour G & ob DE(U), on a un accouplement parfait :
(%) RT(U,6) xRT{VA 6" F-1T —> &
> | B
(o @' = 1_>ﬂ( @) .
Si ¢G=FU, ol P & ob DE(X), on a un isomorphisme canonigue
(%) RI(i,6)[-1] = R FX(F'U’X)
(o F' = Dy(F) et 'y o = (31),(7r1v) = (31), (") ),
et un accouplement parfait entre les triangles distingués

R T (U,F{D) RT (7'

2 NN

R I'y(F) —3 RI(X,F) RT (P1Y) &— RT (F'),
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compatible avec 1'accouplement (*) et 1'isomorphisme (#¥), et donnant lieu

2 deux suites exactes transposées l'une de 1'autre (4.7.15).

Remarque 4.7.17. Dans le cas particulier ou Y =x{X}, l'accouplement
(4.7.1) se définit sous la seule hypothse que KX soit normalisé en x
(et non nécessairemént dualisant), i.e. tel que E?T;ﬂKk) ™~ A,
(1'iscmorphisme étant donné) : 1tiscmorphisme (4.7.2) (qui utilisait la
bidualité) se réduit en effet & 1'identitd. Comme 1'accouplement (4.7.14)

est de toute fagon parfait, on voit done que la dualité locale sur X

{sous la forme (4.2.2)') équivaut b la dualité "globale" sur U = X - X,

i.e. au fait que 1'accouplement (4.7.1)
RNU,6) xRI(U,6" [ ~1] —> 4

est parfait, ou encore qué les accouplements

B (U, ¢) x B Nu,6) —s 2
sont parfaits.

Supposons que l'on dispose sur X d'un complexe dualisant KX
normalisé en x. S5i X est excellent et U régulier de dimension 4 (x
pouvant donc 8tre une singularité isolde), on doit pouvoir vérifier que
K. = KU est canoniquement isomorphe & (ﬂﬂh)UﬁdEZd] (on le vérifie faci-
lement en tout cas si X est localisé strict d'un préschéma localement de
type fini sur un corps de car. 0). Alors la dualité locale sur X implique
que 1l'on a, pour tout AU—Module localement constant constructible G, des

accouplements parfaits
g (u,6) = 2991y, ¢%) 5 4

(ot ¢° = ﬁQEKGs(%“n)Uﬁd) )» qui correspondent formellement 3 la duslité de
i

Peincaré sur un schéma de dimension 24-1.
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5, Dualité locale gur ies courbes.

Théordme 5.1. Soit X . un préschéma nosthérien régulier de dimension 1.
On suppose n premier aux caractéristiques résiduelles de X.
Alors le théordme de pureté est vrai sur X (3.1.4) et le compleze Ay

est dualisant (1.7).

Démonstration : Supposons prouvée la pureté., Comme X satisfait évidemment
% la condition {(reg) (3.1.1), et que la condition (cdloc)n est vérifide en
vertu de (SGAA X 2.2), on en conclut, par (3.2.1), que dim.q.inj(AX) = 2,
Diautre part, la condition (ii) de (1.7) est vérifide d'aprds (3.3.1 b) (1))
(qui a été démontré moyermant la pureté). Done, en vertu de (4.4), on est
ramené & prouver que Ay est dualisant quand X est strictement local.
Mais, pour prouver la puretéd, qui est une question locale au voisinage d'un
point fermé, on peut également supposer X strictement local. Finalemept,

on est ramené & prouver le théortme guand X est strictement local.
Supposons done X strictement local. Scient x son point fermé,

( U= car(k(x)), 7(, son point générique, U= X = x = Spec(k(z)).

Soit @ = Gal(k(vi)/k(q )) le groupe fondamental de U. On sait

[CL Chap. IV § 2 Bxer 2] qu'on a une suite exacte canonique

(5.1.1) I —3 P %G —> H —>1 ,

oi H =.;;E Z%{(l) s Zf(l) =<l__7'_b:|/;m Z)Lgﬂ , 6t P est un pro—TZT-groupe.
).

(Bien entendu, H est isomorphe, mais non canoniguement, é’} l Z
St T
On sait d'autre part (SGAA VIII 2) que la cohomologie étale de U

s'interpréte comme ls cohomclogie galoisienne de G, les faisceaux {resp.

@
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faisceaux constructibles) de AU—modules correspondant aux A-modules (resp.

A-modules de type fini) sur lesquels G opdre continfment.

Cela étant, les H;(AX) sont déterminds par la suite exacte
0 o) 0
(5.1.2) 0 —> HX(AX) —> H (X,A.X) —> H (U,A.U) — Hi(AX) —> 0,

et les isomorphismes

-l Hl“l(U,AU) pour i 32,

i
(5.1.3)  E(ay)
Or on & trivialement H(X,A ) = EX(U,4 ) = &, donc E(4,) = H-(A.) = O
i) = B (Ody) = b dome Eay) = () = 0.
Dtautre part, pour un G-A-module (galoisien) M, on a la suite spectrale de

Hochsehild - Serre
*
Epg = P(g,5%p,m)) =8 (¢,1) .
Comwe n est premier & 70 et que P est un pro-T-groupe, on a

EXP,M) = 0 pour g £ 0
donc EP% =0 pour g ;é 0, d'ol un isomorphisme canonique
(5.1.4) Ea,n) o~ EP(mF) .
On voit d'ailleurs, par un argument analogue, que Hp(H,l\T) stidentifie &
Py -
H*(z(1),N) lorsqu'on fait opérer trivialement sur N le facteur 7 (1).
On a donc finalement, avec la convention précédente, un isomorphisme

canonigue
(5.1.5)  ®(e,m) 2= #P(Z(1),1) .

Or la cohomologie galoisienne de 2 est bien coﬁnue (CG chap. I p.31) :
pour un GeA-module N, on a
(5.1.6) Hi(g,N) =0 pour iy2 ;

27, =

B(Z,W)

h
=
>



52

De (5.1.3), (5.1.5), et (5.1.6) on aéduit aussitdt que _
Hi(U,AU) =0 pour i} 2,
ot E(U,A) oo L

Ce dernier isomorphisme n'est pas canonique, car il dépend du choix d'une
A~ ~

identification de Z(1) & Z. Mais, utilisant la suite exacte de Kummer, on

trouve (SGAA XIX 1.3) un isomorphisme cancnique (domné par la "classe

fondamentale locale™)

(5.1.7) Hl(U,ﬁfh) o~ a

La pureté est donc démontrée.

Prouvons maintenant que AX est dualisant. D'apres (4.7.17), il
s'agit de montrer gque, pour tout AU-Module localement constant constructible

M, 1'accouplement
i 1-i 1 ~ &~1
(5.1.8.) B(U,H) = B0, Hom(M, ) —> E(U,4y) &5 (fin)

est une dualité parfaite. Nous allons interpréter cet accouplement en termes

de cohomologie galoisienne., Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 5.1.9 : Notons D = Hom( ,4) le foncteur dualisant de Poptrjagin sur la
catégorie des A-modules de type fini. Soit M un A-module de type fini suxr

leguel un groupe G opére A-linéairement.

(i} On 2 un isomorphisme canonique

p(M¥) ne ow), -

(ii) 81 @ est un groupe profini opérant continfment sur M et =i G est de

pro~ordre premier & n, la fliche canonique

G
MY s M,

est un isomorphisme.
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Preuve : On a par définition

u* = lim Ker(M-ﬁz}} My

sEG
atol
D() 2 1in Coker(D 5L p) ~ (om),
| =3
s

ce qui prouve (i).
Prouvons (ii), Soit ' le A-module défini par la suite exacte

0-—>M"——9M—-—>MG——~>O -

On a Hl(G,M') = 0 parce que G est de pro-ordre premier & n. La suite

exacte de cohomologie implique donc que la fliche MQ-—-; Mﬁ est un épi-
morphisme. Mais, appliquant le foncteur D et tenant compte de (i), on en

déduit qu'elle est un monomorphisme, ce qui achdve la preuve,

Appliquant (5.1.9) & M et P, on trouve que Hom(M,A)P stidentifie

~ ey

canoniquement i Hom(MP,A). Si 1'on choisit un isomorphisme de Z(1) surZ,
1'accouplement (5.1.8) s'éerit, compte tenu de (5.1.5),

(5.1.8)" E (7)) x B3 5,000)) — EGa) >4 .

I1 résulte aussitdt de (5.1.6) et (5.1-9(i)) que (5.1.8)! est wn accouple—

ment parfait. Cela achdve la démonstration de (5.1).
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APPEND ICE

per L. ILLUSIE

La théorie précédente s'étend facilement 2 des Annesux de base plus
généraux que i'Anneau constant Z/nZ. Nous allons indiquer bridvement corment
s'écrit la théorie pour des Anneaux de base localement constants, srnulés par
n >0, et & fibres gdométriques des anneaux noethériens., Ce n'est dtailleurs
14 quiun cadre provisoirga: on devrs t8t ou tard globaliser, en prenant

comme "coefficients" sur un préschéms X des préschémas relatifs sur le

site (Xét,g/ng).

1. Faisceaux constructibles

1.1. Soit X un préschéma, et soit AX un faisceau d'amneaux sur X (pour
la topologie étale), localement constant, a fibres géométriques des anneaux
noethériens & gauche. On note AX la catégorie des AX-Modules & gauche, et
D(Ax)(ou D(X) s'il n'y a pas de confusion & redouter) la catégorie dérivée
correspondante. La notion de AX-Module (& gauche) constructible se définit
comme dans (SGAA IX 273), en remplagant 1'expression "localement constant

de valeur de présentation finie" par "de présentation finie comme

AU =-Module!.
i

On note DC(X) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes B tels
que E}(E) soit un Ameodule constructible pour tout i. Clest une sous-

catégorie triangulée de D(X).

(%)

Selon Grothendieck!
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1.2, Soit E & ob D(X). On dit (cf. Exp. II 3.11) que E est pseudo-
cohdrent si, pour tout i, g?(E) est un Ay-Module de présentation finie
{ou localement constant constructible si 1l'on préfére). On note D(X)coh
@mchoh(X)) la sous-catégorie pleine de D{X) formée des objets pseudo-
cohérents. I1 résulte de (SGAA IX 21} que clestune sous-catégorie trian-

gulée de DC(X).

Proposition 1.3. (1emme de dévissage). Soit X un préschéma quasi-compact
et quasi-gséparéd (resp. noethérien), et soit C une sous-catégorie strictement
pleine de la catégorie Cons(X) des 4,-lodules 3 gauche constructibles.

On suppose € stable par extensions. Conditions éguivalentes

(i) ¢ = Cons(X) 3

(i1) € contient les faisceaux du type i,(F), ob i :Y¥ —> X estun
sous~-préschéums de présentation finie {resp. un sous-préschéma intdgre), et

F est locaslement constant constructible sur T .

Si AX est constant de valeur A un anneau noethérien & gauche anmulé par
un entier n » 0, les conditions précédentes sont équivalentes & s

(iii) C est stable par facteurs directs et contient les faisceaux du type
f*i!(MU), ou iU —>Y est‘une immersion ouverte (resp. un ouvert d'un
préschéma intégre), £ : ¥ —> X un morphisme fini (resp. fini et tel qué
le point générique de Y soit séparable sur son image), et MU un
AU-Module % gauche constant de valeur un A-module monogene gnnulé par un

diviseur premier de 1.

Enfin, si X eat noethérien et satisfait 8 la condition (reg)

(I 3.1.1), la condition (ii) (resp. (iii)) équivaut & la condition analogue
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ol 1'on suppose en outre Y ({resp. U) régulier.

Preuve : L'équivalence des conditions (i) et (4i) se prouve comme dsns le
cas ol A, est constent, voir (SGAA IX 2.4 et 2.5).

Supposons Ay constant de valeur A annulée per n, et prouvons que (diii)
implique {ii). Soit E & ob Cons(X), montrons que E € ob . Dlaprds
1téquivalence (i) & (34), on peut suppoger que E = j!(F), o %4 —>X
est l'immersion d'un sous-préschéma de présentation finie (resp. intdgre),
et F un AZ-Module constructible localement constant, que 1'on peut méme
supposer (quitte & dévisser un peu plus) trivialisé par un revétement &tale
g: 4" —> Z de groupe G. Le faisceau F est donc défini.par un  A-module
de type fini M ol G opdre. Si £ est un diviseur premier de n, le sous—

groupe de f—torsion de M est un sous-G-A-module M.Z de I, et 1'on a

K= 0Ny, ,

on £ parcourt 1'ensemble des diviseurs premiers de n. Vu la stabilité de

C par facteurs directs, on est donc ramené au cas ou M est de JZ ~torsion.
Soit H um {?—groupe de Sylow de G, et soit h : U = Z2'/H —> Z le revé-
tement intermédiaire correspondant & H. Le degré de h étant premier & 4,/ ’

la "méthode de la trace" (SGAA IX 5.1) montre que la fleche d!'adjonction
*
F — b, h (T)

est un isomorphisme sur un facteur direct, donc il suffit de Prouver que
*
Jy b, 1 (F) & ob C. En vertu du "Main Theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe

un diagramme commutatif

]

A i
h

J
—

Ny &
P e
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ol i est une immersion ouverte, et f un morphisme fini. On a
* %
3y byh (F) 2 £in(P) .
*
Or n (F) est défini per M considéré comme H-A-module. L'implication

(1ii) == (ii) résultera donc du lemme suivent :

Lemme 1.%.1. Soient A un anneau noethérien & gauche, £ un nombre premier,

N

H un é}—groupe fini, ¥ un H-A-module & gauche de type fini anmulé par

W
£ (3 2,1). Il existe une filtration finie de M par des sous-H-A-modules
tels que les quotients successifs soient des A-modules monogénes annulés

pax < et o H opare trivialement.

Preuve : La suite exacte (de H;Armodules)

0 — FN —3 U — WA —> 0
raméne, par récurrence sur Y , au cas ou M est annulé par £ .
Montroné qu'alors M admet une filtration finie par des scus-H-A-modules tels
que H opére trivialement sur les quotients successifs. Raisonnant par récur-
rence noethérienne sur 1'ensemble des sous~H-Armodules &e M possédant la pro-
priété énoncée, on est ramené 2 prouver gque M # 0 implique MH # 0. Or on vé~-
rifie trivialement que le noyau de 1l'augmentation };Q[ﬁq — Hi@ est un iddsl
nilpotent, et le lemme de Nakayams implique que tout H—:F£ -module non réduit
& 0 possdéde un vecteur invariant non nul, ce qui prouve notre assertion.
M admet donc une filtration finie telle gue les quotients succéssifs soient
des A-modules de type fini annulés par Z et o H opdre trivialement. Par
récurrence noethérienne on peut méme obtenir que les quotients successifs soient
des A-modules monogdnes, ce qui ach®ve la démonstration de {1.3.1).

La dernidre assertion de (1.3) est immédiate et laissée au lecteur.
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2., Dimension gquasi-injective,

Les notations étant celles de (1.1), on définit comme en

(I 1.1 et 1.4) les notions de AX-Module guasi~-iniectif, et de dimension

quasi-injective d'un objet de D(X). Les propositions (I 1.3, 1.5 et 1.6)
g!étendent sans changement.

11 est parfois commeode d'introduwire une notion de dimension guasi-

injective ponctuelle. Soit x £ X, et scit X & ob D+(X). On dit que K
est de dimension quasi-injective £ N en X si, pour tout Ay-Module cons-
tructible ¥, on &

Extl(F,K)§.= 0  pour 1> N,

On appelle dimensicn quasi-~injective de K en %, et l'on note dim.q,inji(K)
la borne inférieure des N vérifiant le condition précédente., Bien entendu,
on a

dim.q.in3(X) = Sup dim. q.inji(K) ,

ol X parcourt 1'ensemble des points géométriques de X,

Il est intéressant de comparer la notion précédente avec la notvion

de dimension topologigue stricte introduite par VERDIER dans [1] . On dit

que K & ob D+(x) est de dimension topologique stricte < N en un point

géométrique ¥ de X si pour tout sous-préschéme Y de X, on a
i i .
Ext (4K =E(X). =0 pour i>71.

On appelle dimension topologique stricte de X en ¥ et 1'on note dimstopi(K)

la borne inférieure des N vérifiant la condition précédente.

Tandis que la dimension quasi-injective dépend a priori de 1'Amneau
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de base, la dimension topologique stricte ne dépend que du complexe de fais-
ceaux abéliens sous~jacent.
On a évidemment

dimstopi(K) < dim.q.inji(K) .

Hous verrons plus bas des exemples ol l'on a 1'égalité.

3. Complexes dualisants : définition et propriétés formelles.

Gardons les notations précédentes, mais supposons AX comnutatif,
Les notions de couple bidualisant et de complexe dualisant se définissent
comme en (I 1.7). Les énoneés {I 1.9, 1.11, 1.14) sont valables sans modifi-
cation, Les énoncés (I 1,12, 1.13, 1.15) sont également valables, mais a
condition de supposer A annulé par un entier n>0 premier aux caracté~
ristiques résiduelles de Y. Enfin le théortme d'unicité (I 2.1) est valable

pourvu que l'on suppose Spec(Aﬁ) connexe pour tout point géométrique T de X.

4. Pureté gbsclue

Revenons sur la situation de la pureté cohomologique absolue
(1 3.1.4) . Soit X un préschéma localement noethérien régulier, et soit
n > 0 un entier premier aux caractéristiques résiduelles de X . Scit
3 : Y % X un scus-préschéma régulier de codimension 'd > 0 en tout poiut.
Dire que le couple (Y,X) satisfait & la pureté cohomologigue absolue signifie,
1/2

rappelons-~le, que 1'homomorphisme "classe fondamentale locsle" (SGA 4

Cycle 2.2).

4
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8-q

(e1) Oy [T —s ril(g),

est un isomorphisme,

Donnons-nous maintenant sur X un faisceau d'annesux AX annul é
par n. Posons pour un instant @ = (g/qg)x. Alors, pour tout T < ob D+(AK),

on peut définir une fliche cancnmique de DY( ol

(4.2) i¥(7) éz 2 Ri'(g) —s Ril(F éz A

I1 revient au méme, en effet, par dualité (SGAA XVIII 3.1.6)
de définir une fliche

1, (1(2) gZ/nZ Ri'(¢)) — 7 éZ/nZ @ :
on cholsira pour celle~ci la composée de la fliche de Kiinneth

(SGAL XVII 5.4.2.2)
1(7) &_/nZ Fi'(g)) —> 7 &_z/n_z_ i!IRi!(G) ,

et de la fléche déduite de 1'homomorphisme trace (SGAA XVIII 3.1.6)

F &

Z/n&i!mi!((}) — Fé_z_/n_:gg .

On notera que dans la définition de (4.2) on a seulement utilisd le fait que
G et Ri' (G) &taient de tor-dimension finie sur Z/nZ. Supposons d!autre
part que le foncteur i! solt de dimension cohomologique finie sur la caté-
gorie des (g/ng)X—Modules : ¢c'est le cas par exemple si X est de type fini
sur un corps (SGAA XIV 3.1), ou plus généralement si X est excellent d'égales
caractéristiques (SGAA XIX 6.1) lorsqu'on dispose de la résolution des singu—
larités, ou encore si X est de type fini sur Spec(Z) (SGAA X 6). Alors, la
fldche (4.2) se définit pour tout F € ob I( WX

Composant (4.1) et (4.2), on a donc, pour F & ob D+(AX)' une

fléche canonique
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(4.3) (¥) ég/n; (/{n\%”d [~2a] — Ri'(F) .

Supposons que Ay soit localement constant, et soit F & ob D+(AX)

tel que, pour tout i, E}(F) 801t un AX-Module localement constant.

1
Alors, si_i est de dimension cohomologigque finie, la fleche (4,2) {et par

suite la fldche (4.3) si (Y,X) satisfait & la pureté) egt un isomorphisme.

En effet, par dévissage, on se raméne d'abord au cas ou F est ré-
duit au degré 0. La question étant locale, on peut supposer X affine, et
Ay et F constants. Résolvant F & gauche par des AX—Modules libres, et
appliquant lthypothése que i! est de dimensien cohomologique finie, on se
raméne au cas o P est libre. Par un passage & la limite immédiat, on se
remdne & F libre de type fini, et finalement & F = AX. I1 suffit donec de
démontrer 1'assertion dens le cas Ay = (Z/nZDX . Mais le dévissage précédent

ramdne 4 F = (g/nggx, ot dans ce cas la fléche (4.2) se réduit & 1tidentité.

Définition 4.4, L'Ameen A, &tant donné (Localement constant, annulé par n)

nous dirons gue le couple {Y,X) satisfait & la pureté cohomologique au sens
fort, si, pour tout P £ ob D+(AX) tel que les E?(F) soient localement
constants, la fléche canonigue (4.3) est un isomorphisme.

Nous dirons que le théoreme de pureté est vral au sens fort sur X,
si localement {pour la topologie étale) tout couple (Y,X) comme ci-dessus
satisfait & la pureté au sens fort.

Dlaprss ce qu'on a vu, pour gue (Y,X) satisfasse & la pureté au
sens fort, il suffit done que (Y,X) satisfasse b la pureté au sens ordi-

1
naire (I %.1.) et que le foncteur i’ soit de dimension cohomologique finie.
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B Majoration de la dimension guasi-iniective.

Proposition 5.1. Soit X un préschéma localement noethérien résulier, muni

d'un faisceau d'anneasux AX localement constant, annulé par un entier n > O

premier aux ecaractéristiques résiduelles de X, et & fibres géométriques

des amnesux noethériens & gauche. On suppose que X satisfait aux conditions

kreg) (1 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3), et gue le théoreme de pureté au sens

fort est vrai sur X (4.4) {Conditions toutes vérifides si X est lisse

gur um corps parfait, ou si X est excellent de caractéristique nulle).

Soit F € ob D+(AX) tel que les §?(F) soient localement constants, et soit

x un point de X +tel que 1l'om ait Fi £0 et éim.injAp(Fi) < 4+ =22 ,0na
X

dans ces conditions
dlm.q.ani(F) = 2 dlm(gx,x) + dlm.an(Fi) .
avec les nobations du n® 2.
Démonstration. Il n'y a qu'a reprendre pas i pas la démonstration de
(I 3.2.1). On va d'abord montrer 1'indgalité
dm.q.ln;;]—{(F) < 2 dim(_QX,X) + dim.inj(FE) =N |,
i.e. la relation
(*) Extl(E,F)E= O pour 1> N et tout Ac-Fodule comstructible E.

La question étant locale, on peut, par dévissage (41.3), se bormer i vérifier
(%) pour B = 1,(i), o i : Y=> X est un sous-préschéma intdgre régulier
fermé dans un ocuvert D(f), (ou f é.F(X,QK)), de codimension & en tout

point de D(f), et M wmn A~HModule localement constant constructible

(ay = $a).
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Or on a 1'isomorphisme de dualité (SGas XVIII )
]
R Hom(1,(¥),F) &2 Ri, REom(M,Ri'F) .
Par le théordme de pureté, on a d'autre part 1'isomorphisme (4.3)
7

1 (F) éz ng ([wn)ﬁ'd[-zd] 5 Ril(F) .

Soit y un point géométrique de Y. Comme M est localement constant

constructible, on a (canoniquement)
1 ‘ ]
R@(M,Ri'?)sr. ot mggg_l_(mi, (Pi'F)S;) ,
donc, grice & (4.3),
i
R@(M,mi'mi; fas] RH_OQ(MST-, Fﬁ) [-24] .

On peut d'autre part supposer qu'on s'est placé dans un voisinage de X

cornexe. On a alors
F. =< F_. AL = A,
X y , X y
puisque AX et les E?(F) sont localement constants, d'ol
i . e s
Bxt (M37 s F§) =0 pour i >’d1m.1nJ(F§),
soit finalement
1
ExtYM, Ri'F) = 0 pour q > 2d+dim.inj(F.i) .

1

Posons G = R Hom(M,Ri'F), et caloulons maintenant R i*(G)E .

Pour celas, on introduit, comme en {1 3.2.1), 1'adhérence schématique Z de ¥
dans X, d'ou un diagramme cartésien d'impersions

Y
jl
Z

(f)

|

—
K
—
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On a donc R1i,(G) o~ k R, (G). On suppose bien entendu que x & Z, sinon
1ton aurait trivialement E?i*(@) = 0. Introduisons alors le loecalisé strict
. _ = ays
Z= Spec(gz’i) de Z en X, et notons f 1'image de f dans QZ,E .
T = E'xz Y =27\ D(f), G 1'image inverse de G sur Y. D'aprds (SGAA VIII
5,2), on a
lHi*(G)E = ]R,j*(G)E o~ RIC(Y,G) .
La condition (cdloc)n implique donc, via un argument de suite spectrale,
que 1l'on a
D, _ - e .

R l*(G)i’ =0 pour p>2d + dlm.lna(FEJ + dlm(gz,x) .
Mais on a (ef. I 3.2.1 démonstration)

dm(gzyx) - dm(gx’x) -d >0 |,

D. _ ) e ..

donc R7i, (G)E =0 pour p> d + dlm(Qx’X) + dlm.lng(EE) )

donc a fortiori powr p > 2dim(_0_K x) + dim.inj(FE) , ce qui démontre (¥).
: 2

Reste & prouver que la majoration (*) est la meilleure possible.

Poscns f = dim.inj(FE), et soit M' un Ai—Module de type fini tel que
f
Bxt (1, F.}_()#O .

Soit Z le sous-préschéma ferméd intdgre de X adhdrence de x, et soit

I=UN2 wm ouvert régulier de Z contenant x et de codimension
d = clim(_O_X x) en tout point. Quitte & restreindre Y, il existe un AYmedule
? R

localement constant constructible M tel que ME-= M'. Appliquant le
théortme de pureté, on trouve alors

Ext2d+f

(,FI0). = _E_glf(M',F;E) 40,

ce qui achdve la démonstration.
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Notons que si F est un AX—Module tel que FE' soit injectif, on
peut, dans la dernidre partie de la démenstration, choisir M= AY; on

obtient donc 3

Corollaire 5.1.1. OSous les hypoth&ses de (5.1), supposons que F soit un

AX—Module localement constant tel que FE soit injectif. Alors on a
dlm.q.anE(F) = dlmstopi(F) = 2 dlm(gx,x) .

avec les notations du n® 2.

Remarques 5.1.2. a) Avec les notations de (5.1), si F; =0, alors F= 0

dans un voisinage de x , donc R gggiE,F)i = 0 pour tout E 2 ob D7(X),

b) 81 dim.inj(FE.) =+ =& , alors dim.q_.inji(F) = + o8 ; en effet, pour
tout p, il existe un Ai—module de type fini MN' tel que ExtP(M',Ei) £ 0,
donc un AXfModule constructible M, localement constant au voisinage de X,

tel que g_x___t_P(M,F)i £ 0.

6. Constructibilité de TR Hom.

L' équivalence des conditions a) de (I 3.3.1) eat encore valable
lorsqu'on remplace 1'Anneau (g/ng)x par un Anneau commutatif, localement
constant, et & fibres géométriques des armmeaux noethériens: il n'y a rien &
changer & la démonstration.

Les conditions précédentes sont vérifiées lorsqu'on dispose de la
résolution des singularités et de la pureté au sens fort (4.4), en particulier
si X est de dimension £ 1, ou ai X est excellent de caractéristique nulle,

ou localement de type fini sur un corps et de dimension £ 2.
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7. Existence de complexes duglisants.

Dans ce numére, X désigne un préschéma mumi d'un faiscean
d'anneaux AX commutatif, localement constant, et & fibres géométrigues

des anneaux noethériens.

. - +
Lemme 7.1, Seient F & ¢b D Coh(x), G & ob Dcoh(X), alors

R Hom(F,G) ¢ Dzoh(X) (notations de (1.2)).

Preuve : C'est standard. On se raméne, par une suite spectrale, & F et G

réduits au degré O, puis 1'on procdde comme dans (EGA OIII 12.3.3 ).

Lemme 7.2. Soit g ¥ X' —> X un morphisme de préschdmas, et munissons X'
du faisceau d'amneaux . g*( ). Alors, pour F & ¢b D (X), @ £ ob DT(X)

AX‘ AX ‘ ’ coh' ™’ !
la fléche cancnique

* * #*
g R Eou(F,G) —» R Hon(g F,g G)

st un isomorphisme.

Preuve : C'est égelement standard : on se ramdne, par dévissage, 2

F= b (ef. EGA Oy 12.3.5).

I

Remarque 7,2.1. Les lemmes précédents sont des cas particuliers d'énoncés

plus généraux qui figurent dans (SGA 6 1),

Lemme 7.3, Supposons X quasi-compact, et soit K & ob DZoh(X) tel que,
pour tout point géométrique X de X, Ki soit un complexe dualisant au sens
de Z§7 V 2.1. Alors, pour tout F & ob D:oh(x)’ on 2

R Hom(F,K) ¢ ob Dzoh(X), et F est réflexif relstivement & K.
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Preuve : On peut, bien entendu, se borner & faire la vérification pour F
réduit au degré O. Dlapres (7.1), on a R Hom(F,K) & ob Dzoh(X).

b

Prouvons gue 1'on a R Hom(F,X) £ Dcoh(X). Seit X un point géoméirique

de X. Dtaprds (7.2), on a
R @(F:K)% y—-} R B_QE(FE ? X~ )-
Si 1'on pose dimainj(Ké) = §(X), on a donc

Ext (F,K). =0 pour i3 N(Z) .

X
Comme les Bzt (F,K) sont localement constants, il existe alors un voisinage
ouvert U de x 4ol que Ext (F,K)|U=0 pour i > N(Z), et 1l'on gaene

grice & 1'hypothdse de quasi-compacité sur X, Reste a vérifier que lé

flache caixonique
F — RHon( R Hon(¥,X),X)

est un isomorphisme. Il suffit pour cela de se placer en un point géométrique

X de X. Dans le diagramme commutatif

Fr ———> REo( R Eou(F,X),K),

: |

la fléche verticale de droite est un iscmorphisme d'aprds (7.2) et la fldche
horizontale du bas est un isomorphisme parce que Ki’ est duslisant, donc la

fléche horizontale supérieure est un isomorphisme, cqfd.

Lemne 7.4. On suppose que X est un préschéma noethérien régulier, que

A

X est anmnulé par un entier n > 0 premier aux caractéristiques résiduelles
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de X, et que le théordme de pureté au sens fort (4.4) egt vrai sur X.

Soit D un diviseur & croisements normaux sur X (I 3.1.5 a)), notons

J:Y¥=V(D) —> X et i:X%¥=0U —>X les inclusions canoniques.

Soit X € ob Dzohﬁx) tel que, pour tout point géométrique ¥ de X, K- soit

un complexe dualisant pour 1'amneau A (au sens de /B/ V 2.1). Alors, pour
b

*
tout E & ob Doohﬁx)’ cna R Hom(i,i (E),K) & ob DE(X), et le couple

*
(1,1 {B),X) est bidualisant.

Preuve : On peut supposer E réduit au degré 0, i.e. un AX—Module localement
constant constructible. D'autre part, la question étant locale sur X pour

la topologie étale, on peut supposer que

(a) Ay est constant de valeur 4, et E est constant de valeur notée E

par abus de langage, soit B = EX 3

N
L
iel

(b) D est strictement b croisements normaux, soit D = div(si),

ol si €T (X;,QX>°

Raisonnons par récurrence sur p = card{l). Pour p = 0, les assertions sont

wm@mme@(%ﬂ.&m%msweI:{h“wﬁ,mmm %:V@ﬂ,

Y= (2 div(e.)), U' = X = ¥' , d'oh un diagramme cartésien
1€ 1< p-1 *

d'immersions
#

i
g — LA S N I,

l j'p\rf | l'jp

— X .

U ———s Ut
Considérons la suite exacte

O = By y —> By x — EUu'xYp,X”“9 o .
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Par hypothdse de récurrence, le théoréme est vrai pour le couple (EU' % X).
" ¥

Comme, pour XK fixé, 1'ensemble des F tels que R Hom(F,X) & ob D:(X) et

que (F,K) soit bidualisant forme une sous-catégorie triangulée de Dc(x), on

est ramend 3 prouver le théoréme pour le couple (E K). Mais on a

mayY X
P

By Y% = Jpx ib!(EU*ﬁ Yp) ,

et, dlaprés (I 1.1%), il revient au méme de prouver le théortme pour le cou-
ple (l;!(EU'ﬂ Yp), ERJP {K)) dans Yy. Mais, par le théordme de pureté,

on a (4.3)

N -, a
Ri, (0 2= 3(K) é_Z_/n& (/J'n)'l’p [-2]
1
Done ij-(K) & ob DZoh<Yp) et pour tout point géométrique ¥ de I,
{
(RJP <K))§ est dualisant, et par suite on gagne gréce & 1l'hypothese de

récurrence.

Théoréme 7.5. On fait les hypothéses suivantes : X est un préschéma noethé-
rien régulier; AX est anmulé par un entier n > O premier aux caractéristi-
gues résiduelles de X ; X est fortement désingularisable (1 3.1.5.)-, satig-
fait aux conditions (reg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3); le théoreme de
pureté au sens fort (4.4) est vrai sur tout préschéma lisse sur X
(Conditions satisfaites si X est excellent de caractéristigue nulle, ou

de dimension & 2 et lisse sur un corps parfait).
Aors, si K % ob DZoh(X) est tel que K. soit dualisant (au

sens de /H/ V 2.1) pour tout point géométrique X de X, X est duslisant.

Démonstration. Il s'agit de montrer que K satisfait aux conditiong

(1) & (411) de (I 1.7). Pour tout point géométrique ¥ de X, K. est de
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S

dimension injective finie, et, comme X & ob D:oh(x), la fonction
xgﬂg%dimainj(Kf) est localement constante, donc bornée puisque X est
noethérien. I1 résulte alors de (5.1} que K est de dimension quasi-

injective finie,

D'aprés ce qu'on a vu au N° 6, la condition (ii) de loc.cit. est
également vérifide.

Reste & prouver la condition (iii), i.e. que tout F & ob Dg(X)
est réflexif relativement & K. Par dévisssge, on peut supposer F réduit au
degré O, D'autre part, la question étant locale sur X pour la topologie
dtale, on peut supposer AX constant de valeur A. Le dévissage (1.3) nous
raméne alors & F = f*i!(EU), obf : ¥ X est un morphisme fini, avec Y
intégre de point générigque séparable sur son image, i : U —> ¥ un ouvert
régulier £ P, et EU un AUFMbdule constant de valeur E un A-module de
type fini. Comme X est fortement désingularissble, il existe (I 3.1.5) un
morphisme projectif et biratiommel h ¢ ¥' > ¥ tel gque Y' soit régulier,
que h induise un isomorphisme hfl(U) —> U, et que b)) soit le complé-
mentaire d'un diviseur & croisements normaux dans Y!. Identifient hfl(U)

aU par h, en a donec un diagramme commutatif

ll
//////}7 \LhV\\\\fiﬁﬁ
i f
U > Y > X

On & par suite
. - . > ~r . . *
£4,(By) =2 £, Rh, 1" (B)) ~<Re, ' (B) 2 Rg, i, (B,) .

En vertu de (I 1.13), il suffit de prouver la biiuslité pour le couple
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(i'!if*(Ey,),F?!g(K)). Mais, plongeant localement Y' dans un préschéma X!
lisse sur X et appliquant la pureté am sens fort sur X' (4.4), on trouve
que R !g(K) est locslement isomorphe (& translation prés des degrés) &
g*(K), donc que f?lg(K) £ ob DZoh(Yl) et que R !g(K)E est duslisant
pour tout point géométrigque X de Y'. Il suffit alors d'appliquer (7.4).
Ls démonstration précédente prouve dlailleurs que l'on a
R Hox(F,K) & ob Dg(X) (moyennent le théoreme de finitude pour un morphisme
propre (SGAA XIV), cerqui soulagera le lecteur qui n'aurait pas eu confiance

dans le laius du n° 6.

Cela achdve la démonstration.
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y ExpOSé I11

FORMULE DE LEFSCHETZ

par A, Grothendieck, rédigé par L. Illusie

Dans cet exposé, nous démontrons la formule de Lefschetz en cohomologie
étale, pour les correspondances entre complexes de faisceaux, dans la formulation
de Verdier (cf., [187). Dans une rédaction antérieure, distribude par 1'IHES il y a
dix ans environs, la formule était énoncée, sous des hypothdses de résolution, mais
1eshcompatibilités réquises n'étaient pas démontrées. Les théordmes de finitude de

1/2 Finitude) ont permis de se débarrasser de ces hypothéses, a condi-

Deligne (SGA 4
tion de travailler sur desschémas séparés et de type fini sur un corps. Quant aux

compatibilités, le rédacteur les a (péniblement) vérifides.

Disons tout de suite que la formule de Lefschetz dont il est question ici,
tout comme la formule des traces pour les coefficients constants {(SCA 41/2 Cycle),
qu'elle généralise, est essentiellement triviale : elle traduit seulement certaines
compatibilités dans le formalismé de dualité. Grosso modo, elle dit que, sous cer-
taines conditions la trace d'un endomorphisme d'un complexe d'hypercohomologie
RF(X;L) "5 ot L est un complexe de faisceaux sur X , peut se calculer comme "in-
tégrale" de certaines classes de cohomologie sur X ¥ X . En pratique, les endomor-
phismes que 1'on considére sont associés i des correspondances C c X va , et les
classes que 1'on récupdre sur le produit sont & support dans C N A , oi A est la

diagonale ; ces classes sont "de nature locale" au voisinage des points fixes, ce

. qui, en principe, facilite leur calcul. Voir 4.2, 4.7 pour des énoncés précis., En
. fait, le calcul de ces classes "locales" en termes d‘?nvariants plus compréhensibles,
~sans lequel la présente formule n'aurait pas d'intéré&t, n'a &té abordé pour 1'instant
. que dans des situations trads particuligres (voir 4.10, 4.11, et 1'exposé suivant, o

. est traité notamment le cas de la correspondance de Frobenius sur une courbe},

Faute de disposer d'une bonne catégorie dérivée de faisceaux 4£-adiques
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(1a thése de Jouanolou n'ayant malheureusement pas &té publiée); nous travaillons

systématiquement avec des coefficients de torsion (premidre aux caractéristiques ré-
siduelles). En dépit de menues difficultés techniques dans la définition des traces,
ce point de vue conduit en fait a des formules plus fines, plus maniables aussi dans
1a mesure oti, pour le calcul des termes locaux, on désire trivialiser par des revé-

1/2

rements les faisceaux en jeu (voir notamment (SGA 4 Rapport), IIT B , et XII).

Au n® 1, nous fixons les notations et rappelons diverses formules de

Kumneth de (SGA 41/2 Finitude), qui fouent un rdle essentiel dans la suite. Nous in-
rroduisons aussi un certain nombre de catégories fibrées et cofibrées, dont la con-
sidération facilite plus loin certaimes vérifications de compatibilités. Le n°2, trés -
technique, peut étre-sauté en premizre lecture. Son résultat principal (2.5) exprime
une compatibilité entre prodult tensoriel externe de RHom image directe et change-
ment de base. Au n° 3, nous définissons les correspondances cohomologiques entre com- -
plexes, et montrons comment elles agissent sur 1'hypercohomeclogie ; le résultat cité
ci-dessus permet de décrire cette action ae diverses manidres équivalentes, Le coeur
de 1'exposé est le n° 4, ot est défini 1'accouplement de Verdier entre correspondances
cohomologiques, et prouvée la formule de Lefschetz, dans une situation relative sen-
siblement plus générale que celle considérée d'habitude, en vue d'applications ul-
térieures i des calculs de termes locaux, Nous donnons les corollaires les plus évi-
dents pour les correspondances 2 coefficients constants, Au n® 5, nous indiquons ra-
pidement comment généraliser aux correspondances entre complexes certalnes construc-
tions usuelles sur les correspondances 2 coefficients constants (cf. [127) telles
que passage & la duale, composition, produit tensoriel externe., La plupart des véri-
fications, analogues a celles des numéros précédents, ont été omises. Enfin, en ap-
pendice, nous paraphrasms la théorie précédente dans le contexte des faisceaux co-
hérents, en utilisant le formalisme de dualité de [87. On peut ici travailler sur ume
base noethérienne § quelconque, & condition de faire, quand il le faut, des hypo-
theses de propreté, de tor-dimension finie et de tor-indépendance sur les S-schémas
considérés. Nous montrons que la formule de Lefschetz trés générale que 1'on obtient
contient comme cas particulier la formule de Woods Hole [11, et signalons quelques

applications,
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1. Notations et rappels de formules de Kunneth,

1.1 On désigne par S 1le spectre d'un corps. Sauf mention du comtraire, les

S-schémas considérés dans la suite seront des S-schémas séparés et de type fini.

On désigne par A un anneau commutatif noethérien, annulé par un entiexr
inversible sur S . Si X est un S-schéma, on note D(X) = D(X,A) 1la catégorie

dérivée des complexes de A-Modules sur X (pour la topologie étale), Dctf(X)

la sous-catégorie pleine formée des complexes de tor-dimension finie, & cohomologie

constructible. La catégorie Dctf(X) est une sous-catégorie triangulée de D(X) .
L

8i E,F € ob Dctf(X) , il découle aisément des définitions que E ® F € ob Dctf(x)“

D'apres (SGA 41/2 Th. Finitude 1.6, 1.7), on a aussi RHom(E,F) € ob Dctf(X)
1.2 Soit f + X ~—>Y un S-morphisme., On a trivialement

f*Dctf(Y)CDc x) ,

tf

et, d'aprés (loc. cit.),

Rf Dctf(X) <D, (v) ,

3 tf

Rf Dctf(X) < D,

1 (¥) R

tf

f
RE Dctf("Y) cD, x) ,

tf

(1'inclusion relative a Rf, n'utilise que le théoreme de finitude pour les mor-
phismes propres (SCA 4 XIV) et le sorite (SGA 4 XVII 5.2.11), elle vaut donc plus
généralement pour tout morphisme compactifiable & fibres de dimension majorée).

!
RE, , RE*

{
Dans la suite, nous écrirons parfois £, , L, , f° au lieu de Rf% s i

* !
H

les hypotheses de 1.1 entrainent que ces foncteurs sont définis sur la catégorie

dérivée toute entiére,

1.3 Pour f : X —>§ , 'nous poserons

et noterons DX (ou D ) le foncteur RHom(—,KX) . D'aprés (SGA 41/2 Th. Finitude
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(X) , on a canoniquement

.30, le complexe gi est dualisant : pour E € ob Dctf

E —> DDE )

.f1'4 Soient f : X —=Y un S-morphisme, I € ob D(X) , M € ob D(¥)

on posera

Homél)(L,M) Hom(f M,1) ( == Hom(2, £,1) )

HomEZ)(L,M) = Hom(L, £¥M)

(SGA 4 XVIII 3.1.5)
HoméS)(L,M) = Hom(f,L,M) (= Hom(L, £'M) )
Homél‘)(L,M) = Hom(f!M,L) .

Les éléments de Homél)(L,M) s'appelleront flaches de type i de L dans N
au-dessus_de f (ou f-fléches de type i de L dans M ). Les isomorphismes

I
- de transitivité pour ks foncteurs £¥* | f% , f' , £' permettent de composer les

~ fleches de type 1 pour 1 fixé , et 1'on obtient ainsi certaines catégories fibrées
. ou cofibrées sur la catégorie des S-schémas : par exemple, pour i = 1 (resp. i =.3)
on obtient la catégorie fibrée et cofibrée envisagée dans (SGA 4 XVII 4.1.3) (resp.
(SGA 4 XVIII 3.1.13)), dont la fibre en X est la catégorie opposée & D(X) (resp.

p(x))

1.5 , Soient, pour i = 1,2, X, un S-schéma, X = X, Xg X, , L; € ob D_(Xi)

Nous poserons

L x L
= 3
L1 ®S L2 erLl 2 prsz2 s
ot pr; ¢ X ———>-Xi est la projection canonique,
1.6 Soient, pour 1 =1, 2, fi : Xi —_ Yi un S-morphisme,
f=f1xsf2:x=x1xsxz——>Y=Y1x5Y2 ,LiEobD(Xi) s MiéobD(Yi).

L'isomorphisme canonique é&vident

L L
34 ~
(1.6.1) | fi%M_l ®s sz2 —, f*(Ml ®SM2)
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. (1) (2)
permet de définir, pour wu,; € Homfi (Li’Mi) (resp. Homfi (Li,Mi) ),

L
. (1 (2
(1.6.2} u, 8 u, € Hom, )(L,M) (resp. Hom,: )(L,M) ), ol

L L
L= L1 ®s L2 , M= M1 @S M, . Si u, o, vy sont composables, on a

L L L
(1.6.3) (vlul) ®g (v2u2) = (v1 B vz) (u1 ® uz) .

= < 1 L
Prenant Mi fi%}i s et u; s de type 1, donné par l'identité de fi%Li s

1.6.2 fournit une flache de Kunneth (cf. (SGA & XVII 5.4.1.4))

L L
(1.6.4) £,,0y 8 £k —> £.(L; & L,)
D'aprés (SGA 41/2 Th., Finitude 1.9), 1.6.4 est un isomorphisme : par 1.6.3 on se
raméne en effet au cas ol X2 = Y2 s f2 =1 , et 1'cn applique (loc. cit, App. ),

uant £, et f sont propres, il n'est pas nécessaire d'invoquer (loc, cit.)

1.6.4 est cas particulier de 1'isomorphisme de Kummeth (SGA 4 XVII 5.4.3).

. e e et oot e o

1.7 Choisissons une compactification fi =7p.j. , ol ji est une immersion
ouverte, p, un morphisme propre, Composant 1'isomorphisme canonique gvident (obx
i= 3 % 3y)

L ~ L

® —> jl(Ll ® L)

J13t B Ipyhy

P

avec 1'isomorphisme 1,6.4 relatif 2 (pi, jil Li) , on obtient un isomorphisme de

Kunneth (SGA 4 XVIT 5.4.3)

e e . oy s o

L

L
(1.7.1) fuL1 B szLZ - f!(Ll ®S L2) .

On vérifie facilement (loc, cit.) que 1.7.1 ne dépend pas des compactifications

R——

choisies, et est compatible aux isomorphismes de transitivité pour des composés

g;fs (cf. (loc. cit. 5.2.4)). Grace 2 1.7.1 , on peut définmir, pour. u, € Hom§3)(Li,Mﬂ{
i

(1.7.2) u ; u, € Hom">? (L, 1)
T 178 "2 £ :
avec I et M comme en 1.6.2 , et 1'on a une formule de transitivité analogue a

1,6.3.
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M, , et uy donné par 1'identitg de Li , 1,7.2 fournit

une fléche de Kunmeth

o 1, L
! ! !
(1.7.3) flM1 ®S f2M2 — f (M1 ®S Mz)

Progosition 1.7.4 - La fléche 1,7.3 est un isomorphisme,

Par la formule de transitivité, il suffit de traiter le cas ol

X2 = Y2 s f2 =1 . Par dévissage, on raméne 2 M2 = g*J!Av s o § @ V—=>1
gt une immersion ouverte et g : U —> Y2 un morphisme fini, puis, par (SGA 4
CyxvIII 3.1.12,.3), au cas od Mé = AY . Par' localisation sur XZ , on peut supposer

~ d'autre part que fI = gljl , oft j1 est une immersion fermée, et g; un morphisme

“'1isse purement de dimension relative n Par transitivité, il suffit de traiter

1
" les cas
a) £ =g

by £ =4y

T pans le cas a), le morphisme trace fournit par adjonction (SGA 4 XVIII 3.2.5) un
. isomorphisme ffMl(nl)[an] —> £iM;  : celui-ci est compatible au changement de
base Y, —>§ , car il en est ainsi du morphisme trace (SGA 4 XVIII 2.9), d'on

1.7.4 dans ce cas, Dans le cas b}, si 4 désigne 1'inclusion de 1'ouvert complé-

‘‘mentaire, on a une suite exact

M, —=0 5

. .1 “ bs s
0 — Jl*leMi /'Ml /~R11*11 1

_et la compatibilité de Ril* au changement de base, cas particulier de 1.6.4, en-

'”traine la conclusion,
N P (4)
Grace a 1.7.3, on peut définir, pour u, € Homf (Li’Mi) s
. L
. (4)
(1.7.5) o ®; u, € Hom ™ (L,4)

(L et M comme en 1.6.2), avec une formule de transitivité analogue a 1.6.3.

D'autre part, avec les notations de 1.3, 1.7.3 fournit un isomorphisme
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L ~
(1.7.6) .le 8 KXZ——>KX

1.8 Soient f : X —=> Y un S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y) , §'
un S-schéma, P € ob D(§7) , £' : X' —=Y' 1le morphisme déduit de £ par le
'changement de bas;e §' —= S . La fliche identique de P peut &tre regardée in-
différemment comme une fléche de type i (1 < i < 4) au-dessus de la fldche iden-
tique de S§' : pour u € Homj(fi)(L,M) (1<i<4) , on peut donc; d'aprés 1.6.2,

1.7.2, 1.7.5, considérer
L (i), & L
(1.8.1) u ®S IdP € Hom, (L B P, M®S P) .

L L
Nous écrirons parfois u ®S P au lieu de u ®S Id .
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2 Fonctorialité de RHom et produits tensoriels externes,

. Soient f : ¥ —=Y un S-morphisme, P € ob D(Y) , Q € ob D+(Y) . La
2.1

fijeche canonique évidente au niveau des complexes £¥om’ (P,Q) —= Hom" (£#P, f*Q)

. fournit par dérivation une fléche canonique

- 2.1.1) £¥RHom(P,Q) -=—> RHom(f¥*P,f*Q) .

goient L € ob D(X) , M € ob pt(X) . Posons

(i)

e e Y@, 2.0 = Bont? (1,2 x monP 00

avec les notatioms 1.4 , Pour (u,v) € Homéz’l)((L,M),(P,Q)) on définit

(2.1.3) Rom(u,v) € Homél)(R_Ii%(L,M), RHom(P,Q))

- en composant 2,1.1 avec la flache RHom(f#*P,f#Q) —> RHom(L,M) définie par u et

i v . Pour L = f¥P, Q= f M , u (resp. v) donné par 1'identité de L (resp. Q) ,

#

- RHom(u,v) est 1'isomorphisme de "dualité triviale"

- (2.1.8) REom(P, £ M) ~—3> £, RHom( £¥P,M)

Pour (u,v) ¢ Hom§3’4)((L,M) s, (P,Q)) , on définit
(2.1.5) RHom(u,v) € Homél)(RHom(L,M) , RHom(P,Q))
comme composé des fléches

f
Riom(P,Q) —2- RHom(£,L,Q) —>> £, RHom(L,£'Q) —S> £ RHom(L,)

-

oot a (resp. ¢) est défini par u (resp. v} , et b est 1l'inverse de 1'isomor-

phisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.1.9.6).

I1 résulte facilement des définitions que la formation de ' RHom{u,v) est

:;compatible a la composition : pour (u,v) , (u',v') composables et de type (2,1)

(resp., (3,4)) , on a

Ruom(u'u,v'v) = RHom(u',v') RHom(u,v)
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2.2 Soient X wun S-schéma. Rappelons que pour L € ob D (X) , ME ob DX) ‘;
N € ob D (X) ", on a 1'isomorphisme d'adjonction ('’ cher a Cartan", comme dit
Grothendieck)

L
(2.2.1) Hom(L ® M,N) = Hom(L,RHom(,N))

Pour E € ob D (X) -, F € ob D+(X) , la flache identique de REom(E,F) définit

via 2.2.1 une fléche

L
(2.2.2) E ® RHom{E,F) —=>F ,

dite fleche d'évaluation : elle dérive de la fléche au niveau des complexes

Bom (E,F) ® E —>F , £ ® x > £(x)

Soient, pour i = 1,2, EPEE.GOb Dctf(X) . Par adjonction (2.2,1), la
fleche
L L L L
E, 8E, ® Rligﬂ_(El,Fl) ® RHom(E,,F,}) —>F; 8 F, ,
composée d'un isomorphisme de symétrie et du produit tensoriel des flaches d'évalua-
tion relatives a (El’Fl) et (EZ,FZ) , fournit une fléche
L L

L
(2,2.3) RHom(E, ,F;) ® RHom(E,,F,) ——> RHom(E ‘® E,.F; ® F,)

Soient, pour 1 =1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 > Pyt X -——>X

i
L L
la projection canonique, E.,F, € ob Dctf(Xi) » E=E B E, F=TF & F, . On
a une fldche canonidue
L
(2.2.4) RHom(E, ,F;} & RHom(E,,,F,) ~—> RHom(E,F)

composée du produit tensoriel des fleches p?RHom(Ei,Fi) — RHom(pri,p?Fi) et
de 2.2,3 pour (p"i"Ei,p"."F)

i'i

Proposition 2.3 - La fladche 2.2.4 est un isomorphisme.

Par localisation et dévissage, on se raméne a Ei = fi‘AU pour
T i

fi : Ui-——%> Xi étale. On a des isomorphismes canoniques (dualité)
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(1) RHom(f A

= *F phet : =
U, oFi) —> £, 85, RHom(E,F) —> £ £%F (f = £ xg £,) .

compte tenu de la formule de Kummeth 1.6.4 , il suffit, pour conclure, de vérifier

que ces igomorphismes rendent commutatif le carré

L
2.2.3
RHom(fleUl’Fl) ®S Rﬂom(fZ!AUz’FZ) —_—nte RHom(f!AU,F)
(2) l/: ~
£ f¥F ; L ) 1.6.4 £ L¥F
1#71°1 78 "2%7272 < T s

oi U=1U; x5 U, . Or, comme £, est étale, 1'isomorphisme (1) relatif 2 fi

(resp. £) est adjoint de la flache composée

3¢ -~ % " 3
(3) fiR-}lo—n-l-(fiLAUi’Fi) z R@(fifilAUi’fiFi) > HF

ott la seconde flache est déduite de 1'adjonction A —> fffi'AU (resp. 1la
ST

U.
1
fidche composée analogue avec £). La commutativité de (2) équivaut & celle du

carré

L
f*RHom(f o F) ) ® f*RHom(f A ,FZ) — f*RHom(f'AU,F)

A
1 20y,
W J/
S

£47, @ £4F, > £¥F ,

ot les flaches verticales sont domnées par (3). Or la commutativité de (4) découle
~du fait que 2.2.3 est fonctoriel en Ei et se réduit a 1'identité pour Ei = A ,

d'olr la proposition,

2.4 Soient, pour 1 = 1,2, fi : Xi _ Yi un S-morphisme,
f=f xg £y t X—>7Y , E;, , F; €ob Dctf(Xi) » P, Q €ob Dctf(Yi) R
L L L L
E E1®SE2,F=F1® F, , P =P ®SP2,Q=Q1®SQ2 {
(2.4.0)
(E,F)
«~— <——
(El,Fl) Xy X, Xg Y2 X
f £
1 -‘/ ¥ .J, f
(Psq) Yy ¥ 1 % %5
(P,Q)
W ¥ £y z
e
S Y, X,
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(3,4
Donnons-nous (ul,vl) € Homfl ((El,Fl) , (Pl’Ql)) s §
(2,1) . Ly
(uz,vz) E_Homf2 ((EZ,FZ) , (PZ,QZ)) (notations de 2.1.2 et 1.4). Par 1.8, on &
déduit de (u,,v,) un carré §
i*Vi
1. L i
L L (E. @&, u,,F, ®_ v,)
Ep 8 upFy B
(2.4.1) (El B P,,F; & Qz) (E,F)
L L L
(ul 8 P,,vy B Qz) L L ‘L (u1 8g B,V B Fz)
N () 8 uy,Q; Bgv,) L
(P,Q) (Pl B E,sQ) g Fz) ,

ott les fléches verticales (resp. horizontales) sont de type (3,4) (resp. (2,1)).
Nous pouvons maintenant énoncer la compatibilité principale de ce numéro, qui jouera

un rdle essentiel dans la vérification de la formule de Lefschetz-Verdier,

Proposition 2.5 - Le diagramme 2.5.1 ci-aprés, of le carré de droite est déduit de

2.4.1 par application de RHom au sens de 2.1.3 et 2.1.5, est commutatif :

L 2.2.4
RHom(E,,F;) ®; Riom(E,,F,) > RHom(E,F)

'L L TN

RHom(ul,vl) ®S RHom(uz,vz) RHom(Ef@stfFl®SQ2) ‘RHom(P1®SE2,Q1®SFé
¢ é///////
L 2.2.4 .

RHom(Pl,Ql) B RHom(Pz,QZ) > RHom{P,Q)

2.6 La démonstration de 2.5 va occuper le reste du n°2, Il découle de 1.6.3

que, si PR Li —_ Mi est une flache de type 1 au-dessus de fi , la fleche

L
LA ®s v, rend commutatif le diagramme

L
L 8 L,
L L
Ly ® w V1 B Ty
L L
L, M, e L,
L L
Wy ®S MZ ®S v,
L
My ® M,
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Appliquant cette remarque a W, = RHom(ui,vi) , on voit qu'il suffit de prouver les

cas particuliers suivants de 2.5 :

Corollaire 2.6.1. - Soient f : X —> Y un S-mor hisme, §' un S-schéma,
Gorolidllt soient morp,

£ : X' —=7Y' le morphisme déduit de £ par le changement de base

gt —>S ,E, FE€ obD (X)), P, Q€obD sy ,

ctf
(u,v) € Homéz’l)((EaF), (P,Q)) (zesp. Hom§3’4)((E,F) > (P,Q)) ). On a alors un

(¥), P', Q' € ob D,

ctf tf

carré commutatif, oh les fléches verticales sont de type 1 au-dessus de f£' :

L 2.2.4 L L
(2.6.1.1) Riom(E,F) 3 RHom(P',Q") o > RHom(E B p',F' ®g Q")
L L L
rHom(u, V) ®S RHom(P',Q') RHom(u B P',v B Q")
L 2.2.4 L L
RHom(P, Q) N Rdom(P',Q") = > RHom(P B P',Q ®s Q') .

Examinons d'abord le cas ot (u,v) est le type (2,1). Par fonctorialité,
on peut supposer que E = f¥P , F = £#Q , (u,v) é&tant donné par 1'identité de

(£¥%P,£%Q) . La commutativité de 2,6,1.1 dans le cas P' = Q' = A est

Sl

gvidente ; pour 1'établir dans le cas général, il suffit donc de vérifier que pour

L , MEob Dc (Y) , le carré

ef
£ ¥RHom (E, F) 5 £#REom(1., 1) £#(2.2.3) > £¥RHom(E b L,F; M)
. |
2.1.1@2.1.1l 2.1.1
L 2.2.3 L

RHom(£#E, £%F) ® RHom(f¥L, £#M) > RHom(£#(E ® 1),f%(F ® M)

est commutatif, Or on constate aussitdt que les deux composés de ce carré sont ad-

i+ joints du produit tensoriel des flaches d'évaluation
' L L
f*E ® £¥RHom(E,F) —> f#*F et f# ® f#RHom(L,M) ——2 f%M , d'on 1'assertion.

Passons maintenant au cas ofi (u,v) est de type (3,4). Par fonctorialité,

5

on peut supposer que P = £ E, F=f'Q, (u,v) &tant défini par (IdP,IdF) . On

- doit prouver la commutativité du carré
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;L b L A
f*RHom(E,f'Q) Bg RHom(P',Q') ————> f;,fRHom(E ® P, ERQ B Q")
1
a ®S Riom(P',Q") a'
L L L

2.2.4

Rfion(£,,0) ® RHon(P',Q") > REOm(£ ) 85 2,0 8 Q)

oi b est composé de f;(2.2.4) et d'un isomorphisme de changement de base, a
est 1'isomorphisme.de dualité (SGA &4 XVITI 3.1.9.6), a' le composé de 1'isomorphis.
me de dualité (relatif a E és P' et Q ;S Q') et des isomorphismes de changement
de base fJE és P’ —i—> fi(E és £ f*'Q ;S Q! —i—e» f'l(Q é’s Q') . Rappelons

gue a est composé de la fléche canonique (SGA 4 XVITI 3.1.9.5)
i 1
f%RHom(E,f‘Q) — RHom(fLE,f'f'Q)

!
et de la flache définie par la flache d'adjonction £ f°Q —2>Q . On a une des-
] !

cription analogue de a' , comme composé de la flache citée
L . L L , 1
(%) £ RHOm(E ® P' , £°Q&; Q') —> RHom(f) (E ®; P'), L, (£°Q & Q')

des fléches définies par ¢ et d , et de la flache définie par la flache d'adjonc.

L L
: 1
tion fif'”(Q B Q') —>Q B Q' . Or, par définition, d est adjointe de la
L L
|
flache fi(f“Q ®S Q'Y —=>Q ®S Q' définie par 1l'isomorphisme de changement de
L L
i 1 |
base fi(f‘Q ® Q') ~ fxf‘Q 8 ' et la fldche d'adjonction flf°Q —=Q , en

d'autres termes le carré

¢k fid ' L
fi(f°Q ®S QY z'fif'“(Q ®S Q")
ch, base ~ adj
L L
di
£,£00 80" L > ae Q'

1

est commutatif. Par suite, on peut aussi décrire a' comme composé de (%) , dele

flache définie par ¢ , et de celles définies par 1'isomorphisme de changement de
L L :
] ~ y !
base fi(f'Q ®s Q") —> £,£°Q B Q' et la fléche d'adjonction f!f“Q —Q

Cette décomposition de a' et celle de a donnée plus haut, jointes a la commuta-

tivité du carré
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L L L
! !
RHom(£f,E, £, £°Q) ®; RHom(P',Q') —————> RHom(f,E &, P',f, £°'Q ® Q")

|

L L
RHom(f,E,Q) ®; Rilom(P',Q") > Rilom(f E @ P',Q 8 Q")

et Ao

' 1
défini par 2.2.4 et la fléche d'adjonction £,£°Q —> Q , montrent que, pour éta-

plir la commutativité de 2.6.2 , il suffit de prouver la compatibilité suivante

Lemme 2.6.3 - Soient £, £', E, F, P', Q' comme en 2,6.1 . On a alors un carré
commutatif

L (1) L L
f*RHom(E,F) ®S Rfom(P',Q') ~———rt———= fe'%RHom(E ®S P',F ®s Q")

(2) , (45

4

L (3)

L L
RHom(frE,'f,F) 8 Riom(P',Q') ——=——=> RHom(f,E ® P, F B Q") s

! 5

ot (1) est composé de 1'isomorphisme de changement de base
- L - L
f*RHom(E,F) B - —> £, (RHom(E,F) ®S -) et f;(2,2.4), (2) est déduit de la

fléche canonique f%RHom(E,F) ——2 RHom(f E,f,F) SGA 4 XVIIT 3.1.9.5) par applica-

177!
I
" tion de ®SRHom(P',Q‘) » (3) est donné par 2.2.4 , enfin (4) est composé de la
L L L L
fleche canonique £ RHom(E ®S P', F ®S Q') —> Rdom(f/(E ®S P'),fi(F ®S Q'

(loc, cit,) et des flaches définies par les isomorphismes de changement de base

L L L L
: fi(E@S P')-—%fIE ® P, fi(F@s Q')—%f;F@?s Q'

N

Revenant & la définition de la fléche (SGA 4 XVIITI 3.1.9.5), on choisit

. o . 1 PR < <
une compactification de £ (%), et l'on est ramené a prouver le lemme séparément

. dans le cas o f est une immersion ouverte et celui o f est un morphisme propre.

a) Cas o f est une immersion ouverte. Par adjonction (2,.2.1), il suffit

L
de voir que si l'on tensorise le carré de 2.6.3 par fLE 8% P! et que l'on compose
avec la fléche d'évaluation 2.2.2
L L L L L

(sz B P') ® RHom('flE 2 P, fLF B Q') ——> fLF 2 Q' ,

(I 1La fleche citée est définie 3 1'aide d'une telle compactification, mais elle
n'en dépend pas : ce point, admis tacitement dans (loc, cit.), se vérifie facilement.




88

le carré que 1'on obtient est commutatif. Or les sommets de ce carré sont nuls en
dehors de X' , de sorte qu'il suffit de vérifier que le carré indult sur X' com-

mute, ce qui est trivial.

b) Cas ot f est un morphisme propre. On a alors £, = £, £ = £, -

On voit aisément Que le composé de f*RHom(E,F) —_— RHom(f%E, f*F) avec 1'isomor-

phisme de dualité triviale RHom(f.E,f F) —~> £ RHom(£#£,E,¥) (2.1.4) n'est
autre que la flache déduite de la fléche d'adjonction £*f.E —= F par application

de f%RHom(—,F) . De méme, le composé de (&) avec 1'isomorphisme de dualité triviale -

L L L L
1 ' ~ ' 3t 1 '
REom(£.E 8 P', £, ® Q') —> £iRHom(£#E,E € P' , F & Q')

L L
(£,F ®. Q' é&tant identifié 2 £l(F® Q') par 1'isomorphisme canonique) n'est autre
» Fg * S p

que la fleche déduite de la flaeche d'adjonction L*f,E —= E par application de
L

L .
f#RHom(— ®S P, F ®S Q') . On est donc ramené & vérifier la commutativité du

carré

L L
3
RHom(f*E,f%F) ®S RHom(P',Q") —(H)Rﬂom(f%E é}s P',fF B Q")

L ' 1, L
f%RHom(f%(-f*E,F) B RHom(P',Q") m(—l—?af;(_RHom(feef*E B P',F ®SQ‘) s

oti les fléches verticales sont les isomorphismes de dualité triviale et (1') est
(1) avec E remplacé par f%ng . Mais celle-ci est un cas particulier de’celle de
2.6.1.1 dans le cas, déja traité, ot (u,v) est de type (2,1) (prendre

u ; £ E —> £,F donné par 1'identité de ¥ .E , et v : f—>fF donné
par l'identité de £.F ). Nous avons donc prouvé 2,.6,3 . Comme oﬁ a vu, la commuta-
tivité de 2.6.2 en résulte, ce qui ach&ve la démonstration de 2.6.1 et, finalement,

de 2.5 .
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3, Correspondances cohomologiques.

3.L Soient, pour 1 : 1,2, X; un S-schéma, L€ ob Dctf(xi) s
X = Xl Xg X2 » Py X ———3»Xi et q; Xi —> S les projections canoniques
X
Py £
L X

1 K Ky Iy
N, /-
Avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme canonique (2.2.4)

L

i ~
Composant avec 1'isomorphisme de Kunneth qi AS ®S L2 _— p!

2L2 (1.7.3), on ob-

tient un isomorphisme

L

= #
(3.1.1) DL; B L, —> RHom(plL

i

17P5Ly)

Celui~ci jouera un r8le fondamental dans toute la suite. Pour Xi =S, 3,1.1 se

I.
réduit a L{ ® L2 — RHom(Ll,Lz) , cas particulier d'un isomorphisme valable

pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque (SGA 6 I 7.7). Nous pose-

rons
" {1, ) =
(3.1.2) RHom(plLl,p2L2 RHomS(Ll,LZ) ,
Hom(p#L ,p'L,) = Hom (L, ,L )
OMIPTR o Pply) = HOMgiLysly :
Les €léments de HomS(Ll’Lz) s'appelleront correspondances cohomologiques de L1 a
L2 . Au lieu de "correspondance cohomologique de AX a AX " nous dirons simple-
1 2
_ment '"correspondance cohomologique de X, & X " (sous-entendu : i coefficients
" dans A) .
Si Xl est lisse, purement de dimension relative ;o il en est de méme

de p, , et par le théortme de dualité (SGA 4 XVIII 3.2.5) , om a
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{
Pyly

*L (r )f2r 71 , denc

1 = € 3
(3.1.3) RHomS(Ll,LZ) RHom(plLl,pZLz)(rl)[Zrlj ,

2r1
B (X, RHom(p*L

HomS(Ll,Lz) 1,p2L )(r ))

En particulier, le groupe des correspondances cohomologiques de Xy a X2 s'iden-
2r
tifie dans ce cas & H 1(X,A(rl))

3.2 Les correspondances cohomologiques qu'on rencentre dans la pratique sont
associées & des S-morphismes X2 — Xl , ou plus généralement des cycles de X ,
ou des schémas au-dessus de X . Seit ¢ : C —> X un schéma au-dessus de X

(on dit parfois que ¢ est une correspondance entre Xl et X2 ), notons

c. =p,c: C ————>-Xi les projections. Nous appellerons correspondances cohomolo-

iques de L a L 3 support dans ¢ ( ou C , s'il n'y a pas de confusion 2
giques 1 2 SUpport c¢ans P

) 0 1 o
. 21 2 3 . = 3 ® i
craindre) les éléments du groupe H (X,C!RHom(clLl,chz)) ( Hom(clLl,chz) si ¢
est propre). D'aprés la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomor-

phisme canonique

! ]
< " ° 3
(3.2.1) c RHom(piLl,sz ) e Rom(c L1 2 2) s

1
d'oli, en appliquant ¢, et composant avec la fléche d'adjonction c¢,¢® —>1Id ,

des fleéeches canoniques

§
Csz) —_— RHom(pTLl,pZL ) s

(3.2.2) cLRHom(chl,

(3.2.3) (X, ¢ RHom(c%L c? L ) — Hom, (L L2) .

l!

Toute correspondance de Ll a L2 34 support dams € définit donc canoniquement,

par 3.2.3, une correspondance (sans support) de Ll a L2

Exemples : a) Supposons c¢ propre et c¢, de tor-dimension finie et de dimension

2
1/2

relative < N , Le morphisme trace (SGA & Cycle 2.,3,3)

Trcz : CZLAC'———ﬁ? sz(—N)[—ZN]

définit par adjonction une correspondance cohomologique de AX a AXY (-)[2N]
. 1 2
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3 support dans C , qu'on appellera classe de (¢,N) , et qu'on notera

"(3_2.4) cile,N) € H'ZN(c,céAX (-M)) R

2

:.-Le cas le plus important est celui ot N =0 , i.e. ¢, fini et de tor-dimension

© ginie), auquel cas ¢f(c) est une correspondance cohomologique de Xl ] X2 a

- support dans C . 8i X1 est lisse, purement de dimension relative ry . ona

dtaprés 3.1.3 et 3.2.1

- (3.2.5) H-ZN(C,CéAXQ(—N)) 3 S (RO CRENS

© g¢i de plus ¢ est une immersion fermée, le second membre se récrit
.3 Hémi”N)(X,AX(rl—N)) , et la classe de (c,N) , considérée comme é&lé&ment de ce
k . groupe, n'est autre que la classe de cohomologie associée &4 ¢ au sens de (SGA

'_41/2 Cycle 2.3.1) , comme il résulte aussitdt des définitionms.

b) Seit F : X, —=> X. un S-morphisme, notons c(F) : C(F) ~=——= X

2 i
- son graphe, i.e. l'image de la section de P, définie par F ("ensemble des points
(x) M) ¢, est un isomorphisme, et Clcgl =F . On a donc des isomorphismes
canoniques

o '
2 ) 3F ® = 2]

- (3.2.6) RHom(e, (F¥)*L, ¢, (F) L,) = RHom(F#L,,L,)

{
'c e = 3
Hom(ce, (F)#L,,¢,(F)*L,) = Hom(F L L) .

En d'autres termes, les cerrespendances cohomologiques de L1 a L2 a support dans

le graphe de F sont les "relévements" de F en un homomorphisme F*Ll — L2

. Voici deux exemples importants de telles correspondances

(i) X =X s L. =1L , F = 1'identit& de Xl s

~

i;dOHt le graphe A est la diagonale, La correspondance & support dans A définie par

?{l'identité de L s'appelle correspondances diagonale. C'est 1'élément

1
1€ Hom(L,,L,) = H°(X,A*AiRHomS(L1,L1)) (groupe qui d'identifie 3
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Hz?(X,RHomS(Ll,Ll)(r)) quand X, est lisse, purement de dimension relative r).

(i1) On suppose que S est le spectre d'un corps fini Eﬁ » que
Xl = X2 s L1 = L2 , et on prend pour F : Xl —_— Xl 1'endomorphisme de Frobeniy
relatif 2a Eq R identité sur 1'espace sous-jacent et élévation & la puissance
q-igme sur gxl (cf. XIV), et pour relévement de F & L1 1'isomorphisme canoniq%"
F*L; ——:L>-L1 (1oc. cit. §2 prop. 1) (plus exactement, le a-i2me itéré de 1'iso-
morphisme de (loc, cit.), si q = p?) . La correspondance cohomologique de L, a
Ll a support dans le graphe de F ainsi définie s'appelle correspondance de Frobem@'
(relative &8 TF_ ).

q

¢) Certaines correspondances cohomologiques entre faisceaux sur des courbes

1iées aux opérateurs de Hecke, ont été &tudiées par Langlands dans (T13787) .

d) Les correspondances cohomologiques entre faisceaux constants (les plus
fréquentes dans la nature) fournissent de fagon naturelle, par "intégration", des

correspondances cohomologiques entre complexes, comme nous allons le voir maintenant,

3.3 Soient, pour i =1,2, fi: Xi — Yi un S-morphisme,
£=f % 5, t X—>Y , £ =16 xg ¥, , £5 =9 xg £, pp =X x5 Ly
Py = &y x5 %y
(3.3.0) X, Xg X J
g P)
b4 g Xy .
Soient L, € ob Dctf(xi) . Il existe un unique isomorphisme
(3.3.1) £ (RHom (L, ,L,) ————> RHom (£ 1;,,,L,)

dont 1'inverse rende commutatif le carré
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L
f 2Ll o
_D(f”Ll) B £, L RHom, (f TLIEET )

(1)

L
(2)
3
14Dl 8 £, L, ———=—>f, RHom, (L sL,)

ot (1) est déduit de 1'inverse de 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIIT 3.1.9.6)

L
. , < .
| Dfl’L —— f1¥DL par appl;catlon de ®S fZ*LZ i et (2) est composé de 1'iso
. porphisme de Runneth £14DL Bg fyul, —> f*(DL1 B Lz) et de f,(3.1.1) . Par

application de RI(Y,-) on déduit de 3.3.1 un isomorphisme

£.,L.)

(3.3.2) £, : HomS(Ll,LZ) —> Homg (f Ll, 9xLo

#*

pour u € HomS(Ll’LZ) » la correspondance f,u sera dite image directe de u par

f . Quand Y Y, =5 , nous écrirons plutdt u, que fu , Si Y, =Y, = §

175 * * )

. est le spectre d'un corps séparablement clos, 3.3.2 s'écrit
(3.3.3) HomS(Ll,Lz) —_—> Hom(RI‘C(Xl,Ll) , RI‘(XZ,LZ))

" Ainsi, les correspondances cohomologiques "opérent" sur la cohomolo ie., L'énoncé
3 P P

© ¢i-aprés va nous permettre d'interpréter cette opération de diverses maniéres, et

notamment de faire le lien avec les définitions habituelles dans des situations telles

‘que a) ou b) ci-dessus,

_Proposition 3.4 - Avec les notationms de 3,3.0, on a un diagramme commutatif d'iso-

morphismes de Dctf(Y)

RHomS(fl . Ly fz*Lz

(1 (2)

)

= (3,4.1) f RHomS(Ll,fZ*Lz) f2 Rtom (fu 1:Ls )

SMC , /2%(4)

f_“_RHomS(Ll,LZ) s

ﬂVQQ (5) est 1'inverse de 3.3,1 et les fléches (1) a (4) sont définies par leg

:}éigg;ammes commutatifs ci-aprés, dans lesquels "ch. b," désiene une fléche déduite
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d'un isomorphisme de changement de base ou de Kinneth de 1'un des types envisagés ay

n°l, "dual." une flache déduite d'un isomorphisme de dualité de type 2.1.4 ou

(SGA 4 XVITIT 3.1.9.6), "triv." un isomorphisme trivial

L L
ch.
—ch. b o
Riom(£) Ty B Ay oKy %5 £yadip) Rilomg (£) Ly, £y yly)
ch, b.
L L
1
dual.
ual , | (»
L . L
te
1%RHom(L B AYz,fl (KYl B fZ*LZ))
Ch. b, \
L s
—ch B
fi%RHom(L B AY KX ® £y lip) £ Riom (L., £, L,)
L

2 o
RHom(f L ®S AY KYj ® f ‘,L) RHom,, (f Ll fzé, 2)
ch.b. l
L
RHom(f“LI ®S AY2 2*(KY ® L )

dual. (2)
V

L L
! F oy
fze,RHom(iz (fl!Ll @ AYZ),IgZ1 ® L2)

triv.

v

L L
ch.
___.__._?
£, Ritom(£, b1 ®g AX KY B L,) £, yREom (£, ,1,5)
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L L
ch. b.
—_——
RHom(L, @ AY2,le ® T,y L) RHomg (L, ,f,,L,)
ch., b,
L L
!
RHom(L1 B AYZ’PI%(KXl R Lz))
dual, (3)

\ L L
1 (13 #
Py RHom(pl (L1 B AYZ),KXl Ry L2)

triv,

\

L L ch. b )
! H - - ! 3
pl%RHom(Ll B, AXz KX1 ®S L2) —_— pHRHomS(L1 LZ)

L L
s ————————>
RHom(flsLl ® AXZ KYI 8y ) RHomS(fllL L, )

ch. b.
‘J L L
1
RHom(pz‘.(Ll & AXZ),I%I ® L2)
dual, (4)
Y

]
pZ%RHom(L1 ® Xz,p2 (KY ® L, ))

ch. b.
VI L ch b ' v
{ L) L] i
L] 3
pZ%RHom(Ll 8 AXz le ®S LZ) —_——t pz%RﬂomS(Ll L2)

Ce n'est qu'une explication de 2.5 dans le cas particulier ofi ~

. 1ioo
(ul,vl) : (L KX ) — (f1'L1 KY ) est donné par 1'identité de fl L; et l'iso

. morphisme canonlque KY — KX \ (uZ’VZ) : (AX ,L2) —_— (AY ’fZ%LZ) par
2 2

:;Tl'isomorphisme caninique Ay ————> f;’zfAY et 1'identité de f2¥L2

C i ‘— = = { L
h..orollalre 3.5 - On suppose que Y, =Y, =8 . Soit u¢ HomS(Ll,Lz) . L'image

directe fu € Hom(f Ll’fzyL ) (3,3.2) peut s'obtenir des deux maniires équiva-

' 1entes suivantes
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a). On s'identifie wu , par dualité triviale , & unme fléche

!

L, —> pl*p'zL2 ; on compose avec l'isomorphisme de changement de base
1 ~ !

pl*péLz _—_ fifZ*LZ ; £,u est l'adjointe de cette fléche composée.

b) On identifie w , par adjonction, & une fléche pZYP*L —=> L,

171 2
(] + 2. ~ & .
on compose avec l'isomorphisme de changement de base fifliLl — P2i 1L1 ; f*u
est l'adjointe de cette fiéche composée.
La description a) (resp. b)) correspond en effet au trajet
(£,x(3) o ant (resp. £,,.(4) 0 (2)) de 3.4.1 .
3.6 Dans la pratidque, c¢'est surtout la description 3.5 b) qui est utilisée,

Explicitons-la au niveau des classes de cohomologie, en supposant, pour alléger

1'écriture, que S est le spectre d'un corps séparablement clos, Soit
! i i
e 3 .
u € Homg (L ,L,) = Hom(p#L,,p,L,) . Pour x € H (X;,L.) , e, (x) € A (X,,L,) est

défini comme suit : on considére 1'élément pix € Hl(Xz,pz‘pTLl) déduit de x par

i !
image inverse, on lui applique wu , i.e., on forme le produit u,pfx € Hl(xz’lepﬁLf»

J
4

puis 1'on applique la flache a Hl(Xz,pZIp2

L,) —> Hl(x2,L2) définie par la flack

L
d'adjonction p2'p2 ——= Id ; en résumé

(3.6.1) u%(x) =.3(H°PTX)

f
&
L12Caly
tons u, € Hom(RTC(Xl,Ll), RT(XZ,LZ)) 1'image de u par le composé de 3.2.3 et

Soient ¢ : C ——> X wun morphisme propre, et u € Hom(c#L L.) . No-

3.3.3 . Il découle de 3.6.1 que, pour X € HZ(Xl,Ll) , on a

(3.6.2) 0 (x) = alu.cp)
N 3 's . i )
ofi cfx est 1'image inverse de x dans H (XZ,CZthLl) et

i '

a:H (XZ’CZ'CZLZ) —_ Hl(Xz,Lz) est la flache déduite de 1'adjonction

Chye,L, —> Id . Dans la situation de l'exemple 3.2 a) , on trouve ainsi que

(3.6.3) ctle, M) (x) = Trcz(ch) s
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o Tr, Hl(Xz,RQZ'AC) —_— Hl“ZN(XZ,A(—N)) est la fléche induite par le morphis-

me trace relatif a €y - Cette formule concorde, pour N = 0 , avec (SGA 41/2

cycle 3.6) : c{(c)% est 1'homomorphisme noté K x dans (loe. ecit.). Si Xl
271

est lisse, purement de dimension relative r et ¢ une immersion fermée, il

l 3

découle de 3.6.1 et de la remarque faite 2 la fin de 3.2 a) que 1l'on a aussi

(3.6.4) el (e, N) (=) = Trpz(c{(C)piﬁ) ,

ot cilC) € Hé(rl_N)(X,A(rl-N)) est la classe de cohomologie de € et

, *-2r] X PR .
e H¥(X_,Rp AX ) —> H (X,,A(-r.)) 1la flache définie par le morphisme
Py 272 9 2 1
trace relatif a Py - On retrouve la définition habituelle de 1 '"homomorphisme

1/2

induit sur la cohomologie par une correspondance ([1271.3) , (SGA 4 Cycle 3,2).

3.6.5. Dans la situation de 3.2 b), il découle de 3.6.2 gque, pour u € Hom(F*Ll,Lz) s

. Hz(Xl,Ll) —_ Hl(Xz,Lz) est le composé de 1'homomorphisme "image inverse"

Hi(Xl,Ll) _— Hl(Xz,F%Ll) et de 1'homomorphisme irnduit par u (plus généralement

. s 1 » .
fu: RfUL1 —— RfZ*L2 est composé de 1'homomorphisme canonique

R_fl'L1 —> Rf2¥F%L1 et de Rf2¥u }. En particulier, la correspondance diagonale

~induit la flache canonique Rf1|L1 E— Rfl%L1 (1'identité si X1 est propre sur

e,

3.7 Revenons & la situation du début de 3.3 , en supposant donné en outre un

i+ carré commutatif

(@]

X
(3.7.1) fi g

ia e = = 73 : :
-avec ¢ propre, Posons cy P;C > di qid , O 12 X ——“"é»Xi . qi Y —> Yl

o

=}

.. sont les projections. On déduit de 3.7.1 un diagramme commutatif ot le carré inté-

rieur est cartésien :
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X m—— G'
g
(3.7.2) £ g}
d "
Y =—— D
Pour K € ob Dctf(X) , on a une flache canonique
! f
———— ’
(3.7.3) fyeye K dyd £,K ;

composée de la-fléche

f ) L § i
o= tes o flyar’ Tally = '
fe.c K fel(i,de K ——> ficie’ 'K dg.e’ K

)
définie par la flache d'adjomction i, i’ —> Id , et de 1'isomorphisme

] ~ |
oty o !
degye K dpd £,K

' ~ f
défini par 1'isomorphisme canonique gid'' ——>d'f, (SGA 4 XVIII 3.1.12.3). Prenant
K= RHomS(Ll,Lz) , et composant 3.7.3 avec 1l'isomorphisme déduit de 3.3.1, on trouve

une fléche canonique

! !
(3.7.4) fycyc RHomS(Ll’LZ) —>d.d Rﬂoms(fl!Ll’fz%LZ) s

qui, grace a 3,2.1, peut se récrire

. 1 * !
(3.7.5) f%c*RHom(cile,chz) — d*RHom(dl(fl!Ll),dz(fZ*Lz)) .

On en déduit

3 ! P
(3.7.6) £, Hom(c{L c LZ) ———€>»Hom(d1(f1!L1),d

!

2°72%72

La flache 3.7.5 (resp. 3.7.6) généralise 3,3.1 (resp. 3.3.2), avec laquelle elle"
cothcide quand ¢ et d sont l'identité. Notons aussi que, pour ¢ propre, 3.2.2
(resp. 3.23) n'est autre que 3.7.5 (resp. 3.7.6) quand £, £, et d sont les
flaches identiques. Quand Y1 = Y2 = § =D , nous abrégerons f%u en u, , comme
plus haut.
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5 4. Accouplements de correspondances. Formule de Lefschetz,

4.1 Soient, pour 1 = 1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 , P, 1 X ——>X,

i i
les projections, L, € ob Dctf(Xi) s KXi le complexe dualisant (1,3). Les fléches
canoniques

L
3 ¥ *
(4.1.1) piRHom(Li,KXi) ® piL, —> pirg{i ,

composées de 2.1.1 et de la fléche d'évaluation 2.2.2, donnent, par produilt temsoriel
sur X et composition avec 1'isomorphisme de Kunneth 1.7.6, un accouplement

L L L
(4.1.2) (oL, ® L,) ® (I ® DL,) —> K, ,
qu'on peut récrire, gréce & 3.1.1, 3.1.2,

L

(4.1.3) Riom (L;,L,) & Rom (T.,,L,) ——> Ky
On en déduit un accouplement, dit cup-produit,

o
(4.1.4) < ., > HomS(Ll,LZ) ® HomS(Lz,Ll) — (X,KX)

On peut encore considérer 4.1.2 comme le produit tensoriel externe des fla-
L .
ches d'évaluation, DL, ® L, —> KX . Compte tenu de 1'isomorphisme de Kunneth
i

2.2.4, on voit ainsi que 4.1.2 est une "dualité parfaite", i.e, identifie par 1'iso-

L L

: morphisme d'adjonction 2.2.1 chacun des complexes DL1 ®S L2 , Ll ®S DL2 au dual

" de i'autre (2 valeurs dans KX)‘ .

Quand Xl = X2 =8 , 4.1.3 est cas particulier d'un accouplement valable
. pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque {(SGA 6 I 7.8), et, avec

les notations de (SGA 6 I 8.3), ou a

C(4.1.5) < u,v > = Tr(vu) = Tr (uv) . ¢

: 4,2 Soient ¢ : C—>¥X ,d :D—=>X , e=c de : E=¢C XXD —_ X
Pour P, Q € ob Dctf(X) » on dispose d'une fléche canonique (qui n'est pas un iso-

- morphisme en général)
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R L L
(4.2.1) : c!P®Xd!Q—%e!(P®Q) ,

définie, de la méme manidre que 1.7.3, comme adjointe de la fleche composée

L L
e'(c!P®Xd!Q)——(l—)-> CCP®ddQ—(2)%P®Q s

ot (1) est 1'isomorphisme de Kunneth (SCA 4 XVII 5.4.2.2) et (2) le produit temso~

riel des flaéches d'adjonction, Appliquant e, & 4.2.1 et composant avec 1'isomor-

phisme de Kunneth qu'on vient de citer, on obtient une fléche canonique

y L 1 7 L
(4.2.2) c'c'P®d,d'Q—-—>e,e'(P®Q)

L L
] i L f
De meme, composant la fléche de Kumneth c,c' P ® ddQ—> e*(c'P 8& d'Q) avec

la fidche déduite de 4.2.1 par application de e, , on obtient une fléche canonique
e g d oL
(4,2.3) c,c’P®ddQ—>ee (P2 Q
L L
Pour P = DL1 ® L2 ;s @ = L1 ®S DL2 , on déduit de 4.2.2, 4.2.3, par composition

!
avec 4.1.2 et 1'isomorphisme e'KX = KE , et avec les identifications 3.1.1 ,

3.2.1, des accouplements

(&,2.4) ¢, RHom(c Ll,c L, ) ® d,  REom (dzﬁ.z,d L.) —>e KE s
(4.2.4)" c Riom(edL, ¢, L ) @ d Riom(d*L., , d L) —>e X
(4.2.5) < , >: Hom(c%Ll c2L2} ® Hom(d*L d 1L ) —=H (E,KE)

Ces accouplements sont compatibles 2 la localisation étale : étant domné

un carré commutatif {(non nécessairement cartésien)
E' E
étale au-dessus de C \&D

\f \

si 1'on note c', d', e' 1les compesés C' —>»C—>X , p' —>D—>X |,

E' —= E —=> X , on a un carré commutatif
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! ! 4.2,5 o
aF & —-_'.'___.é
Hom(e¥L,,¢,L,) @ Hom(djL.,,d, L, ) H(E,K.)

:;(4,2.6) l

i ] fo)
X ' 73k T 1
Hom(cl Ts¢) Lz) ® Hom(d2 L,,d; Ll) ——= H (E ,KE,) s

oh les fléches verticales sont les restrictions, et la fladche horizontale inférieure
. ést composée de la fléche analogue 3 4,2.5 et de la restriction HO(E”,KE”)—"> HO(E',KE),

Ciavec E" =C! D! ( on a des carrés commutatifs analogues avec des flaches du type

XX!
.:4.2.4, 4,2.4", qu'on laisse au lecteur le soin d'écrire). Si Z est &tale sur E .

! % !
o potera, pour u £ Hom(cTLl,chz) s VE Hom(dﬁLz,dlLl) s

: o
(4.2.7) <u,v >, € H(Z,K)

‘ pimage de < u,v > dans HO(Z,KZ) par restriction (dans 1a pratique, Z sera une
.”composante ¢connexe dé E) , 81 z est un point fermé isoclé de E, z un point géo-
?ﬁﬁtrique au~dessus de z , il découle de 4.2.6 que < u,v >, € HO(Z,KZ) = A ne
”dépend que de la situation déduite par localisation stricte aux images de z dans

6.0,%

Exemple 4,3 ~ On suppose que Xi est lisse, purement de dimension relative r, s

et que ¢ et d sont des immersions fermées, avec Cy (resp. d1 ) fini. Pour

L =A, , L, =A , on a, d'aprés 3.1.3 ,

L

L
DL, @ L2 = AX(rl)[Zrlj » L 8 DL, = Ax(rz)[ZrZ] .

iet 4.1.2 s'identifie au produit
L
AX(rl)[Zrlj ® Ag(r,)[2r,] —> A (v)[2r]

{od r = r, + r2) > et par suite, compte tenu de 3.2.1, 4.2.5 s'identifie au cup~
'produit habituel

2r 2r

Hy TOGAG)) B H) C(X,A(r,)) —> BT

CnD(X,A(r))

Pfrenons comme correspondance cohomologique de X, & X, (resp. X, aX ) la classe

1/2

de ¢ (resp. d) (3.2.a)). Il résulte de (SCA 4 Cycle 2.3.8) qu'en un point isolé
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- de CND , <cte), cild) >, ntest autre que 1'image dans A de la multipli.

cité d'intersection de C et D en 2

Voici maintenant le résultat principal de 1'exposé,

Théoreme 4.4 - Soient, pour .1 =1, 2, fi : Xi — Yi un_S-morphisme propre,

£=£

1 %s f2 c: X —=>Y , p; ¢ X ——2 Xi > 45 ¢ Y —2> Yi les projections. Soig

d'autre part

f! £
(4.4.0) £ D! D
2/// d z//
Yﬁﬁ d" e
un cube commutatif a faces horizontales cartésiennes, avec c' , c¢", d', d"  propres,
1 = ' " o= " (- ¥ W= " N .
On pose ¢, = P;¢ » €f = PyCT di qid s di qid . Enfin, solent
L; € ob Dctf(Xi) . On a alors un carré commutatif
(4,4.1)
T (1% I" L 1 ( “*L u! ) (1)
f%c%RHom(c1 Lis € Lz) ® fyciRHom(el™L,, ] Ly —=—> f.c K.
2 (&)
a' Riom(d!*M, ,d} ' M );d“RB (anty an' ) ——3 5 4
%—92 1 7172 2 .)5_951. 2 zﬂlM]_ *KD 3

o M, = fi%Li , (3) est domné par 4.2.4, (1) déduit de 4.2.4 paf application de
L L

f_ et composition avec la fléche canonique £.0, ® f£ol —> f¥(C% @ Ci) , (2)

3

est produit tensoriel des flaches 3.7.5 relatives aux faces contenant £ , et (4)

f
est défini par la fléche d'adjonction g K. = g8 K —>K -

L L

L
Démonstration = Posons D]_.1 8% L2 =P , L1 8% DL2 =Q , DN& ®S M2 =E ,

L
Mi ®S DM2 = F . Considérons le diagramme
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(4.4.2) |
I o £,ee o (1) > £ (P 8 -2 £,y Ky
(8) 1 O (9) (B) yo 4o
£ @ ana' e q 3) a,d" (£,p ; £,Q) (O ad's ® Q@ L8y +cl’f%KX
(11)1 (c) ‘ (12) () \ (13)
ald'E 5 aran's — & o g a'@ g1 (2 —aa'x,

ot les fléches sont les suivantes : (1) est déduit de 4.2.2 par application de

f, » (2) est défini par 4.1,2 , (3) est donné par 4.2.2, (4) par la flache
canonique £ P é £,Q —> f*(P ; Q) , (3 par 4.1.2, (6) par 4.2.2, (7) par
4.1.2, (8) est produit tensoriel de fléches 3.7.3, (9) et (10) sont définis

par 3.7.3, (11) et (12) par les isomorphismes £, —>E , £.0—>F (3.3.1),
(13) par la fldche d'adjonction f%KX —_— KY . Par définition, 4.4.1 s'identifie,
par 3,1.1 et 3.2.1, au bofd extérieur de 4.4.2 . Il suffit donc de prouver que les

carrés (A), (B), (€), (D) sont commutatifs.La commutativité de (B) et (C) est évi~

dente, par fonctorialité. Il reste & démontrer celle de (A) et (D).

a) Commutativité de (D), 11 suffit de prouver que le carré

_; .
® £,Q —> £y
(4.4.3) J/ J/
' L
®

¥ > Ky

(correspondant 2 (D) pour d = Id ) commute, Rappelons que 1'accouplement
L L :
PR Q —> Ky (resp. E® F —> KY ) est produit tensoriel externe des fliches

o L L
! . -
.d évaluation DLi ® Li —_— KX. (resp. DMi ® Mi _ KYi ) . Par les isomor-
& ~ L ~
phismes de Kunneth f1¥ 1 ®S fZ* 2 ~———>—E%P s fl*Ll ®S fZ%DLZ ———“>»f*Q .

©4.4.3 s'identifie donc au produit tensoriel externe des carrés

fDL;fL——"(—lz—\f
i®¥ 1 i¥g - i%Kx

- sy (3) l (4)

L
(2)
. ; T s
DM, ® M, KYi

ot (2) est la flache d'évaluation, (1) 1le composé de la fléche canonique
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L L
£, DL. ® £, L, —=f_ (DL, ® L.) et de la flache définie par la fléche d'évalua-
i i 1 1% i i

i¥
tion, (3) est produit tensoriel de 1l'isomorphisme de dualité fi*DLi —— DPE
et de la flache identique de Mi , {4) est la fladche d'adjonction. I1 suffit donc
de vérifier la commutativité des carrés 4.4.4 , Comme 1'isomorphisme de dualité
ci-dessus est composé de la flache canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5)
s P N :
fH_RHom(Li,KXi) E— RHom(fi*Li,fi%KXi) et de la flache déduite de la fléche d'ad-

jonction fi%KX e KY , 11 suffit de voir que le carré suivant commute
i i

L
(1)
fi%RHom(Li,KXi)Q £ Ly ——> fi1\$KXi

(4.4.5) (3) | \L 1d
(2)

L .
RHom(fi*Li,fi*KXi) & fi%Li e fi*KXi s

ot (1) est la fléche (1) de 4.4.4, (2) 1ta flache d'évaluation, et (3) le
produit tensoriel par fi%Li de la fléche canonique qu'on vient de mentionner. Or,
plus généralement, pour toute fléche Ni ——— ﬁﬁLi de Dctf(Xi) , 1.e. toute
fléche Li ——E~> Ni de type 1 au-dessus de fi , le triangle

. L
fi%Rﬂom(Li’KXi) ® N,

lL\

| RHom(Nl,fl*KXi) ® N, fl%KXi

déduit de 4.4.5 commute : on peut en effet, par fonctorialité, supposer que

L, = f*i'fNi , u étant donné par 1'identité de Li ; la fleche

fi*RHom(Li,KX.) ——-—>»RHom(Ni,fi*KX.) est alors 1'inverse de 1'isomorphisme de dua-
i i

lité triviale, et la commutativité du triangle se vérifie immédiatement au niveau

des complexes, en résolvant Ni platement et KX injectivement,
i

b) Commutativité de (A). Se reportant & la définition de 3.7.3, on voit

qu'il suffit de vérifier cette commutativité dans chacun des cas suivants
(i) X, =Y, fi = flache identique de Xi ; (ii) les faces latérales de 4.4.0
sont cartésiennes. Placons-nous dans le cas (i). Le carré (A) est le bord extérieur

du diagramme



(8) A

1
d_}'%d' P ® d”d" Q ———> 4,

HE—Q
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L L
f ~ . 7 i T
epe’’Q ———=>c (c''P B ¢"'Q ———>c . c (PR Q

v A, d/(9)
(d' P &y ar! Q)—~——>dd(P®q)

dans lequel les isomorphismes horizontaux de A sont des isomorphismes de Kunmeth,

les fléches horizontales de A, sont

2
diane est déduite par application de
définie, via Kunneth, par le produit t
et'lp—=arly gren'q — an'q
iéentiques de d;d'!P . d?d"!Q déf

de type 3 (1.4)

/¢

d;d' P <= d' P

au~-dessus de
Cl
et

dr
X «<— D'

Par produit tensoriel externe (sur X)

tatif
i t

L
® e Q

dldl P ® dlldll Q (__ dl’ P@ d'll‘Q

1

données par 4.2,1, et la fléche verticale mé=-
g L 1 g L 7
d, de la flache g (c''P R, e"'Q) = a''p ®, d"'q

4
ensoriel externe des flaches d'adjonction

Or ces fléches d'adjonction et les flaches

inissent des triangles commutatifs de flaches

/¢

dlldll’ Q < — dl!

cll

C” fll

x <=3 pn

» €eés triangles fournissent un triangle commu~

c
au-dessus de c lg
D

. La commutativité de ce triangle équivaut & celle du carré déduit de A. en inver~

1

. sant les fléches horizontales. On a d'autre part des triangles commutatifs de flaches

de type 3
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/l /i

P<— 4’ , Q =——— d"'Q

f f L] I
définis par les flaches identiques de d''P , ¢'"'P , d"'Q , ¢"'Q . Par produit

tensoriel externe, on en déduit un triangle commutatif

g L i
c"E’I?X;c” Q
L &?//////////’c L 7
P® Q = d"P®X d"’q s

qu'on peut interpréter comme un morphisme de fléches de type 3 au-dessus de
g: C—>1D

L ; L
" Q ————“————> c (P 2 Q)

LX }

d’ d"Q———>d(P®Q) ’

ou encore comme un carré commutatif av-dessus de D :

L. L
i
g, (c''P 8, ¢’ Q) —> g, &’ (P ® Q

L l

g L 1 L
dv'p ®X a"'qQ ——————= 4 (P ® Q)

Mais le carré déduit de ce dernier par application de d, n'est autre que A

9 3
d'ott la commutativité de (A) dans le cas (i). Il reste & traiter le cas (ii),
Les facés de 4,4.0 contenant f  étant cartésiennes, les fléches
fle''p—=>dar'er , f£le"'Q—>4d"' £,0 (3.7.3) sont des isomorphismes. Leurs
inverses définissent des flaches de type 1 c‘!P — d'!f*P s c”!Q —_— > d"!f*Q

au-dessus de f' , £ , d'oft , par image directe, des carrés commutatifs de fleches

de type 1



107

H 1
1 I [ LRI} (1
&y P e c''P CuC Q «=—— c’ Q

| oo |

i
L i L
daa fpe— 4T P djd"’Q €———— da"'£,Q

au~dessus des faces de 4.4.0 contenant £ . Par produit tensoriel, on en déduit un

carré commutatif de D . (Y)
] L { { L !
djd" £,P @ did" £Q ——>d,(d" £, p @, 4" £,Q)
(4.4.6) »
g L { g L 1
feepe' 'P® fcie"'Q — > d.g,(e’'P B, c"'Q) s

ot la fléche verticale de gauche est l'inverse de (8), les flaches horizontales sont
<. données par Kunneth, et la fléche verticale de droite par produit tensoriel externe
':_ sur Y des flaches fln,_c'?P -—-}d'!f%P s f;‘%c"!Q —_— d"if%Q . Le méme produit
tensoriel définit la fléche verticale de gauche du carré

e an! 't s
' —_— ¥
d f-)(-P @Y d f%Q d f* P ® Q)

(44D \L J/
o L L

§ H f
g lc''P@ Q) ———>gc(2aQ

ot la fléche verticale de droite est 3,7.3, et les flaches horizontales sont définies
par 4.2.1 . Le bord extérieur du diagramme composé de 4.4.6 et de d,(4.4.7) est
le carré déduit de (A) en inversant les fliches verticales. Tl suffit donc de
. prouver que &4.4.7 commute, en d'autres termes que les flaches 4.2.1
T f y, L i L f g L
c''P By "Qe—=>c' (P Q , 4f £LP 8y d"'£,Q —> d’f_x_(P ® Q) définissent un
o L L L : L
) L) 1 § H i 1
‘morphisme de ¢''P By c”'Q——éd"f_“_P®Y d"'£,Q dans ¢’ (P ® Q) ——>d'f*(P® Q ,
considérées comme flaches de type 1 au-dessus de g . Par adjonction, on est ramené
:_..é vérifier que les produits tensoriels de flaches d'adjonction
. 1 L 0 L ' L i 1,
8 N LIPS 1 [ "Wkt - A3
e PB®cic" Q—>PQQ, d,d f,P ® did ‘f_"iQ —> f,P® £,Q définissent un
_morphisme, entre flaches de type 1 au-dessus de f , du produit tensoriel des flé-
o ) ; g ]
- ‘ches c-:'eC, P d;(_d' ’f*P et c‘_)'ec"‘Q —_— d'%'(_d"'f*Q dans le produit tensoriel
- des flaches P —> f P et Q—> f%Q . I1 suffit pour cela de vérifier que les
L - : { 1
_ fléches d'adjonction cye''P—>P d;%d' £, —> £, P définissent un morphis-

1 '
.Me de c;sc' P> 44" £,p dans P —> f,P , ainsi que l'assertion analogue
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avec (c",d") . On peut se bormer au cas de (c',d') , 1'énoncé &tant le méme dang

les deux cas, Il s'agit de voir que le triangle
g

{
é—_ —— L1 1
f-)i-P desd f%P ?

ot les flaches horizontale et oblique sont données par les flaches d'adjonction et
la fléche verticale par 1'isomorphisme 3.,7.3, est commutatif., Compte tenu de la dé-
finition de 3.7.3 (SGA 4 XVIII 3.1.12.3) comme transposée d'un isomorphisme de chap.
gemeﬁt de base, on est ramené, en appliquant le foncteur Hom(R,-)

(R € ob Dctf(Y)) , a vérifier la commutativité du carré

) g R 1d

2]
Fh
s
\* 4

® %
clf'"d' R
kS

~o

,_h
=5
v

2

¥ %
£ d%d R

ot la fléche verticale de gauche (resp. horizontale inférieure) est définie par la
fleche dladjonction 1 —> clc'® (resp., 1 —> djd'*) , et la flache verticale de
droite par 1'isomorphisme de changement de base £¥*d} — Ce"-f'* . Or ce carré

commute par définition méme de la fléche de changement de base. La commutativité de

(A) est donc établie, ce qui achive la démonstration du théorime,

Corollaire 4.5 - Sous les hypoth&ses de 4.4, on a un carré commutatif

! ! 4,2,5 o )
LK t 13 " s Lo
Hortl((::["’Ll,c2 LZ) ® Hom(c2 Iz,cl Ll) ——> 1 (C,KC)

3.7.6 ® 3.7.6 g,

3

4.2.5
!-) 3t "
Bom(d;*f, L ,dy fzaeLz) @ Hom(dj fzaJ‘z’dl R KD) ;

ot g, est défini par la fléche d'adjonction 8K = g*g'KD —>K,

En d'autres termes, pour u € Hom(c'*Ll, "Lz) s V E Hom(c"*Lz,c"'Ll) ,

on a



109

.50 <fu,fv>=g <uv>
Pour tout S-schéma propre t : T ——> S , notons

(4.6) f : HO(T,KT) —= 8%(s5,K ) = u°(5,A)
T s
1a fléche définie par la flache d'adjonction t'KT —— A

corollaire 4,7 - (Formule de Lefschetz-Verdier). Sous les hypothises de 4.4, sup-
Lorollalre Sup-

1
posons que Y, = Y2 =8§=D'=D" , Pour u ¢ Hom(ci*Ll, cé'Lz) ,
. !
v € Hom(cg*‘Lz,c; Ll) , on a
(4.7.1) <u,,v, > = [ < u,v > s
o u, € Hom(fl*Ll,fz%Lz) s v, € Hom(fz%L2 s fl*Ll) sont les homomorphismes dé-

. duits de wu, v _par image directe sur S (3.7.6) , et <uy,v, > = Tr(u*v%) = Tr(v%u_]é)

est le cup-produit, au sens de (sGA 6 I 8.3), des homomorphismes de complexes par-

faits u, , v, (4.1.5) .
Compte tenu de 3.6.5, on a en particulier :

. Corollaire 4,8 - Soient t : T—>S un S-schéma propre, AcC T Xg T la diagomale,

. F: T——>T un S-endomorphisme de T, TF = (graphe de F) X(T « T)A le schéma des
S

~

(T) , u € Hom(F*L,L) wune correspondance de L a

ctf

- points fixes de F, L € ob D

- L 2 support dans le graphe de F , 1 ¢ Hom(L,L) la correspondance identique, &_

- support dans A (3.2 b)), Alors on a
Tr(u,) =[TF <ul>

. * . ;
%t u, est I'endomorphisme de t,I composé de t, L —> t F L (image inverse) et

cde t u L FHL —> t L .
Des remarques de 3.2 a) et 3.6 on déduit d'autre part :

:. lorollaire 4.9 - Sous les hypothéses de 4.7, on suppose que Xi est lisse sur § ,

. burement de dimension relative r. | ot que C' (resp, C") est un sous-schéma
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fermé de X fini et de tor-dimemsion finie sur X, (resp. Xl) . Soient
2r 2r
cl(C') € Hc,l(X,A(rl)) , ct{c") e HC"Z(X,A(rz)) les classes de cohomologie de

¢! et C" , cd(C"), € Hom(Rf l%A) les homo-

et 1*A,Rf A) , cdCM), € Hom(Rf A,RE

2%

morphismes correspondants (3.2 a) , 3.7.6). On_a alors

4
< elch), , clCy> =j ciCyel(d®
c' nct
olt
2(r1+r2) o
c2(C) (D) € Hyinen (X,A(r +r,)) = H (¢’ nC"Kepr A c..))

est le cup-produit habituel,

Compte tenu de 4.3, on a en particulier :

Corollaire 4.10 - Sous les hypoth@ses de 4,9, supposons que C' 0 Cc" soit fini.

Pour z € C' N C" , mnotons (C‘.C”)z 1'image dans A de la multiplicité d'in-

tersection de C!' et C" en =z ., Alors on a
1 n = i "
< e G, etlCM) > z:e A (c'.cm,
4,11 Sous les hypotheses de 4.9, on a en général
f " = } — ¥ "
(4.11.1) < ed(C )%,cﬂ(c )y > Tz ”o(c' 5 C“)(c&(c Yek(cC ))Z ,

ot ﬂO(C' A C") désigne l'ensemble des composantes conmexes de crnet et
(c{(c')c&(c"))z la restriction de ed(C)et(Cc") a HO(Z,KZ) . Lorsque Z ‘est une
composante de dimension >1 , le calcul de (c%(C')c&(C"))Z pdse des problémes,
du fait‘qu'on est dans une situation "excédentaire", Si Z est lisse, purement de
dimension d , si C' et C" sont lisses gu voisinage de Z , et si X est pro-
jectif, on peut montrer qu'on a

(4.11.2) j;(cé(C')c%(C"))Z = J;(ﬁ(NZ) s

ot NZ est le faisceau localement libre de rang d défini par la suite exacte de

fibrés normaux
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0 ——> N, 01 &N 0y —> N, 0 >N, o,

et cd(NZ) £ HZd(Z,A(d)) désigne sa d-iéme classe de Chern (SGA 5 VII) (utiliser
(sGA 6 XIV 6.3) pour se ramener & un calcul de nombre d'intersection en K-théorie,
et appliquer (8GA 6 VII 2.5), cf. ([10] 4.1) ; 1l'hypothese de projectivité est sans

doute inutile),

Scient T wun GS-schéma projectif lisse, prenons comme correspondance C'
(resp. C") le graphe d'un S-endomorphisme F (resp. de la diagonale), et supposons
que le schéma des points fixes TF = C' N C" soit lisse. Le faisceau N(TF)
ci-dessus n'est autre que le faisceau tangent a TF , de sorte que 4,11,2 impli-

que, par la formule de Gauss-Bonnet (SGA 5 VII 4.9), l'analogue d'une formule bien

; connue des topologues :
(4.11.3) Te(F,RT(T,A)) = EP(TF) ,

o Ep(T) désigne la caractéristique d'Euler-Poincaré de Tz pour s un point

.:géométrique au-dessus de s (loc.cit).

Le calcul de (C%(C')CL(C”))Z pour une composante Z de dimension >1

non lisse, n'a pas été abordé en général, du moins 3 la connaissance du rédacteur.

4,12 Dans la situation de 4,7 , soit =z un point isolé de C , de projection

K'Zi sur Xi , a' (resp. a") sur C' (resp. C"), et soit z un point géométrique

- au-dessus de z , d'image z;, au-dessus de z, . On suppose que cé (resp. ci)

‘est quasi-fini et plat en a' (resp. a"), que L, est parfait au voisinage de Z; s

et que u (resp. v) est domnmé au voisinage de a' (resp. a") par

21 2 2 CI R R A 1 1

i_Trc, : c! 1, — 1., et s € Hom(c'“L *L ) (resp. Tr el el'¥,, — 1,
2
=)
| lz1
- 1'homomorphisme déduit de s (resp. t) par passage aux fibres. Notons encore, comme

% t " )‘ n S, - - - - -
et ¢ € Hom(c2 52C] Iy )) ., Notons s= € Hom(lel,Lzzz) (resp. ty € Hom(Lzzz,L

en 3.2 a) , ci(c') (resp. cL{c")) 1la correspondance de X, a X, (resp. X,

" T it
(resp. cl) , et (C',C )z

2
f:}e terme local < ci(c'),cl(c™) >, correspondant (égal 2 1l'image dans A de la

2 X, ) définie, au voisinage de a' (resp. a") par c

H
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multiplicité d'intersection de C' et C" en =z quand C' et C" sont des

sous-schémas fermés de X , avec X, et X2 lisses), On a alors

= (! " o+
(4.12.1) <u,v >, =(C'.C )z < stz > .

Cela résulte en effet facilement de 4,2.6 .

4.13 Si T est.un schéma sur S , notons DF(T) 1la catégorie dérivée filtrge
des complexes de A-Modules & filtration finie 93 vi1) , DFctf(T) la sous-
catégorie pleine formée des L tels que gr(L) ¢ ob Dctf(T) . La sorite de com-
patibilité des foncteurs dérivés filtrés au passage aux gradués associés entrafne

L

est stable par les six opérations f£¥*, £ | f', f', ® , RHom . Les

que DFc «

tf
définitions et résultats des numéros précédents sont valables, mutatis mutandis,

dans DFc . L'accouplement 4.1.2 est compatible au passage aux gradués associés

tf
(KX étant considéré comme muni de la filtration triviale), et il en résulte qu'avec

y
, % !
les notations de 4.2.5, on a, pour L, € ob DFth(Xi) , uE€ HomDF(Cle’CzLZ) ,

3% ! ] . . fe)
v € HomDF(déLZ’ dlLl) , 1'égalité suivante dans H (E,KE)

(4.13.1) <u,v>=73 < gru,grv >
i

Comme Deligne le fait observer, cette remarque s'applique notamment & la
situation envisagée par Langlands dans ([137§7). Les correspondances qu'il consi-
dére dans (loc. cit. 7.11) préservent en effet, prés des points fixes, des filtra-
tions finies sur les faisceaux avec gradués associés induisant sur 1é localisé
strict en 1'image d'un point fixe soit un faisceau constant soit un faisceau cons-
tant sur le complément du point fermé prolongé par zéro; Le calcul des termes lo-
caux se ram2ne facilement, par 4.13, & 4.,12.1 et au cas de faisceaux concentrés sur
les points fermés images des points fixes, cas qu'on traite directement, Appliquant
4.7, on obtient la formule de lefschetz requise dans ([137 7.11). Signalons que
1'énoncé général (loc, cit, 7.12) est vrai, la démonstration, plus délicate, sera

donnée dans III B .




13

'_:5_ Compléments.

. 5.1. Duale d'une correspondance.

Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = X1 Xg X2 > Pyt X ——>Xi

les projections, Li € ob Dc (Xi) . Toute correspondance cohomologique u de L

et 1

1
5 donne, par application de D et identification de Dp, a )]
EY L2 p PP X Po ) s

2 1

lqutres termes, D définit un homomorphisme
d'au p

?
Dpi% 3 piD , une correspondance Du de DI a DL , dite duale de u . En

y 1
. 3 : — 1 :

(5.1.1) D : Hom(prl,szz) —->Hom(p2DL2,p1DL1) .
on vérifie que 5.1.1 provient, par application de HO(X,—) , de 1'isomorphisme

} f
N 3¢ ‘ ¥* :
{5.1,2) D : RHom(pl‘Ll,szz) —_— RHom(pz’DLz,plDLl)

- rendant commutatif le carré

L

. * s 3.1.1 s !
(5.1.3) p;DL; ® piL, > RHom(plLl,szz)
/
L 3.1.1 '
+* 3 Lo % :
p3DDL, ® iDL, > RHom(pzDLz,plDLl s

. ott la fléche verticale de gauche est composée de 1'isomorphisme de symétrie et de

- celui défini par 1'isomorphisme de bidualité L2 ———2 DDL T1 découle aisément des

9

wdéfinitions que le carré ci-aprés est commutatif

4.1.3
(5.1.4) RHomg (1;,1.,) ® RHom (L,,L,) Ky
L
D®D 1d
L

4,1.3
RHomS(DLz,DLl) ® RHomS(DLl,DLZ) > Ky

2 80it ¢ : C—>X un S-morphisme, posons €; T Ppge 5 om déduit de 5.1.2, par

: f
application de cye™ (3.2,1), un isomorphisme

- { ~ '
. W * 3 i
. (5.1.5) D : Hom(ciLl,chl) — Hom(czﬂ)Lz,clnLl) s

-

_ dont on vérifie qu'il s'identifie a celui donné par application du foncteur D, et
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] L) :
les identifications de Dci’r a ciD et De, a c-)sz .8 ¢':C —M>X |,
c¢" ; " —> X sont des S-morphismes, il découle de 5.1.4 que 1'on a, pour

' 1
14 [ PRI ne-
u € Hom(c1 L3_,<:2 L2) , v E Homw2 Lz,cl ,Ll) ,

(5.1.6) < u,v »=<Du,Dv > ,
avec la notation de 4,2.5 .

On vérifie d'autre part que, dans la situation de 3.3, le carré suivant

est commutatif

3.3.1

(5.1.7) f%RHomS(Ll,Lz) > RHomS(f“Ll,fZ*LZ)
f*D D
£ RHom (DL, ,DL. ) 3.3.1 RHom (£, ,DL,,f. DL,)
# —=8 2°77 R 'S Rl R € | ’
et par suite que, dans la situation de 3.7.6, on a
(5.1.8) f-}epu = Df_x_u
5.2 Composition de correspondances.
" Soient, pour i =1,2,3, X;un S-schéma, Xij =X, %g Xj .
X Xl Ag X2 Xg X3 » Py ¢ X ———:>Xi s Pij : X ——-exij les projections,
Ly € ob Dctf(xi) . Ona X-= XlZ xX2 X,g 5 et
L L L L L L
= pi¥ * % 3
(DL1 ® L2) ®x2 (DL2 B L3) pjDL; ® piL, ® pyDL, ® pil,

L
La fléche d'évaluation L2 ® DL2 — KX définit donc um accouplement
: 2 :

L L L ; L
1 ®s LZ) ®X2 (DLZ 8 LB) E— p13(1>L1 B L3) »

(5.2.1) (pL

L L
le second membre &tant identifié 2 (DL]_ ® L3) ®S Ry par Kunneth (1.7.3). Compte
2

tenu de 3.1.1, 3.1.2, on peut récrire 5.2.1 sous la forme

L ‘ N
\ i B |
(5.2.2) RMS(LI,LZ) 3y Rﬁg@S(LZ,L3) S p13R§1_g_:ES(L1,L3) = R@_@(pi%Ll,p3L3) s

2
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"_-jlnidentification au second membre étant donnée par 1'isomorphisme d'induction (SGA

4 XVIII 3.1.12.2)), d'od un accouplement, dit composition des correspondances,

:
(5.2.3) HomS(Ll,Lz) ® HomS(Lz,L3) —_— Hom(pi('Ll,pBL?)) s

S p

i f PR . .
que 1'on notera (u,v) F—-->vu . On vérifie que, si Pij,i : Xij —> X, et
o .o Xij - Xj désignent les projections, 5.2,2 peut aussi s'obtenir par com-
= 13,1
osition de la fléche
L 1
—— 3 * .
RHom (L, ,L,) ® Rﬂg@S(Lz,LB) Rﬂg_r_r_l(plLl,plzplz’ZLz)

2

v !
® Rion(p,;p%; ,Lyspsly

i
. i i 2 1 * ¥ % p
© (produit tensoriel des fléches canoniques plzRHomS(Ll,Lz) —_—— RHom(plLl,plzplz,
!

1
A _3(_ ks %e ~ - * . -~
et pZBRHomS(LZ’L3) —_— RHom(p23p23’2L2,P3L3)) , de la fléche deflnle par la fl&
i '
* p R 1 & i+1
de changement de base p12p12’2L2 ——— p23p23’2L2 , et d'une flache de compositi

: habituelle gur les RHom,

Soient ¢' : C' —= c" 2 g =X des correspondances, et

X9 o 23

- C" ~———> X la correspondance "composée". On déduit de 5.2.2 (ou 1!
2
| définit directement, par une composition analogue a celle qu'on vient de décrire)

'~'_c:C=C’ X

“un accouplement

L

i f i
1 "3 [ 3 H
L,) ®X RHom(c2 *Lz,c3 L3) —_— RHom(clLl,c3L3) s

- T g
. (5.2.4) RHom(c1 Lys¢; L, ,

‘. d"ott un accouplement " composition" (u,v) —> vu :

i ' : 1
: LT [ Al " - H
-(5.2.5) I—Iom(c1 L scy L2) ® Hom(\,2 eL2,03 L3) — Hom(ciPLl,c3L3) .

On vérifie que la composition des correspondances est compatible aux ima

.directes, dans le sens suivant, Soient, pour 1 <i <3, £, : Xi —= Y, un

i

-~ S-morphisme, f2 étant propre, c¢', ¢", ¢ des morphismes comme ci-dessus, avec

:.et ¢" propres, d' : D' —> Y. , d" D' —=> ¥ des morphismes propres,

23

d:Dp=0Dp' Xy D" —=Y , et des carrés commutatifs

2

ko
che

on

on,

ges

cl'
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"

X12 e X23<%‘*“-—— C
f12 f23

/

1 n"

Y12<%—-—— D Y23<%————_ D

On a alors un carré commutatif

! ! 5.2.5 w1
1 ¥ [ " o Lo - 7o Y
(5.2.6) Hom(cl*Ll,cz LZ) ® Hom(cz“sz,c3 L3) ,vHom(clLl,c3L3)
£104® Fo3s Jflsee
] ] i
Hom(d{*Ml,dé'Mé) ® Hom(dB*@&,dg 'Mﬁ) 3:2:3 >-Hom(d§M1,déM3) ,

oit M1 = fl!Ll R M2 = EZ*LZ s Mﬁ = f3*M3 , et un carré commtatif analogue avec

des RHom, que le lecteur écrira.

Enfin, supposons que X, =X, , L, =1L

L
1 3 1 . L'accouplement fondamental

3

4.1.2 peut s'interpréter comme le composé de 1'accouplement

L L L L L
3¢ ¥* 3 3# # ¥ 3
(5.2.7)  qjDL; ® giL, ® q3DL, ® qjl; —> qjDL; ® qéKXZ ® qul
L .
défini par L2 ® DL2 - KX , ou, ce qui revient au méme, induit par 5.2.1 sur
2
X12 via la diagonale X12 —_— Xl Xg X2 Xg Xl (qi : X12 —_— Xi désignant la

projection), et de 1'accouplement

L L
3 E:
(5,2.8) qiDL; B qZKXZ ® qul —_— 13(12

L
défini par DL ® L, ~—> le . Il en résulte que, pour u € HomS(Ll,Lz) s

Q ;
v € HomS(Lz,Ll) , on a, dans H (x1 Xg Xz, KXI Xg Xo) ,
(5.2.9) < u,v >=< vyl >

ot 1 désigne la correspondance identique de Ll a Ll sur X

support dans la diagonale (3.2 b)), et le cup-produit au second membre est pris au

1 % Xy 0 @

¥ X, (par
xg X7 T
‘s N
—_— Xl Xg XI) s'identifie 2

sens de 4.2.5 , compte tenu du fait que le produit fibré X X(x
1

P13 : X ——> X13 = X1 Xg Xl et la diagonale Xl

X| %g X2) . On voit de méme, plus généralement, que, si c' : C' 3> X12 s

" O > X,;7 sont des correspondances, ¢ C=2C %y c" 5 X 1a

5 1% Xy X5 %y
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: correspondance composée, et d : C' XXlZ c" =D ——>X;, la correspondance inter-
ii.sectiOH, on a, pour u € Hom(ci*Ll,cé Lz) , VE Hom(cgiLz,cI Ll) , 1'égalite
o suivante dans HO(D,KD)

(5.2.10) <u,v >=<vue,l >

ot 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale, et D est identifié& au

L produit fibré de C ——> X1 Xg Xl et la diagonale X1 — X1 Xg Xl . Les for=-
'i mules 5.2.9 et 5.,2.10 généralisent une formule bien comme dang le cas des coeffi-

. cients constants ([127] 1.3.6 (ii) c¢)).

5.3. Produit tensoriel externe de correspondances.

Soient, pour 1 <i <4 |, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 xS X3 Xg X4 s

: X, = X; ¥g Xj » Ly € ob D, (Xi) . L'isomorphisme de Kunneth (1.7.6, 2.2.4)

1] 1 tf

L L
DLl ®S DL3 —_ D(Ll ®S L3)

. définit un isomorphisme sur X

1 L L L N L 1, L
5 (5.3.1) (DL1 B L2) B (DL3 B L4) — D(L1 B L3) ®s (L2 B L4) s
qu'on peut, d'aprés 3,1.,1, récrire sous la forme
- L ~ L L
- (5.3.2) RHOmS(Ll,LZ) B RHomS(LB,L4) —— RHomS(Ll ®, Lg,L, B L4)

D'od un accouplement, dit produit tensoriel externe,

L L

12 (5.3.3) HomS(Ll,Lz) ® HomS(LB,L4) —_— HomS(Ll ®y LysL, & La) s

. L
qu'on notera (u,v) —>u ®s v . L'accouplement 5.3.2 peut aussi s'interpréter comme
- tomposé du produit tensoriel externe

L L

L
RHom(El,Ez) B RHom(E3,E4)» —> RHom(El By Eq,E, B E4)

(o B, = pfz 1y » ete., avec des notations évidentes) et de 1'isomorphisme défini
. s
L

: L
. ~ '
i.Par Kunneth Ez ®S E4 —_— 924(L2 Gb LA) (1.7.3) .
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Soient c' : C' —>X c" s g 2 X34 des correspondances,

12 °

c 1 C=(! Xg g" —=> X = X13 %g le; la correspondance produit. On déduit de 5.3,2,

ou 1'on définit de maniére analogue, un accouplement

L
) U
136 1 EH "-
(5.3.4) RHon}(cl Ll, <, LZ) ®S RHom-(c3 LyscCy L4)

L
(Ll ®

ar
"

; L
13 Y, c24(L ®. L)) ,

——3> RHom(c g ® L)

s I3

L
d'ot un accouplement produit tensoriel externe, (u,v) == 1u ®S v,

S 1 ' q
(5.3.3) Hom(e} "Ly, e) 1y) @ Hom(e3™L,y, o) L,)
L 1 L
—_— Hom(ci’3(L1 ®s LB), c24(L2 Bg Lé)) .

On vérifie que ces accouplements sont compatibles aux images directes, dans

le sens suivant. Soient, pour 1 <1 <4, fi : Xi —-—>Yi un S~morphisme,
c', ¢", ¢ comme ci-dessus, avec ¢' et c" propres, d' : D' —> Y,
"o, oy : . = Ty n = =
da" : D ——%Y?A des moxrphismes propres, d : D =D Xg D" —> ¥ le Xg f34 s
et des carrés commutatifs
e ¥ ' 1"
X12 C X34 &———=C
f12 a4
1 "
le LD Y34<———'—“—'— D
On a alors un carré commutatif
(5.3,6) Hom(c!*L c'!L ) @ Hom(e!™ L c""L ) —-5--§-—5~—> Hom(c¥ 1, c" L,,)
1 71°72 72 37374 74 13713° 724724
£0® 5, 13,249
Hom(d] “M, ar'M) gHom(d"m,,dn 'y ) —22+2 5 Hom(d¥ al M )
1 Mt M 3300 My 13M3°%a4"24" 2
L L
foh] Mi = fi!Li si i = 1,3 et fi*Li sinon, Lij =L ®S Lj s Mij = Mi ®S Mj .

(On a aussi un carré analogue avec des RHom).
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Supposons que X3 = X2 s X4 = Xl s L3 = 12 s L4 = Ly - Un raisonnement

analogue & celui du dernier alinéa de 5.2 montre que, pour u € HomS(Ll,Lz) s

v € Homg (L Ll) , On a

s 27
L
(5.3.7) <u,v >=<u 8% v,1>
ot 1 désigne la correspondance diagonale de L12 a 112 sur X12 s et le

cup-produit au second membre est pris au sens de 4.2.5 . Plus généralement, si

¢! : CT —> X12 s ¢ O —= X sont des correspondances, leur "intersection"

21
¢ =Cf Xg C" s'identifie au produit Ffibré de ¢ Xg ¢ —> X = Xy %g XZl et
12 : 1
de la diagomale X, —=>X , et l'on a, pour u € Hom(ci*Ll,cé'Lz) .

. } V
v € Hom(cE“Lz,cg'Ll) , 1'égalité suivante dans HO(C,KC)
L
(5.3.8) <u,vo>=<u ®S v,1> |,
ot 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale. On a donc deux procédés

"diagonaux" (5.2.10, 5.3.8) pour le calcul du "terme local de Verdier" < u,v >
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6. Appendice. Formule de Lefschetz pour les faisceaux cohérents.,

Dans ce numéro, S désigne un shcéma noethérien. Les §S-schémas considérés
seront supposés séparés et de type fini. Rappelons que, d'aprés Négata, tout
S-morphisme entre de tels schémas est compactifiable, i.e. se factorise en une im-
mersion ouverte suivie d'un morphisme propre. Pour tout S-schéma X , nous noterons

D(X) la catégorie dérivée de celle des O, -Modules,

6.1 Rappelons ([8] App.)que par tout S-morphisme £ : X —3>7Y , on dispose
!
d'un foncteur £ : DT (Y) —=> pT(X) (et d'isomorphismes de transitivité
\ ]
(gf) = f'g  pour un composé gf , avec condition de cocycle). Pour f propre,

Y
f' est "adjoint" & droite du foncteur f_ : D+(X)coh e D+(Y)coh (1'indice

*
"coh" désignant la sous-catégorie pleine formée de complexes & cohomologie cohé-

rente), cette adjontion se précisant en un isomorphisme
! ~
(6.1.1) f RHom(E,f F) ——> Rom( £ E,F)

pour E € ob D(X) F €bD (V) , défini de manidre analogue & l'isomorphisme (SGA 4

coh’
XVIIT 3.1.9.6) . Les considérations de ([8] App.5), jointes au théoréme de dualité

pour 1'espace projectif, montrent que, si f est lisse, purement de dimension 4 ,

on a un isomorphisme canonique

! ~ d
(6.1.2) 'L <—— %L ® QX/Y[d] ;
si de plus f est propre, la fléche

(6.1.3) Tr, i £(6% 8 O

£ xytd) T L

]
déduite, par 6.1.2, de la fléche d'adjonction £, f —> 1 , colncide avec le mor-

phisme trace (87 VI).

6.2 Contrairement & ce qui se passe dans le cas des coefficients discrets, il

n'y a pas ici de sous-catégorie raisonnable de D stable par "les six opérations”
L

|
(f¥,f,,£°,£,,8 , RHom) . La notion de finitude la plus naturelle semble &tre celle

%

de perfection relative (SGA 6 ITIT 4). Si X est un S-schéma, et L € ob D(x) |,
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rappelons qu'on dit que L est parfait rel, &8 S si L est de tor-dimension finie

rel. & S et & cohomologie cohérente. Nous noteroms D(X) la sous-catégorie

parf/s
pleine de D(X) formée des complexes parfaits rel, 3 S . Elle n'est stable en
L
général ni par ® ni par RHom . Cependant, si E est parfait (au sens absolu),

et F parfait rel. 2 S, RHom(E,F) est parfait rel. & § {SGA 6 III 4.9). D'autre part,

gsoient, pour 1 = 1,2, Xi un. S-schéma, Li € ob D_(Xi) . Nous poserons, comme 1.5,

L L
= 3* 3*
L1 ®S L2 LplL1 @ LpiLZ s
ot Py ¢ X1 Xg X2 —_— Xi est la projection. La considération de cet objet n'est

raisonnable que si X1 et X2 sont tor-indépendants sur S , i.,e., (8GA 6 IIT 1.5)

si Tor?(QX,QY) =0 pour i # 0 ., Supposons qu'il en soit ainsi : alors, si Ly
L
et L, sont parfaits rel. 2 § , il en est de méme de Ly ® L, (SGA 6 TIII 4.7).

Soit f : X ——> Y wun S-morphisme. Si f est propre, on a
f%D(X)parf/SC: D(Y)parf/s (SGA 6 III 4.8). Si £ est de tor-dimension finie, on a

(scA 6

rf/s

!
f%D(Y)parf/s c D(X)parf/s (SCA 6 III 4.5), et £ D(Y)pa rE/S

< D(X)
pa

IIT 4.9).
Pour tout S-schéma a : X ——=> S , nous poserons
(6.2.1) KX =ap >

et noteroms D (ou simplement D ) le foncteur RHom(—,KX) . 51 X est de tor-
. dimension finie sur § , KX est parfait rel. a2 S et, pour tout

© L €ob D(X)P , on a DL € ob D(X) , et la fléche canonique I —= HDL

arf/s parf/s

- est un isomorphisme (SGA 6 ITT 4.9).

Soient f : X ——> Y wun S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y) . Si

f*M est défini (par exemple si M € ob D (Y) , ou si £ est de tor-dimensiom finie)

2
on posera

Homil)(L,M) = Hom(Ff#M,1) Homéz)(L,M) = Hom(L, £#M)

. 1
St £'M est défini (par exemple si M € ob D+(Y) , ou si f est lisse, ou fini

: !
et de tor-dimension finie, ou composé de tels morphismes, car dans ces cas f  se
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prolonge, par 6.1.1, 6.1.2 en un foncteur défini sur la catégorie D(Y¥) toute en-
tiere), on posera
! |
HoméS)(L,M) = Hom(L,f M) Homél*)(L,M) = Hom(f M,L)

(1)

Les éléments de Homf (L,M) s'appelleront, comme en 1.4, fléches de type 1

de L dans M au-dessus de f (ou f£-flaches de type i de L dans M). On

laisse au lecteur le soin d'expliciter la composition des fladches de type 1 ,
pour i fixé, et les catégories fibrées et cofibrées correspendantes. Rappelons
seulement les formules d'adjonction partielle Homél)(L,M) = Hom(M,£,L)  ( pour

M&EobD (¥, LEob pr(x)) , HoméB)(L,M) = Hom(£,L,M) (pour £ propre,

L € ob D(X) _, » ME ob p (¥))

6.3 Dans la situation de 1.6, supposons X1 et X2 tor-indépendants sur §

bl

ainsi que Yl et Y, . Alors, pour 1L, € ob D(Xi)parf/s , la fladche de Kunneth
1.6.4 est définie (utiliser le fait que la tor-dimension finie relative se consetve
par image directe (SGA 6 IIT 3.7.1)) et est un isomorphisme (pour le vérifier, on
peut supposer § et Yi affines, et, pour un calcul & la gech, on se raméne a
supposer aussi Xl et X2 affines, la conclusion est alors comnséquence triviale

-~ 3 = 1
des hypothéses de tor-indépendance). D'autre part, pour M, € ob D(Yi)parf/s ,

' 14
avec £ ou féMQ dans Db , la fleche de Kunneth 1.7.3 est définie ()

1
1"
et est un isomorphisme quand fl et 'f2 sont de tor-dimension finie, comme on le
vérifie facilement 2 1'aide de 1'isomorphisme de Kunneth de type 1.6.4 qu'on vient
d'indiquer, conjugué & 6.1.2, et 6.1.1 dans le cas olt fi est une immersion fermée.
En particulier, si X, et X sont de tor-dimension finie sur 8§ et tor-indépen-

1 2

dants, 1.7.6 est un isomorphisme.

On définit comme en 2.1 RHom(u,v) pour (u,v) de type (2,1} (resp. (3,4),
avec f propre afin d'éviter les pro-objets ditis a2 un f, ) . Avec des hypothéses
de degré convenables (voir par exemple ([97 V 2.3)), les fleches d'évaluation

(2.2.2) et de produit tensoriel (2.2.3, 2.2.4) sont définies, et les fleéches

3*
() Dans le cas propre ou lissifiable, la définition de 1a flache est immédiate ;
on peut ramener le cas général au cas lissifiable par descente cohomologique,
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2.2.3, 2.2.4 (sous réserve qu'elles soient définies) sont des isomorphismes dés que

et E, sont parfaits (au sens absolu).

Dans la situation de 2.4, supposoms les couples (XI’X2) s (Xl’YZ) s

propre, E. , F, ,

i i

(yl,Xz) s (Yl’YZ) tor-indépendants sur § , f,

Pi’Qi , RHom(E%,Fi) s RHom(Pi,Qi) parfa;ts rel. a § L, et les fléches de .
f ! ! !
gunne th le.1 By Q, —> (£} xg Y,)°(Q ® Q) , £,9 By Fy —> (£ x5 ¥,) (Q ®; F,)

des isomorphismes. Alors 2.4.1 et le diagramme de 2,5 sont définis, et ce dernier
est commutatif (toutefois les flaches horizontales me sont pas nécessairement des

isomorphismes). La v&rification est la méme que pour 2,5

X

6.4 Soient, pour i =1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X, 5 Py

X > Xi .
q, Xi —> § les projections canoniques, On suppose X1 et X2 tor-indépen-~

1

R . . . '
dants, et q1 de tor-dimension finie. Soient d'autre part Li € ob D(Xi)parf/s .
par 1'analogue de 2.2.4 , on a une fléche canonique
L L ¢ L
(6.4.1) pLy ® L, —> Rﬂom(L1 B _Q_Xz,ql_gs B Lz) ,
oL

d'ol, en composant avec l'isomorphisme de Kunneth (6.3) qLQS ®S L2 - p2L2 une
fleche

L

'
: 3 '
C(6.4.2) DL ® L, —> RHom(plL

1oPly)

la fléche 6.4.1 (donc aussi 6.4,2) est un isomorphisme, comme on le voit en se ra-

menant au cas oi q1 est une immersion fermée,

Comme en 3.1.2, nous poserons

¥ = - 3 =
(6.4.3) RHom(plLl,szz) RHomS(Ll,LZ), Hom(prl,szz) HomS(Ll’LZ) s

et appellerons les é&léments de HomS(Ll,Lz) correspondances cohomologiques de

'Ll i L2 .51 ¢ C—=>X est une correspondance (propre, en pratique), on a

par la formule d'induction ([8] IIT 8,8) ()

()

L'hypothése de "lissifiabilité" de (loc. cit.) est inutile,
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i ' Y
: 3 ) = 3 )
(6.4.4) . ¢ RHom(plLl,szz) RHom(clLl’chZ) ,

i o ! !
aF . = ¥ ! '
et les éléments de Hom(clLl’CZLZ) H (X,e e RHom(PlLl’pZLZ)) s'appelleront cor-

respondances (cohomologiques) de L a L2 3 support dams C . Nous verrons plus

loin des exemples, analogues & ceux de 3.2,

6.5 Soient, pour 1 = 1,2, fi : Xi -——%>‘Yi un S-morphisme propre,

£f=1f f. ¥ X—=Y . On suppose Xi et Y, de tor-dimension finie sur S ,

1% 2 7
et les carrés de 2.4,0 tor-indépendants. Soient L, € ob D(Xi)parf/s . On définit

comme en 3.3.1 un isomorphisme

(6.5.1} f%RHomS(Ll,Lz) _— RHomS(fH_Ll,EZ*LZ) s

d'ofti, par application de RT(Y,-) , un isomorphisme

(6.5.2) £, ¢ HomS(Ll’LZ) ————3>Homs(f1*L1,f2*L2) »

qu'on notera simplement ub—>u, quand Y, = Y2 =8 , On a un diagramme commu-
tatif analogue a 3.4.1, comme il découle de 1'analogue de 2,5 signalé en 6.3. On
en déduit un corollaire analogue & 6.5, et, dans le cas ol Y1 = Y2 =8 est le
spectre d'un corps, une deécription, analogue 2 celle de 3.6, des opérations u

*

sur la cohomologie.

Etant donné un carré commutatif 3.7.1, avec ¢ propre, ou &, pour

K € ob D+(C) une fléche canonique

1 !
(6,5.3) fo0 K ——> d,d £.K s

. 1 ~ !
définie de la méme maniére que 3.7.3 (1'isomorphisme g%c" —>d £, est valable

aussi dans le présent contexte : définition de la fliéche par transposition d'une
flache de changement de base, et vérification du fait que c'est un isomorphisme par
réduction auxcas ot d est lisse et est une immersion fermée), Prenant

K = RHomS(Ll’LZ) , on déduit de 6.5.3 et 6.5.1 des fleches canoniques
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!

!
(6.5.4) f*c%RHom(FTLl,chz) —_— d*RHom(df(fl%Ll),dz(fZ*Lz)) s

r !

. * : %*
(6.5.5) f*ﬁ t Hom(eiL,, ¢ L,) ——> Hom(d§(f, ,1..),d,(£,,1,)) s
analogues & 3.7.5, 3.7.6.
6.6 Soient, pour 1 =1,2 , Xi des S-schémas de tor-dimenmsion finie et

ror-indépendants, et Li € ob D(X . Le produit tensoriel externe des flaches
L

d'évaluation DL, ® L, ™K définit, comme en 4.1, des accouplements "cup-
i

i)parf/S

produits” analogues a 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4

Soient ¢ : C—>X , d :D—> X des morphismes propres,

e =c Xy d: E£E—>ZX, P, Qcob D(X)Pa . D'aprés 6.1.1, on a

rf/s

P)

! .
cuc P = RHom(Rc%QC,

(et un isomorphisme analogue avec d ), Supposant c¢ et d de tor-dimension finie
aux points au-dessus de e(E) , on en déduit, par produit tensoriel, une flache

canonique

L

! ! L
(6.6.1) ¢yl P®ddQ—> RHom(Rc%Q_C ® Rd_xh(_)_D , P® Q) .

Quand ¢ et d sont tor-indépendants, le second membre se récrit, par Kunneth et

L L
1
©6.1.1, e,e’ (P®Q) , et 6.6.1 prend la forme 4.2.3 ., Pour P = DL1 ®S L2 s
L :
Q= L1 8% DL2 » on déduit de 6,6.1 et des accouplements indiqués ci-dessus des

accouplements analogues 3 4,2.4 , 4.2.5 :
i} L ! L
3 : ¢ :
(676.2) C%RHom(clLl,chz) ® d%RHom(desz,dlLl) —-—> RHom(Rc*QC ® Rd*QD,KX)

] 1 L
. 3 - : .
(6.6.3) < , >: Hom(clLl,chz) ® Hom(dng,dlLl) —_— Hom(Rc%Oc ® Rd%OD,KX) o

- Tout comme les accouplements de 4.2, ceux-ci sont compatibles 3 1la localisation étale.
Quand ¢ et d sont tor-indépendants, le second membre de 6.6.2 (resp. 6.6.3)

0] a - s - 0
.S‘ldentlfle canoniquement & e K, (resp. H (E,KE))
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Le théoréme 4.4 a 1'amalogue sulvant :

Théoréme 6.7 - Soient, pour i = 1,2, fi : Xi — Yi un S-morphisme propre,

f = f1 Xg tz X —Y p; ¢ X —=> Xi L P Y ———é’Yi les projections, §Ei§

d'autre part un cube 4.4.0 & faces horizontales cartésiennes, avec <¢' , c", d',

d" propres, et c¢', ¢ (resp. d', d") de tor-dimension finfe aux points au-desgyg

(- 1 Vo " T '
de c(c) (zesp. d(p)) . On pose I pe" s di qid s

"o n . .
di pid . Soient enfin L, € ob D(Xi)parf/S On suppose les couples (Xl,Xz) ,
ﬁl,YZL(Yl,XZL(XVYz) tor-indépendants sur § , et X, et Y, de tor-dimension finj,e
sur S . On a alors un carré commutatif
(6.7.1)
1 13k I! L " it n! (1) 1 L n
f*c%RHom(c1 Ll’C217) ® f*c*RHom(c2 L,scy Ll) ———é»f*RHom(Rc%QC, ® RC%QCHJKX)
(2) (4)
d'RHom(d!*M, ,d) ) clé d"RHom(d!#M, ,d! ) —(3—)—> RHom(Rd'0., & RATO )
w—""1 1772 2° r——""2 211 — %D Epro iy ’
o M, = fi*Li , (3) est donné par 6.6.2, (1) est déduit de 6.6.2 par application
L L
. . = > L] n i 11}
de f% et composition avec la fléche canonique f*c% ® f*c* ———>~f%(c% b c%) , (2)
est produit tensoriel des fléches 6.5.4 relatives aux faces contenant ﬁ , et (&)

est cbmposé de 1'isomorphisme de dualité 6.1.1 et de la flache définie par la fléche

L L '
canonique Rd;gD, ® Rdigp" ———>_f*(Rc;gC, ® chgcu) (adiointe du produit tensoriel

des fléches "de changement de base" £*Rd —> Re!0., , E¥RA}0,, —> Recl0 )

1
e&%‘ =G s=p" #=C"

La démonstration est essentiellement la méme que celle de 4.4, nous laissons

au lecteur les menues modifications & apporter,

Lorsque c¢' , c"

sont tor-indépendants, ainsi que d', d" , la fléche

(4) de 6.7.1 se récrit sous la forme f.c K, —=> d. Ky elle est simplement dé-

!
finie par la fldche d'adjonction g/K. = gy8 Ky —> K, {comme la fléche (4) de
4,4,1), Il ne serait cependant pas naturel de ne considérer que ce cas, car on ex-

\

clurait ainsi les correspondances 2 intersection excédentaire,

On déduit de 6.7 des formules analogues a 4.5.1, 4.7.1 : sous les hypotheses

' . 1
[ v 1 " -
de 6.7, on a, pour u € Hom(c1 L;:Cy L2) , VvV E Hom(c2 L,s¢] Ll) s
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(6.7.2) <fufve=f <uv>

on fuu (resp, f,v ) désigne la correspondance image directe de u (resp, v)

au sens de 6.5.5, et f* au second membre est 1'homomorphisme
L L

(6.7.3) Hom(Re 0, ® ReyO0q,Ky) —> Hom(Rd 0 ® RALO KD

MerY

composé de 1'isomorphisme de dualité 6.1.1 et de la flidche induite par la flache
' L L
canonique Rd;gD, ® Rd;—D” — f (ch_cv ® Re}0 ”) ‘citée dans 6.7 . Quand

vy, =Y, =8=D'=D" , 6.7.2 est la formule de Lefschetz-Verdier,

A titre d'illustration, nous allons montrer que cette formule implique la

formule de Woods Hole [1] .

6.8 Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur la classe de cohomo-

logie 'de Hodge" associée & un sous-schéma régulidrement plongé d'un schéma lisse

et les résidus de Grothendieck ([87 IIT 9). Soient £ = X —> S un morphisme lisse
purement de dimension relative N , i : Y ©—= X une immersion régulidre de co-

“dimension d (i.e. ((SGA IV 16.9.2),(SGA 6 VIT 1)) un sous-schéma fermé défini lo-

calement par une suite réguliére de d équations, ou, dans une terminologie équiva-
“lente ((8 III 1), (SGA 6 VIIT 1)) une immersion fermée (localement) d'intersection

compladte de codimension d ), Posons g = fi . On associe alors & Y wun élement
- (6.8.1) / (¥) ¢ Ext Oy QX/S ,

appelé classe de cohomologie associée 3 Y , défini de la maniére suivante. D'aprés

. le théoréme "de pureté&" ([8] IIT 7.2), on a

0 si 1 #4d

l =

- (6.8.2) Ext9 0, > QX/S) = I _
d d A

Hom{ A NY/X R QX/S ® QY) sii=d,

ot N

2 . - | .
v ix = T/1 est le faisceau conormal (I = Ker Oy ———3:§%) . Par suite,

. d d
_}:'(6'8'3) EXtQX(QY,QX/S) 1 (v, Hom(!\ No/x o QX/S ® 0,))
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La différentielle d : QX —_— Qi/s induit une application QY—linéaire

X/8
1 . .
: i té d- e de tte i
dX/S @1 : NY/X ————%’QX/S ® QY . La puissance extérieure iem ce applica.

av d .
tion est une section globale, sur Y , de A NY/S & QX/S , dont 1'image dans

Extd (0 ,Qi )} par 1'isomorphisme 6.8.3 est par définition la classe 6.8.1 .
QX =Y /S

] dav d
Supposons g fini et plat (donc d = N) ., Soit w € 1°(y, A NY/S ® QX/S)-

D'aprés 6.8.2 et 6.1, on peut voir ® comme un homomorphisme
]
QY '“"9’g'gs(= AdﬁY/S 24 Qi/s) , done, par adjonction, comme un homomorphisme

—> 0 On définit le résidu (relatif a g) de w comme la section de O, image

83y S - === =5

de 1 par cet homomorphisme, et on le note ResY/S(w) (cf.([8] ITT 9)). Notoms d'autre
part i,w € HN(X,QQ/S) l'image de @ par le composé de 1'isomorphisme 6.83 et de la fiay,
N N,, N L |
canonique EXtEX(QY’QX/S) —> H (X,Qx/s) . Quand f est propre, il découle de la transiy,

!
vité pour les morphismes trace (ou fleches d'adjonction) i%i —_—1 ,

|
f%f' —=1 , gque l'on a

€6.8.4) ResY/s(m) = Trf(l%w) ,
ot Trp : HN(X,QE/S) — HO(S,QS) est défini par la fléche d'adjonction
1
f%f'g_S = Rf%Qi/S[N] —> 9 (6.1) . D'autre part, sans hypothise de propreté, on

a la compatibilité importante ([8] ITTI 9 R6)

(6.8.5) ResY/S(yc&X/S(Y)) = TrY/S(y) s

pour y € HO(Y,QY) , ot Tr ———ﬁ-gs désigne la trace au sens classique,

v/s © 8l

; - ' . P s 14 .
i.e. TrY/S(y) trace de 1'endomorphisme de gﬁgy défini par la @ultlpllcatlon

par v (cette compatibilité n'est pas démontrée dans (loc, cit.) ; le cas N =1
est traité dans [Raynaud, Anneaux locaux hemséliens, VII 1 , Lecture Notes in Math,

n°1l69 , Springer Verlag, 1970 ) . En d'autres termes, Tr correspond, par

Y/8
|
adjonction, 2 1'homomorphisme QY —_— g'gs défini par la multiplication patr
C{X/S(Y) . I1 en résulte que, pour F € ob D(S)Coh , la flache
. ! o L
(6.8.6) g*F —= g’ F = ¢g"F Q@ Og

donnée par le produit par C&X/S(Y) correspond par adjonction & la fleche
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: L
- (6.8.7) g6 F = F®g0 —>F
définie par TrY/S : g%gY —_— QS .
6.9 Soient X (resp. Y) un S-schéma propre et lisse de dimension relative

n (resp. n), Z =X Xxg ¥, a: AS—=>17 ,b: B2 des immersions régulidres

telles que a, # A —= Y. |, bl ! B——> X soient finis et plats (on-note

pl;Z—'--->X s Py ¢ 2 —>Y les projections, et a, =pja , bi=pib ),

of (1'indice part si-

gnifie "parfait au sens absolu" , ce qui équivaut aussi 2 parfait rel. a § ,

c:C=Ax, B—>12 ,LEobD(X)parf s MEobD(Y)Pa

X et Y étant lisses), On suppose C fini et plat sur S |, Les hypothéses faites
~ entrainent donc que ¢ est une immersion régulidre et que a et b sont tor-indé-

pendants,

1 1 sl 1 ,
3 = = A& 3
On a PfQX/S 7y pZQY/S QZ/X » et une décomposition
1 1

; ~ 1
i Ogyg T gy B0

7% d'oft, pour tout entier r , une décomposition

 (6.9.0) o, = Losol
z/s ig?qﬁzfy Z/x

f
D'autre part, d'aprés 6.1.2 , on a pz‘M = p:’éfM@ Qrzn/Y[m] , donc

o ! 5 ! _ moos m
H (Z,aa RHom(pl“L s pZM)) = Ext (alfL,a2M® Qy ) )

0

9, /Y

: d'oli, par 6.4.4 et 6.8,2 , un isomorphisme

)

3 ! _ 0 3 »* my m
..(6.9.1) Hom(a T,a,M) = H (A,RHom(a]L,a%M) ® A Ny/z ® Oy

0n a de méme un isomorphisme

2 o)

.. ! o 3. . ny
(6.9, ko - = %
:._..( 9.2) Hom(sz,blL) =H (B,RHom(sz,blL) ® AN /Z ® QZ/

- Seient wu € Hom(a'fL,a}"M) s V E Hom(b‘;_‘M,bé‘l‘LL) , notons

)

(6.9, °
9.3) <u,v >¢€H(C,0,
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-4 = £ S, e o
I.a section T¥(ucvc) Tr(vcuc) » ot u, € Hom(clL,czM) et vg € Hom(CZM’ClL)
sont induits par u et Vv . Considérons la correspondance cohomologique

! ! 1 oo
o e Hom(aTL,aéM) (resp. v € Hom(bEM,biL) ) déduite de u (resp. Vv ) par compo.
a¥M —=> M (resp. b ;t_bsz——?L) ,
(A) (resp. c&Z/X(B)) .

sition avec 1'homomorphisme trace 6.8.7 2,485

ou, ce qui revient au méme (6.8.6), par produit avec C{'Z/Y

Notons en passant que (A) (resp. c¢b_,,{B)) est la composante dans

by 1y z/%

0 ny
Z/Y (resp. H (B, A NB/Z & QZ/X 7/

PR : . m m n n
définie par la projection QZ/S — QZ/Y (resp. QZ/S _ QZ/X) de 6.9.0 , on

o
H (A,Aﬁ Y)Y de &, (A) (resp. c&Z/S(B) )

vérifie aisément que le cup-produit

LI mn m+n _ 0 w1 m+n
<u,v > EExtOZ (050 g = B (C,A" "Nyyy ® 0 /g
défini en 6.6.3 est dommé par
1
(6.9.4) <u,v' >=<u,v> C&Z/Y(A)CIZ/X(B) .
On vérifie d'autre par‘t que 1'homomorphisme 6.7.3
Exty (00 1g) —> H'(8,04)
92 775
est composé de la fléche canonique Ext (O ;73) —— 1" (z,q ;‘72) et du mor-
m+n mA-1n Z
phisme trace Tr, o * (z QZ/S) — H°(5,05) . la formule de Lefschetz-Verdier

6.7.2 fournit donc la relation

(6.9.5) < (u)

1
*,(v J = TrZ/S(< u,v > C%Z/Y(A) C&Z/X(B)) .

Grace 3 6.8.4 on peut récrire le second membre comme un résidu, de sorte qu'en résum

on a obtenu :

Théoréme 6.10 - Sous les hypothéses»du premier alinéa de 6.9, soient

u € Hom(a’{'L,a*Z:M) , v E Hom(b"Z*LM,b;fL) , et considérons la correspondance cohomologigue

1 !
u (resp. v) de L a M (resp. M2aL ) a support dans A (resp. B) déduite de

u (resp. v) par composition avec la trace 2*aéM —=> M (resp. bl%b"‘L —> 1)

! '
(6.8.7), et l'homomorphisme (u'), : £ L ——> g.M (resp. (v, : g M—> f*L)

! i
déduit de u (resp. v') par imape directe (6.5.5) (f : X —>8 , g: ¥ —>5
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. gésignant les projections). Alors, avec les notations de 6.8, 6.9.3, on a
! ! .
(6.10.1) < (a), (v ),> = Res o (< uyv > el (8) Ay (B

Remarques 6.11. - a) On vérifie comme en 3.6, & 1'aide de la description 3.5 b) de
1'image directe d'une correspondance, que, si h : Z —» § est la projection,

! .
(u!)* (resp. (v'),) "est composé des fléches

(1) . (ha) u o g _£2)
£L —=> (ha)*al ————-—% (ha)a,{azM = 8,8,,80M —=> g M
(1) 5 (hb)%‘tv ( % _ b 3 (2) L. (1)
(resp. g M ——> (hb)*biM —— hb)%blL =f, leglL ——-—>»f*L) , ol esk
ta fléche de fonctorialité usuelle (définie par la fleche d'adjonction 1 -——>'a1%af
(resp. 1 —> bZ%bg)) et (2) est donné par la trace a,.afM ~——> M (resp.
. bl%bi“l, —> 1) (6.8.7)

b) Supposons que S soit le spectre d'un corps, L'intersection
c=A X(x XSY)B est donc formée de points isolés. En chaque point z de C' , choi-
sissons, prés des images de z , des suites réguliéres (sl,...,sm) s (tl,...,tn)
: d'équations de A,B . Alors 6.10.1 s'écrit, avec la notation des symboles résiduels

: de ([87 11T 9),

.:(6.11.1) <(u!)%,(v!)*>= > y Res (Cu,v > T (408,780 T T (@

£./t,))
z €C 1<i<m 1<ji<n I3

Z/X

"™ dZ/Ysi (resp. dZ/th) désigne la composante de type (1,0) (resp, (0,1)) de

. dZ/SSi (resp. dZ/Stj) dans la décomposition 6.9.0 .

Corollaire 6.12 - (formule de Woods-Hole [17). On suppose que S est le spectre

3

:fd'un corps. Soient X wun S-schéma propre et lisse, F un S-endomorphisme de X

*
~L un objet de D(X)parf (i.e. un complexe parfait sur X ) u € Hom(F L,L) . Oon

. . . F s . .
..suppose que le schéma des points fixes X est fini et formé de points transversaux

{i.e, ot le graphe de F coupe transversalement la diaponale)., Alors on a

Z(—l)iTr((F,U),Hi(X,L)) = 2 i

Tr{u )/det(1-dFr ) R
L ER X X

'y

‘:33 (F,u) est 1'endomorphisme de H (X,L) composé de H (X,L) — H'(X,F*L)
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(image inverse) et de HI(X,u) s Tr(ux) désigne la valeur en x de 1'endomorphigy,

induit par u sur la fibre de L en x , et det(l—de) la valeur en x du dé-

terminant de’1'applicaticn (1 - application induite par F sur Qi x)
E

Démonstration, On applique 6.10 en tenant compte de 6.11 a), b). Posons Z =X Xg X,
Soit x € XF . Prés de x , choisissons un systéme de coordonnées locales

(% ,xn) (définissant un morphisme é&tale dans AZ‘ ), posons Fi = XiF , notong

17

(xl,,,.,x , yl,...,yn) les coordonnées locales correspondantes sur Z prés de

n
z = (x,x) (?i =x, ® 1,y = 1® Xi) . Alors, preés de =z ,

(x1 = YyseeesE - yn) {resp. (y1 = Fpaeees Vg " Fn)) est un systéme régulier d'équa.
tions de la diagonale A (resp, du graphe B de F ). La contribution du second

membre de 6.11.1 en z est

dx ...dxn dyl...dy

_ 1
<u,l >, = Res, (Ir(u) Gep =)o G =y )y - Fpenn by - Fn)) .

3]

Notons qu'au numérateur on peut remplacer dyi par

T
dy, - dF, = dy, - > . (dFi/de)dxj . Appliquant alors la formule {([87 IIT 9
1<j<n

R3) 32 la situation (B&E—>7Z —>35 , (s

1""’Sp) = (yl - Fiaeeay, - Fn) ,

(tl,...,tn) = (xl S YyseesX Y Yy o, w=(Tr(u) dx dxn) , on obtient

jeee

dx. ... dx

- 1 o
() Wl =Res, (MW =gy —m—Ty

Comme x est transversal, les X, - Fi forment un systdme régulier de paramétres

de O o donc on peut écrire, prés de x ,
bl

b3
[}

wix, - F,)c,, ,
i ] J 1]

-

ot (cij) est une matrice de sections de Oy inversible en =® , son déterminant

ayant pour valeur en x det(l—d}_?‘X)_1 . Grace a ([8] ITT 9 R1) on déduit donc de (¥)

dx ...dxn
< u,l > = Res_(Tr(u)det(c,,) ——er——0o) R
z X ij’ x

d'ot, par ([8] IIT 9 R6) ,
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<ul >, = Ir(uG)det(e () = Tr(uGe))det(1-dr, )t
Le corollaire résulte donc de 6,11.1

Remarque 6.12,1 - Si XF est supposé seulement fimi, le calcul précédent montre que
ifon a

Z(-l)iTr((F,u),Hi(X,L)) = EZ::F ResX(Tr(u) ?X -..ix? i = ))
X € X Xl'l...xn—n

ol (Xi) est un systéme de coordonnées locales en x , et les Fi sont les coor-

données de F (prés de x ) dans ce systéme.

Le lecteur se convaincra, d'autre part, que la formule précédente est en-

core valable si X est propre et supposé seulement lisse aux points de XF
6,13 Supposons que S soit le spectre d'une cldture algébrique du corps fini
Fq et que X/S provierne par extension des scalaires d'un schéma propre et lisse
X(]Eﬁ . Prenons pour F 1'endomorphisme de Frobenius de X/S "défini par l7'élé-
vation & la puissance g-idme sur les coordonnées". On a XF = XO(EE) et XF est

formé de points transversaux puisque dF = Q0 ., Si L est un Faisceau localement

libre de type fini sur X et u € Hom(F¥L,L), la formule de Woods-Hole s'écrit donc

7f i i _ N
(6.13.1) T(-D'Tr((F,w),1 (x,1)) = ) ,Tru L)
_ x €X (F )
°c g
f_En particulier, pour L = QX » u 1l'isomorphisme canonique F%QX 4:L—> QX , on

trouve
(6.13.2) z(—l)iTr(F,Hi(x,gX)) = Card(X (X)) (mod p)

La théorie d'Artin-Schreier permet de récrire le premier membre sous la forme
*:Z(—l)lTr(F,Hl(X,Eﬁ)) , o H*(X,EE) désigne la cohomologie é&tale de X & valeurs
'dans le faisceau constant Eé . Par un raffinement de cet argument, Deligne, dans

(scA 412 Fonctions L), a déduit de 6,13.1 la généralisation suivante de 6.13.2
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3

Théor2dme 6.13, 3 (Deligne) ~ Soient Xo un schéma séparé et de type fini sur W

X le schéma déduit de XO par extension des scalaires a4 une clBture algébrique k

de Fq , F 1l'endomorphisme de Frobenius de X/k , Alors, pour tout

Lo € ob DC

Vs .
tf(XO,E}) , on a, notant L -1l'image inverse de LO sur X ,

(-1 e (r,H (R,L)) = > S TEEL)
X E X

Signalons que le cas particulier de 6.13.3 correspondant a LO = E§ a été
€tabli par Katz dams (SGA 7 XXII) par une méthode toute différente, fondée sur le
calcul 3 la Dwork de la fonction z&ta d'une hypersurface, Par ailleurs, 6.13.,2 dang
le cas propre et lisse est aussi conséquence immédiate de la formule de Lefschetz ep
cohomologie cristalline ([57 VII 3.1.9). En fait, la cohomélogie cristalline donne
1'information plus précise que chaque facteur det(l—Ft,Hi(XO/W)) € W[t] de la fone-
tion z8ta est congru mod p 2 det(l—Ft,Hi(Xo,gX )) (du moins si H%(Xofw) est sang
torsion). Katz a montré& [117 qu'on pouvait obteni:, 3 1'aide des estimations de
B. Mazur [14], des congruences supérieures (faisant intervenir les Hi(XO,Qi ) et
1'opération de Cartier) pour des hypersurfaces (ou intersections complétes) lisses

dont on suppose les nombres de Hodge (dans la dimension intéressante) nuls jusqu'z

un certain cram,

D'autre part, si XO est un schéma propre sur Eﬁ , géométriquemeﬁt

intégre, et tel que Hl(XO,QX ) =0 pour i >0 , la formule de Lefschetz-Verdier
o

6.7.2, appliquée a X =IXO ® k et l'endomorphisme de Frobenius de X , entraine
aussitdt que XO posséde au moins un point rationnel sur EE (puisque
Tr(F,RT(X,QX)) =1 ) . Serre demande si cette conclusion est encore vraie lorsqu'on
remplace Eg par un corps vérifiant (Cl) ([17] 11 3), parexemple T(t) (Tsen),
ou T({t)) (Lang) (voir loc. cit. pour d'autre exemples) ; il fait observer en
effet que, si X est une intersection compléte de multi-degré (ml,...,mr) dans

P" , la condition de trivialité de la cohomologie équivaut ([16] n° 78) & la con-

dition my F+ ot m < n+tl , qui est aussi celle qui intervient quand on écrit la

condition (C.)

1
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6.14 La formule de Woods Hole a de nombreuses autres applications, pour lesquel-

les nous renvoyons a [2] et & 1'exposé de Beauville [47].

6.15 Le rédacteur n'a pas examiné le cas des composantes de points fixes de
dimension > 1 , mais il n'est pas exclu que 1'on puisse déduire de 6.7.2 (conju-
gué probablement A Riemann-Roch) des formules de Lefschetz~-Riemann-Roch dans le style
de celles de Donovan [7], Iversen [10], Nielsen f15] (du moins 2 valeurs dans le
corps de base), Il n'est pas exclu d'autre part que la formule 6.7.2, appliquée
au-dessus des nombres duaux, fournisse des formules de résidus pour les champs de

vecteurs analogues & celles de Bott [6], [3] .
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Exposé IIT B

CALCULS DE TERMES LOCAUX

par Luc Illusie

Cet exposé, rédigé en janvier 1977, ne correspond 2 aucun exposé oral du
séminaire. 11 comprend deux parties indépendantes. Dans la premiére, nous calculons
les termes locaux de Lefschetz~Verdier pour des correspondances cohomélogiques entre
courbes lisses sur un corps algébriquement clos, & support dans des correspondances
vérifiant certaines hypoth&ses de position générale. La formule que nous obtenons
fournit comme corollaires 1a formule de Verdier [67] pour les endomorphismes trans-
versaux (qui s'applique notamment au cas de 1'endomorphisme de Frobenius), et la
formule énoncée par Langlands dans ([4] 7.12). La méthode de démonstration est pa-
railéle a celle suivie par Artin-Verdier dans [6]. On se raméne 3 prouver la nullité
du terme local lorsque les complexes de faisceaux donnés ont une fibre nulle aux
images du point fixe considéré, et 1'on démontre en falt une propriété plus forte,

3 savoir qu'une certaine fléche de restriction est nulle (2.5). Pour établir cette
propriété, on commence par se ramener au cas d'une ramification modérée par des re-
vétements de méme degré des deux courbes données (afin de ne pas détruire les hypo-
théses de position générale), puis 1l'on traite directement ce cas & l'aide du lemme
d'Abhyankar et du théoréme de pureté relatif. La deuxieme partie de cet exposé, de
nature beaucoup plus technique, est inspirée de la méthode utilisée par Grothendieck
pour établir la formule de Lefschetz pour certaines correspondances tohomologiques

sur les courbes (voir XII et (SGA 41/2

Rapport)). Au n°® 5, nous développons, pour
les complexes de modules sur un topos, une théorie de traces non commutatives qui
généralise la théorie commutative de (SGA 6 1) et redonne, dans le cas d'un topos
ponctuel, la théorie non commutative développée par Grothendieck dans le séminaire
oral (celle-ci était rédigée dans 1'exposé XI, malheureusement disparu). Nous appli-

quons les techniques du n® 5 pour définir, au n° 6, des termes locaux de Lefschetz-

Verdier pour des correspondances cohomologiques entre complexes de modules sur des
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anneaﬁx non nécessgirement commutatifs, Ces termes locaux se comportent comme desg
traces non commutatives, et permettent notamment, dans le cas o% 1l'on prend comme
anneau de base 1'algébre d'un groupe, de diviser canoniquement les termes locaux
ordinaires attachés & des correspondances équivariantes. A titre d'application, nous
démontrons- la conjecture de divisibilité de Grothendieck de (XII 4.5), sous une for-
me plus générale. Nous montroms également que les termes locaux définis par

grothendieck dans la formule de Lefschetz de XII sont bien les termes locaux de

Lefschetz-Verdier, et nous généralisons la formule de (loc.cit.).

Je remercie P, Deligne pour les utiles suggestions qu'il m'a faites au
cours de nombreux entretiens ; je lui suis particulidrement reconnaissant de m'avoir

-

signalé et aidé & corriger une erreur dans une démonstration primitive du théoréme

1.2
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I. - Correspondances en position générale entre courbes.

Dans cette partie, S désigne le spectre d'un corps algébriquement clos
k de car. p , A un anneau commutatif noethérien annulé par un entier premier a p |
Pour tout schéma X sur S on notera D(X) 1la catégorie dérivée des faisceaux de
A-modules sur X Dctf(X) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes

de tor-dimension finie et a cohomologie constructible.

1. - Enoncé du théoréme et corollaires.

1.1. Soient X (resp. Y) un S-schéma localisé strict en un point fermé d'une
S_courbe lisse et séparée, A (resp. B) un S-schéma strictement local,

a: A—>X Xg Y ,b:B—>XK Xg Y des S-morphismes. On note

Py ¢ X Xg Y ——>ZX , Py : X Xg Y —= Y 1les projections, a, = P2

b, =p;b , % (resp. y) le point fermé de X (resp. Y ) . On suppose a, et b

1

finis et surjectifs, et AX(X « .Y)B réduit au point fermé z d'image (x,y) dans
S .

X XS Y

H
Soient L € ob DC (X) , M€ ob DC (Y) , u€ Hom(aTL,aéM) ,

tf tf

1
v € Hom(b?M,biL) . Notons
u_ € Hom(L_,M) (resp. v_ € Hom(M _,L_ ) )
z %’y z v %

1 '"homomorphisme composé

ay RT(A,u) 1 8oy
LX = RI"(X,L) ————>~RT(A,aTL) ————-*—”>-RF(A,aéM) ——= RT(Y,M) = My

kY

!
ot a,, est défini par la fléche d'adjonction a/,M —> M (resp. 1'homomorphis-

82472
me composé analogue défini 2 1l'aide de (b,v)). Comme L et M§ sont des complexes

parfaits de A-modules, on peut former le cup-produit (SGA 6 I 8.3)

(1.1.1) <u ,v. >=Tr(uv ) ="Tr(v.u) €A
z’z z z z z

Posons AX(l)EZJ = Ky AY(l)[zj =K, . D'apres (I 5) (ou (SGA 41/2 Dualité 1, ou

Finitude 4.1)) le fomcteur Dy = RHom(-,KX) (resp. D, = RHom(—,KY)) sur
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L p (X) (resp. Dctf(Y)) est dualisant, i.e., pour tout E € ob Dctf(X) (resp.

p A¥)) , ona E—> DyDE  (resp. E — DyD,E) . On écrira parfois D au
ctf

ctf

: 1
lieu de Dy , Dy . Notons d'autreLpart p; le foncteur p¥(-)(1)[2] . On a tri-
L ~ ! ~ ! X .
vialement Kz & M —>p,M , L 8 Ky, —> p;L  , et il découle de (III 2.3) ,
par passage a4 la limite, que les flaches de Kunneth analogues & (III 3.1.1)
L ' L !
DL ®S M—> RHom(pr,péM) , L 8% DM —= RHom(ng,piL)

!
gsont des isomorphismes. Comme a, est fini, a est fini, donc le foncteur a est

.défini, et 1'on vérifie facilement que l'on a l'isomorphisme de transitivité
: '
: aip; = aé . Grace a la formule d'induction pour a (SGA 4 XVIIT 3.1.12.2), on a

donc un isomorphisme canonique analogue & (III 3.2.1)
1 ' ~ '
a'RHOm(pr,péM) —_— RHom(a?L,a'M) s

d'oft un isomorphisme

L

! ~ 0 : !
(*) Hom(a*lL,azM) —= 0 (X Xy Y, aya (DL @% M))
On a de méme un isomorphisme
I ~ O y L
(%) Hom(byM, by L) ——> H' (X xg ¥, byb (L & DM))

On définit, comme en (III 4.1.2), un accouplement naturel
L L L L afn
(DL @, M) @ (L & DM)——-—>KX®SI%=AXXS ¢(2) [4] °s KXXSY
Par composition avec 1'accouplement analogue a (III 4.2.3)

oo vk
a,aP®bb Q—>cc(P®Q ,

L L
t P = DL M = . = . -
ot ®S , Q L ®S DM , et ¢ : z AX(X Xs Y)B — X XS Y est la projec

tion canonique, et compte tenu des isomorphismes (#), (#%), on en déduit un accou-

plement analogue a (FIT 4.2.5)

| [ [o] !
. ; M, b L) ——
<, >: Hom(ajL,a,M) ® Hom{sz,blL) B (X xg ¥, cue' Ky Xg v -




142

_ {
On vérifie aisément, par passage a la limite, que c'KX = A , de sorte que
: Xg Y z

1
o (x Xg Y, c*c'KX % Y) = f, . On dispose donc d'un "cup-produit"
S
(1.1.2) < u,v > €A

1.1.3 Soient X' (resp. Y') une S-courbe lisse, A' (resp. B') une S-courbe
séparée, a' : A' —> X' Xg ¥Y' , ' : B! —=> X' Xg Y' des S-morphismes finis,

1 t

%' (resp. y') un point fermé de X' (resp. Y') , z' un point fermé isolé de

1 1 L] 1 A| 1
A X g Xg Y')B , d'image s' (resp. t')} dans (resp. B'), et tel que

aé.(= pza') (resp. bi (= plb') ) soit quasi~fini en s' (resp. t') ,

i i
1 1 1 IRV ' [Fav 107 1
L EobDth(X) , M'" € 0b D M') , v EHom(sz,blL)_

1 1 1361
(') , u' € Hom(ali ,a)

tf

On peut alors considérer le terme local (111 4.2.7) <u',v' > € A . D'autre part,
si X, Y, A, B sont les localisés stricts de X', ¥ , A" ,B" en
x' ,y ,s',t,a:A—>X Xg Y ,b:B—>X Xg Y 1les morphismes déduits

de a' ,b' ,L=L"1X ,M=M|Y ,uct Hom(a?L, aéM} , vV E Hom(b?M,biL) les

flaches déduites de u', v' , les données X , Y, a , b, u, v } vérifient les
hypoth&ses du début de 1.1, donc un cup-produit 1.1.2 < u,v > &€ A est défini. Il
découle de la compatibilité de la formation des termes locaux (III 4.2.7) a la lo-

calisation (ITI 4.2.6) que l'ona <u',v' >0 0= < u,v > . Il est facile de voir,

par ailleurs, que toute donnée (X ,Y,a,b,u, v ) vérifiant les hypothéses

du début de 1.1 est induite par une donnée (X' , Y' , a' , b' , x'

' 1 r
s Yo 20 5 8,

t' , u' , v' ) comme ci-dessus, ot 1'on peut supposer de plus, si on le désire, que

Alx est réduit 4 z

2B
&' xg Y")
En général, les cup-produits 1.1.1 et 1.1.2 sont inégaux. On a cependant

le théoreme suivant, qui est le résultat principal de cette premidre partie

Théoréme 1.2 - Sous les hypoth2ses du début de 1.1, on suppose de plus que A t B

sont en position générale, i.e. que 1'intersection des cénes tangents en (x,y) aux

images de A et B dans X Xg Y est réduite 3 (x,y) , et que de méme A et

X ¥ {y} sont en position générale, ainsi que {x} xY et B , Alors on a :

(1.2.1) <u ,v. >=<u,v>
z' 'z
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Par la formule de Lefschetz-Verdier (IIT 4.7), compte tenu de 1.1.3, on

en déduit :

corollaire 1.3 - Soit F un endomorphisme d'une courbe propre et lisse X/§ tel
‘_-—-—‘-_——- —

r
que_le schéma des points fixes X soit fini et formé de points of le graphe de

F est transverse & la diagonale. Soient L € ob Dc (X) , et u € Hom(F¥*L,L)

tf

Alors_on a
e

Tr((F,u), RI'(X,L)) = E - Tr(uX,LX) s
x € X

ot la trace, aux deux membres, est prise au sens de (SGA 6 I 8),

Pour 1. concentré en degré 0 , 1.3 est le résultat d'Artin-Verdier
([6] &.1). Par un passage 2 la limite expliqué dans XV, on déduit de 1.3 un résultat

" analogue en cohomologie 4-adique ([6] 1.1}, (XV §2 n° 3 prop. 2)

corollaire 1.3.1 - Avec X et F comme en 1.3, soient I un Q -faisceau construc=
e e— — T — ——

L
tible sur X (4 premier # p) , et u € Hom(F*L,L) ., Alors on a :

TC-D T ((Fuu) B (X,1)) =X§E Xf p Trlu L)

Les hypothéses de 1.3, 1.3.1 s'appliquent notamment au cas of (F,u) est

une correspondance de Frobenius (XV 2), d'od la formule des traces de Grothendieck

1/2

([2] 5.1), (SGA & Rapport- 3.2)

1.4 Avec les notations de 1.1, supposons b2 et a; finis-et surjectifs

(au lieu de a, et b1 ), et considérons les correspondances duales (III-5.1)

. i i
Du € Hom(a%DM,aiDL) , Dv € Hom(beL,béDM) , et les homomorphismes
(Du)z € Hom((DM)y,(DM)X) s (Dv)Z € Hom((DL)X,(DPDy) . Supposons (A,{x} x Y) en

position générale, ainsi que (X x {y},B) , (A,B) ., Appliquant 1.2 3 Du, Dv

2 2

on obtient :

< Du,Dv > =< (Du)'z,(Dv)z >

3
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d'ofr, par (III 5.1.6) et (III 4.2.6),
(1.4.1) <u,v>=< (Du)z,(Dv)z >

De cette remarque et de 1.2 on déduit, par la formule de Lefschetz-Verdier

(111 &4.7)

Corollaire 1.5 - Soient X , Y des courbes propres et ligses sur S ,

a : A—>X Xg Y ,b:B8—>»X Xg Y des correspondances ohh A et B sont

des courbes propres sur S , L € ob D (X)) , M€obD, Y ,

tf tf

' 1
u € Hom(aTL,aéM) , v € Hom(bgM,biL) . On suppose que C = AX(X B est fini

Y

s )

sur S et de la forme C = Cl-u—C2 , avec les propriétés suivantes : pour

z € C1 , les morphismes déduits de ay bl par localisation stricte aux images
de =z sont finis, et , si (x,y) désigne 1'image de z dans X Xg Y , chacun

des couples (A,B) , (A, X X {v}» , ({y} x ¥,B) est en position générale en

(x,y) ; pour =z € C2 , les morphismes déduits de a b, par localisation stricte

aux images de z sont finis, et chacun des couples (A,B) , (A, {x}x¥) ,

(B, x {y}) est en position générale en (x,y) ("position générale" signifiant

que 1'intersection des _cOnes tangents en (x,y) aux images des courbes du couple

considéré est réduite & (x,y) ). Alors, si uy € Hom(RT(X,L) , RI(Y,M))

vy € Hom(RT(Y,M) , RT(X,L)) sont les morphismes définis par u,v (11T 3.7.6), on

a, avec les notations de 1.1.1 , (III 5.1.5) ,

—

] 1
(1.5.1) <u,,v, >= 2 <u,,v, > + 2 < (Du)z,(Dv)z >
z € C1 z € 02

1.6 Admettant le formalisme de la cohomologie X-adique, on déduit de 1.5, par
1a technique de passage a la limite de XIV, que, sous les hypothéses de 1.5 sur
X,¥,a,b, ona, pour L €ob Db(XJQ&) (£, premier # p) , M € ob Db(Y,Q&) ,
u € Hom(aTL,a;M) , V € Hom(bgM,biL) , 1'égalité analogue 2 1.5.1‘dans Q& . Cette
formule contient comme cas particulier la proposition 7.12 de Langlands [4] : ap-
pliquer la formule avee X =Y, Mle faisceau F considéré par Langlands, L = oM

(o € Q%),A = la diagonale de X x X , b = la correspondance 4 de (loc. cit.)
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u

3

la correspondance & support dans A donnée par a—l t: L—>M

v = la correspondance & de (loc. cit.) ; avec les notations de (loc, cit.), C1

(resp. CZ) est l'ensemble des points fixes ot a <d (resp. a >d ).

1.7 Sous les hypothéses de 1.2, prenons pour u (resp. v) 1la correspondance

e (4) (resp. c£(B) } définie par Tra2 DAy, A—>p (resp. Trb1 : bl*A — M.
La formule 1.2.1 s'écrit

(1.7.1) deg(az)deg(bl) = < cf(A) , c4(B) > ,
ot deg(az) (resp. deg(bl) ) désigne le degré généfique de a, (resp. bl)
Compte tenu des hypotheses de position générale, le premier membre de 1.7.1 n'est

autre que la multiplicité d'intersection en (x,y) des cycles a,A , byB

images directes de A et B . Il n'est pas difficile de déduire directement 1.7.1

~

de la compatibilité de la formation de la classe de cohomologie associée & un cycle

1/2

avec les intersections (SGA 4 Cycle 2.3.8).



146

2. - Réduction 3 un_théoréme d'annulation.

2.1 Sous les hypotheéses de 1.1, notons s (resp. t) 1'image de z dans A

(vresp. B) , 1 : U=X -~ (x}C—> X et j:V=Y- {y}=—> Y les inclusions

. canoniques. Comme &, et b1 sont finis, on a agl(y) =35 , b;l(x) =t , done
ail(U) c aé W b;l(V) c b;l(U)‘ , et 1'on a des diagrammes commutatifs
al al

U L a7l (m 2 v
1
i (D (2) j
a a
X L A 2 — ,
b! b!
U L bgl(V) — 2 sy
g
ik (3) @ ]
b b
¥ 1 B 2 S Y ,

on les carrés (1) et (4) sont cartésiens.

Lemme 2.2 - Pour prouver 1.2, on peut se borner 2 considérer les deux cas suivants :

a) L =0, M =0 ; b) L{U=0 , MU=0

Considérons les filtrations décroissantes sur L , M définies par les

sous-complexes

L si n<o0 [M si n<0
F'L = i,i*L si n=1 , F'M =< 3,3 si n=1
0 si n>1l IO si n>1 .
% b i1tré n ¥, = wF
Le complexe aZ*all (resp. bl_:,szM) est alors filtré par F az%al*l.. aZ*a’IF L.
n
Ona F az%ai\‘L = az%ai’_“L pour n<0 , et O pour n >1 ; de plus, comme a,

est fini et le carré (1) cartésien, on a

1 TN
¥, = 1. (al al¥*i¥
F aza:-a1L J!(az!al i™L)
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?' O0n a de méme
3 ;
bl%bZM si n<O0
I v o=ds e ; =
F bl*sz = 1!(bi!b2’93 M) si n=1
0 si n>1 .

On peut supposer u (resp. v) défini par un homomorphisme de complexes

a a2¥afL —>M (resp. v : bl*bgM ——> L) . Les formules ci-dessus montrent

5 —_—

que le composé Flaz%a?L _— az%aTL —E——> M (resp. Flbl%b§M _— bl%bgM-Jg—> L)
se factorise (de mani2re unique) i travers FlM (resp. FlL), en d'autres termes

que u (resp. ¥) est un homomorphisme de complexes filtrés. Ainsi u (resp. v)
est sous-jacent & une correspondance filtrée (au sens de (III 4.13)), que nous

I ! -
noterons encore u € HomDF(a?L,aéM) (resp. v € HomDF(b§M,b1L)) . par 1l'additi-
vité des cup-produits ([3] V 3.8.7), (III 4.13.1), on a

< >=<gru ,gr%v. >+ < griuerlv >
YV, gt u,.8 AP & Y,.80 Y, ’

<u,v > =< grOE,gréz >+ <gr13,grll >

Le lemme en résulte, car grlL = 1,i*L (resp. grlM = 3,iJ"™) a une fibre nulle en

x (resp. y} , tandis que grOL (resp. grlM) est concentré en x (resp. y) .,

Lemme 2.3 - Sous les hypothéses de 1.1, supposons LIU =0 MlV =0 . Alors on

a <u ,v >=<u,v>
z’ 'z

L'idée de la démonstration est qu'alors u et v sont images directes
de correspondances entre complexes concentrés au points fermés et que la formule 3
établir ne fait qu'exprimer la formule de Lefschetz pour les projections s —> § s
y—=>S5 . Comp&e tenu de 1.1.3, on peut remplacer les données de 1.1 par les
suivantes : X (resp. Y) est une S-courbe lisse munie d'un point fermé x (resp. y),
A (resP. B) est une S-courbe séparée, a : A —=> X XS Y ,b:B—=X Xg Y
sont des Sqmorphismes finis tels que AX(X X Y)B soit.réduit a un point fermé z

" ! o o
au-dessus de (x,y) , u € Hom(afL,aéM) , V€ Hom(bEM,blL) , avec

L=hjl' , m=h, M , L' €ob DeeelfxD) o M €obD__ ({y])
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hl : {x}'———?-X_ et h, : {y] —> Y désignant les inclusions canoniques. Il s'agit
de montrer que < u_,V, >=<uv> ot u, € Hom(RI{(X,L),RI{Y,M)) ,

v, € Hom(RT(Y,M),RT'(X,L)) sont définis comme en 1.1, et < u,v> est la valeur
en z du cup-produit (III 4.2.7). On a RI(X;L) = RI‘C(X,L) =L, RI(Y,M) =
RTC(Y,M) = My , et u, (resp. vz) n'est autre que 1'image directe wu, (resp. v,)
de u (resp. v) sur S au sens de (III 3.7.6), comme le montre le procédé de
caleul (III 3.5 b)). D'autre part,si h = h1 Xg h2 : {x,y) —> X% Xg Y est 1'in-

clusion, et si a' : A' —> (x,y) , b' : B' —> (x,y) désignent les fibres de

a , ben (x,y) (réduites chacune & un point), on a des isomorphismes canoniques

L L
' o~ '
Tate :
h,aja (DLX @S My) —> a,a (DL ®S M) ,
, L - , L
t [ .
h,b.b (LX 8 DMy) —> b, b (L ®S DM) s

! !
et les flaches h, : Hom(a!¥L ,a! M ) —> Hom(alL,a M) ,
* 1 % ¥ 132

N ! * !
by : Hom(bé*My,bi Lx) —_— HOm(sz,blL) {(I11 3.7.6) sont des isomorphismes. Les

correspondances u et v s'écrivent donc (de manidre unique)
(1) u=h,u' , v = h,v' s

f
g

ar []
1 148 ' [y 1
avec u' € Hom(a1 Lx,a2 My) , vl € Hom(b2 Mﬁy,b1 Lx) . Par la formule de Lefschetz

(1II 4.5.1) pour (hl,hZ,A' —> A, B' —>B) , on a
(2) <u,v > =<u',v' >
z z

D'autre part, on a, d'apres (1) , u, = U, 5 V= v! , d'oti, par la formule de

Lefschetz pour {x} —>s§ , {y} —> 5§ ,
(3> < Uy, v, > = < u',v' >h .

Compte tenu de la remarque faite plus haut, la conclusion découle de la conjugaison

de (2) et (3)

Lemme 2.4 - Pour prouver 1.2, on peut supposer que a et D sont des immersions

, la fldche de restric-

fermées, et il suffit de démontrer que, si Lx =0, M& =0

tion
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- L L
i [s] fs) X
. (2.4.1) HA(X Xg ¥,DL & M) ——— HZ(B,J*(DL ® M)

est nulle.
est AU =€

Posons X Xg Y =12 . Les sous-schémas fermés a' A —— 7
b' : B' ——=>Z |, images de a et b vérifient les m8mes hypothéses que a et
b . Soit u' (resp. v') la correspondance 2 support dans A' (resp. B') image
directe de u (resp. v) (par la fléche déduite de 1a flache d'adjonction

f*f! ——» 1 (resp, g*g! —=>1) ot f: A —= A (resp. g : B—>B8') est

t
z

» V. = y!
z

la projection). Il est immédiat que u, =u z

. D'autre part, il découle
© aisément de la définition du cup-produit 1.1.2 que < u,v > =< u',v' > , d'od

la premidre assertion. D'aprés 2.2 et 2.3, on peut supposer que Lx =0 , M =0
et la conclusion de 1.2 s'éerit alors < u, v >=40 . Soient P, Q € ob Dctf

. Le cup-produit
0, o L
H,(2,P) ® By (2,Q) —> B (2,P ® Q)

se décompose en

L
#*
Hy(Z.2) ® 1p(2,0) 285 50(5 b4p) @ 1O(2,0) — > H(Z,P®Q

ot b¥ est la restriction et la seconde fléche, variante du produit considéré dans

/2

(SGA 41 Cycle 1.2.1), dérive du produit évident au niveau des sections de fais~
ceaux {cette assertion se vérifie aisément, par exemple & l'aide des résolutions
flasquesde (SGA 4 XVII 4.2) ; si a' : {z} —> 8, b'" : {z] —>a s ¢t {2z} —> z

- sont les inclusions, on peut aussi invoquer la décomposition standard de ia flache

::de Kinneth (ITI 4.2.1) a'P éz b!Q B c!(P ; Q) en une ”flééhe de changement de
“base" a!P ;Z b!Q ——-—}Ia'!b*P é a'*b!Q » suivie de "fléchesde projection"

Cathiep B! Vovwr 2 rr L L
AP @ 2" Q —— 5! (bEP R b Q—>a'"b(P®Q) . Prenant P = DL 8, M,

¢=1 és DM , et revenant 2 la définition de <u, v>(III 4,2.5), on voit qu'il

suffit de prouver que b¥u = O , d'olt la conclusion.
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Compte tenu de 2.4, 1.2 va donc découler du résultat plus précis suivant

Proposition 2.5 - Sous les hypothéses de 1.2, on suppose que a et b sont des

immersions fermées et que LX = g, M& = 0 . Désignons par T 1le localisé strict
QE‘ X Xg Y en z = (x,y) , et identifions A , B & des sous-schémas fermés de
T . Alors les fléches de restriction

| L L

. 3¢

b¥* : RT,(T, (DL & M) |T) —> R, (B,b¥*(DL & M))
L L

a® 1 RIL(T, (L @& DM)[T) —> RT, (A, a%(L @ DM))

sont nulles.

2.6 T.a démonstration de 2.5 va occuper le reste du n° 2 et les n°s 3 et 4 |
Compte tenu de la symétrie de 1'énoncé, on peut se borner & prouver 1l'assertion

relative 2 b¥% ., Nous allons la réexprimer sous une forme qui nous sera plus commo-

de. Notons d'abord que

L L L
RT(T, (DL & W |1) = (DL 8 M) = (DL) @ Mo=0o,
car M& = {0 , et que de méme
L L

RT(B,b¥*(DL D M) = (DL & M)Z

H
o

Par suite, les triangles de cohomologie relative donnent des isomorphismes

L L
RT(T-A, (DL & M) |T-8) == RT, (T, (DL & MT)[1]

3
3

L L .
RT(B-z, (DL & M} |B-z) —> R, (B,b¥* (DL & M))[1]

par lesquels la flache b%* de 2.5, décalée de 1, s'identifie & la restriction

L L
(2.6.1) b¥ : R(T-4, (DL ®; M)|T-A) ——> RT(B-z, (DL ®; 1) [B-z)
Comme LX =0, M =0 , on peut écrire

(2.6.2) L=4i,DP ,M=jQ ,
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ot I Ex——2X, Yy —>¥ désignent les inclusions, et P € ob DC f(X—x) s

t
Q € ob Dctf(Y—y) . Par 1l'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.19.6) {(plus un
passage & la limite), on a DL = Ri DDP = Ri,P , donc

L L

DL 8 M = Ri P & j,Q

Posons X Xg Y =24 , et identifions X x {y} |, {x} x Y a des sous-schémas fermés

de Z (resp. T), que nous noterons simplement X , Y . Notons

£' 1 Z - YE—= 7 , g' 1 Z-EYVNEtY——>1z-% ,

£: T - ZC—>3 T , g:T-@XUY)“—s>T-vY ,

les inclusions. La formule de Kunneth (III 1.6.4) donne, par passage & la limite

3

L L
DL ® M = Riig; (P ®; Q) ,
d'ofl
L L
(2.6.3) (OL 8 M|T = RE,g, (P 8 QT-(X U V)

Avec cette identification, 2.6.1 s'écrit

(2.6.4) b¥* : RT(T-(Y U A),g, (B)|T-(Y U 4)) —= RT'(B-z,g,(E) |B-z)
L

or E = (P& QT-XUY) .

Dans les deux numéros qui suivent, nous allons montrer que la fléche 2.6.4
est nulle : nous nous raménerons d'abord au cas ofi les faisceaux de cohomologie de
E ont une ramification modérée (1'action de l'inertie se faisant plus précisément
& travers un {-groupe, pour un nombre premier 2 # p) , puis traiterons directement

o

ce cas & 1'aide d'un théoréme de pureté,
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3.- Réduction au cas modéré.

3.1 Rappelons que 1'anneau de base A est aonulé par un entier premier & p ,
donc est produit direct d'anneaux noethériens Ai , chaque Ai étant annulé par
une puissance d'un nombre premier L, # p . Pour tout schéma S8' sur S , la

catégorie dérivée D(S',A) est produit des catégories D(S',Ai) , de sorte que,
pour prouver la nullité de 2.6.4, on peut supposer que A est annulé par une puis-
sance d'un nombre premier 4 # p . On peut supposer, d'autre part, que P (resp. Q)

est borné et & composantes localement libres de type fini.

3.2 Posons X-x = U , Y-y = V . Soient U"/U un rev@tement galoisien fini

de groupe G qui trivialise les composantes de P , H un {-sous~-groupe de Sylow
de G, U' = U"/H le revétement quotient, X' le trait strictement local normalisé
de X dans U' : X'/X est un rev@tement fini, connexe, de degré dl premie; a

4 , et la représentation de ﬁl(U‘) définie par les composéntes de P' = P|U

se factorise & travers un 4-groupe fini. Procédant de m@me avec Q , on trouve un
revé@tement fini, connexe, Y'/Y de degré d2 premier 2 4 , induisant sur V un

revBtement étale V' tel que la représentation de Wl(V') définie par les compo-
santes de Q' = Q|V' se factorise & travers un {-groupe fini. Soit

d = dlel = d2e2 = ppcm(dl,dz) . Qultte 4 extraire une racine e -iéme (resp. e,-
ij2me) d'une uniformisante de X' (resp. Y') , on peut supposer que X' (resp. Y')

a les m@mes propriétés que précédemment, avec de plus dl = d2 =d ,

Soient x'

(resp. yv') le point fermé de X' (resp. ¥'), T' le localisé
strict de X' Xg ¥Y' en {(x',y') , z' 1le point fermé de T' , A’ (résp. B') 1'image
inverse de A (resp. B) dans T' , .
E' = (P ®S‘Q)IT! - XU = (2 g QT - x U ¥') . On a alors un carré
commutatif de fléqhes de restriction

RO(T-(Y U A),g, (B)|T-(Y U 4)) ——L2——> RT(B-z,g, (1) |B-2)
(1)

RO(T'-(¥' U A", gy (ED|T'-(¥' U A") L S RP(BI -z, g | (BT [B-2")
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ﬂ*ﬁoﬁ ' ¢ B' —>T' , g' : T'-(X' UY') —= T'-Y' sont les inclusions. Le re-
- yétement T'/T esé fini, de degré d2 , et étale en dehors de X U Y , donc
ipduit un rev@tement étale de degré d2 de B'-z' sur B-z , Le composé de (1)
et du morphisme trace RT(B'—Z',g;(E')IB'—z') —_— Rf(B—z,g!(E)IB—z) est donc la
multiplication par d2 » qui est un isomorphisme, puisque 4 ne divise pas d
Pour prouver que la fléche 2.6.4 est nulle, il suffit donc de prouver que
p'# =0 . On sera donc ramené au cas od la représentation de ﬂl(U) (resp. Wl(V))
définie par les composantes de P (resp. Q) se factorise A travers un {~groupe

fini, pourvu que 1l'on s'assure que A', B' vérifient les hyptoh2ses de position

générale de 1.2 . Cela va résulter du lemme suiwvant

Lemme 3.3 - BSous les hypoth2ses de 1.2, a et b étant des immersions fermées,

soient X'/X , Y'/Y des revétements finis de S-traits strictement locaux, EE

méme degré d , notons A' (resp. B') 1'image inverse de A (resp. B) dans

1! ¥' . Alors les couples (A',B') , (A',X') , (Y',B') sont chacun en po-

s

sition générale (au sens de 1.2) (),

La démonstration de 3.3 sera donnée apras quelques préliminaires,

5 s
2
Lemme 3.4 - Soient X 1 W > Y des morphismes finis de S~traits,

g = (81’82) W —= X XS Y , u, v, w des uniformisantes de X, ¥, W respecti-

vement, de sorte que

. m + . n
sfu = aw mod w' 1 s5v = bw mod wo

+1

avec a,b € k¥ | Alors : (i) S5i m<n, s{W) est tangent & X en =z = (x,v).

(i1) 8i m=n, s(W) est tangent au sous-schéma de X Xg Y d'équation

ap?(v) - bpf(u) =0

(¥) avec 1'abus de notation habituel X' = X' {y'}, etc.. (ot x' (resp. y')

est le point fermé de X' (resp. Y')).
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Soient Z =X Xg Y , W' 1le sous-schéma fermé réduit image de s . Dans

1'espace tangent en z & Z , la pente, par rapport & la tangente 3 X , de la

tangente & W' est la valeur & l'origine de la fonction induite sur W' par

p%(v)/pf(u) ; c'est aussi la valeur & 1l'origine de la fonction induite par

p?(v)/pf{u) sur W , c'est donec O (resp. b/a) dans le cas (i) “Gresp. (ii)).

Dans la situation de 3.4, nous définirons la pente de W par rapport i
(X,uv), (Y,v)) comme 1'élément de k U {e] égal a 0 si m<n , « si m>n

b/a si m=n . Cet élément ne dépend pas du choix de w

Lemme 3.5 - Soient f : X' —>» X , g : Y' —> Y des morphismes finis de S-traits

de méme indice de ramification d , uw , v , u' , v' des uniformisantes de X , Y ,

X' , Y' respectivement. Il existe alors C € k¥ tel que, pour tout diagramme com-

mutatif de morphismes finis de S-traits

b
=]
N

<

d
on ait )\ = C 3’ , o X (resp. )') est la pente de W (resp. W') par rapport

a (X,u),¥,v)) (resp. (X',u"),(¥',v"N

Par hypotheése, on a

ffu = o u'" mod 4 ; ghv = B v'? mod V'd+l s
avec @ , B € k* . Montrons que C = B/a a les propriétés voulues. Soit w (resp.
w') une uniformisante de W (resp. W'). On a

P
+1
sfu = aw" mod wo , sgv = bw'" mod wn+l s
1 1 1] !
si*u' =a'w'™ mod w'™ +1 s sé*v' =b'w'" mod w'" +l s
hw = v w'' mod W,r+1 s

t [ . . - - .
avec a, b, a', b', y € k¥ . La commutativité des carrés du diagramme entratne
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n'd =rm , n'd =rn, d'od m'/n' = m/n . Supposons d'abord m=n . On a
»=b/a , A" =b'/a', Si 1'on pose N =m'd = rm =n'd = rn , les congruences

ci-dessus fournissent

(fsi)%u = qa' %Y moa w VL ) (slh)*u =a me,N mod w' 'L s
d'ol aa'd = aym . On obtient de méme Bb’d = bym , d'olt A =¢ x'd , pour
#0 , ®» ., Mais, comme m'/n' =m/n , X =0 (resp. ®) équivaut a2 }' = 0
A s p
(resp. ®) , ce qui achéve la démonstration.
Prouvons maintenant 3.3 . Soient Z = X Xg Y, Z' = X! Xg Yyt o, A (resp.

B) 1le normalisé de A (resp. B) , A (resp,'g') le normalisé de A' (resp. B') .
Comme A' (resp. B') est aussi le normalisé de K)xz Z' (resp. %fxz Z') , on a

des carrés commutatifs

\
0

(#)

Y e 2
W o}

Soient (x,) o (resp. (v.) ) les points de X (resp. %) au-dessus

i1 <4 i't<i<m

[FAN

I ' . Il
de x (resp. y) , (xi)1 <i<nm (resp. (yj)l << n') les points de A' (resp.

~
B') au-dessus de x' (resp. y') . Conme A et B sont strictement locaux, on

a des décompositions A = 11 ¥l 1 Bj B o= _L_ , 1

1§igmAi . B 1<j<n ’ “1515m'Ai ’

1272 n'Bj , ott’ Ai s Bj s Ai , B3 sont des traits strictement locaux de

points fermés respectifs X5 ¥ s X, , y! . Choisissons des uniform;santes u .,
v,u ,v", de X, Y, X' ,Y' respectivement, notons Y (resp. o ) 1a

pente de Ai (resp. Bj) par rapport & ((X,u),(Y,v)) , X£ (resp. u&) celle de Ai

(resp. Bj) par rapport & ((X',u'),(Y',v')) . Les hypothases de position générale

sur A et B s'expriment par

(1) M # 0 pour tout i , by # @ pour tout j A # W; Ppour tous

i, 3, etil s'agit de montrer que 1'on a

(2) hi # 0 pour tout i p& £ ® pour tout j kj # u& pour tous i ,
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soient i' € [1,m') , i' € [1,n'] , x; (resp. yj) 1'image de xi,(resp. yé,) . Le

amme (#*) fournit des carrés commutatifs de morphismes finis de S-traits

diagr
I' < Ai, e [' DAR S Bé, —_— Y
X A, > Y s X B, > Y .
i 3

D'aprés 3.5, il existe C € k¥* tel que Xi = Cxi? , M, = Cpé? , donc (1) entratne

(2) , ce qui ach&ve la démonstration de 3.3
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4, — Fin de la démonstration de 1.2.
4.1 Pour achever la démonstration de 2.5, donc de 1.2, il reste a établir la
nullité de 2.6.4 sous les hypothises additionnelles suivantes : A est annulé

par une puissance d'un nombre premier 2 #p , P et Q sont bornés, & composantes
localement libres de type fini, telles que les représentations correspondantes des

groupes fondamentaux se factorisent i travers des {~groupes finis. On a

g ®)T-(YU A =g &) ,

ot g : T-(XUYUA) C“—sT-(YUA) est 1'inclusion, et E1 = (P 8% Q)|T—(X U Y\JA}.
or El est un complexe a cohomologie bornée, constructible, localement constante,

telle que la représentation correspondante de ﬂl(Tn(X UY U A)) se factorise 2

travers un {4~groupe. L'assertion & démontrer va donc résulter de 1'&noncé plus gé-

néral suivant

Proposition 4.2 - Soient T le localisé strict en un point fermé d'un S-schéma

. lisge de dimension 2 , t le point fermé de T » A, B, X des sous-schémas fermés

~ de dimension 1 de T , i : T-(AUX)“—> T-A 1'inclusion. On suppose que X est

régulier, et que A est en position générale par rapport & B et X (i.e. que

1l'intersection des cOnes tangents en t a A et B UX est réduite & t), Soit

b
d'autre part E € ob D (T-(A U X)) , tel que H#(E) soit constructible, localement

- constant, et que la représentation correspondante de ﬂl(T—(A U X)) se factorise

4 travers un 4-groupe. Alors la flidche de restriction

RI(T-A,i,(E)) ——> RT(B-t,1,(B)|B-t)
est nulle.

La démonstration va s'appuyer sur le

‘Lemme 4.3 - Soient Z un schéma noethérien régulier connexe de dimension 2, de

cpLaractéristiques résiduellespremidres a 2 » £, Y des diviseurs réguliers se cou-

‘pant transversalement en un point 2z , d'ofi un diagramme d'inclusions
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P
£
c
<
g
.
o
Y
£
i
<

)
I

N
\

On fait 1'hypothése de pureté

(P) qu*(Z/{,) =0 pour q > 1

Soit d'autre part L € ob Db(Z—(X U Y),A) , & cohomologie constructible localement

constante, telle que la représentation correspondante de ﬂl(Z—(X U Y)) se facto-

rise & travers un {-groupe. Alors

a) On a un isomorphisme canonique

1w ¥RILL ——> wR],(1]1) ,

et le complexe m'%Rj;L est & cohomologie constructible, localement constante.

b) Supposons Y connexe, et soit s un point géométrique de Y loca-

1isé en un point fermé s # z . Alors la flache de restriction

(4.3.1) RO(Y, m¥Rj, (1)1)) —> (R, (4;1))
est nulle.

¢) Sous les hypotheses de b), soit C wun sous-schéma fermé de dimension

1 de Z tel que YN C=s , notons ‘C le localisé strict de GC en s . Alors

la fléche de restriction

(4.3.2) RO(Z-Y,i'1L) —> RT(C - 5 , 1}(W|T - &
est nulle,

L'isomorphisme (trivial) i#Rj 1!l —=> Rj.(i'#i!L) = Rj!L donne un
Jaly Js 1 J s



p: &' —>Z est un rev@tement fini modérément ramifié le long de Y

. 1la locale constance de m'*qu'L pour q <1

159
. somorphisme m'#RjlL — i¥m*¥Rj i{L , d'ol, par adjonction, une flache
is P g 1 #t P J
ilfm'*Rj%L > m*Rj%(i;L) ’

qui induit un isomorphisme hors de =z . Montrons qu'elle est un isomorphisme, i.e.

que, s1 z est un point géométrique au-dessus de =z
s Pl -
RJ*(]_'L)E = (

On peut pour cela remplacer A par z/2 , ol Lv annule A |, et 1'on se ramé-
ne, par dévissage et passage A la limite, au cas o L est un Z/Lv Module lo-
calement constant de type fini, correspondant & une représentation du us 3 tra-
vers un 4-groupe. Comme le seul groupe abélien fini de 4-torsion qui est simple
gsous-1'action d'un {~groupe est Z/{ avec action triviale, on se raméne, par un
nouveau dévissage, au cas o L est le faisceau constant Z/{4 . Scient 2 le

- ~ ~t iy Lnd ~d S
localisé strict de Z en z ,X=Xx, 2 ,V=Yyx, Z ,i' :%Z-QUY)esZY

Xz,

1'inclusion. On .a
Ri,(11(Z/1))- = RO(ZY,1(Z/Y)

de sorte qu'on est ramené & prouver que la fléche de restriction

2

(7Y, 2/0) —— 0" R-2,72/2)

est un isomorphisme pour tout n . Or, pbur n <1 , c'est une conséquence du
lemme d'Abhyankar, et pour n > 1 les deux membres sont nuls par 1l'hypothese de

pureté. La premidre assertion de a) est donc &tablie. Prouvons la seconde. Par

. dévissage, on peut supposer L concentré en degré 0O . L'hypothase {P) entrafne,

" par dévissage, qu%L =0 pour p >2 . Reste 2 prouver la constructibilité et

s » ce qui est standard. Pour la

constructibilité, résolvant L a droite par des faisceaux du type pyp*L  oh

, on se

i raméne & L constant, de valeur LO : on a alors m'*jLL = (L) , et

0 Y-z

m' ¥R Jgl = (LO)Y_Z(~1) par Abhyankar. Pour la locale constance, il s'agit de voir

..que les flaches de spécialisation sont des isomorphismes. On peut, pour cela,
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remplacer, comme plus haut, A par Zz/Y , et 1'on se raméne par dévissage au

cas ot L est le faisceau constant Z/{ : on conclut 2 l'aide du lemme d'Abhyankar,
On a donc démontré a). Prouvonms b). Soit 7 un point générique géométrique de Y
Choisissons. des fleches de spécialisation a : n—> ¥(a)

, b :n—> Y(s)

(resp. s)). Posons

N

(ot Y(z) (resp. ¥(s) est le localisé strict de Y en

M = m*Rj,(i/L) . Le carré commutatif
Y <& ¥Y{s)

i

¥(z)

induit un carré commutatif

(T, M) —te2el M
b%

M= _____Ef;___ﬁ> M

z n

Comme M|Y¥-z est & cohomologie localement constante, b¥* est un isomorphisme.

D'autre part, comme M = il'iTM , on a Mg = 0 , donc la flache 4.3.1 est nulle,
Reste a prouver c¢). On a T=c¢ XZ'Z , ot 7 désigne, comme plus haut, le loca-

_— s asd
1isé strict de Z en =z ., Posons Y =X Xz Z , On a alors un diagramme commu-

tatif de flaches de restriction

RD(Z-Y,1]1) = RI(Z,Rj,(1]1)) — 222 R0(E-5,1; (W) [E-5)

RI(Y,mRj, (111)) —22:bs (ry, (11L))- = RTEY, (10 [Z-D)

b

1a nullité de 4.3.2 découle donc de b), ce qui achdve la démonstration de 4.3

Prouvons 4.2 . Soient £ : T' —=> T 1'éclatement de 1'idéal maximal de
-1
T,D=+¢f (2) (> Eé) le diviseur exceptionnel, A' , B', X' les transformés
purs respectifs de A, B, X . T' est donc fégulier, connexe, de dimension 2 , X'

est un diviseur régulier coupant transversalement D en un point z' , et les

hypothéses de position générale sur A, B, X signifient que A' est disjoint de
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g' UX' . Notons E' 1'image inverse de E sur T'-(A' UD U X'") et
it T'-(A" UDUX') &> T'-(A' UD) 1'inclusion. Il s'agit de prouver que la

f1eche de restriction
) RI(T'-(A' U D),1}(E')) ——> RI(B' U D),1/(B")[B'-(B' U D))

est nulle. Mais B' est réunion disjointe de schémas strictement locaux
3!(1 < j <n) , de dimension 1, tels que, pour chaque § , Bj ND soit réduit 3
i 1=

D-(D N A" ,

un point bj . Appliquant 4.3 ¢) a (Z =T'-A' , X =X', ¥
, =E' , C= Bj) (1'hypothese (P) est vérifiée en vertu du théordme de pureté
relatif (SGA 4 XVI 3) car (Z,Y) est limite projective filtrante de couples lisses

de codimension 1 sur S , & morphismes de transition affines étales), on trouve

que la fléche de restriction
RT(T'-(A' U D),ij(E")) —> RF(BJ‘.-bJ.,i;(E')|BJ1_bj)

est nulle. Donc (%) est nulle, ce qui achéve la démonstration de 4,2, donc de 2.5

et 1.2 .




162

II, Correspondances équivariantes.

5. - Traces non commutatives.

.

On fixe dans ce numéro un topos T et un anneau commutatif unitaire K
de T . Les anneaux considérés seront supposés associatifs et unitaires, mais pas
nécessairement commutatifs. On appellera K-algébre tout anneau A (associatif,
unitaire) de T muni d'un homomorphisme (unitaire) K —> A d'image conteme

dans le centre.

5.0. - Introduction.

Soit E un K-module localement facteur direct d'un module libre de type

fini. On dispose alors d'un homomorphisme trace (de nature locale)

(5.0.1) Trp : Hom (B,E) —> K ,

défini par composition de la "flache d'évaluation”

(5.0.2) Hom, (B,K) &E —> K , £8® x> i(x) 5

avec 1'inverse de 1'isomorphisme canonique "produit tensoriel"

(5.0.3) _ngK(E,K) B, L ——-—a»MK(E,E) , f®y m—> (x+—> £f®)y) .

Les flaches 5,0.2 et 5.0.3 sont définies plus généralement pour tout K-module E

et 1'on en déduit, pour tout complexe de K-modules E , des homomorphismes de com-

plexes
(5.0.4) Hom (E,K) @ E——>K , f@x+—> (=),
(5.0.5)  Hom/(E,K) &F —> Hom (E,E) , £®@yr—> (x —> £(x)y} .

Pér dérivation, 5.0.4, 5.0,5 donnent, pour E & ob D (K) , des fleches de D(K)
L

(5.0.6) REQEK(E,K) BF —> K ,
L

(5.0.7) R;l_o__mK(E;K) ®KE —_— R@K(E,E)

N
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5i E est parfait (SGA 6 I}, 5.0.7 est un isomorphisme (comme on le vérifie facile-
ment par réduction au cas o E = K) , et, en composant 1'inverse de 5.0.7 avec

5.0.6, on cbtient un homomorphisme trace, de nature globale,
(5.0.8) Tryp : RHom (E,E) —> K ,
qui généralise 5.0.1 (pour plus de détails, voir (SGA 6 I 7, 8)).

Nous nous proposons ici d'examiner dans qeulle mesure on peut, dans les
constructions précédentes, remplacer XK par une K-algdbre A (on s'intéressera
surtout au cas ot A est la K-algebre d'un groupe fini ordinaire), et définir no-
tamment une fléche trace analogue 3 5.0.8, généralisant la notion de trace ”nqn
commutative" introduite par Stallings dams [5] et développée par Grothendieck dans
1'exposé XI de ce séminaire (comme on 1'a dit dans 1'introduction, cet exposé, ré-
digé par I. Bucur, a malheureusement été perdu ; le lecteur pourra toutefois se re-

2
1/ Rapport), oit sont indiqués les points essen-

porter & l'exposé de Deligne (SGA 4
tiels). Si le remplacement de K par A dans 5.0.3 de présente pas de difficulté.,

il n'en va pas de méme dans 5.0.2 : si E est un A-module & gauche, la fléche d'é-

valuation
Hom, (E,A) & E ——> A | 8 x+—> £(x)
me ¢ factorise pas en général & travers: HomA(E,A) QAE , mals domne, par passage au

quotient, une fléche
(5.0.9) HomA(E,A) ®F —> Ay, ,

ot Ay est le K-module quotient de A par le sous-K-module engendré localement
par les sections locales de la forme ab - ba . Si E est localement facteur direct
d'un A-module i gauche libre de type fini, la fléche produit tensoriel, analogue i

5.0.3,
{5.0.10) HomA(E,A) BE ——> HomA(E,E)

ést un isomorphisme, et 1'on obtient, en composant 1'inverse de 5.0,10 avec 5.0.9,

un homomorphisgme trace
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(5.0.11) o Tr, ¢ HomA(E,E) —> A, ,

qui se réduit a 5.0.1 quand A =K . On vérifie facilement par ailleurs (voir 5.7)
que, pour T ponctuel, 5.0.11 cotncide avec 1'homomorphisme trace de Stallings et
Grothendieck. Dans ce numéro, nous examinerons 1'extemsion aux complexes et la dé-
rivation des flaches 5.0.9, 5.0.10, 5.0.11, et le comportement des fléches obtenues
vis-a-vis de 1'extension et de la restriction des scalaires et de certains produits
rensoriels externes. En fait, nous dériverons des flaches un peu plus générales que
5.0.9 et 5.0.10, afin que les constructions puissent s'appliquer a la définitionm,

au n° 6, de termes locaux de Lefschetz-Verdier "non commutatifs".

5.1.- Notations.

Si A est une K-algébre, on notera A° 1'algeébre cpposée & A , et
A% =4 @kAO 1'algébre enveloppante de A . 11 revient au m@me de se donner un
A~bimodule, un A% —module 2 gauche, ou un A® _module 2 droite. En particulier, A est
un A-bimodule, donc un A®-module & gauche et un A%_module a droite.Si E est un
bimodule rappelons ([1] IX 4) que
HO(A,E) = A® eE =E® eA
A A

est le K-module quotient de E par le sous K-module engendré localement par les

sections locales de la forme ax - xa , pour x €E , a €A (1) . On écrira par-
fois E, au lieu de Ho(A,E) . En particulier, Ay, est le K-module défini en
5.0.9 . 8i A =K[G], oi G est un groupe fini ordinaire, Ay n'est autre que

le K-module libre sur 1'ensemble Gy des classes de conjugaison de G .

§i A, B sont des K-algébres, on utilisera la notation de Cartan-Eilenberg
AE s EB s AEB pour désigner respectivement un A-module & gauche, un B-module &
droite, un module & gauche sur A et & droite sur B . Enfin, on notera D(A)
(resp. D(A,B)) la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules 2 gauche (resp.

, & droite sur B

des A-B-bimodules, & gauche sur A

(1)

§i M est un faisceau, la notation x €M gignifie que x est umne section

locale de M .
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5.2 Soient A , B des K-algébres. Rappelons que, dans la situation

(AF s BFA s BG) » on a un isomorphisme canonique

(5.2.1)  Hom, (E,Hom, (F,6)) —=> Hom (F 8,E,C) , > (3 ® x —> £(x)(y)) .

Celui-ci se dérive en un isomorphisme

~ L
(5.2.2) RHomA(E,RHomB(F,G)) —> Riom, (F 8,%,6)
pour E € ob D" (A) , F € ob D(B,A) , G € ob D+(B). On peut en effet supposer E borné
supérieurement et & composantes plates, C borné inférieurement et A composantes

’ L

injectives, on a alors RHomB(F B,E,G) = Hom];(F ®,E,G) , R}me(F,G) = Hom]'g(F,G) 5
et RHomA(E,Homé(F,G)) = HomA(E,Homé(F,G)) car, si E est acyclique, F ®,E est
acyclique, donc HomA(E,Homﬁ(F,G)) ~ Homé(F @AE,G) est acyclique ; pour E et @
comme ci-dessus, 5.2.2 est donné par 1'isomorphisme de complexes
HomA(E,Homﬁ(F,G)) —_— Homé(F ®,E,G) défini par 5.2.1 . Noter que, si A et B
sont plats sur K , 5.2.2 vaut encore sous les conditions E € ob D(A) ,
FE€obD(B,A) , GE€ ob D+(B) » comme on le voit en résolvant F par des
(B QkAo)—modules plats. On déduit de 5.2.2 un isomorphisme

-~ L
(5.2.3) Hom, (E, RHom, (F,G)) ——=> Hom, (F ®,E,G) .
5.3. Soit A wune K-algdbre. Dans la situation (EA s AF) , O a un isomor-
phisme canonique
(5.3.1) EQF —> (& 8F)® A , x®@yr——> (x®y)® 1

A

D'autre part, dans la situation (AE , AFA) » la flache d'évaluation

(5.3.2) Hom, (F,F) ®F —>F , f®x —> £(x)

est Ae—linéaire, donc induit, via 5.3.1 , par application de - ® eA , une
. : A

flache

- (5.3.3) Hom, (B,P) ®E —>TF® A (= Fy, )
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En d'autres termes, la fléche composée de 5.3.2 et de la-fléche canonique

F — F‘1| , x b= x ®1 , se factorise (de mani&re unique) & travers 5,3.3 .
Supposons A plat sur K . Alors 5.3.1 se dérive en un isomorphisme
L N L L
A
(5.3.4) E ®F —> (E @;F) ®Ae >

pour E € ob D (A%) , F € ob D (A) (résoudre E et T par des modules plats).

D'autre part, 5.3.3 se dérive en unme fléche de D(K) , dite fléche d'évaluation,
L L
(5.3.5) RHom, (8,F) & E —>F @ A ,
— A AS

pour E € ob D (A) , F €ob Db(Ae) tel que RHomA(E,F) € ob Db(AO) : on dérive
d'abord 5.3.2 en une fleche de D“((Ae)o)

L
(5.3.6) RHomA(E,F) @KE — T ,

en résolvant E par des modules plats et F par des A% -modules injectifs, puis

L
1'on applique le foncteur - & eA 3 5.3.6, en tenant compte de 5.3.4
A
5.4. Soit A wune K-alggbre. Dans la situation (AE s AFA , AG) , On a une
fléche canonique
(5.4.1) - HomA(E,F) SAG —_— HomA(E,F QAG) , u®y > (x—>ukx) ®y) ,

qui correspond par adjonction (5.2.1) a la fléche A-linéaire
E QkﬁomA(E,F) @AG — F,QAG
définie par la fléche d'évaluation E @kﬁomA(E,F) —F .

La fléche 5.4.1 se dérive en une fleche de D(K) , dite fléche de pro-

duit tensoriel,

L L
(5.4.2) RHomA(E,F) @kG'—~—ﬁ> RHomA(E,F ®AG) )
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L
pour E € ob D'(A) , F ¢ ob D+(Ae) » GEobD(A) , avec F @hG € ob D+(A)

5i E et G sont bornés supérieurement et & composantes plates, F borné inférieure-
ment et A composantes injectives, le premier membre de 5.4.2 s'identifie en effer a
HomA(E,F) @AG » et on l'envoie dans le second membre par le composé de 5.4.1 et de

L
ia flache naturelle HomA(E,F @AG) ——>-RH0mA(E,F ®AG) = RHomA(E,F ®AG)

La fléche 5.4.2 n'est pas en général un isomorphisme. Elle 1'est cepen-
dant certains cas importants, par exemple si E est parfait (comme on le vérifie

en se ramenant & E = A), Nous verrons plus loin un autre exemple intéressant

(6.2.3).

Les fléches 5.3.5 et 5.4.2 joueront un r8le essentiel dans toute la suite

de 1'exposé, Les exemples d'cbjets F que nous avons en vue sont : a) F =4

[ N . .
ou F =A considéré comme A-module 3 droire de la maniére naturelle et comme

A-module & gauche par un homomorphisme de K-algebres w: A—=>A (cf, 5.13)
L

b) F=M ®KA , avec M€ ob D+(K) (au n° 6, M sera un complexe dualisant, voir

3

notamment 6.3.2 , 6.4,1, 6.5.6).

5.5, Notons DF(A) 1la cétégorie dérivée des complexes de A-modules 2 gauche
munis d'une filtration finie ([3] V). Alors, dans 1a situation de 5.2, on a un
isomorphisme canonique de DF(K) | analogue a 5.2.2, pour E € ob D F(A) s
F€ob DF(B,A) (=D F(B@A%)) , G€obDF(B) . De meme, on a des Flaches
"dérivées filtrées" analogues 3 5.3.4 |, 5.3.5, 5.3.6, 5.4.2 . Ces fléches sont

compatibles avec le passage aux gradués associés, au sens de ([3] Vv 1,2)

5.6, On suppose A plat sur K . Notons D(A)Pa la sous-catégorie pleine

rf

de D(A) formée des complexes d'amplitude parfaite finie, i.e. parfaits et de

tor-dimension finie (SGA 6 I). On d&finit une fléche canonique, dite trace,

L L
(5.6.1) Tr, = RHom, (E,F ) —=> F ®AeA ,
pour E £ ob D(A)parf , F & ob Db(Ae) s en composant 1'isomorphisme inverse de

54,2 pour G =E avec la flache d'évaluation 5.3.5 . On en déduit une flache trace
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L L
(5.6.2) T : Hom, (E,F ® E) —=> H(T,F @ _A)
A A A Ae
L
Pour F = A , composant avec la flzche canonique A & eA —= AQ® eA = An (5.1),
’ A A
on obtient des fliches, appelées encore traces,

(5.6.3) Tr, * RHomA(E,E) —> Ay ,

o
(5.6.4) Tr, ! HomA(E,E) — " (T,Ay)

Noter que 5.6.4 est une fleche assez anodine, de nature locale, tandis que 5.6.3

est une flache "sérieuse", de nature globale.

Désignons par DF(A)parf la sous-catégorie pleine de DF(A) formée des
complexes filtrés dont le gradué est d'amplitude parfaite finie. Alors on a une
fleche de DF(K) analogue 2 5.6.1 pour E € ob DF(A) .. F e ob DPF(A%)
d'on des fleches analogue a 5.6.2, 5.6.3, 5.6.4 . Il résulte des remarques de 5.5
que la flache 5.6.1 filtrée est compatible avec le passage au gradué associé (cf.
([3] Vv 3.7.2)), et on en déduit, comme en (loc, cit.), dque, si F est de filtration

L

concentrée en degré O , onm a, pour u € Hom (E,F @hﬁ) s

DF(A)

(5.6.5) TrA(u) =2 TrAgriu
L

Cette formule entraine notamment que, pour E € ob D(A)parf , F € ob Db(Aé) s

L
u € HomA(E,F @kﬁ) , on a
(5.6.6) Tr(ul1]) = -Tr(w) ,

1 .

on ufl] : E[1] —> (F @gﬁ)[l] est la translatée de u .
5,7. les traces définies en 5.6 généralisent tout 3 la fois les traces commu-
catives "usuelles" ({SGA 6 I), ([3] V 3)), et les traces "non commutatives' de

Stallings [5] et Grothendieck,

a) Supposons A = K . Alors A° = A, =K , la fleche 5.6.1 s'écrit

L
Try ¢ RHomK(E,F @&F) — F
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et cofncide avec 1la flache trace dé&finie en ([3] v 3.7.1) (dans le cas particulier
ot le complexe K de (loc. cit.) est réduit & A ). En particulier,

Tr RHomK(E,E) —> K cofncide avec la trace définie dans (SGA 6 I 8) .

g
b) On suppose 2 nouveau que A est une K-algébre plate (non nécessaire-

ment commutative). On se propose d'expliciter 5.6.4 pour E strictement parfait

(i.e. borné, & composantes localement facteurs directs de modules libre de type fini),

Tout d'abord, prenons E = A ; RHomA(A,A) = HomA(A,A) s'identifie & A par
fF—2 (1) , atr—> (x —> xa) » et 5.6.3 s'identifie 2 la projection canonique
A—> A, , que nous noterons aF—> alq , donc si da désigne la multiplication

4 droite par a ,
(5.7.1) Tr (da) =a,

Soient, pour 1 <i<n |, Ei une copie de A , et E = EE) E . L'isomor-

phisme 5.4,2 pour F=A , G =& s'écrit

HomA(E,,A) QAE_ —_ HomA(E,E) s
1<i,j<n * J

et, pour u = Zuij @1 ¢ HomA(E,E) (uij ®1 ¢ HomA(Ei,A) Qth }, on a

(5.7.2) TrA(u) = ; Ui >
i H

par définition de la fléche d'évaluation 5.3.5 . Prenons maintenant pour E un
o . . . .
facteur direct de A , image d'un projecteur p , notons i : E —> A" {'in-

clusion ; alors, pour u € HomA(E,E) ; on a
(5.7.3) TrA(u) = TrA(iup) ,

comme on le voit scit & 1'aide de 5.6.5 » soit directement sur la définition. Enfin,

supposons E strictement parfait ;5 81 u € HomA(E,E) est un homomorphisme de com-

plexes, on a, par 5.6.5, 5.6.6,

(5.7.4) Tr, (u) = Z(—l)iTrA(ui) i
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Le fait que 5.6,%4 provienne, par application de H° , d'un homomorphisme de com-

plexes HomA(E,E) —= A (5.6.3) entraine que, si u , v € HomA(E,E) sont homo-

topes, on a
(5.7f5) TrA(u) = TrA(v)

Comme tout endomorphisme de E dans D{A) est localement défini par un endomor-
phisme de complexes, localement unique a homotopie prés (8GA 6 I 4.10), les formules

5.7.2 2 5.7.4 permettent donc le calcul de TrA(u) pour tout endomorphisme u de

E dans D{(A)Y , et, combinées a 5.7.5, fournissent une définition directe de
TrA(u) . Dans le cas ol le topos T est ponctuel, on retrouve la définition de
(sca 42 Rapport 4.3).

5.8, Soient P, Q des A-bimodules. Alors P @AQ et Q @AP sont des A-bimodules,
et 1'on a des isomorphismes canoniques
(5.8.1) (P ®,Q) ®AeA —r ®AeQ — (Q &P ®AeA — A ®Ae(P 2, Q) ®AeA ,
chacun des objets ci-dessus s'identifiant canoniquement au K-module quotient de
P @kQ par le sous-module engendré par les sections de la forme axb @y - x ® bya ,
pour y €P ,y €Q, a, b €K . Pour A plat sur K , ces isomorphismes se déri-
vent en des isomorphismes

L L o L N L L ~ L L L
(5.8.2) (P @hQ) ®AeA — P SA?Q - (Q ghP) 8;eA - A ®Ae(P ng) gkeA
pour P , Q € ob D(A%) . D'autre part, la fladche de composition au niveau des mo-

dules,
HomA(E,P ®AF) By HomA(F,Q ®AE) — HomA(E,P ®,0Q ®AE)
f®gt—> (P ®Ag)f ,

se dérive en

L L L L L

(5.8.3) RHomA(E,P ®AF) ® RHom, (F,Q ®E) —> RHom, (E, P ®,Q ®AE)
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pour P, Q € ob Db(Ae) , E, FEob Db(A) tels gue les produits tensoriels et
RHom figurant ci-dessus soient dans Db . Quand E et F sont parfaits, cette
flache s'identifie, via 5.4,2, & la fléche déduite de la fléche d'&valuation

L
b ®K RHomA(F,Q) —=> Q ; on en déduit aisément que l'on a un carré commutatif

L L L e L L
RHomA(E,P ®AF) QKRHomA(F,Q ®, E) —22c RHomA(E,P ®AQ ®AE)
(5.8.4) (2) TrA
L L Tr, L
RHomA(F,Q ®,P ®AF) -> P ®AeQ ,

ot (1) et (2) sont domnées par 5.8.3 (le point est que les deux fléches composées

de 5.8.4 sont définies par le produit tensoriel des fléches d'évaluation
L L ’

F & RHomA(F,Q) —>Q ,Eg RHomA(E,P) —3> P) . Il en résulte que, pour
L L
u € HomA(E,P @k F) , y € Hom(F,Q 8&@) , on a
.8. =
(5.8.5) TrA(vu) TrA(uv)

On notera parfois < u,v >A la valeur commune de 5.8.5.

5,9. Traces et extension des scalaires.

Soit A —> B un morphisme de K-algébres plates. On en déduit un mor-

phisme de K-algébres A° —> 8¢ » d'olt un foncteur extension des scalaires
L e e e R L e b, _e
-® B D(A") —> D(B") . Pour E, F comme en 5.3.5, si F ® B €0bD (B™)
A L L A
et RHom (B ®E,F ® B%) € ob p°(8°) , on a un carré commutatif de D(K)
— 48
L 1)
(5.9.1) RHom, (E,F) ®.E - > F® A
—A A A8
(3 (4)
L L e L L (2) L e L ’
s EEE——
RHomB(B 8%? F leB )] 8%(B QEE) (F ®AeB ) @%eB ,7

 ob les flaches (1) et (2) sont définies par 5.3.6, (4) par A—=> B , et (3) par
= L

- la flache canonique F —>TF & eBe . La vérification est triviale. De ml@me, pour

: AL e +, e Lo oo E +

B, F, G comme en 5.4.2, si F ® o3 €obD (7)) , (F® B ) ®AG € ob D (B) , on
: A A
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- (1) L
RHomA(E,?) ®AG = RHomA(E,F ®AG)
(5.9.2) (3) (4)
L L e L (2) L L e L L
RHomB(B ®AE,F ®AeB ) ®B(B ®AG) —_— > RHomB(B ®AE,(F ®AeB h] ®B(B ®AG))
L e
ot (1) et (2) sont définies par 5.4.2, (3) et (4) par F—>TF ® B . On en
L A
déduit, pour E, F comme en 5,6.1, avec F & eBe € ob Db(Be) , un carré commutatif

A

de D(K) , analogue aux précédents, ol les flaches verticales sont définies par

5.6.1
L Tr, L
RHom, (E,F ®,E) > TFT® A
——h\ A _Ae
(5.9.3) ¥ l
L L L Try L L
RHomB(B ®AE,(F ® B ) ®B(B ®AE)) —_— (F ® o3 ) ® B -
A A B

Enfin, si 1'on se donne TF' € ob Db(Be) tel que RHomA(E,F') € ob Db(BO) , et

L

£f:FQ® eBe ——> F' |, on a une compatibilité 1légérement plus générale que 5.9.1,

A

L

. . 2 N . e
qui s'exprime par un carré commutatif analogue, avec F' au lieu de F ® eB dans

A

la ligne inférieure, et les fléches verticales définies par. £ . On a de méme des

L

carrés commutatifs analogues 2 5.9.2 et 5.9.3 avec F' au lieude F® eBe . Pre-

L A
nant notamment F = A et pour t AR eBe —> B 1la fléche définie par
A
A-——>3 , on obtient un carré commutatif
TrA L
RHom, (E,E) > A® A
20T, e
A
| I
L L TrB L
RHomB(B ®AE,B ®AE) > B ®BeB y

oli 1a flaéche verticale de gauche (resp. droite) est donnée par l'extension des

scalaires (resp. est la fléche canonique déduite de A ——> B )
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5.10. Traces et restriction des scalaires.

Soit A —> B un morphisme de K-algébres plates tel que B , en tant
que A-module & gauche, soit plat et de présentation finie (i.e. localement facteur
direct d'un A-module libre de type fini). Clest le cas par exemple si A ~—=> B est

le morphisme K[H] — K[G] défini par un morphisme injectif de groupes discrets

H&—> G , d'indice fini. L'homomorphisme restriction des scalaires
HomB(B,B) ————é‘HomA(B,B) » ot B est considéré comme module & gauche, s'identifie,

par les isomorphismes canoniques B —:L>‘HomB(B,B) s HomA(B,A) @AB-—€> HomA(B,B) ,

3 une fladche (de B-bimodules)
(5.10.1) B —-—>.HomA(B,A) ®,B .

Le composé de 5.10.1 avec la flache d'évaluation HomA(B,A) @B —> Ay (5.3.,3)

dfn

est 1'homomorphisme f > TrA(f) ("= TrA(df) , ol df est la multiplication

’
3 droite par ) , donc par la formule TrA(fg) = TrA(gf) (5.8.5), se factorise 2

travers B“ en une fléche notée encore TrB/A : B“ ————e—A‘a on a donc un carré
commutatif
Tr
B B — Bﬁ
(5.10.2)
5.10.1 TrB/A
ev »
HOmA(B,A) ®AB > A“ '
Dang la situation (BE,BPA) » 0n a un homomorphisme de B-modules & droite
{5.10,3) HomB(E,P) ®,B ———>_HomB(E,P SkB) » u®b > (x> ulx)  b)

© qui est un isomorphisme, comme on le vérifie aussitdt (il suffit de voir que 1'ho~
momorphisme K-linéaire sous-jacent est un isomorphisme, et cela résulte de ce que
B est localement facteur direct d'un A-module libre de type fini). Cet isomorphisme

8¢ dérive en un isomorphisme de D(B)

_:(5.10.4) RHom, (E,P) 8B ——> Riom, (E,P ®,B)

b
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pour E € ob Df(B) , P Eob ot @kAO) {résoudre E par des modules de la forme
B &L , o L est plat, et P par des (B QkAO)—modules injectifs, lesquels sont
nécessairement injectifs comme B-modules, A étant plat sur K : cela permet
"d'ster le R" a gauche, et la résolution qu'on a prise pour E permet aussi de

1'ster a droite),

Pour E € ob D (B) , MEobD (K) , F€obD (B) , on définit une fle-

#*
che de D(X) 9
: . L L
(5.10.5) RHomB(E,B ®KM) BpF —> RHom, (E,A ® M) ®,F ,
comme composée des fléches
L 1) L L

RHomB(E'.,B ®KM) @, F —_—— RHomB(E,HomA(B,A) ®,B ®KM) ®BF

(2) L L (3 L
—— RHomB(E,HomA(B,A) ®KM) ®,B & F —> RHomB(E,MA(B,A B 8,F

—(—%RH (EA@M)éF
T A g

ott (1) est définie par 5.10.1, (2) par 1'isomorphisme inverse de 5.10.4 avec
L
P = HomA(B,A) M (3) par 1'isomorphisme canonique
L
Hom, (B,A) ® M = Hom, (B,A ®2M) (5.4.2), et (4) par 1'isomorphisme d'adjonction 5.2,2,

L
Proposition 5.10.6 - Supposons que M ®KF € ob D+(B) . .On a alors un carré commu-

tatif de D(K)

L 5.4.2 L
RHom, (E,B ® M) &F L RHom, (E M ®F)
(5.10.7)
5.10.5
5.4.2 L
Riom, (E,4 ® ) ®,F hk RHom, (E,M ® F) .

oft 1a flache verticale de droite est la restriction des scalaixes.

(3 : . P
) Au n° 6, on appliquera les constructions qui suivent au cas oli M est un com-
plexe dualisant {(6.7).
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Il s'agit de vérifier que 1l'on a un carré commutatif

L L L
F——> M&aF
E @ Riom, (E,B & M) By K

E ; 5.10.5 restriction des scalaires

L L L
—_—>
E ®KRHomA(E,A ®KM) ®AF M ®KF s

otr les fléches horizontales sont données par les évaluations (5.3.6). Ce carré se

L
déduit par application de - ng du carré analogue avee F =B | donc on peut
supposer F = B . La commutativité de 5,10.7 dans ce cas équivaut & celle du trian-
gle
RHomB (E ,B ®KM)
() (1) (2)

RHomB(E,HomA(B,B 8 M) ﬂ—e RHomA(E,B ®KM) )

ot (1) est défini par 5.10.1, (2) 1la restriction des scalaires, et (3) 1'iso-
morphisme d'adjonction. Or la flache B @kﬂ — HomA(B,B ng) donnée par 5.10.1
n'est autre que la fiéche d'adjonction correspondant aux foncteurs restriction des

scalaires et HomA(B,—) ; la commutativité de (%) en découle aussitdt.

Soient E € ob D (B) , M€ ob Db(K) tels que RHomB(E,B 8kM) € ob Db(BO).

On dispose alors, par 5.3.5, d'une flache d'évaluation

I L L L
RHomB(E,B BM) B E —> 1 ®K(B ®BeB) ,
qui donne, par composition avec la flache canonique B @ eB ——ﬁ>IBq , une flache
. ‘ B
L L
(5.10.8) Riom, (E,B ® M) &F —> M® B, .

{'Progosition 5.10.9 - Supposons A de présentation finie et plat en tant que K-module,

et Ab‘ » By plats sur K . Soient E €0ob D (B) , M€ ob Db(K) tels que

'.:‘RI_{_o_mB(E,'B ® M) € ob p°(8%) . Alors RHom, (E,A @ M) € ob p®(4%) , et 1'on a un

TR

- tarré commutatif




176

L

Riom, (E,B @) ®F 2.10.8 M 8By,
(5.10.10)
5.10.5 M 8 Try
L 5.10.8
RHom, (E,A M) ®,F : M @ Ay, .

(Les hypéthéses supplémentaires sur A et B (vérifiées par exemple si
A et B sont des K-algdbres de groupes finis) sont sans doute inutiles, et 1'on de;
vrait azoir un carré cimmutatif analogue & 5.10.10 avec Ah (resp. Bq ) remplacé
par A ® A (resp. B ® eB) ).

' A B

La premidre assertion de 5.10.9 est triviale., Prouvons la seconde. On peut
supposer M 2 composantes injectives et E A& composantes de la forme B @kL )
avec L plat. gn a alors RﬂgEB(E,B ng) éhE = Egmé(E,B ng) QEE ,
REQEA(E’A @km) 8%@ = EQEA(E’ A QkM) SEE , et les flaches de 5.10.10 sont définies
au niveau des complexes. On est donc ramené 2 vérifier que, si 1L , M sont des

.

K-modules, E wun B-module a gauche, on a un carré commutatif

5.3.3 |
—_— s
Hom, (B ®L,B M) @ (B & L) M @ B,

(%) 7 (1) M ®KTrB/A

5.3.3
.———9
Hom, (B ®,L,A M) ®, (B @.L) M @Ay ,

ott la fléche (1) est définie en envoyant B 8kM dans HomA(B,A) ®,B &M par 5.10.1
et en composant avec un isomorphisme du type 5.10.3 et un isomorphisme d'adjonction.
Comme A est plat et de présentation finie en tant que K-module, les flaches "pro-

duit tensoriel”
(2) B @Hom (L,M) = Hom (B,B) & Hom (L,M) —— Hom,(B ® L,B ® M) ,
(3) HomA(B,A) ®KHomK(L,M)- — HomA(B ® L, A ®KM)

sont des isomorphismes, par lesquels (1) s'identifie au produit tensoriel (sur K)
de 5.10.1 par HomK(L,M) ®L . D'autre part, la fléche horizontale supérieure (resp.

inférieure de (%) s'identifie par (2) (resp. (3)) au produit tensoriel (sur K)
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a  de Tr, : B—=> B, (resp. ev : HomA(B,A) B —> A, ) par la flache d'évaluation

B
HOmK(L,M) L —> M . La commutativité de (¥) découle donc de celle de 5,10.2,

ce qui achéve la démonstration de 5.10.9 .

rf °

Corollaire 5.10.11 - Sous les hypothises de 5.10.9, pour E € ob D(B)pa

M € ob Db(K) , On_a un carré commutatif de D{(K)

L TrB

—
RHomB(E,M 8%3) M & By

(5.10,12) l ' \L
L Ty

A
_.-....-.___%
RHomA(E,M ®KE) M @Ay s

ot la fléche verticale de gauche est la restriction des scalaires.

I1 suffit en effet dé conjuguer 5.10.6 et 5,10.9 .

5.11, Application aux groupes finis : propriétés de divisibilité.

Soit G un groupe fini, d'élément neutre noté e , posons K[G] = B
Le K-module By est libre de base l'ensemble Gy des classes de conjugaison de

toute section s de B, s'écrit de manidre unique s = E s({x)x .
X € Gy

Proposition 5.11.1 - (cf. SGA 41/

2 Rapport 4.5). Soient E € ob D(B)pa
L .
M € ob Db(K) . Pour u € HomB(E,M @kﬁ) , on a, dans HO(T,M) |,

rf ?

Tr () = |6] Trywe) P

I1 suffit en effet d'appliquer 5.10.11 avec A = K , en notant que

DoTr : By ——= K est donné par

B/K

- ’ |G] si g=e¢e
- (5.11.2) TrB/K<g) =

0 si g#e

: Proposition 5.11.3 - Sous les hypoth2ses de 5.11.1, soit g € G , notons Zg le
: L
;CEntralisateur de g dans G , posoms A = K[Zg] . Soit u GAHomB(E,M @kE) ;

: L
_{ notons gu € HomA(E,M QkE) le composé de 1'image de u dans HomA(E,M ng) avec

la multiplication & gauche par g . Alors on a, dans H°(T,M)

H

& Si X est un ensemble, on note lXI le cardinal de X

G ;



Tr ( u)(e) = Tr (ll)( )

On va montrer plus généralement gu'on a un carré commutatif

L Tr -1
B x —> x(g )
___....——-——-———5
RHom, (E,M & F) M @B, > M
(5.11.4) L
' o Try yea K2 x(e) M
—_—
RHomA(E,M @K ) s

ott 1a fléche verticale de gauche est composée de 1a restriction des scalaires et de

1a multiplication & gauche par g . Ce carré est le bord du diagramme
L Tr -1
B > x(g *)
RHom_B(E,M ®KE) —_— M ®KB"‘ > M
rest (» Trp /A
TrA
RHom, (E,M @ F) ———> M Ay (3)
RHomA(E,sg) (2) sg

V TrA v

oti rest désigne la restriction des scalaires et sg 1a multiplication a gauche
par g . Le carré (1) commute en vertu du 5.10.11, et (2) opar définition de

Tr 11 suffit donc de prouver la commutativité de {(3) , et pour cela il suffit

A

de montrer que , pour h € G , on a

valeur en g_1 de l'image de h dans B ,

1]

TrA(x t——> gxh)(e)

i.e.
1 si g_ est conjugué a2 h
() TrA(X —= gxh)(e) =
0 sinon
On peut pour cela remplacer T par 1@ topos ponctuel et K par Z , et il suffit
alors de prouver (#) apris multiplication par |Zg| . Compte tenu de 5.11.1, on

est donc ramené a montrer que
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IZ 1 si g est conjugué a h

0 sinon

Mais cela résulte de ce que le premier membre est le nombre de points fixes de
1'application x+—> th de G dans G , d'oft la commutativité de 5.11.4 et

1a conclusion de 5.11.3

Corollaire 5.11.5 - Soug les hypothéses de 5.11.3 , on a
Lorollaire

-1
Tr (gu) = IZgITrB(U)(g ) = IZngrA(gu)(e)

5.12, Traces et produits tensoriels externes.

Soient, pour i = 1,2, Ai une K-algébre plate, A = A QA . Soient

1 K2
- b,.e b,,o
E, €ob D (A)) , F, €ob D (A]) tels que RHom, (E,,F,) € ob D'(AY) ,
i L i i i h——Ai i*7di 1t
b, e b, ,0 N _
F=F @sz € ob D (A7) s RHomA(E,F) €EobD (A7) , ohh E= El 8%32 . On a alors

un carré commutatif

(5.12.1)
L L L (1) L L L
(RHomA (El,Fl) @k El) gk (RHomA (Ez,Fz) @h EZ) — (F1 ® eAl) gk(Fz ® eA2)
1 1 2 2 LA A
1 p
(2) (3
L L
RHomA(E,F) ®,E > T ®AeA

ot (1) est produit temsoriel des fléches 5.3.5 , (2) est définie par la fliche

produit tensoriel
L

{5.12.2) RHomAl(El,Fl) 2 RHomAZ(Ez,Fz) ~——> Riom, (E,F) ,

et (3) est 1'isomorphisme canonique évident. La vérification est essentiellement

triviale. On vérifie de méme que, pour E. € ob D_(Ai) » F. €ob D+(Ai) s
L

. - b b,,0

G €o0bD (Ai) ; avec F, ®A.Gi € ob D (Ai) ) RHomAi(Ei,Fi) € ob D (Ai) ,
- L 5 * L S 1

- Mom, (E,,F, ® G) €0bD(K) , F®GEobD(A) (oa G= G, &G,) , on a un

G 1 i
_carré commutatif
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L L L (L
—_———
(RHom, (El,Fl) e, cl) Sk(RHomA (EZ,FZ) ®, G,
1 - 1 2 2
L L L
(5.12.3) (2 RHomAl(El,F1 ghlGl) SkgﬂomAz(Ez,Fz QEZGZ)

3)

/L 5.4.2 L

L.
RHomA(E,F) ®AG ———— RHomA(E,F ®AG) .

ot (2) et (3) sont des fléches produits tensoriels du type 5.12.2, et (1) est

produit tensoriel des fléches 5.4.2 ., De la commutativité des carrés 35.12.1 et

, b,,e
5.12.3 il résulte que, pour E, € ob D(Ai)Parf » F, €0b D (Ai) tels que
F = F1 8&?2 € ob Db(Ae) , on a un carré commutatif
(5.12.4) :
L L L (1) L L L
Riom, (E,,F, ®, E;) & RHom, (,,F, 8 E) —=>(F, ® A)&(F, @ 4)
1 1 2 2 ; A1 A2
o | "
L L
RHom, (E,F ®,E) 2:6.1 > FQ A s
—h A e
A
ot (1) est produit tensoriel des fléches Tr, (5.6.1), (2) est défini par
i
5.12.2, et (3) est 1'isomorphisme canonique figurant dans 5.12.1 . Par suite,
L
pour u, € Hom, (Ei’Fi =N Ei) , on a
i i

. L

(5.12.5) TrA(u1 gkuz) = Tr, (ul)TrA (u2) .

: 1 2
le produit au second membre &tant défini par la fléche canonique
o L o L o L
H (T,Fl ® eAl) @H (T,F2 ® eA2) —> H(T,F ® eA)

A1 A2 A.

5.13. Traces d'endomorphismes semi-linéaires.

Soient A wune K-algdébre, ¢ un endomorphisme de A ., Si E , F sont
des A-modules 3 gauche, rappelons qu'un homomorphisme additif u : E —=> F est
dit ep-A-linéaire s'il vérifie wufax) = ¢pla) u(x) quels que solent a € A ,

x EE , i.e. si u est un homomorphisme A-linéaire de E dans le A;module (w)F

déduit de F par restriction des scalaires selon ¢ .Si F est un A-bimodule,
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- ~ . . rd . (d G

G un A-module 2 gaﬁche, on a un 1som0£phlsme évident (®)F ®,G —> (m)(F ®, ),
- - £l . 5 T X ~ G

qui se dérive (trivialement) en (w)F ®AG —_— (m)(F 8@ )

Supposons A plat sur K . On déduit alors de 5.4.2 une flache

L

L
(5.13.1) R@A(E,(m)F) 8,6 —> RHom, (E (F 8,6))

* (o)
- +. .e ~ L +
pour E € ob D (A) , FE€obD(A") , GE obD(A) , avec F SkG € ob D (A)

pour E € ob D(A)Pa » 5.13.1 est un isomorphisme, ce qui permet de définir, par

rf

5,.3.5, une fléache trace

L L

(5.13.2) Tr : R_Ik)_mA(E,(cp)(F ®,E)) ——> (CP)F ® A

A0

3

On en déduit notamment, pour F = A , une flache

) o
(5.13.3) Tr , - HomA(E,(m)E) —> H (T,A ’ )

>

ot A = A® A est le K-module quotient de A par le sous-module engendré
we (o) e
localement par les sections locales de la forme ab - o(b)a . Dans le cas ol
Ca = K[G] , G un groupe discret, avec ®w défini par un endomorphisme ¢ de G ,
A est le K-module libre de base G , o G est le quotient de G par
¥ O 1 W, u.
“1'action (g,x) > o(g)xg = (les orbites s'appellent parfeis "classes de

,' -conjugaison” de G ). Les traces 5.14.2 cofncident, pour T onctuel, avec celles
© Jug P P

::considérées par Grothendieck, et dont il est gquestion dans 1'exposé XII.

Dans la situation de 5.10, si w , ¥y sont des endomorphismes respectifs
.de A | B , compatibles avec A —= B s 11 existe une unique flache

. Tr, Bq " —> Aq rendant commutatif le carré (analogue a 5.10.2)

>

Tr

B,y
= _—
()" = Em B ) B
Gz Tr,
Hom, (B A) ® B &V o A
. —A" (o) A R :

ot év est la flache d'évaluation, et la flache verticale de gauche est la restric-

tion des scalaires. On définit une fléche analogue & 5.10.5, avec A ®KM (resp.
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B @kM) remplacé par (m)A ng (resp. ($)B ng) , et 1'on a des compatibilités

analogues & 5.10.6, 5.10.9, 5.10.11, qu'on laisse au lecteur le soin d'énoncer.

Soient G wun groupe fini, ¢ un endomorphisme de G . Pour g € G ,

notons Zg o le c-centralisateur de g dans G , i.e. l'emsemble des x € G

tels que ¢(x)gx_l =g . Posons A = K[G] , soient E € ob D(A)parf s

N € ob Db(K) . On déduit aisément des compatibilités précédentes que l'on a, pour
L
u € HomA(E,(w)(M @kﬁ)) , g €C

(5.13.5) TrK(gu) = |z 1 1TrA

W™
g 0 S

(les détails de la vérification sont laissés au lecteur).
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6.- _Correspondances équivariantes et divisibilité de termes locaux,

6.1. Notations,
b.Ll. NOLAar1ons

Dans ce numéro, S désigne le spectre d'un corps de car. p , et A un
anneau commutatif noethérien annulé par un entier non divisible par p . Les
S-schémas considérés seront supposés séparés et de type fini. Les A-algébres con-
sidérées seront associatives, unitaires, et de type fini, mais non nécessairement
commutatives. Le plus souvent, et notamment pour tout ce qui concerne les "termes
locaux de Lefschetz-Verdier non commutatifs", elles seront supposées plates {dans
les applications, ce seront des algdbres de groupes finis). Si X est un S-schéma,
et A une A-algdbre, on notera D(AX) (resp. D(XA) la catégorie dérivée de 1la
catégorie des faisceaux de A-modules 3 gauche (resp, & droite) sur X ;5 pour A
commutatif, onm écrira aussi D(X,A) pour D(AX) ,» et D(X) = D(X,A) . On notera
Dc(—) (resp. Dctf(-)) la sous-catégorie pleine formée des complexes & cohomologie
constructible (resp. de tor-dimension finie et & cohomologie constructible), Si A
B sont des A-algébres, on notera D(AXB) la catégérie dérivée de celle des fais~
ceaux de (A,B)-bimodules (& gauche sur A » & droite sur B ), Enfin, on utilisera

les notations A° s A® s Ahi de 5.1 .

6.2, Le formalisme de (III i, 2, 3) s'étend sans peine au cas "non commutatif",

Indiquons rapidement les principaux points de cette généralisation.

Soient X un S-schéma, A , B des A-algeébres. Si L € ob D (xy

ctf XA

M € ob D(AXB) » M étant de tor-dimension finie et 2 cohomologie constructible en
L
tant qu'objet de D(XB) , alors L ®, M€ ob D(XB)ctf (la vérification est immé-

_ diate). D'autre part, il découle de GGa 41/2 Finitude 1.6) que, pour M comme

ci-dessus, et L € ob Dctf(AX) , on a RHomA(L,M) € ob Dctf(XB) . 11 résulte éga-
lement de (loc. cit.) que, si f est un S-morphisme, Dctf(A—) est stable par les

~ ]
- opérations (£%,f,,£,,f ) (le cas de f¥* &tant trivial).

Soient, pour 1 =1, 2, f, : X, ———-é'Yi un S-morphisme,
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f = f1 Xg f2 X = X1 Xg X2 —_— Y = Y1 Xg Y2 , A une A-algébre. Pour
L, € ob D_(XlA) ; Ly € ob D—(AXZ) , on a une fléche de Kiunneth (dans D{Y)
L L
(6.2.1) £1uly B afpuly = £,(L, ®s,AL27
L dfn L
& £0 3 sdui i
(ot1 L1 ®s AL2 PlLl @kPZLZ) , dont on déduit de (loc. cit.), comme en (II1 1.8),

qu'elle est un isomorphisme. 8i B, C sont des A-algégbres, avec B ou C sup~
L
posée plate sur N (pour pouvoir définir &, : D (E-A) x D (A—C) —= D (B—C) Y,

on a un isomorphisme analogue 2 6.2.1, dans D (BYC) , pour L1 € ob D (BX1A) s
L, €0bD (AXZB) . On vérifie de méme que, pour M, € ob D (YlA) ,
M, € ob D_(AYZ) , on a un isomorphisme de Kinneth (dans DT(X))

L i
! ! !
(6,2,2) flMl ®S’Af2M2 — £ (Ml ®S,AM2)

(et un isomorphisme analogue dans D (BXC) pour M, € ob D (BYlA) ,

M, € ob D (AYZC) ). Enfin, soient, pour i =1, 2, Ai une A-algdbre, A2 étant

+
plate, E, € ob Dctf(Alxl) , Fy €0b D (AZXZ) » Fy €ob D(AlxlAz) , avec F

de tor-dimension finie et & cohomologie constructible en tant qu'objet de D(XlA ).
2

1

1 ]
Alors on a RHomA (El’Fl) € ob Dctf(XlA ) , comme cn l'a vu plus haut, et l'on

1 2
dispose d'une fleche canonique de D+(X) (D+(X,A2) quand A2 est commutatif)
L L
3
(6.2.3) RHomAl(Ei,Fl) ®S,A2F2 - RHomAl(plEl,Fl ®S,A2F2) ,

définie par composition de la flidche "image inverse" (1711 2.1.1)

L

L
(El,Fl) ®, p3F, —> RHomAl(pi(-El,p%}?l) ®A2pa2ﬂr

3
leHom ) T

Al 2

avec la flache analogue & 5.4.2.
L L

L % 3 3
RMAl(plEl’p]fFl) ®A2P2Fz > REQEAl(PTEl’PlFl ®A2P5F2)

(adjointe selon 5.2.3 de la fléche

L L L

3] 4] 3 3% 3 *
pjE, ® RHomAl(plEl,piFl) ®A2p2F2 —> pF; ®A2p2F2

définie par la flache d'évaluation 5.3.6). On déduit de 6.2.1, comme en (IIT 2.3),
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que 6.2.3 est un isomorphisme. En particulier, pour A, = A , F2 = AX , 6.2.3

donne un isomorphisme

~ ¢
(6.2.4) pi*RHomAl(El,Fl) —_— RHomAI(pi?El,p')lFl)

6.3. Si t : T—>35 est un S-schéma, et A une A-algdbre, nous poserons

! +
(6.3.1) t'A =K, ( €obD(,T) ) )

Pour A = A , nous écrirons KT au lieu de KAT . Il résulte de 6.2.2 qu'on a un

+
igomorphisme canonique (de D (ATA) )

L
(6.3.2) K ® A —> KA,
Nous noterons DA le foncteur RHomA(—,KAT) : il envoie Dctf(AT) dans Dctf(TA)
2
(et vice-versa), et la démonstration de (SGA 41/ Th. Finitude 4) montre que, pour

L € ob Dctf(AT) , 1a fléche canonique L —=> DADAL est un isomorphisme. Pour

A=A, nous écrirons D au lieu de D

A
6.4. Soit A wune f-algébre plate, et soient, pour 1 =1, 2, Xi un S-schéma,
= X : j i . .2,
X X1 xg X9 5 Py X — X, 1les projections, L, €ob Dctf(AXi) Par 6.2.3
appliqué a Al = AZ = A E1 = L1 , F2 = L2 . E2 = KAXl , on a un isomorphisme
L ~ L
—_ 3
Dply @ alo R-ILOEA(PlLl’KAXl ® . alo) :
L

~ !

1T [ 3] . .
d'oti, en composant avec 1'isomorphisme de Kunneth 6.2.2 KAXl @%,ALZ ——>-p2L2 s
un isomorphisme
L !

i 3
(6.4.1) DAL1 8%,AL2 ———— RHomA(plLl,szZ) s

qui généralise (III 3.1.1). Soit ¢ : C —= X un S-morphisme, posons ¢, = p;c
Par la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomorphisme canonique

(analogue 2 (III 3.2.1))

! o ! ~ . !
(6.4.2) c RHomA(piLl’pZLZ) —_—— RHomA(CiLl’C2L2) .

. d'ot, en composant avec 6.4.1, un isomorphisme
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(6.4.3) - HO(X,cu0 (DALl ®S L) ——> Hom (C*Ll,c L,)

i
Les &léments de HomA(C?Ll’CéLZ) s'appelleront correspondances cohomologiques de

L1 a L2 % support dans c¢ (la terminologie differe lé&gdrement de celle de

(loc. cit.), les deux terminologies cofncident pour ¢ propre, ce qui est le cas

dans la pratique).

Etant donné des S-morphismes fi : Xi —> Y, (i =1, 2) et un carré
commutatif (ITI 3.7.1) avec ¢ propre, on définit comme en (loc. cit.) des fliches

"image directe" analogues & (III 3.7.5}, (11T 3.7.6) (pour L, € ob D tf(AX » .

6.5. Soient A une A-algebre plate, X un S-schéma, X2 =X Xg X ,

Py + Py : X2 ::::i;}( les projections canoniques, § : X ————?»Xz la diagonale,

c: C ———HB»XZ un S-morphisme, ¢, =T piC o x¢ =¢ X o X 1le schéma des points
- X
fixes de ¢ , d'ofi un carré cartésien
X
8¢ \1\
(6.5.1) C
c\‘ 2'/6
Posons
L L L
(6.5.2) Rhy ;. =K ®, (A ®AeA) , Kby g T KX@AA‘?'\ .
Seit I € ob Dctf(Ax) . On définit un homomorphisme "trace locale"
!
. R ¥L.p.
(6.5.3) Tr, : 6 RHomA(plL,sz) —> KA [ S
en composant 1'isomorphisme
L ~ L )
* *L. 7. o
(6.5.4) & RHomA(plL,pZL) —> #(D,L ®S’AL)
déduit de 1'inverse de 6.4.1 (pour X, = X, » Ly = L, ) par application de &%

1'isomorphisme trivial

L L
(6.5.5) 6*(DAL ®S,AL) = D,L @,L

3
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ot la fléche d'évaluation 5,3,5

L
(6.5.6) DAL 8L —> KAy |

L L
(oh 1'on a identifié KAy ®AeA 3 KAy, ~grace 2 6.3.2 K ®A =Ko ) . Il ré-

sulte aussitdt de la définition que, pour X =95 , 6.5.3 cofncide avec la fléche
Tr, RHom, (L,1L) —=> A ® oA de 5.6.1 . Composant la fléche déduite de 6.5.3
A

!
par application de iiic' avec la fléche
. ! .c.c! .
(6.5.7) 6*C*RH0mA(CfL,C2L) —>1id 6*RHomA(pr,p2L)

! '
déduite de 6.4.2 et de la fléche de changement de base b¥c o’ —> i;ic'éﬁ , on

obtient une fléche

! .c,c! .C
{(6.5.8) TrA : 6%c%RHomA(ch,c2L) —> i, KAX,LM = i KA

t

X¢,1w

d'oft la fléche

'
(6.5.9) Tr, : Hom,(c*L,c.L) —> HO(XC,KA ) .
A ATl 2 %¢ L

On notera encore TrA les fléches composées de 6.5.3, 6.5.8, 6.5.9 avec les flaches

déduites de la fléche canonique KAX Lh——-——a»KAX + On vérifie facilement que,

Y
]
pour A=, , on a, pour u € Hom(cTL,céL) ,

(6.5.10) Tr(u) = <u,l >

avec la notation de (III 4,2,5), 1 désignant la correspondance diagonale (plus

i
. précisément, la fl&che C*RHom(ch,céL) ————>-6*1;K o @adjointe de 6.5.8 est celle
X

{_définie par (T1I 4.2.4') (avec X1 = X2 s L1 = L2 » 4 =28 ) et la correspondance

‘diagonale 1 € Hom(L,L) ).

6.6, Soient A une A-algdbre plate, et, pour i =1, 2, Xi un S-schéma,

X = e
. X1 Xg X2 > L, €ob Dctf(AXi) . On définit un accouplement

L
: ! wr !
(6.6.1)  RHom, (pfL, ,p,L,) ®, Riom, (p3L,,p L) FRAy

-

de la maniére suivante. On identifie le premier membre 2
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L L
RHom, (p¥L., , p: KAX ) ®Ap§L2 ®, Riom (p*Lz,p*KA ) ®,p¥L,
par les isomorphismes €.4.1, puis a
L L L L L
3 L A
A ®AeRHomA( ) ® 2L2 ®/\ RHom ¢ ® @
. L L L
par 5.3.1 ; on envoie cet objet dans A ®Ae(KAX ®AKAX ) ®AeA = R par le produit

tensoriel de fléches d'évaluation 5.3.6 ; on identifie enfin R 2
L L
s & 3. .7.6). Si
®Ae(KAX1 ®AKAX2) par 5.8.2, puis a KAX,LH pgr 6.5.2 et (III 1.7.6) i

c: C—=>X , d:D—>X sont des correspondances, et e = ¢ XXd : E—>X

3

on déduit de 6.6.1, comme en (IIT 4,2), un accouplement

L

1
% :
c L ) ® d, RHom (d L dlLl) —— e*KAE,Lq s

3
(6.6.2) C%RHﬂA(clLl

d'oftt un "cup-produit"

(6.6.3) < , s

! o
. L3 3
: HomA(c Ll’ 2L ) ® Hom, (d"L dlLl) — H (E’KAE,L'\q)

I1 n'est pas difficile d'étendre au cas non commutatif la notion de composition de
!
correspondances étudiée en (IIT 5.2), et l'on vérifie que, pour u € HomA(clLl 'L2)

L

v € Hom, (d*L d L ) , on a la formule analogue a (III 5.2.9)

2)
(6.6.4) <u,v >, = TrA(vu) = TrA(uV) .
La formule de Lefschetz (IIT 4.4) se généralise sans peine dans ce con-

texte : étant donné des S-morphismes propres fi : Xi _— Yi(i =1, 2), et un

cube commutatif (IIT 4.4,0), on a, pour Li € ob D (,X.)Y , un carré commutatif

. ctf A1
analogue a (III 4.4.1), avec K. (resp. KD) remplacé par KAC,Liq (resp. KAD,L\q Y
et une formule analogue a (III 4.5.1), dans HOCD,KAD L\q)
3
(6.6.5) < fgu, v >y = g,y >a
(la fléeche f .C KAC L\:\——> d_%KAD La est déduite de la fléche (4) de (III 4.4.1)

par tensorisation avec A ® A
A
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6.7. Soient X et ¢ comme en 6.5, et A ~—> B un morphisme de L-algébres
plates. Vis-a-vis de 1'extension et de la restriction des scalaires, les flaches

Tr, (6.5.3, 6.5.8, 6.5.9) se comportent comme les fléches TrA de 5.6.1, 5.6.2 ,

]
Le point est que, si f est un S-morphisme, les foncteurs (f¥, £, , £, , £ )

commutent & l'extension et & la restriction des scalaires, et que par conséquent
1'étude du comportement de Tr, (6.5.3) vis-2-vis de 1'extension et de la restric-
tion des scalaires se raméne 2 celle du comportement de la flache "produit tensoriel

L

L
+*® 3 W +# ¥ +*
RHomA(plL,leAX) ®,p4L —> RHomA(plL,leA ® 2L)

X AP

et de la flache "d'&valuation"

L
RHomA(L,KAX) 8%; —_— KAX L .

ERl |

Ainsi, la commutativité des carrés 5.9.1, 5.9.2 entratne celle du carré

! TrA c
¥* I . {
& c*RHomA(clL,ch) > l%KAXC,Lq
(6.7.1)
L , L Tr, C"
* 3* : i
8 c*RHomB(cl(B ®AL), cz(B ®AL)) > 1%KBxchq s

o la fléche verticale de gauche est 1'extension des scalaires et celle de droite

L L
est définie par la fléche canonique A ® eA —== B ® eB ; 11 en résulte que, pour
A B
1
% :
u € HomA(clL,ch) , on a
L
(6.7.2) Trg(B ®u) = oTr,(u)

: 0,,C
cot @ H (X KA ¢ Lq)-——€> HO(XC,KBXC LH) est 1'application canonique.
3 3

Supposons A de type fini et plat en tant que A-module, B de type fini
| et plat en tant que A-module & gauche, et Ay , By plats sur A . On dispose de

TrB/A : Bq-———+> Aq , O notera encore

: (6.7.3) Trg y KBX’U\ —_— KAX,H ,

: L
la fleche qui s'en déduit par application de Ky ® - (6.5.2). 11 découle de 5.10.6

et 5.10.9 que, pour L € ob Dctf(BX)’ on a un carré commutatif
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' TrB c
5%Q%RHomB(ch,c L) - ’>1*KBXC,q

(6.7.4) g/

Tr

.C
> 1
#XC g ’

|
%* ¥, e
& C*RHomA(clL,ch)

oti la flache verticale de gauche est la restriction des scalaires. Par suite, pour

1
u € Homy(c4L,c,1) , on a, dans H°(X",KAgc )

(6.7.5) TrA(u) = TrB/A(TrB(u))
6.8, Soient A, B des A-algébres plates, X , Y des S-schémas, Z =X Xg Y,
c: C ———e'XZ ,d:D—> Y2 des correspondances, e = ¢ Xg d : E=C Xg D —3»22

le produit, On a domnc z® = x© Xg Yd . Posons R =4A 8% B . On définit comme en
{ITI 5.3) le produit tensoriel externe
L

® L L
! ! S !
(6.8.1)  Hom,(cL,c,L) ® Hom(diM,d M) ——=> Homp(ef(L @M}, e, (L &sM))

et 1l'on déduit aisément de la commutativité des carrés 5.12.1, 5.12.3, que, pour

! ! 0,,¢C
# : % :
u € HomA(clL,ch) , ¢ € HomB(diM,dzM) , on a, dans H (Z7,KR y

Z°,1y

L
(6.8.2) TrR(u 8%v) = TrA(u) TrB(v) ,

le produit au second membre étant défini par la fléche canonique

(6.8.3) HO(XC,KAXC’Lq) ® Ho(Yd,KBYd,LH) — H°(Z°;KRZC’L,“) ;
L
provenant de 1'isomorphisme KAXC,Ln®SKBYd,Ln — K(A ® B)Zd,Lry @onné par
(III 1.7.6) et la fléche (&) de 5.9.1).
6.9. Soit G wun groupe fini. Si X est un G-S-schéma (i.e. un S-schéma muni
d'une action de G par S-automorphismes (*)), et A une A-algébre ). nousg note-

rons D(G,,X) la catégorie dérivée de celle des faisceaux de G-A-modules & gauche
sur X (pour les notions de G-faisceau d'ensembles, d'anneaux, de modules, etc.)

sur X (pour la topologie é&tale), nous renvoyons le lecteur 3 (X 1)), et nous

(#¥) On convient de faire opérer G & droite sur les espaces.

(#%) On s'intéresse surtout au cas de A-algdbres commutatives.
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désignerons par l'indice ¢ (resp. ctf) la sous-catégorie pleine formée des com-
plexes de G-A-modules qui, en tant que complexes de A-modules, sont & cohomologie
constructible (resp. de tor-dimension finie et & cohomologie constructible). De
méme, si B est une A-algébre, nous noterons D(G,AXB) la catégorie dérivée de
celle des G-(A,B)-bimodules sur X“. Si G agit trivialement sur X , un
g-A-module & gauche sur X -n'est autre qu'un A[G]-module 3 gauche sur X (sans

groupe d'opérateurs), donc D(G,,X) = D(A[G]X) ; comme G est fini, on a de plus

- . ) , X X) .
DC(AX) Dc(A[G]X) , mais on a seulement une inclusion Dctf(A[G] ) < Dctf(G’A )

Le formalisme de dualité de (SGA & XVII, XVIII) s'étend sans peine au cas

des G-5-schémas. Comme le foncteur d'oubli de 1'action de G est fideéle, il suffit

L
d'étendre de facon naturelle la définition des "six opérations" (® , RHom, f%* , £y,
t

£, » £ ) et des fléches canoniques envisagées en (loc. cit) (changement de base,

Kunneth, dualité, etc.) . Cette extension n'offre pas de difficulté (pour la dé-
!

finition des fonmcteurs £, , £ , il suffit d'utiliser des compactifications équi-

variantes). Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser les définitions et ré-

sultats de 6.2 & 6.8 dans le cadre des G-S~schémas, Si, pour i =1, 2, Xi est

un G-S-schéma, ¢ : C —=>X = X1 Xg X2 un G-S-morphisme, et L, € ob Dctf(G’AXi) ,

i
18 W . = i - ! -
les éléments de HomA(clLl’CZLZ) (HomA Hom dans la catégorie 'D(G’A ) ) s'tap

pelleront correspondances (cohomologiques) équivariantes de L1 a L2 & support

dans ¢ . On notera que, lorsque G agit trivialement sur Xi (i=1, 2) et
T - " $ "
que Li € ob Dctf(A[G]Xi) , 1'isomorphisme 6.4.1 (dans D(G,X) ) se "raffine
en un isomorphisme
L ~ !
* :
Pare1t ®s,arete > Rilom, r 1 (p{Ly » Py Ly)
I1 en résulte que, dans une situation G-équivariante de type 6.5, avec action tri-
viale de G sur les espaces, et L € ob Dctf(A[G]X) c Dctf(G’ X) ) on peut, pour
f 0,,C
3 &fini
u € HomA[G](clL,ch) , définir un terme local TrA[G](u) € H (X7,KA[G]c

,LH) ’

plus fin (en un sens évident) que le terme local TrA(u) € HO(G,XC,KA ) obtenu

XS, Lu

en utilisant seulement la tor-dimension finie de L par rapport &3 A
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6.10. Soiént X, ¢ comme en 6.5, et L € ob Dctf(A[G]X) . Pour
i
u € HomA[G](crL,céL) , on dispose, par 6.5.9, d'une trace locale
0,,C 0, C
(6.10.1) TrA[G](u) €H (X ,KA[G]Xc’h) = B (X75Re ® AGy])
oli Gy est l'ensemble des classes de conjugaison de G , et pour tout x € Gy,
s s " n 0 C
on peut considérer la "valeur de TrA[G](u) en x s TrA[G](u)(x) €E (X ’KXC) s

image de TrA[G](u) par la projection HO(XC,KXC ® AG,]) —> HO(XC,KXC) définie

par x . Il résulte de 6.7.5 et 5.11.2 que 1'on a

(6.10.2) TrA(u) = IGI Tr (uw)(ed

ALG]

ot e désigne 1'élément neutre de G . Plus généralement, soit g € G , notons

!
Zg le centralisateur de g , et gu € HomA[z ](ch,céL) la correspondance com-
8

posée de u avec la multiplication & gauche par g : ch-——%> CTL . On a
L € ob Dctf(A[Z ]X) , et par suite 6,10.2 entraine
g .
.10. T = 1Z |T .
(6.10.3) rA(gu) | g' rA[Zg](gu)(e)

Par le méme raisonnement qu'en 5.,11.3, on déduit de 6.7.4 la formule
, _ -1
(6.10.4) TrA[Zg](gu)(e) = TrA[G](u)(g ) s

qui permet, si on le désire, de récrire 6.10.3 socus la forme

_ -1

(6.10.5) TrA(gu) = IZgITrA[G](u)(g ) .
6.11, Soient f : X —> Y un G-S-morphisme propre, et

C

(—.—._.._.____._._
X Xg X < ‘ c

(6.11.1)  f xgf

d

Y Xg Y «——uou-—1D

un carré commutatif G-équivariant de G-S-schémas, avec ¢ et d propres. On sup-

pose que G agit trivialement sur Y et D . On note
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(6.11.2) fC/d (ou £9) : X% —— Yd

le morphisme induit par 6.,11.1 sur les schémas des points fixes de c et d |
1

avec les notations de 6.5.1 , Soient L € ob Dctf(G,X) , et u € Hom(cTL,céL)

une correspondance G-&quivariante & support dans ¢ , d'ol, par image directe,

1
(de L,d£,L) . Pour g €G |,

une correspondance G-équivariante f,u € Hom uls

ALG]

nous noterons Zg le centralisateur de g , et
!
(6.11.3) gu € Hom((gc)fL,céL)

1a correspondance Zg—équivariante a support dans

dfn _ .
(6.11.4) ge = (gc1 = clg,cz) : C—>X xgq X

géfinie comme composée des fléches

a

#( o g # i
g (ClL) 7 ClL 2 5

ot ag est la fleche donnant 1'action de G sur CTL . I1 est clair que 1'on a
(6.11.5) £.(gu) = g(f,u)

Proposition 6.12 - Sous les hypothéses de 6.11, on suppose que l'on a

f L € ob Dctf(A[G]Y) . Alors, pour tout g € G , on a

-1
(6.12.1) £5°Tr, (gu) = |2, | T g (B (87 ;

ALG]

ot fic : HO(XgC,KXgC) —_— HO(Yd,KYd) est le morphisme "de Gysin" défini par la

!
fleche d'adjonction ff Kyge = £5 £5° Kog —>Kq .

D'apres 6.10.5 appliqué a f,u , et 6.11.5, on a en effet

T (E(gw) = |2,|Te, 0 (T

A6]

et ﬁar suite 6.12.1 résulte de la formule de Lefschetz (III 4.5.1).

6.13. Soit 4 wun nombre premier # p . Pour tout entier =n > 1 , posons

_ An = Z/4" | Sous les hypothéses de 6.11, soit L = (Ln) un systéme projectif
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L
] s ~ -
d'objets de Qctf(G,X,An) tel que L_ ®AmAn —>1L pour m>mn , et soit
]
u € Hom(ch,céL) un systéme projectif de correspondances équivariantes
L
]
¥* . = - t s .
u € Hom(can,chn) tel que, pour m>n , u_ ®A An u modulo 1'isomorphisme
L
Lm ®A An = Ln . En vertu de la cowmpatibilité des traces locales & l'extension des
m
scalaires, les termes locaux (pour g € G ) Try (gun) € HO(XgC,KAn xge) définis-~
! - ,

sent un éiément

Z

0,,8C dfn 0,,8C
Tr {l(gu) ¢ H X ,K%’ch) = Lﬁm H (X ’KAn,ch) s

et les ficTrA (gun) = TrA (gf*un) un élément
n n

(gu) € HO(Yd,K O P gin HO(Yd,KA
7 1,Y by 1,

£,Ir ) .

Y yd

Supposons de plus que f%Mn € ob Dctf(A [G]Y) pour tout n . Alors les traces lo-
n

d&find d -
cales TrAn[G](f*un) éfinissent de méme un élément

0,,d dfn . o,.d
Trz£[G] (f,u) € H (Y ,KZL[G] Yd,la) =7 fim B (Y ,KAn[G]Yd,b‘) .

I1 découle de 6.12 que 1'on a
gc - -1
(6.13.1) £y quégu) IZngrZ&[G](f*u)(g ) .

6.14, Soient X wun G-S-schéma, j : U—=>X une immersion ouverte &quiva-
riante, ¢ : C —>X X X un morphisme de G-S-schémas tel que c2(=pzc) : C—>X
soit quasi-fini et de tor-dimension finie. On suppose que cil(U) c C;%U) ; on a

donc des carré commutatifs

U «&— CII(U)
[ {
-1
_—
i ¢y (m q
o1 .
(6.14.1) X 1 ¢ 2
i A
J \'
v )

X &— c”l(x-U) 3 O |

™o
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1e morphisme trace "I.‘rc2 : CZ!AC'———€> AX définit alors une correspondance G-&qui-

variante filtrée
!
(6.14.2) c € Hom(cefAX,czAx) ,

AX étant muni de la filtration définie par le sous-module i'AU (i.e. FnAX = AX
pour 1 <0 FlAX = i!AU s FnAX =0 pour n>1) . Le gradué associé se com~

pose des deux correspondances G-équivariantes
1
= 3 :
(6.14.3) BT S T &y yx € Hom(cl(AX-U,X)’CZ(AX—U,X)) ,
!
grc = oy yx € Homled(hy Wheylhy 4

ot 1'on a posé AX—U,X = j*AX—U , AU,X = i!AU . On a

(6.14.4) R RE O

' 1
. - ! P
ot Sy i € Hom(cfAX—U’CZAX—U) est la correspondance définie par Tr Nous

€y X-U )

écrirons ¢ , etc. , quand nous voudrons préciser 1'anneau de base,

» Sy,x

Oublions l'action de G . On a des termes locaux

(e x) » Tr,(c

o C
U,X plExop,x) €T ELEKe)

(6.14.5) Tr,(e), Tr,

qui, en vertu de 1'ddditivité des traces (III 4,13.1), vérifient la relation

) + Tr (e ) .

(6.14.6) Tr,(c) = TrA(EU,X 2%u,x

- De plus, d'aprés 6.14.4 , on a

.c
(6.14.7) TrA(EX—U,X) =550, (ey )

- oh j; s HO(x-)° K(X—U)C) _— HO(XC,KXc) est le morphisme image directe
f:défini par jc ¢ (x-€ —= 3¢ Rappelons (III 4.3) que si X est lisse, c¢
une immersion fermée et x© fini, TrA(E) estvl'image dans A de la multiplicité
- d'intersection (C.X) de C avec la diagonale ; si de plus X-U est lisse,
;fTrA(EX—U) est 1'image dans A de (cgl(X—U).(X—U)) . Notons aussi que, si X-U

f;ﬁst propre sur S , et CIX-U est la diagonale, alors la formule de Lefschetz
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(111 4.7) entraine que J/%—UTr(EX-U) € A est la caractéristique d'Euler-Poincaté

de X-U (a valeurs dans {)

6.15. Soient un diagramme G-équivariant 6.11.1 (avec £ , ¢ , d propres) ,
et U —>X une immersion ouverte G-équivariante. On suppose que ¢, est quasi-
fini et de tor-dimension finie, cIl(UY: cgl(U) , que G agit trivialement sur
C et D, et que f|U : U—= £(U) =V est un rev&tement étale galoisien de groupe
G . Cette dernidre hypothse implique que Rf%(AU,X) € ob Dctf(A[G]Y) : en fait
Rf*(AU,X) est concentré en degré O et prolongé par zéro d'un faisceau sur V
localement isomorphe & A[G] . On peut donc appliquer 6,12 a 1L = AU,X s

u , et, compte ténu de 6.14.6, 6.14.7, on obtient la

= Lux

Proposition 6.16 - Sous les hypothéses de 6.15, on a, pour tout g € G ,

(6.16.1) €550 (ge) - (EDFTr)(gey ) = |2 |Trpro(fiey ™)

*<y,X

ot j : X-U-—>X est 1'inclusion, et Zg désigne le centralisateur de g,

Appliquant 6.16 au systeme projectif de correspondances ¢, = (¢ ™ s

oty An =zZ/ " premier # p) , et tenant compte de ce que 6.14.6, 6.14.7 donnent,

par passage & la limite et application de fic

3

gec
f% Ir g&& s X—U) >

= 8¢
ST BTy, (B ux

(g )+ (EESTr_ (
m 8L 3%

) Z,
on en déduit, d'aprés 6.13,

Corollaire 6.17 - Sous les hypoth&ses de 6.15, on a, pour tout g € G ,

(6.17.1) fagi_cTrZ&(gg%) - EDNETry (g, 4 ) = 12,1715 1oy Qe
’{/ b ’E/ 3 b

gvec les notations de 6.16 .

~

Compte tenu de la compatibilité des traces locales 3 la localisation et
des remarques faites en 6.1l4, on voit que 6.17 résout affirmativement, dans une
formulation plus générale, la conjecture de divisibilité de Grothendieck (XII 4.5),

dans le cas ol 1'endomorphisme ¢ de G considéré dans (loc. cit.) est 1'identité.
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En fait, il n'esF pas difficile, en s'inspirant de 5.13, de donner des énoncés de
divisibilité analogues a 6.12, 6.13, 6,16, 6.17, dans le cas o c n'est pas
G-équivariante, mais telle que ¢, le soit et que ¢ vérifie cl(xg) = cl(x)m(g),
pour tout point x de G , ¢ étant un endomorphisme domné de G : les formules
de divisibilité s'éerivent comme plus haut, avec Zg remplacé par le ¢p-centralisa-

teur de g_l (5.13.5).

6.18. Posons

(6.18.1) N = Zg € ALG]
g €G

Soit X un S-schéma. Pour L € ob D(A[G]X) » la multiplication & gauche par NG

induit une fléche de D(X)

L

(6.18.2) Nt A 8)qql —> Rilom

e A[G](A,L) s

ot A est considéré comme A[G]-algébre par 1'augmentation naturelle (envoyant

tout g € G sur 1).

Lemme 6.18.3 - Si L € ob Dctf(A[G]X) » la_fléche 6.18.2 est un isomorphisme.

Par dévissage on se raméne en effet 3 supposer L parfait, puis
L= A[G] , et 1'assertion découle de ce que NG (6.18.1) est une base du module

des invariants sous G du A[Gl-module  gauche A[G] .

v ,

Proposition 6.19 - Dans la situation de 6.11, soient M € ob Dth

1
v € Hom(dTM,d'M) » a: M—> £,1 une fldche de D(A[G]Y) (M étant regardé

comme objet de D(A[G]Y) par 1'augmentation A[G] ——> A ) tels que le carré

" 1
din A4 > d,M
!
defal ldz'a
*F f*u f
di *L dzf%L

soit commutatif. On suppose que f,M € ob Dctf(A[G]Y) et que a induit un isomor-

-‘Ehisme M—a> RHomA[G](A,f%L) . Alérs on a
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-1
(6.19.1) . TrA(v) = E TrA[G](f*u)(g )
g € G,

D'aprés 6.18.3, a , composé avec Nél , donne un isomorphisme
L L

~ ) . . - [ -
M—> A ®A[G]f*L , par lequel v s'identifie & A ®A[G]f*u . D'aprés 6.7.2 ,
TrA(v) est donc 1l'image de TrA[G](f*u) par la flache induite par l'augmentation
A[G] —> A ; or celle-ci, par définition, envoie chaque classe de conjugaison

sur 1 , d'ofr la conclusion.

6.20. Soient, pour i =1, 2, Xi un G-S-schéma, X = Xl Xg X2 , ¢ : C—>X
un G-S-morphisme tel que c, soit quasi-fini et de tor-dimension finie. Soient
L, € ob D+(G,Xi) . Le morphisme trace Tr_ : cz,c§L2 —>1, définit par adjonc-

2
tion une flaéche (de D(G,X)) notée encore

1
. Py M
(6.20.1) Trc2 : efl, —> c,L, ,
qui permet d'associer & tout morphisme (G-equivariant) u € Hom(cTLl,c§L2) une

correspondance (G-équivariante)

1 )
o= 3 i
(6.20,2) u Trczo u € Hom(clLl,chz)

Proposition 6,21 - Soient £ : X —2 Y un G-S-morphisme propre, et un carré com-

mutatif équivariant 6.11.1, avec action triviale de G sur Y et D . On suppose

¢ , d propres, Cy d2 quasi-finis et de tor-dimension finie, et le carré

C X
hl 1£
D Y

cartésien et tor-indépendant (SGA 6 III 1.5). Soient M € ob D

2
—_——
d2

—_——

ctf(?) ’

v € Hom(d?M,d%M) , d'oft un homomorphisme G-équivariant h¥*v € Hom(cff*M,c%f*M) .

] 1
et des correspondances G-équivariantes (h¥v) € Hom(c?f*M,céf*M) ,

Y Y
£,((hiv) ") € Hom(d?(f*f*M),dé(f*f*M)) . On a alors un carré commutatif de fléches

de D(A[G]Y) (M étant considéré comme objet de D(A[G]Y) par 1'action triviale)
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v !
gt > d,M
1
l £,((h*v) ") Y
de £ £ > dé(f*f*M) ,

*
ot les fiéches verticales sont données par la fldche d'adjonction M —=> f*f M.

Posons h¥*v =y , f¥M =1 , et considérons le diagramme

Tr
v d2 1
+ :
dM > dfM > d M
(1) (4) (2) (B) (3
) By Bl (5)
d*fL——%hc%‘L——>h%c§?L——>h%2 ——>de ,

ot (1) et (3) sont donnés par la fléche d'adjonction M —> £L . (2) par
la flazche d'adjonction d?M —_— h*h%(dgM) = h*ch , (&) par la flache de chan-

gement de base, et (5) est l'isomorphisme canonique {(SGA 4 XVIII 3.1.12.3) . Par
y

définition, v' est le composé de la ligne supérieure. Il découle d'autre part de

1'interprétation de 1'image directe d'une correspondance (III 3.5 b), 3.7) que

fgu' est le composé de la ligne inférieure. Il suffit donc de prouver la commuta-

tivité des carrés (A) et (B) . Celle de (A) résulte aussitdt de la dé&finition
de la fléche de changement de base. Quant é‘celle de (B) , elle découle de ce que,

compte tenu de 1'hypothése de tor-indépendance, Tr est compatible au changement

d
1/2 2

de base par £ (SCA 4 Cycle 2.3.3), d'on la conclusion.
Appliquant 6.19, on en déduit :

Corollaire 6.22 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose que £, %1 € ob D

ctf(A[G]

et que la flaéche d'adjonction M —> £,£¥M induit un jsomorphisme

3
M — RHomA[G] A £ M) . Alors on a

! — NI
(6.22.1) Tr,(v’) = g} —. TrA[G](f%(f*v) g )

Proposition 6.23 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose donné& de plus une immer-

sion ouverte i : V€Y telle que (fcl)_l(V) soit connexe, que

),
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-1

d1 d2 (V) ., et que f induise un revétement principal galoisien de groupe
f
6 , U= f—l(v) ——!—> V . On suppose en outre que M est de la forme M=iE ,

ot E € ob D(V) , et qu'on a un isomorphisme o : fFE —_ My Sm E de D(G,X) ,

avec E_ € ob D(A[G]) , parfait sur A . On se donne Vv € Hom(dfM,d%M) comme

' 1 - . . -
en 6.21, et 1'on nmote Vv € HomA[G](Eo’Eo) 1'homomorphisme défini, grice & « ,

par f%vlcil(U) . Alors, si EU,X désigne la correspendance définie en 6.14.3, on

a_(avec la notation 6.20.2)

! <) -1
(6.23.1) Tr (v) = ) Tr (f.c. (g )Ir,(gv )
o G *=U,X
A g € G\ﬁ( A[ ] 3 A (o]
(Noter que, grdce au caractére central de TrA , le second membre ne

dépend pas du choix de a ).

Par la formule de projection f%f*AY ® M —> £,0%M et 6.15, M véri-
fie les hypotheses de 6.22 , D'autre part, o définit un isomorphisme
~ : 1
£ ——> Ay ¢ ® E_ par lequel (f%v)  s'identifie au produit tensoriel externme

-

Cyx ® vy Par la formule de projection, £, f¥M s'identifie donc 2
3
i ,
oy , .
f*(AU,X) ®E  , et £,(f¥%v)"  au produit tensoriel externe f*EU,X ®v . Pour
1
g € G , la correspondance (Zg—équivariante) gf, (f*v)" s'identifie donc a

gf%gu % ® gv, - Comme, d'aprés 6.10.4, on a

! -1 !
) = 3
TrA[G](f*(ffv) g TrA[Zg](gf*(fW) )(e) ;
i1 suffit, compte tenu de 6.22.1, de prouver la formule
- -1 ’
TrA[Zg](gf%EU,X ® gvo)(e) = TrA[G](f%EU,X)(g )TrAﬂgvo) ,
ou, ce qui revient au méme, d'aprds 6.10.4,

(6.23.2) TrA[Zg](gf*EU,X ® gvo) (e) = TrA[Zg](gf¥EU,X)(E)TrA(gvo)

~

Quitte a remplacer G par Zg , on peut supposer que g = e , et, revenant a la

définition des traces, on voit qu'il suffit d'établir le lemme suivant :
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Lemme 6.23.3 - (cf, (SGA 41/2 Rapport 4.7). Soient P un Gy-module localement

facteur direct d'un module libre de type fini, P' = i!P , et Q un complexe de
A[G]-modules, parfait sur A . Alors P gAQ s considéré comme objet de D(A[G]V)
Eéz_l'action diagonale de G , est parfait sur A[G] , et 1'on a un carré commu~

L
! (1)

¥ P! 1

8 RHomA[G](plP ;P,P') @ RHomA[GJ(Q,Q) —> K,
(*) (2)

8#RHom (pxp! g Q !P'; Q (3)

—=Are] Pl 'P2 >N

ot Y —=>%Y Xg Y est 1a diagonale, (1) est produit tensoriel des flaches

' ! 6.5.3 X —> x(e)
3 #p! ' S
& RHOIHA[G] (plP PP ) — KAEG]Y,\q > Ky

TrA'
Rom - 1(Q,@ —L—> 1,

(2) est la fliche déduite du produit tensoriel externe par restriction selon la

diagonale A[G] —> A[G] ® A[G] , et (3) est composé de 6.5.3 (définie car

L
P'®Q € ob Dctf(A[G]Y)) et de x+— x(e) (L .

La premiére assertion est évidente, car on se raméne a4 P = A[G]V s et
L
P ®A Q est alors isomorphe au produit tensoriel de P par Q considéré comme

muni de 1'action triviale de G . Pour la seconde, notons d'abord que, d'aprés
6.5.4, 6.5.5, on a

L

(1,P) ®

Pare1 ) ®yrgyt P

' avd
* %P TPty —2
8 RHomA[G](plP »P,P")

i
i!(DA[G]P ®A[G]P ) )

de sorte qu'on est ramené & vérifier que le carré induit par {¥) sur V commute.

On peut domec supposer que V = Y . Le carré (%) s'écrit alors

(1)

On devrait pouvoir remplacer P par un complexe parfait (sur A[G] ) (voire
Pl -

par cbjet de Dctf(A[G]Y))'
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L L
RHomA[G](P, K, ® P) & RHomA[G](Q ,Q —————e L
(%) (2) “
L L L (3)
RHomA[G](P ® Q,K, ® PR Q) 5

ott (2) est le produit tensoriel externe, (1) est donné par TrA[G](—)(e) ® TrA
(traces au sens du n° 5), (3) par TrA[G](—)(e) . Par descente, on se raméne 3
= A[G]Y , et, par la remarque du début, on peut alors supposer que G agit tri-

vialement sur Q . L'assertion est alors conséquence immédiate de 5.12.5

6.24, Si A est annulé par une puissance d'un nombre premier 4 # p , on peut

récrire le second membre de 6.23.1 sous la forme

¥

e DT v )

Tr (f,e
7, 7y [6) U

[1)=}

avec les notaticns de 6.17 . La formule 6.17.1 montre que les termes locaux définis
par Grothendieck dans (XII 6.2) cofncident avec les termes locaux de Verdier, du
moins quand 1'endomorphisme ¢ de G considéré en (loc., cit,) est 1'identité
(mais, comme on 1'a déja observé, cette restriction n'est pas sérieuse), 5i Y est
propre sur S , on obtient; en conjuguant 6,23,1 & la formule de Lefschetz pour

Y —= S (III 4,7), une formule qui généralise (XII 6,3) (et a fortiori la for-

1/2

muzle de Lefschetz pour Frobenius démontrée dans (SGA 4 Rapport) et la partie I

du présent exposé).
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SYSTEMES PROJECTIFS J- ADIQUES

par

J.P. JOUANOLOU

Dans tout lvexposé, la lettre A désigne un anneau avec unité.
Le présent exposé est destiné 2 développer un formalisme qui sera utilisé

dans l'exposé suivant pour 1'étude de la cohomologie 4 - adique.

1. Généralités sur les A -catégories abéliennes.

DEFINTTION 1.1. — On appelle A —catégorie (resp. A - catégorie abélienne)

un cowple (C,p) formé d'une catégorie additive (resp. abéliemme) C et

d'un homomorphisme dTanneaux @

p : A —> End (idc)

de A dans 1'amnneau des endomorphismes du foncteur identique de C dans C .

Etant donné deux A'—catégories (resp. A - catégories abéliermes)
(Cyp) et (C',p') , on appelle morphisme de A -catégories (resp. de A -
catégories abéliennes de (C,p) dans (C',p') wun foncteur additif (resp.
exact) F 1 C—>C' tel que pour tout objet M de C et tout élément a

de A 17égalité ci-dessous soit vérifiée :

F(P(3>M> = p'(a)F(M) .

Exemple 1.1.1. BSoit C ume catégorie additive {resp. abélienne) . On rappelle

-

qu'on appelle catégorie des (A,C)-modules (3 gauche) et qu'on mote (4,C)-

mod la catégorie décrite comme suit @
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(i) Ses objets sont les couples (X,a) formés d'un objet X de C et

d'un morphisme d'anneaux « : A —> Homc(X,X) .

(ii) Un morphisme (X,o¢) —> (¥,B) est un C-morphisme u : X —> ¥

tel que pour tout élément a de A la diagramme ci-dessous soit commutatif :

—>Y

o(a) l | s

X————sY

La catégorie (A,C)-mod est évidemment une A" - catégorie (resp.
A" - catégorie abélienne), ol A est le centre de A ., De plus, elle vérifie

les propriétés suivantes g

(a) Le foncteur (4,C)-mod —> C obtenu en cubliant la structure de

A ~module commute aux limites inductives et projectives.

(b) Soit I wume catégorie. Pour que les I ~limites inductives (resp.

projectives) de 4,C) =mod soient représentables, il suffit qu'il en soit

ainsi pour les I - limites inductives (resp. projectives) de C .

1.2. Produit tensoriel externe. Soit (C,p) wune A - catégorie abélienne.
51 M est un A-module & droite et X un objet de C , on appelle produit

tensoriel externe de X par M , et on note M®AX y le foncteur covariant

de C dans la catégorie des ensembles, défini sur les objets Y de C

‘par 1'égalité ci-dessous et de fagon évidente sur les fléches
(M®AX) (¥) = HomA(M,Homc(X,Y>) ,

olt HomG(X,Y) est regardé comme un A -module & droite grice 2 l'action de
A ‘sur X . Interprétant M®AX et Y comme des objets de la catégorie

A [s]

C = Hom(C,Ens) , 1l'égalité précédente prend 1ltallure plus familidre

sulvante :
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Homé(M®AX, YY) = HomA(M,Homc(X,Y) .

5i le foncteur M®AX est représentable, on notera et nommera de
la m&me maniére un représentant.

Si u:M—>M' et v3: X—> X' sont deux morphismes de (A-mod)
et C respectivement, on définit de la fagon habituelle un C -morphisme
u®Av: M®AX —> M'®AX' , ce qui nous permettra de parler du bifoncteur
(deux fois covariant) produit tensoriel externe. Ses propriétés sont résumées

dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2.1. Le bifoncteur prodult tensoriel est additif et commute

aux limites inductives.

La démonstration, classique dans le cas des modules sur un anneau,

est immédiate.

PROPOSITION:T1.2.2. (Critéres de représentabilité).

(a) Pour tout objet X de C , A®X  est représenté par X .

(b) Pour tout A -module M de présentation finie et tout objet X de

C , le foncteur ‘M®AX est représentable,

(c) 8i la catégorie € posséde des sommes directes "quelconques", Ile

foncteur M®AX est représentable pour "tout' couple (M,X) .

Démonstration : L'assertion (a) est claire. Les deux autres assertions

résultent alors du lemme ci-dessous, dont la démonstration est immédiate.

LEMME 1.2.3. Soient M =3 N —>» P —> 0 une sulte exacte de A~modules

et X un objet de € . 8i les foncteurs M®AX et N®AX sont représentés

par des objets Y et Z de C , le foncteur P®AX ‘est représenté par le

conoyau du morphisme Y —> Z correspondant & 01®A idX .
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Remarque 1.2.4, Soit § un idéal de type fini de A . Pour tout objet X

de € , le foncteur (A/G)th est représentable, et la fléche

Pyt X —> (A/G)@AX

provenant de l'épimorphisme canonique de A sur A/C et de la partie (a)
de 1.2.2 est un épimorphisme. Le mBme 2noncé est valable lorsque 1'idéal

@ n'est plus supposé de type fini, mais C possédde des sommes directes

quelconques” , On pose (X = Ker(px) . Lorsque la catégorie posséde des
limites inductives filtrantes, il est clair que {X:= £ aX . 8i
atc(Q

u: X—>Y est un épimorphisme, u envoie épimorphiquement GX sur GY .
Enfin, pour qu'un objet X soit annulé par tout é&lément de (G , il faut
et il suffit que (X = 0 .. Alors tout morphisme d'un objet Z dans X se

factorise au moyen de Py a travers un morphisme de (&AE)@AZ dans X .

2. Condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees.

Dans tout ce paragraphe, la lettre C désigne une catégorie
[+]
abélienmne et on pose P = Hom(N yC) , catégorie des systémes projectifs
indexés par l'ensemble ordommné W des entiers positifs, et & valeurs

dans C .

2.7. Condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees. Soit X = (Xn,un) a=g W8

objet de la catégorie P . Si =r désigne un entier = 0 , on convient de

noter X[ r] le systéme projectif (X

n+r’un+r)n2:0' Un morphisme h : X —» ¥

de P définit de fagon évidente um morphisme noté nlr] de X[r] dans
Ylr] et cela de facon fonctorielle. Si maintenant r et s sont deux
entiers vérifiant les inégalités s 2 r = Q y les "morphismes de transition"
K e = Xﬂ+r(n:zo) définissent un morphisme v, de ¥ls] dans x[r],

et il est clair que si t est un troisiéme entier avec tzszr , 1'4galité

ci~dessous est vérifiée :
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Autrement dit, om a ainsi associé a X un objet % de la catégorie Hom(ﬂf:P).
De plus, si h : X —> Y est un morphisme de P , il lui correspond de facon
évidente un morphiéme h de i dans § , et cela de facon fonctorielle.

Enfin, si 0 —>» X L5 v I3 7 —5 0 est une suite exacte de P , la

suite correspondante ci-dessous dans P = anKjNo,P) est exacte :
N
00— X—>Y¥Y—> 72 —>0,

DEFINTTION 2.7.1. Soit un objet de la catégorie P ., On dit gqu'il vérifie

la condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees {en abrégé MLAR) s'il existe un

entier r tel que pour tout entier s 2z r 1'égalité ci-dessous soit vérifiée :

Im(X[s] Y§9—> X) = Im(x[r] iE‘-% X) .

T1 revient au méme de dire que pour tout entier n = 0 les images

de X et X dans X, par les '"morphismes de transition' sont les
n+r n+s i}

mémes. Enfin, une troisiéme interprétation consiste & dire que le systéme
projectif X associé vérifie la condition de Mittag-Leffler {en abrégé ML)

(ECA 01 13.1.2) . On en déduit la proposition suivante grice & (EGA 0,

I IE

13.2.1) .

PROPOSITION 2.%1.2. Soit O —» X —» Y —» Z —3» 0 -une suite exacte de P .

(i) si Y vérifie (MLAR) , 2 vérifie (MLAR) .

(ii) si X et Z vérifient (MLAR) , alors VY vérifie (MLAR) .

2.2. Systémes projectifs AR =nuls.

DEFINITION 2.2.1. Soit X un objet de la catégorie P . On dit que X est

AR-nul s'il existe un entier r20 tel que le morphisme canonique

Xlr] —> ¥ soit nul.
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I1 est clair en particulier gqu'un systéme projectif AR-nul vérifie

la condition (MLAR) .

PROPOSITION 2.2.2. Soit 0 —» X —» Y —>» Z —» 0 une suite exacte de P .

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est AR-nul,
(ii) X et Z sont AR-nuls.
Autrement dit, la sous-catégorie pleine PO de P , dont les objets

sont les systémes projectifs AR-nuls,est épaisse dans P .

Preuve : Il est clair que (i) dmplique (ii) . Réciproauement, soient r
et t des entiers satisfaisant 2 la condition de la définition (2.2.1)
pour X et Z respectivement. On voit aussitst que l'entier s+t répond

aux conditions de la définition (2.2.1) pour Y .

2.3. Rappels sur le calcul de fractions et applications.

Soient E wune catégorie et S une partie de FL(E) . On appelle

catégorie de fractions de E suivant S un couple (p,E(S_1)) formé d'une

catégorie E(S_1) et d'un foncteur » : E —> E(S_q) vérifiant la propriété
universelle suivante :

Pour qu'un foncteur u de E dans une catégorie F se factorise a
travers p:, il faut et il suffit qu'il rende imversibles les fléches
appartenant a S , et alors la factorisation est unique.

L'unicité d'un tel couple modulo isomorphisme est claire. Nous
renvoyons le lecteur & l'exposé I du Séminaire Homotopigue de Strasbourg
pour la démonstration de l'existence, ainsi d'ailleurs que pour la plupart des
résultats énoncés sans démonstration dans la suite du paragraphe. (Veir aussi :
P. Gabriel et M. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory, Erg. der

Math., 35, Springer-Verlag, 1967.)
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Certaines propriétés de la partie multiplicative S assurent une description

simple de la catégorie E(SH1) :

DEFINITION 2.3.7. On dit qu'une partie S de Fl(E) permet urn calcul de

fractions a droite si les conditions suilvantes sont réalisées :

(a) Les fléches identiques de E appartiennent a 3§ .

(b) 81 u: X—>»Y et v :Y—>7Z appartiennent 2 S , le composé
vou appartient a2 $ .

(¢) Tout diagramme du type (D1) ¢i-dessous, dans leguel t appartient

a 8 , peut se compléter en un diagramme du type (Dz) , dans lequel s

appartient & S .

Y X sy
(D,J) it (DZ) sl lt
X — sy X —> ¥

(d) Pour tout diagramme commutatif :

£ .
X Y ——— 7,
 —————

g

dans lequel s appartient 2 S , il existe un diagramme commutatif

g £
————
T = X 4
—————
g

dans lequel 1t appartient a $ .

Dualement on définit la notion suivante :

DEFINITION 2.3.2. On dit qu'une partie S de FL1(E) permet un calcul de

fractions & gauche si les conditions suivantes sont réalisées :

(a)' Les fléches identigues de E appartiennent 3 S .,

(b)* Le composé de deux fleches appartenant & S appartient & S .

c}! Tout diagramme du type (D.)'  ci-dessous, dans lequel s appartient
'! kl
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a S , peut se compléter en un diagramme du type (Dz)‘ , dans lequel t

appartient 2 3§ :

Xl—__u..'___"_;yl Xl_u,'___.yfyl

@) @) 4 "

X X >y
(d)' Pour tout diagramme commutatif A de la forme ci-dessous, dans
lequel s appartient & S , il existe un morphisme t de scurce Y et

appartenant & S tel que tof = tog .

(&) X' ———> X ¥

2.3.3. Supposons que S solt une partie de E&(E) s permettant un calcul
de fractions & droite. Il résulte alors de la partie (d) de (2.3.1) que
pour tout objet X de E , la catégorie (&/X)o, oprSée de la catégorie
des fléches au-dessus de X appartenant &2 8 , est filtrante (SGA 4 1 2.7)
Considérons alors la catégorie ES décrite comme suit :

- Les objets de ES sont les objets de E ,

- 581 X et Y sont deux objets de E ,

Hom, (X,Y) = —jﬁﬁl% HomE(source (), ¥) .
s (/%)
Si PS désigne le foncteur évident de E dans ES s le couple (pS,ES)-
est solution du probléme universel décrit au début du paragraphe. Nous

. -1 . . .
conviendrons dans ce cas de noter E{S ) cette solution particuliére.

2.3.4. Soit maintenant S wune partie de EE(E) permettant un calcul de

. N =1 .
fractions a gauche. Alors le foncteur Pg : E—> E(S ) commute aux limites

inductives finies. En particulier, si E est additive, E(S“T) est additive

et Pg est un foncteur additif.
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2.3.5. Si la catégorie E est abélienne et si S est un partie de FL(E)
permettant & lé fois un calcul de fractions a droite et un calcul de fractions
a gauche, la catégorie E(Suq) est abélienne et le foncteur Pg est exact.
De plus le couple (pS,E(S—T)) est un quotient de E par sous-catégorie
abélienne épaisse ‘pgq(o) .
2.4. La catégorie P = EQEAR(MO,C> .

Reprenant les notations de (2.1) , soit AR 1l'ensemble des fléches
canoniques (ecf. 2.1) VI‘X : X[r]l—> X, X parcourant l'ensemble des objets

de P et r l'ensemble des entiers = 0 .

PROPOSITION 2.4.1. La partie AR de F1(P) permet & la fois un calcul de

=

fractions a droite et un calcul de fractions a gauche.

Preuve : Les parties (a)= (a)' et (b)= (b)' de (2.3.1) et (2.3.2)
sont claires,
Mortrons (c) . Soit donc (D1) le diagramme commutatif ci-dessous,
désigne la fléche canonique de Y[r] dans Y :
Y[@]

(D1) Vey

dans lequel Vo

X ——2>Y

Le diagramme (DQ) ci-dessous est commutatif et Vox ! morphisme canonigue

de X[r] dans X , appartient & AR , d'ol lfassertion.

ulr]

I[r] —E5—=—s v[r]

(DZ) Vrx Vry
X —s Y

Montrons (d) . Soit un diagramme commutatif @



£ er
—
X Zlr] ——t——s 7,
—_—_—
g

sppliquant la "translation" par " , on en déduit un diagramme commutatif :
£ .

[r] v,
r]

SN
glrl

Tl est clair que le diagramme ci-dessous est commutatif, de sorte que

Z[r]

x[ zlzr] —%—Z-[r].

FoVix = 90 Vyy *

flr]
»] T

x[ Z [ 2r]

glr]

Vex er[r]

£
X AR .

_—

Moutrons (c') . Remarquons tout d'abord que si Y désigue um
objet de P et r un entier positif, il existe un objet T de P tel que
v =T[r] et tel que pour ‘tout objet X de P , 1'homomorphisme de trans—
lation par »r :

HomP(X,T) — HomP(X[xJ s Y)

soit une bijection. Le systéme projectif (Tn’wn) défini comme suit convient

évidemment

i = ! j 1 zZ - t
si Y (Yn,un) nzo? T, €St liobjet nul de C pour n2r-1 e
Y sinon ,
n~-r
w =0 pour nzr-T ,w =u .
n n ne1

Ceci dit, supposons donné un diagramme du type ci~dessous, et montrocns qu'on

peut le compléter comme indigqué dans l'éncncé de (c)' H
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ut
x[r] ———s v
rX
Pour cela, soit Y wm systéme projectif tel que Y? = vr] et que l'applica~
tion camonique HomP(X,Y') — HomP(X[rﬂ, Y') soit une bijection. Alors

il est clair que le diagramme ci-desscus est commutatif, u désignant 1l'unique

morphisme de X dans Y tel que u' =ulr] :

, .
¥[p] —2—s v = v[r]
rX VEY
u

Montrons (d)‘ . Considérons le diagramme ci~dessous, Supposé com—

mutatif, et montrons qu'il existe un morphisme w de Y tel que wof =wog.

va £
e —
lr] ——————— ¥ Y,
———
g

Il est tout d'abord clair que le dlagramme ci-dessous est commutatif s

£lz]
—_——
x[r] Y[r]
e
glrl
v
v
rX Y
£
—_———
X Y
————
g
En particulier ero f[rﬂ = ero g[r]. Soit maintenant T le systéme asso-

cié a Y et r comme au début de la démonstration de (c)* , de sorte qu'en
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particulier Y = T[rl. Les translatés par r des morphismes Vo © £ de

V1 © g sont égaux respectivement 2 Vi © £ et Voy© glr] s donc égaux. I1
résulte alors du fait que la translation par r est une injection sur les

morphismes de X dans T que 1'égalité ci-dessous est vérifiée, d'on

1tagssertion :

DEFINITION 2.4.2. Seoit C une catégorie abélienne. On appelle catégorie

des systémes projectifs de C 2 translatioreprés, et on note HomAR(]No,C)

la catégorie décrite ci-dessous :

(i) Les objets de HomAR(]No,C) sont les objets de Hom(IN,C) .

(ii) 81 X et Y <cont deux objets de Hom(]NO,C) ; Un morphisme de X

dens Y dans la catégorie Hom,\R(]No,C) est un é&lément de 1l'ensemble

HomAR(X,Y) = lim Hom(X[r]l, ¥) ,
-

o, pour ‘tout couple (r,s) d'entiers avec sz r s L'application

Hom(X[r] , Y) —> Hom(X[s], ¥)

provient du morphisme canonique

X[s] —» x{r] .

La composition des morphismes est définie de facon évidente.
Dans la suite, la catégorie C étant fixée, nous posercns pour

. . . =]
simplifier P = Hom(W%C) et Py = HomAR(]l\'F :C) .

2.4.3. Nous avons vu (2.4.7) que la partie AR de F1(P) permet un calcul

de fractions & droite. Ceci nous permet (2.3.3) de considérer la catégorie :
P! = P(AR_1)
AR

qQui, on le rappelle, a mémes objets que P .
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Soient X et Y deux objets de P , et notons HomA'R(X’Y)
1tensemble des isomorphismes de X dans Y dans P.&R . Un élément de
HomAR(X,Y) définit de facon évidente un é&lément de HomAR(X,Y) . Plus

précisément, on définit ainsi un foncteur

- 1
m : PAR —_— PAR .

PROPOSITION 2.4.3. Le foncteur m est un isomorphisme de catégories.

Preuve : Il s'agit de volr que pour tout couple (X,Y) d'objets de P ,

1'application correspondante

° 1
My HomAR(X,Y) — HomAR(X,Y)

est une bijection. Clest évidemment une surjection. Pour voir 1l'injectiwité,
on se raméne immédiatement & voir gque pour tout diagramme commutatif du

type ci-dessous, il existe un entier t supérieur ou égal & r et s tel
que le composé de p et du morphisme canonique de X[t] dans X[s] soit

le morphisme canonique de X[t} dans X[zl .

X[ 7] b X[ 5]

X
Or cela résulte de la commutativité du diagramme ci~dessous, dans 1éque1 on a

désigné par la lettre ¢ tous les morphismes canoniques entrant en Jeu.

Xlr+s] &L x{2s]

C

¥[r] <—p—- x[s]
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PROPOSITION 2.4.4.,

(i) La catégorie P,z est abélienne.
(ii) Le foncteur Py ¢ P—> P, est exact,

(iii) Pour qu'un objet X de P soit AR-nul, il faut et il suffit que

PAR(X) =0 .

(iv) Le couple (PAR’PAR) est un quotient de la catégorie abélienne P

par la sous catégorie abélienne épaisse des objets AR nuls.

Preuve : Si 1l'on admet (iii) , les autres assertions sont conséquence de
rreuve
(2.3.5) . Il résulte de (2.3.4) que pour qu'un objet X de P soit AR-

nul, i1 faut et il suffit que p, (id) = 0, d'on (iii) .

COROLLAIRE 2.4.5. Soit u : X-—> Y de la catégorie P . Les assertions

suivantes sont égquivalentes :

i) p,,(u) est un isomorphisme.
AR

(ii) Le noyau et le conovau de u sont AR-nuls.

Un morphisme wu 3 X —> Y de la catégorie P des systémes prow
jectifs, vérifiant les conditions équivalentes (i) et (ii), sera appelé

un AR-~isomorphisme.

DEFINITION 2.4.6, Deux objets X et Y de la catégorie P s<ont dits AR~

isomorphes si pAR(X) et pAR(Y) sont isomorphes dans la catégorie PAR .

8i X et Y sont deux objets AR-isomorphes de la catégorie P s 11

n'existe pas en général de AR-isomorphisme u de X dans Y .

2.5, Caractérisation des systémes projectifs wvérifiant la condition de

Mittag-Leffler-Artin-Rees.

PROPOSITION 2.5.7. Les assertions suivantes pour un objet X de P sont

équivalentes :
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(i) X wvérifie (MLAR) (2.1.1) .

(ii) I1 existe un systéme projectif strict Y et un AR-isomorphisme

u: ¥Y—>Xx (2.4.5) .

(iii) 11 existe un systéme projectif strict Y tel que X et Y soient

isomorphes dans la catégorie PAR .

(iv) X vérifie la condition de Mittag-Leffler et, désignant par X' Ile

systéme projectif des images umiverselles de X , le systéme projectif

X/X' est AR-mul.

Preuve : Nous allons prouver la suite d'implications :
(1) = (iv) = (iii) = (ii) = (1) .

(i) = (iv) . I1 existe un entier m tel que le morphisme canonique
Vo de X[m] dans X se factorise a travers l'inclusion canonique 1 de
X' dans X . Il en vésulte que pAR(i) est un épimorphisme (direct) donc ,

puisque est exact, que pAR(K/X') =0 . On conclut par (2.4.4 (iii)) .

Par

(iv) = (iii) . La condition de (iv) signifie, avec les notations

précédentes, que p (i est un épimorphisme. Mais & cause de l'exactitude
AR

de PaR ? c'est m8me un monomorphisme, donc un isomorphisme. On prendra pour

objet Y le systéme projectif X' .

(iii) = (ii) . Le Po isomorphisme de ¥ dams X dont on suppose

l'existence est image par d'un P-morphicme Y[rl—» X , ol r désigne

PAR
un entier positif ou nul. On conclut grice au fait que Y[r] est strict,
(ii) = (i) . On peut supposer Y contenu dans X et que u éSt
l1tinjection canonigque. Soit T le conoyau de u . L'hypothése faite signifie
que T est AR-nul, donc il existe un entier r tel que pour tout s supé-
rieur ou égal & r le morphisme canonique de T[s] dans T soit nul. On en
conclut que pour sz=r l'image de X[l dans X est contenue dans Y ;

comme par ailleurs elle contient évidemment 1'image, égale & Y , de vis]

dans Y , elle est égale &4 Y . On en conclut que VY est 1l'image de X[s]
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pour S suffisamment grand, donc que X vérifie (MLAR) et que Y est le

systéme projectif des images universelles de X .

COROLLAIRE 2.5.2. Soit u : Y —> X un AR-isomorphisme, Y é&tant strict.

pans ces conditions, X vérifie la condition (MLAR) et wu(Y) est le sys—

téme projectif des images universelles de X .,

3. Systémes projectifs J~adiques et AR-J-adiques.

Soient A wun anneau commutatif unitaire, J um idéal de A ,(C,p)
une A -catégorie abélienne. On suppose ou bien que J est de type fini, ou
bien que C posséde des sommes directes infinies, Les notations sont les
mémes que dans le paragraphe précédent. En particulier, les symboles P et
P désignent'respectivement les catégories Hom(W° ,C) et MAR(]NO»'C) .

AR

3.1. Systémes projectifs J -adiques.

DEFINITION 3.7.%7. Soit X un objet de P . On dit que X est J-adique

s'il vérifie les conditions suivantes :

(i) Pour tout entier n=zo0 , JnHXn =0 .

(ii) Pour tout couple (m,n) d'entiers avec mzn=z0 , le morphisme

A/Jn+1 @Axm —> X, déduit du morphisme de transition Xm -3 Xn est un

isomorphisme.
On notera J-ad(C) la sous-catégorie pleine de P engendrée par

les systémes projectifs J - adiques,

Remarque 3,1.2. Solent I et J deux idéaux de A et supposons, ou bien
que I et J soient de type fini, ou bien que C admette des sommes
directes infinies. Alors on peut montrer que si I et J définissent la mlme

topologie sur A , les catégories I=-ad(C) et J-ad(C) sont équivalentes.
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PROPOSITION 3.1.3. (Stabilités par svites exactes) . Soit

une suite exacte de P .

(i) si X est strict et Y est J-adique, alors Z est J-adique.

(ii) S8i Y est strict et Z est J-adique, alors X est strict.

(iii) S8i X et Z sont J-adiques, Y est J-adique.

Preuve : Si m=zn , il est clair que le diagramme (T) ci-dessous, dans
lequel les fiéches verticales désignent les morphismes de transition, est

commuztatif et exact :

n+1 id®um 141 id®vm n+1
—_— —_—_—
(1) a/TT @ X AT 8, Y 877 8,7 —>0
fIl m \l g1f1 m h.’!l m l
0 — X » Y 7 — .
n n n

Dans le cas (i) ’ fnm est un épimorphisme et Iy W isomorphisme .
Dans le cas. (ii), g,, S5t un épimorphisme et h = un isomorphisme.
Dans le cas (iii), fnm et hnm sont des. isomorphismes. Dans les trois cas,

le lemme du serpent appliqué au diagramme (T) permet de conclure,

3.2. Systémes projectifs AR-J-adiques,

PROPOSITION 3.2.1. Les assertions suivantes, pour un objet X de P tel

que Jn+1 Xn =0 pour tout n = 0 sont équivalentes :

(i) I1 existe un systéme projectif J-adique Y et un AR-isomorphisme

u: Y —>»Xx (2.4.5) .

(ii) 11 existe un systéme projectif J-adique Y , isomorphe & X dams

la catégorie PAR o
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preuwve : Il nous faut montrer que (ii) implique (i) . umn P, - isomorphisme
e ——— N

AR

de Y dans X est représenté pour un certain entier r par un AR-isomor-
. 1+

phisme v i Y[r] —> X . Comme J X =0 pour tout n=z 0 et Y est

J-adique, Vv est le composé d'un P-morphisme u : ¥ —> X et du morphisme

cenonique de Y[r] dans Y . T1 est alors clair que u est un AR-isomor—

phisme, d'oli 1'assertion.

DEFINITION 3.2.2. Un systéme projectif indexé par W & valeurs dans C

est appelé AR-J-adique si ¢
filii: o St iz
(a) Jn+1Xn =0 pour tout n=0 ,

(b) il wérifie les conditions équivalentes (i) et (ii) de la propo-

sition (3.2.1) .

PROPGSITION 3.2.3., Soit X wun systéme projectif indexé par W & valeurs

dans C . On suppose que Jn+1Xn =0 pour tout n = 0 . Alors pour que X

PO,

soit AR~-J-adique, il faut et il suffit qu'il vérifie la propriété (MLAR)

et que, désignant par X' son systéme projectif des images universelles,

il existe un entier r = 0 tel que, pour tout couple (m,n) d'entiers avec

mzn+r le "morphisme de transition" ci-dessous soit un isomorphisme :
’ P

¢ /0T v n+1 .,
Xm/j Xﬁ - Xn+r/b Xn+r :

Preuve :
{(a) Les conditions de 1'énoncé sont suffisantes :

Si X vérifie (MLAR) , il est AR-isomorphe & son systéme projectif
d'images universelles X' , Par ailleurs 1thypothése faite sur X' signifie
que le systéme projectif (X£+r/ﬁn+1xﬁ+r) ns0 (les morphismes de transition
étant évidents) est J-adique. Or il est clair que ce systéme projectif est
AR-isomorphe (2.4.6) a X' .

(b) Les conditions de 1'énoncé sont nécessaires : si X est AR~J-adique,

il est AR-isomorphe & un systéme projectif strict, donc vérifie (MLAR) .
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Le systéme projectlf X' des images universelles de X est AR-isomorphe

4 X , donc AR-J-adique,. Pour prouver les deuxiéme point, on est donc ra-
mané a voir gue si X est un systéme projectif AR—J—aﬁique et strict,

il existe un entier r tel que le systéme projectif Zr(X) défini par

Zr(X)n = Xn+r/Jn+1Xn+r soit J-adique. Soit pour cela u =Y —> X un AR~
isomorphisme, Y étant J-adique. Le noyau T de u étant AR~nul, soit r
un entier tel que le morphisme canonique TLr] —> T soit nul. Il est immédiat
que le morphisme canonique ﬂr(u) : 2P(Y) — zr(X) est un isomorphisme, d'ou

l1'assertion.

PROPOSITION 3.2.4. (Stabilités par suites exactes) . Soit

0—> X 2> v 257 —> 0

une suite exacte de P , les systémes projectifs X, Y et Z étant tels que

J7TX =37 Y =J 72 =0 (nz0) .

(i) 81 X wvérifie (MLAR) et Y est AR-J-adique, 2 est AR-J-adique,

(i) 8i Y vérifie (MLAR) et 7 est AR-J-adique, X vérifie (MLAR) .

Preuve : On utilise librement, pour tout systéme projectif X et pour tout
entier r, la notation AP(X) déja explicitée,

Preuve de (i) : Si X' et ¥' désignent les systémes projectifs des images
universelles de -X et Y, u envoie X' dans Y' , dol le diagramme

commutatif exact ci-dessous, dans lequel les fléches sont évidentes :

0 — X! ¥ YA 0
0 X Y Z 0 .
Comme la catégorie P est abélienne et le foncteur

AR
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Par * ¥ T Pap

est exact, il résulte de ce diagramme, et du Ffait que les inclusions de X!
et ¥' dans X et Y respectivement sont des AR-isomorphismes (2.5.1) ,
que le morphisme 7 — Z est un AR-isomorphisme.

Ceci permet de se ramener auw cas ot X et Y , donc Z , sont
stricts. Il existe alors un entier r tel gque le systéme projectif Er(Y)
soit J-adique. Le foncteur ﬂr est éyidemment exact a dreite, d'ol une
suite exacte

4 (u) 4 (v)
£,(%) X 5 2 (1) —_— 4.(2) —> o0 .

Quitte & remplacer Lr(X) par son image par Lr(u) , on est dans les condi~
tions d'application de (3.1.3 (i)) , qui montre que LT(Z) est J-adique,
d'olt L'assertion.

(ii) Scient Y' et Z' les systémes projectifs des images universelles
de ¥ et Z . Considérons le diagramme commutatif exact évident ci-dessous,
dens lequel les deux fléches verticales de. droite sont les inclusions

canoniques ¢

b e bR

I1 montre que le morphisme ¥ —> X est un AR—isomorphisme, ce qui permet
de se ramener au cas ol Y et Z sont stricts. Danms ce cas, comme Z est
strict et AR-J-adique, il résulte de (3.2.3) qu'il existe un entier v

tel que zr(z) soit J-adique. La considération du diagramme commutatif exact

%
X

dans lequel comme précédemment X — X est un AR-isomorphisme, permet

0 —p X i T(Y) — zr(z) —3 0

£
Y Y Z 0,

0 >

o

de se ramener au cas oi Y est strict et ou 2Z est J-adique., Alors
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(3.1.3 (ii)) permet de conclure.

4. Piltrations et graduations,

4.1. Généralités.

4.1.1. Soient C umne catégorie abéliemne et X = un systéme

(Xn) n€&€@

projectif indexé par Z & valeurs dans C . On suppose

xizo(i<o).

Pour tout élément p de Z , on définit un sous—objet FPX de X dams 1a

=]
catégorie P, = Hom(%Z ,C) en posant :

Ker(Xn——>X si nzp-1

P—1)
(FPx), = FPX_ =

s, si n<p-1,

les morphismes de transition étant définis de fagon évidente., On obtient
ainsi une filtration décroissante (FPX)péﬂ. de X vérifiant :
b

(a) FFX= X si p<o0,

(b) (FPX)P_1 =0 pour tout p .

Par ailleurs, le lemme du serpent appliqué au diagramme commutatif

exact (D) ci-dessous prouve que d&s que. n = p , le morphisme canonique :
FPXH/FP”X —> (X —> X ) N Ker(X_ —> X )
n n - °p p p—1

est un isomorphisme.

0 —> Ker(X X ) X Im{X > X_) > 0
n p n n D
0 0 L L 0.

Si maintenant X est un systéme projectif indexé par W & valeurs
dans C , on le prolonge en un systéme projectif indexé par 7 en posant
Xn =0 (n<0), avec les morphismes de tramsition évidents, ce qui permet de

lui appliquer les constructions précédentes,
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Cela nous permet de considérer aussi la catégorie
P = Hom{m°, C)

comme une sous-catégorie pleine de P1 .

DEFINITION 4.1.2. Boit X un systéme projectif indexé par Z . On dit que

X est essentiellemeut constant s'il existe un entier P tel que, pour tout

couple (r,s) d'entiers supérieurs ou égaux 4 p et vérifiant 1tinégalité
Pk i

sz r 4, le morphisme de transition

solt un isomorphisme.

Il est clair qu'il suffit de le demander lorsque » = p .,

PROPOSITION 4.1.3. (Propriété (MLAR) et gradués). Les assertions suivamtes

pour un objet X de la catégorie P sont équivalentes :

(i) X vérifie (MLAR) .

(ii) Le systéme projectif & valeurs dans la catégorie des cbjets gradués

par W de C:

[0

ol les morphismes de transition sont évidents, est essentiellement constant.

=

(iii) Le systéme projectif & valeurs dans la catégorie des objets gradués

par N de C :

n (0P) oy s

ol les morphismes de transition sont évidents, vérifie (MLAR) .

Preuve : (i) = (ii) : résulte de 1l'expression de FPXH/FP+1XH donnée
en (4.1.1) .
(ii) = (iii) : Soit r un entier tel que pour tout s > ef tout

P le morphisme canonique
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p D
gr (XP+S) —3> gr (Xp+r)

soit un isomorphisme. Nous allors voir que pour tout couple (m,n) d'entiers

avec mzn+r , L'égalité ci-~dessous est vérifiée pour tout entier p @
P Pry - P —_ gr?
Im(gr” (X ) —> gr (%)) = Im(gr(x_ ) —> g7 (X)) .

En effet:

(a) si p=mn+tl, grP(Xn) =0,

(b) si p<mn , lasuite d'inégalités m = n+r = p+r montre que le
morphisme canonique

)

P P
gr (Xm) —> gr (Xn+r

est un isomorphisme, dfou 1'assertion.
(iii) = (i) : Notant Y le systéme projectif de (iii), soit r un
entier tel que :

In(yls]—> Y) = In(¥Y[r]—> ¥) (szr) ,

Si n et & sont deux entiers, avec 4 = n , la filtration induite sur
Im(Xﬂ — Xn) par celle de XIl est aussi la filtration "quotient® de
celle de X, et par suite, munissant Im(Xz —_ Xn) de cette Piltration,

l'égalité ci-dessous est vérifiée :
gt (In(x, —> X)) = In(gr®(x,) —> gr®(x_))
£ 7 £ n *

En particulier, la condition (iii) s'exprime en disant que dés que

4= n+r , le monomorphisme canonique
j 2 — -
j Im(Xz Xn) — Im(Xn+r—-> Xn)

induit un isomorphisme sur les gradués. Les graduations étant finies, on en

déduit que j lui-m@me est un isomorphisme, d'ou (i) .
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4.7.4. 8i X est un objet de P vérifiant (ML) , il résulte de l'expres—
sion du gradué rappelé en (4.1.1) que pour tout entier p le systéme
projectif :

est essentiellement constant.
Sa limite projective (qui existe sans hypothése sur la catégorie

abélienme C ) sera appelée p-&me composante du gradué strict de X et

notée :

grsP(x) .

4.2. Systémes projectifs adaptés & J et lemme d'Artin-Rees,

On suppose donnés un anneau commutatif A , un idéal J de A et

une A - catégorie abélienne.

=]
DEFINITION 4.2.1. Un objet X de la catégorie P = Hom(IN ,C) est dit

adapté & J si sa filtration (FPX)p ¢y Je systéme projectif (4.1.1) est

compatible avec la filtration J-adique de X s le€s si pour tout couple

(p,a) d'entiers positifs ou nuls 1'inclusion ci-dessous est vérifiée :

IFri(x) PP .

LEMME 4.2.2. B8Soit X un objet de la catégorie P . Les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i} X est adapté a J .

(ii) Pour tout coupie (n,p) d'entiers avec p < n+l , on a

JPFH"P“(XH) -0.

Preuve @
FLRS AN

(i) = (ii) : alors JPFH"P”(xn) CFn+1(Xn) =0 .
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(ii)'= (i) : 81 n < p+q , Fp+q(Xn) = 0 par définition.
Par ailleurs, JPFq(Xn) est contenu dans Jn+1_qu(Xn) et ce
dernier est nul par hypothése,.

Si n > p+gq , l'image de Jqu(Xﬂ) dans XP+ par le morphisme de

q—-1

transition est coantenue dans Jqu(X ) , égal & zéro par hypothése,

p+q-1
L'inclusion

PLd P+q
J°F (Xn) CF (Xn)

en résulte par définition de la filtration de systéme projectif.
Il résulte en particulier de (4.2.2) que tout sous-systéme pro-

jectif d'un systéme projeciif adapté & J est adapté a J .

Exemples 3

a) Un systéme projectif J-adique est adapté & J. Il en résulte que
tout sous-systéme projectif dun systéme projectif J-adique est adapté a J .
b) Si un systéme projectif X vérifie la condition (ML) et est adapté

a J , son systéme projectif des images universelles est également adapté a J .

4.2.3. Gradué d'un systéme projectif adapté a J .

Soit X wun systéme projectif adepté & J . La filtration de X

étant compatible avec J , 11 est clair que l'objet gradué

P

est canoniquement muni dlune structure de ng(A)—module gradué. En ﬁarticulier,
on en déduit par passage a la limite que lorsque X vérifie la condition (ML),

l'objet gradué

grs(8) = (5757(X), ¢ o

est canoniquement muni d'une structure de ng(A)~modu1e gradué.
Explicitons briévement comment , lorsque de pius X est strict,

i%on définit les morphismes correspondants :
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P s p+1 q p+q
I/ ®, FI(X ) —> P X .
_u%q /' A ( q) _ ( P+q)

Le systéme projectif X é&tant strict, nous savons (4.1.1 et 4.1.2)
que le morphisme canonique ci-~dessous est un isomorphisme :

o : Fq(xp+q)/Fq+1(XP+q) — Fq(Xq) .

Par ailleurs, le fait que la filtration de ¥ soit adaptée a J

permet d'exhiber un morphisme

Pg pd p+q
e, ri(x ) — FPHix
W) Xy g

. . p+1..q P+q+1
£ J B c =
qui se factorise, vu que (Xp+q) F (XP+q) 0, et

ﬁ?%quq)CFp”+%§wq)=o , & travers

/57 &, (e, AT )

en un morphisme

B (707 &, (7w, AT, ) — P )

Le morphisme u&q est alors donné par l'expression suivante :

) -1
w__ = Bo(did ® ©) .
Pq JQ/JP+1 A

LEMME 4.2.4. Soit X un systéme projectif J=adique. Le morphisme canonique,

ng(A) QkXb——> grs(X) ,

provenant de la structure de ng(A)—module gradué de grs(X) , est un

épimorphisme.

Preuve : Résulte immédiatement de 1'texplication dés morphismes ubq donnée

dans (4.2.3) .

PROPOSITION 4.2.5. (Caractérisation des systémes projectifs stricts AR—Jj—

adiques au moyen des gradués associés) .
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Soit X un systéme projectif strict indexé par W a valeurs dans

C . On suppose que pour tout entier n , on a

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est AR-J-adique.

{ii) 71 existe un entier r >0 tel que pour tout entier n 1'inclusion

ci~dessous soit réalisée :

FUx) o x .

(iii) I1 existe un entier v tel que, pour tout entier m , le morphisme

canonigue ci-dessous soit un isomorphisme dés que n = mir :

grn(JmX) — grn(x) ]

x4

.- . ol
Dans 1'énoncé de (ii) , on convient de poser J Xn = Xh pour n<r .

Preuve : L'équivalence de (ii) et (iii) est claire, car X et J'X sont
stricts. Prouvons celles de (i) et (ii) . On sait (3.2.3) que (i) équivaut
3 1'existence d'un entier r tel que pour tout couple (m,n) dYentiers avec

m 2 n+r , le morphisme de transition ci- dessous soilt un isomorphisme :

/5n+1X

n+1
_...; N
m+] Xm/J Xm

m+1
Considérons alors le diagramme commutatif exact ci-dessous.
0
J \

il ST L ——
m+1 m

m+1
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I1 moantre l'existence d'un isomorphisme canonique entre

- n+1 n+1
Ker(xm+1/h X

m+1—_—> Xm/J

Xm)
et

m+ ] m+1 n+1i
FUo(xo L )/(F (Xm+1) NI 'x

m+ 1 m+1

) .

En particulier, pour gque le morphisme de transition aprés réduction modulo

m+1
(

P aoit un isomorphisme, il faut et il suffit que F Xm+1) soit

n+1 . P . -
contenu dans J°T Xm+1 y Ce qui est précisément ltassertion (11) .

THEOREME 4.2.6.. (Lemme d'Artin—Rees) . Soit X wun systeme projectif indexé

par B & valeurs dans C . On suppose que :

—

(i) X wvérifie (MLAR) ,
(ii) X est adapté a J ,

(iii) grs(X) est un (ng(A),C)—module gradué de type fini, i.e.

pour toute suite croissante (Mn)m.EIJ de sous—(ng(A)-modules gradués

de grs(X) dont grs(X) est réunion, il existe un entier p tel que

X) =M .
grs(X) >

Alors X est AR-J-adique.

Preuve : Rappelons que si X' est le systéme projectif des images universelles

de X , on a posé :

grs(X) = gr(x') .

Par ailleurs, X' est adapté & J , de sorte que l'on est ramené 3 montrer
que X' est AR-J-adique.

Supposons prouvé le lemme suivant :

LEMME 4.2.7. Soit X un systéme projectif strict adapté & J . Pour tout

entier s , le sous objet gradué [(Ms)n] de grs(X) défini par les

neEM

égalités ci-dessous :
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n—-s 1 i .
(M) =37 NF(x) ([ =4 si i<o),

est un sous ng(A)—module gradué de grs(X) .

On peut, pour démontrer le théoréme, supposer X strict. Alors
grs{X) est réunion de la suite croissante des MS ; donc égal a 1l'un d'eux,

Cela signifie qu'il existe un entier S tel que
n -5
<
F (xn) T X

pour tout entier =n . On counclut par (4.2.5) .

Démonstration de 4.2.7. Reprenons les notations de (4.2.3) . I1 s'agit de

voir que le morphisme

PP+l nd p+q
: 3P/57 e ¥z ) — PPT(x
Wy I/ F(E) &g

; P /. P+1 =Sy n 4 P+g~-s P+q
envoie J°/J ®, (7 xNF (Xq)) dans J xp+qn F (Xp+q).

Or, le morphisme canonlque

q+1
: X F X — X
P P+q/ ( P+q) q

. . . g-s q+1 q+1 g-s
est un isomorphisme et envoie (J | Xt F (Xp+q))/F (Xp+q) sur J7UX, .

On en déduit que l'image réciproque par id(J?/5P+T)@kcp (4.2.3) de

P s p+1 q-s q
I/ ® (77 x N ei(x

/ A JEND)
est

P, D1 q-s a a+1 q+1
J*/3 SAE(J Xp+qﬂ F (Xp+q))-+F (xp+q)]/F (Xp+q) .

Il est maintemant clair que l'image par B (4.2.3) de ce dernier

objet est contenue dans JP+q_SXP+qn JPFq(XP+q)7 donc a fortiori dans

NSRS SR LabTo SUND B
p+q p+q

Dot le lemme.
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5. Systémes projectifs J-adigques et AR~J-adiques noethériens.

Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un anneau commutatif

noethérien A , un idéal J de A et une A-catégorie ab&lienne C .

5.7. Généralités.

DEFINITION 5.1.7. Un objet X de la catégorie HmnCNO,C) est dit J-adique

noethérien (resp. artinien) s'il est J-adique et si ses composantes sont des

objets noethériens (resp. artiniens) de la catégorie C .

On notera J-adn(C) (resp. J-adf(C)) 1a sous-catégorie pleine
de P = Hom(W',C) dount les objets sont les systémes projectifs J-adiques
noethériens (resp. artiniens) . Il est clair (3.1.3) qu'une extension de

systémes projectifs J-adiques noethériens (resp. artiniens) , est du méme

type.

PROPOSITION 5.1.2. Soit X wun objet J-adique de P . Pour que X soit

J-adique noethérien (resp. artinien) , il faut et il suffit qu'il soit J-

adique et que XO soit noethérien (resp. artinien) .

Soit en effet X un systéme projectif J-adique tel que XO soit
noethérien (resp. artinien) ., Considérons alors 1'épimorphisme canonique
(4.2.4) :

‘ ng(A) ® X —> grs(X) .

o .. n ..
Comme XO est noethérien (resp. artlnlen) et J de type fini pour tout
n , l'existence de cet épimorphisme montre que pour tout entierp n, le

noyau du morphisme canonique

est noethérien (resp. artinien) . On en déduit aussitdt par récurrence sSur n

que les Xh sont noethériens (resp. artiniens).



234

DEFINITION 5.1.3. Soit X un systéme projectif indexé par W & valeurs

dans € . On dit qu'il est AR-J-adique noethérien (resp. artinien) s'il est

AR-J-adique, et si ses composantes sont des objets noethériens (resp.

‘artiniens) .

On notera AR—J—adn(C) (resp. AR-J-adf(C)) la sous-catégorie pleine
de EQQAR(BﬁiC) (2.4) engendrée par les images des systémes projectifs
AR-J-adigues noethériens (resp. artiniens),

I1 est alors clair que les fonctions canoniques
: J-adn(C) —> AR-J-adn(C)
: J-adf(C) — AR-J-a2df(C)

obtenus par restriction de (2.4) sont des équivalences de catégories.

Par
Rappelons briévement 1'énoncé et la démonstration du théoréme

de Hilbert @

THEOREME 5.1.4. (Théoréme de Hilbert) . Soient A un anneau commutatif,

C une A-catégorie abéliemme, M wun objet de type fini (resp. noethérien)

de C .

Pour toute A-algébre de type fini B graduée par N, le (B,C)-

module gradué B QhM est de type fini (resp. noethérien) .

) B Y s )
(N.B. 81 B=@ B,»)B® M désigne 1'objet gradué (Bn®AM)

nzo0 n&eEW

Preuve : On se raméne immédiatement au cas o B est 1'anneau de polyndmes
A[T), mmni de sa graduation habituelle. Le (B,C)-module A[T] ® M =

1 4 —_
(Mh)ﬁ_EIN s'obtient alors en posant Mn =M pour tout n , T envoyant,

pour tout entier n , Mh dans M

par lL'identité de M .
n+1

Soit N - un sous—(A[T],C)-module gradué de A[T]@hb&. Les compo-

santes (N ) de N définissent une suite croissante
n'n €W

N CN, C,,..E8 N C...,
0 1 n
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de sous-~objets de M . Supposons maintenant que M soit noetherien (resp.
de type fini) et soit

N1CN2C......C o ...,

une suite croissante de sous-{A[T],C)-modules gradués de A[T] ®AM , qui dans
la premiére hypothése (lorsque M est de type fini) a pour réunion A[T] ® M.

2

Considérons alors le tableau & double entrée ci-~dessous :

N € M S €N €
o] @] Q
n N N
1 ) )
N, : :
N N ]
=R - - R
n n n
N N M

Il est clair par hypothése sur M qu'il existe un couple (po,no) tel que

P

Nno‘ soit maximal (resp. égal 2 M ) .
© P

Si p,J est un entier 2 po tel que les an

(n = no) soient
les plus grands éléments des suites (Nﬁ)P EW’ il est clair que NP = N1

dés que p = P, s CE qui permet de conclure dans les deux cas.

COROLLAIRE 5.7.5. Supposons de plus que la catégorie C posséde des sommes

directes dénombrables. Alors pour tout objet M de type firi (resp. noethé-

rien) de C et toute A-algébre de type fini B , le (B,C)-module B®, M

est de type fini (resp. noethérien) .

Preuve : On se raméne au cas od B = A[T] . Soit ¥ un sous-(A[T],C)-module
de A[T] ®, M (considéré comme objet de € ) . Nous noterons gr(N) 1le
gradué de N pour la filtration induite par la filtration naturelle dfobjet
gradué de A[T] ® M: gr(N) est un sous (A[T],C)-module gradu¢ du

(A[ T],C)-module gradué A[T) 8, M .
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Soit maintenant

1

wYenc.....cwfao ...

une suite croissante de sous-(A[T],C)-modules de A[T]led , de réunion
A[T]G%\M dans la premiére hypothése. Dans la premidre hypothdse (M de type
fini), il existe un entier i tel que gr(Ni) = A[T]@hh&, d'olt
Ni = Al T) le{ . Dans la deuxiéme hypothése (M noethérien), la suite des
gr(Ni) est stationnaire, donc la suite des Ni également.

Dans la suite, le théoréme de Hilbert nous sera surtout utile par

ltintermédiaire de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.17.6. Soient A un anneau commutatif noethérien, J un idéal

de A,C wune A-catégorie abéliemne. Pour tout systéme projectif J-adigue

noethérien (5.1.1) X , le gradué grs(X) est un (ng(A),C)—module

noethérien.

Preuve : Comme ng(A) est une A~algébre de type fini, il résulte du théoréme
de Hilbert (5.1.4) que ng(A)SAE&) est un (ng(A),C)nmodule gradué

noethérien. L'assertion résulte alors de l'existence de 1l'épimorphisme (4.2.4):
ng(A) ® X —> grs(X) .
5.2, Structure de J-adn(C) et AR-J-adn(C) . -
Dans cette section, nous désignerons par Ec , ou €& s*'il n'y a pas

de confusion possible, la sous~catégorie pleine de Hom(]No,C) dont les

objets sont les systémes projectifs AR-J-adiques noethériens.

PROPOSITION 5.2.1. La catégorie 8@ est stable par noyaux et conoyaux dans

Hom(]No,C) . Autrement dit, SC est une catégorie abélienne et le foncteur

d'inclusion. :
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€

c —> Hom(W°,C)

est exact.

preuve Soit u : X—> Y wun morphisme de BC .
Nous allons voir successivement que le conoyau, 1'image et le noyau de u
sont AR-J-adiques noethériens, (Bien entendu lLa démonstration du fait que
1'image de u est AR—J—adique noethérienne est uniquement un intermédiaire
technique).

a) Coker(u) _est  AR-J-adique noethérien, Comme X vérifie (MLAR) et
Y est AR-J-adique, Coker(u) est AR-J-adique (3.2.4 (i)) .

b) Im{u) est AR-J-adique noethérien.

Grdce a la suite exacte :
0 — Im(u) —> Y —> Coker(u) —> 0 ,

1'assertion résultera du lemme 5.2.1.7. ci-dessous.,

LEMME 5.2.1.7. Soit

0O—>L—>M—>N—>0

une suite exacte dans la catégorie Hom(mp,C) .51 M et N sont AR-J-

adiques noethériens, I est AR-J-adique noethérien,

Il suffit évidemment de voir qu'il est AR=J=-adique. On ne raméne
de la méme maniére que dans la démonstration de (3.2.4) au cas o M et
N sont stricts, puls mBme J-adiques noethériens. Dans. ce cas, il résulte
de 3.7.3 (ii) que L est strict. Le systéme projectif L est sirict,
adapté & J et son gradué, comme sous-objet gradué de grs(M) , est noethérien:
grs(M) , quotient de ng(A) ®M 4 est noethérien (5.1.6) .
L'assertion résulte alors du lemme d'Artin-Rees (4.2.6) .
¢) Xer(u) est AR-J-adique noethérien. Il suffit d'appliquer (5.2.1.1)

3 la sulte exacte évidente ci-dessous :

0 — Ker(u) — X — Im(u) —> 0 .
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PROPOSITION 5.2.2. Les objets de la catégorie abéliemne AR-J-adn(C) sont

noethériens.

Preuve : On se raméne immédiatement 2 voir que si 1ton a un objet J—adique
noethérien X , une suite d'objets J-adiques noethériens (Yn)n_EJN et des
morphismes de EQE(IHO,C)
v i ¥ —>X

tels que

(1) 1les v, deviennent des monomorphismes dans AR-J-adn(C) ,

(ii)} pour tout emtier =n , v, se factorise a travers Vi dans
AR-J-adn(C) ,
alors les v, restent stationnaires, & isomorphisme prés, pour .n assez
grand, dans AR-J-adn(C) .

Or, dire que v, se factorise a travers v dans = AR-J-adn(C) ,

+1

signifie qu'il existe un entier r et un morphisme

£ Y r] —> ¥

tels que, a désignant le morphisme canonique

Y r] — ¥ ,

1%égalité ci-dessous ait lieu :

Comme le morphisme a est strict, on en déduit en particulier que 1'image

de v est contenue dans celle de v . Quitte a remplacer chaque Yn par

n+1
Im(vn) , on est ramené 2 voir que toute suite croissante de sous-systémes
projectifs stricts de X est statiomnaire. Or, si (Zn)nejN est une telle
suite, vu que grs(X) est noethérien, la suite croissante des grs(Zn) est

. . . n
stationnaire, donc aussi celle des Z .

Résumons
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THEOREME 5.2.3. Les catégories J-adn(C) et AR-J-adn(C) sont abéliennes

et noethériemmes.
et por - o
En ce qui concerne AR-J-adn(C) , c'est ce que nous venons de

voir. Quant & J-adn(C) , elle lui est équivalente,

PROPOSITION 5.2.4, (stabilités par extension). Soit

0> —> Y —>»Z —0

1
une suite exacte de Hom(IN°,C) s avec Jn+ Yh =0 pour tout n , On

suppose que :
(i) Z est AR-J-adique,

(ii) X est AR~J-adique artinien.

g

Alors Y est AR-J-adique.

Preuve : On se raméne comme dans la démonstration de (3.2.4) aw cas o Y
et Z sont stricts et Z est J-adique. Alors (3.1.3 (ii)) X est strict.
. . . . . n+1
I1 existe alors un entier r tel que le systéme projectif (Xn+r/5 xn+r)n €IN

soit J-adique artinien. Comme X en est un quotient et lui est AR-isomorphe,

on est ramené 2 prouver le lemme suivant :

LEMME 5.2.4.1. Soit

QT X —3Y—>» 7 —>(0

. o 4 0+ .
une suite exacte de Hom(EI,C), avec J Yh =0 pour tout n . 8i X est

J-adique artinien, Z est J-adique et T est AR-nul, alors Y est AR-J-
adique.
Pour montrer le lemme, on va d'abord voir que, pour tout entier n ,

. n+1
1 R . en
e systéme projectif évident (Yn+k/ﬁ Y

el .
n+k)k €W est essentiellement constant

Désignant par Si le noyau du morphisme évident

n+1 +1
%Hﬂq %HH/ %HIJH %Hk’
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considérons le diagramme commutatif exact évident ci-dessous :

k n+1 n+1 n+1

O—=T X Y Z >0 .
n n

. . ., . k . A . .
Ltentier n é&tant fixé, les objets Sn stidentifient & des sous-objets
de Tn et forment une suite décroissante. Comme Tn est artinien, il

k

existe donc un entier ko tel que Sh =95

pour tout entier k=2 k ,
n o]

d'on il résulte aussitdt gque les morphismes canoniques

n+1 n+1
Yn+1<z/J Yn+k Yn+1<o/J Yﬁ+ko

sont des isomorphismes.

Ceci dit, désignons par Y' le systéme projectif défini par

V' = Lim Y- I/Jn+1Y
no 0+ n4r

pour les objets, et de fagon évidente pour les morphismes. Le systéme projectif
¥Y? ~est J-adique. De plus on obtient "par passage & la limite" un diagramme

commutatif exact du type ci-dessous :

00— S8 —>» X—>»Y' —>»Z—0

l
l id id

Q> T=—>»—>Y—» 7 —>0,

Comme T est AR-nul, le lemme du serpent appliqué & ce diagramme montre

que le morphisme évident Y' —» ¥ est un AR-isomorphisme, d'ou le fait que

Y est AR-J-adique.
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Boit

COROLLATRE 5.2.5.

00— X—>Y¥Y—>7 —>0

yne suite exacte de Hom(IHO,C) s avec Jn+1Y = 0 pour tout n .

On suppose.que &
(i) X est AR-J-adique artinien (resp. artinien et noethérien) ,

est AR-J-adique artinien (resp. noethérien) .

(ii) z
Y est AR-J-adique artinien (resp. noethérien) .

Alors

5.3. Systémes projectifs AR-J-adiques noethériens et J - foncteurs.

Soient: C et JF deux A-catégories abéliennes et F : ¢ —> §

un foncteur additif. Le foncteur F se prolonge de facon claire en un

foncteur, noté encore F ,

Fo: EEHE(]“°7(3>'*_> fﬁﬂﬂ(ﬂﬁozi9) ’

qui est additif et "commute aux translationsh .

PROPOSITION 5.3.7. Scient C et B deux A-catégories abélienmnes. et

i
T={T) ien

un O - foncteur exact A-linéaire de C dans & .

On suppose que 3
(i) Pour tout objet noethérien M de C annulé par urne puissance de J

est noethérien,

et tout entier n , T (M)
B , annulée par J ,

(ii) Pour toute A-algdbre graduée de type fini
(Byf)—modules gradués

|
et tout (B,C)-module gradué noethérien N , les

™) (n € ) sont noethériens.
Alors pour tout objet AR-J-adique noethérien X de Hom(]ﬂo,C) ’

les T (X) sont AR-J-adiques noethériens.
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Preuve : Commg les foncteurs ™  commutent aux translations, il suffit de

montrer l'assertion lorsque X est J-adigque noethérien. Dans ce cas,

corme grs(X) est un ng(A)—module gradué noethérien (5.1.6) , il résulte
de l'hypothése {ii) et d'une variante d'un corollaire du tThéoréme de SHIH
(cf. Appendice A.3) que pour tout entier mn les assertions suivantes sont

vérifiées :

(a) TH(X) satisfait (MLAR) ,

(b) grs ™ (X) est un (g?I(A),ﬁ)Hmodule gradué noethérien.

Le "lemme d'Artin-Rees" (4.2.6) permet de conclure,
COROLLAIRE 5.3.2. Le O - foncteur

T = (Ti)i - Hom(W°®, C) —> Hom(W°, 5)

induit un 9 - foncteur exact A-~linéaire

commutant aux translations, donc par passagde au guotient un nouveau

e , i
3 ~ foncteur exact A-linéaire, noté encore (T7) se W

AR=J—adn(C) — AR-J-adn(B) .
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Appendice : le théoréme de SHIH,

Le but du présent appendice est de donmer une démonstration du
théoréme de SHIH sous la forme utilisée dans la preuve de (5.,3.1).
cette forme étant plus générale que celle figurant dans EGA OIII’ une

démonstration directe, adaptée de celle de loc. cit., s'est révélée nécessaire.

Terminologie : Soit r, o oun entier =z 1 . La donnée, pour tout entier
AETMINOIogle

r, 2 ¥, d'un objet bigradué E_ = (Eiq) p, + muni d'une différentielle

PEZ,q€

d, de bidegré (r,1-r), et pour tout r d'un isomorphisme

H(Er) T B e

sera appelée dans la suite filtre spectral. On définit de facon évidente la

notion de morphisme de filtres spedtraux.

A.71. Rappels sur les suites spectrales associées aux 3 - foncteurs.

Soit € ume catégorie abélienne et X um objet de C , mumi
dfune filtration décroissante (FPX)P ¢ g + Pour tout 0 - foncteur exact
de C dans une catégorie abéliemme B ¢ 18 méthode dite "des couples

exacts" (cf. par ex. Maclane, Homology, p. 336) permet de décrire une

suite spectrale :
E(x) = B7Y = PHrPx rP y) = BF = TR(x)
pour laquelle la filtration de o est définie comme sult :
FP(E") = m(T(FFX) — T%(x)) = Ker(T"(X) —> T™(x/FPX)) .

De plus, si la filtration de X est finie, la suite spectrale ainsi obtenue

est faiblement convergente (EGA O 11.1.3) .

ITII
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Fonctorialité. 81 £ : X —> Y est un morphisme d'objets filtrés de C , on

construit de facon fonctorielle un morphisme de suites spectrales :
E(f) : EX) — E(Y) ,

coincidant avec TP 3(grfe) (resp. TO(£)) sur Eﬁq(X) (resp. E(X)) .
En particulier, si wi: X —> X est un endomorphisme de X tel que

w(FPx) CZFP+h(X) , pour un entier h indépendant de p , E(u) est un
endomorphisme de bidegré (h,-h) du filtre spectral associé a E(X) ,

commutant avec les différentielles.

A.2. Cas des systémes projectifs. Soit maintenant X = (Xn)n.e gz M0

systéme projectif d'objets d'une catégorie abéliemme C , tel que

X, =0 (i <0) .

Si T désigne un O - foncteur exact de C dans ume catégorie abéliemne &,

T se prolonge de fagon naturelle en un 8 -~ foncteur exact, noté encore T :
o [+]
Hom(Z ,C) — Hom(Z ,.8) .

Diot, munissant X de sa filtration naturelle de systéme projectif

(EGA OIII13'4°1> ; Une sulte spectrale :

B(X) = B(,) ¢ g0

olr les E(Xn) désignent les suites spectrales associées &3 T et aux Xn

munis de la filtration induite.

Propriétés de E(X) .
a) Pour tout entier n , la filtration de 1'aboutissement EH(X) dans
la suite spectrale E(X) est identique & sa filtration naturelle de

systéme projectif, lorsque X est strict .

En effet, désignant par la lettre F (comme dans A 1 ) la premiére
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et par la lettre & 1la seconde, on a pour tout entier o :

FPEH(X)Q - Ker(Tn(Xa) — Tn(XQ/FPXa))

Ker (Tn(XQ/) — Tn(Xp_,])) si o=z p-1.

Dans les deux cas, on recomnalt l'expression de @PEH(X,) .
Ceci montre en particulier gue, pour B2 o = P , le morphisme
de transition
qu(xe) —_— Eiq(xa)
] "
grPrP+d (XB) —_— grPTp+q(Xa)

est un monomorphisme, dfaprés EGA OIII 13.4.71.3.

b) Fixant « € Z, il est clair (cf. le dessin ci-contre) que,

(P, . H .
puisque F (on) =0 pour izao+1 , 0on a:
1—rJ:\
= BPY(x ) = BP9 (x ) pour 1 >p
r Vo r+1 !
} pq _ gPd > o -
o. o Z,. (XQ,) = Zr+1(Xa) pour r >a@ ~p .

c) Lorsque X vérifie la condition de Mittag-Leffler, les divers

systémes projectifs grP(X) sont essentiellement constants (EGA OII 13.4.3).

I

Il en résulte aussit8t que, pour r< +% , les systémes projectifs Eiq(x)

sont essentiellement constants. On notera
P9
ePd(x)

leurs limites projectives. Les opérateurs différentiels passant a la limite,

. _ . pq
on cbtient ainsi wn filtre spectral €. (x) (pya€zsr=1)"

Les objets
2ix) , BYx) (r< )
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associés 3 ce filtre spectral sont précisément les limites des systémes

projectifs essentiellement constants Ziq(X) et Biq(X) .

De la partie b) résulte également que

Pq _ oPg
B, () = B (&),
ce qui permet de poser
Pq . aPa
82l = 0l (x) .

Supposant toujours que X vérifie (ML) , comme, pour tout o 4

Ppq _ »P4d PO - _
B (Xa) = Br+1(Xa) dés que r >p (cf. b)) ; on a une suite de monomor

phismes cancnigques :
Pq pq Pq
..C C iiecoconne c .
(s) 8r‘(X) € (¥ € 1 ®)

Supposons désormais X strict. Les expressions suivantes pour

Pq Pq .
Z. (xn) et B (Xn) :

pq ~ D41 P=D+ 1 D 0 P+q P p+1
2o (%) = DT (F X /F'x ) —=> T (F % /¥ )]

Pq PHG Py, fDAT P+q Py mP+]
B, (Xn) In T (F xi/F xn) — T T(F XH/F Xn)]

Il

montrent que
Ziq(Xm) A Ziq(xn) pour m=nzp
(a,)

Pd ~ Pq -
%’@ﬁ)—_bBr(%J pOUr M= NZ pir-]

(1es morphismes canoniques sont des isomorphismes) . En particulier, le
morphisme canonique

eP(x) —s E2(x
r r Vpire

)

est un isomorphisme.

Par ailleurs, il résulte de b) que
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-Pd _ Pq,
Coo (Xp+r—1) =2y \Xp+r—1) (e 2 1)
(4,)
PY _ nPd
et B} {XP+P_1) = B (Xp+r—1> (r > p)

Ceci permet de définir, pour tout r , un épimorphisme canonique

)

ob% ¢ ePix) — B2x
r b ® DA

qui est un isomorphisme lorsque r > p . De plus, si a est un entier tel que

FUx) = %) (r=a),
T a
(par exemple a = p+1 convient) , de sorte que

(s pis) ... = PIX) s L el (x) > e2i(x) ,

4
alorsy, pour S 2 r 2 a , les diagrammes
&P
Pa S o P4
e; (%) —— B (X

)

p+s-=1

(d3) I 6P lcan

ePi(x) — > mbi(x )

D=1

sont commutatifs.

A.3, Une variante du théoréme de Shih. Supposons donné un amneau .S F£iltré

par des idéaux Fi(S) (i 2 0) et opérant sur X de facon compatible avec
sa filtration de systéme projectif.

Des généralités de A 1 wvésulte que pour tout entier i , gri(s)
opére sur les objets bigradués Er(X) par des morphismes de bidegré

(i,=1) . En particulier pour tout entier = 3

50 (x) - @) g o

est canoniquement muni d'une structure de (gr (8),8) -module gradué,

I1 en est de méme par passage & la limite pour
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B0 = E200) L Ly

est canoniquement muni d'ume structure de (gr+(S),#) -module gradué. Il en

est de méme par passage a la limite pour :

el (x) = (€2%00)_ oL, -

L'anneau S , opéramt sur X de fagon compatible avec sa filtration de
systéme projectif, opére de méme sur Tn(X) pour tout entier n . Par
suite le gradué strict grs (X) est cancniquement muni d'une structure
de (gr'(s),C) -module gradué et de mé&me, lorsque T(X) vérifie (ML) ,
le gradué sjcrict grs*T7(X) est canoniquement muni d'une structure de

(gr’ (5),B) ~module gradué.

THEOREME A.3. Supposons que pour un entier n les (gz° (8),8) ~modules

gradués

e () = Pors' (1)) et ) < 1 (grs ()

solent noethériens. Alors @

(i) T(X) vérifie (MLAR) ,

(ii) grs'T(X) est un (gr'(8),H) ~module noethérien.

Preuve :

i) Pour tout couple (m,r) d'entiers,

(%) = B2P(X)), ¢

est un sous - (gr' (8),5) -module gradué de ng) (X) . En particulier,pour tout
entier m , les @gm)(x) forment une suite croissante indexée par 1 de
sous—{gr" (8),8-modules gradués de 81(m)(X) . Utilisant les fait que 6$n)(X)
et 8§n_1)(X) sont des = (gr'(S),B) -modules gradués noethériens, on en

déduit que les suites
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I € T

sont stationnaires,
I1 existe donc un entier a > 1 tel que, pour tout (p,q) , avec
p+q = 1 ol n=1 P
(A.3.1) Bx) = 8%X) (r=z2a).
T a
par sulte, pour r = a+1 , les fléches d, de source et de but SE\q(X)
(P+q=n) sont nulles, Autrement dit les monomorphismes

Eigq(X) s 8Eq(X) (szrza+1)

déduits de (A.3.1) avec p+q=n sont en fait des isomorphismes.

Pour sz2r2a+1 , la commutativité du diagramme (dB) y AVeC Dp+g=1n ,

Pq
Pa :8 3 Pq
85 () épi Ee (Xp+s--1)
ZJ/ gPd l
Pq r > P4
8]:' (x) épi B (Xp+r-1)
monktre que ie morphisme de transition
Pq 5 Pq
Ee (Xp+s-1) By (Xp+r-1)

qui est de toutes maniéres un monomorphisme (cf. a)) est un épimorphisme,

donc un isomorphisme. Autrement dit, le systéme projectif

P
r —> [f grT (Xp+r

)]

rz

est constant & partir de r = a , donc T (X) vérifie (MLAR) d'aprés (4.1.3)

ii) Notamt E‘,Ogn)(X) , Qogn)-(x) , a‘gogll) (X) les"limites" des divers systémes

Projectifs indexés par r envisagés, on voit que

e ) = 209000 )
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est un (gr (s),8) —module noethérien, puisque ggn)(X) est contenu dans

BSn)(X) , Par ailleurs il résulte de A.2. a) que :

ein)(x) = grs” T(X) .



1?_':'ExPOSﬁ i

COHOMCLOGIE L-ADIQUE

par J.P, JOUANOLOU

Dang tout l'exposd, on se domme un nombre premier € .
P

Comze d'habitude, on note Xét le site étale d'un préschéma X.

1. Faigsceaux £ -sdigues constructibles

On se fize une fois pour toutes dans ce paragraphe un préschéua

localement noethérien X.

1o1e Définition et géndralitds

Définition 1.1.1. On appelle faisceau €-adique constructible sur X un

systéme projectif (f Z)—adique de faisceaux abéliens constructibles sur
9 (Vv 3.2.1).
Pour quiun systéme projectif (£ Z)-nadique E‘:(Fn)n N de faisceaux

abéliens sur Xé‘t soit un faiscean & -adique constructible, il suffit que Fo

soit gonstructible. Bn effet, 1'assertion est locale et résulte dans le cas noe-

thérien de (V 5.1.2).
Désignons par Abe(X) la catégorie des faisceaux abéliens construc-
tibles sur X. On notera

£ ade(X)

la sous~catégorie pleine de Hom(my ©, Abe(X) ) engendrée par les faisceaux
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-guadiques constructibles. Avec les notations de Exp. V :
£-adc(X)= (£ Z)-ad (abe(X) ) .

Désignant par Ab(X) la catégorie des faisceaux abéliens sur Xét’ on sait
(86a 4 IX 2.9) gue lorsque X est noethérien les faisceaux abéliens cons-
tructibles sur X sont les faisceaux abéliens noethériens. Dans ce cas, la

catégorie £ -ade(X) s'identifie clairement & la catégorie notée

(£ Z)-adn (ap(X) )

dans Exp. V.

Proposition 1.1.2. Soit F =(Fn)n ¢ o objet de la catégorie Hom ( IN°, Ab(X) ),
Pour que F soit -fLadique constructible, il faut et il suffit qu'il le soit

localement pour la topologie étale de X.

Preuve : Il est clair que la propri.été pour F d4'étre 4?-adique ge 1it au-
dessus d'un recouvrement de l'objet final du site. Par ailleurs, il résulte de

(8Ga 4 IX 2.8) que les F  sont constructibles s'ils le sont localement.

Proposition 1.1.3. La catégopie 4?-adc(X) des faisceaux 4?~adiques construc—

tibles de X est abéliemme. Elle est noethériemme lorsque X est noethérien.

Preuve : Lorsque X est noethérien, les deux assertigns sont conséguences

de (V 5.2.3). Dans le cas général, il feut voir que tout morphisme

wtf ————> G

de faisceaux {?—adiques constructibles sur X posséde un noyau et un ccnoyau.
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En ce qui concerne le conoyau, cela résulte de (V 3.1.3). Prouvons 1'exis—
tence du noyau de u. Pour tout ouvert noethérien V de X, on sait que 1la

restriction de ua Vv

. —
Uyt Fv > GV

admet un noyau dans la catégorie 4 -ade(V), admettant 1a description simple
qui suit. 81 K est le noyau de Uy dans la catégorie Hom(WN©°, ab(V) ),

K vérifie la condition de Mittag-Leffler~Artin-Rees et, désignant par X' son
systéme projectif des images universelles, il existe un entier r tel que

le systéme projectif

m (k) = (x /™% )

ntr'n€ N

(avec les morphismes de transition évidents) soit Z —~adigue constructible,
Le composé évident ci-dessous est. un noyau de Uy dans la catégorie
-f—-adc(V) :

mr(K') — K —> K.

La construction précédente montre notamment gue si W est un ocuvert contenu
dans V, la restriction & W d'un noyau pour u, est un noyau pour Uy e
Soit alors (Vi)i eI un recouvrement de X par des ouverts noethé-
riens, Si i et j sont deux éléments de I, les restrictions & AR
des noyaux de Uy et Uy sont cancniquement isomorphes, ce qui permet en
J

i
les recollant de construire un noyau de u.

Te1e4. Soit = (Fn)n e VR faisceau ¢ ~adique constructible. Comme 1'annesu
74 2 opére de facon dvidente sur chague faisceau Fn » 11 opére également sur

F.Deplus,si F et (¢ sont deux faisceaux Z—adiques cdnstructibles et

wF—> G
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un morphisme, u est compatible avec les opérations de Z ¢ W FetG

respectivement. Ceci montre gue £-2dc(X) est canoniquement munie d'une

structure de Z_g ~catédgorie abélienne.

Cela justifie la terminclogie suivante :

Terminologie : On _appellera dans la suite Z ) =faisceaux constructibles les
faisceaux < ~adiques constructibles.

On prendra garde de ne pas confondre cette notion avee celle de
(Z y) )X -Module, qui ne sera pas utilisée dens la suite.

La catdgorie Y-adcfX) sera également notée

162a Z'f ~faisceaux constants tordus constructibles.

Définition 1.2.1. Un Z{,-faisceau constructible

F= (Fn)n(-, N

est dit constant tordu si et seulement si les faisceaux Fn sont localement
constants sur Xét .

On appellera catégorie des ~ZZ_€ ~faiscesux constants tordus construc-
tibles la sous-catégorie pleine de Z{, ~fc(X) engendrée par les Z 2 ~feiscesux

constants tordus constructibles.

Exemple 1.2.2. Le Z,-faisceau Z 4(1) .
Supposons 1l'entier v4 premier aux csrscbéristiques résiduelles de X.

Pour tout entier n, 1'élévation & la puissance £ aéfinit un morphisme de
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faisceaux localement constants :

/ﬁuen+l———a/ﬂ{?n

Ceci définit de fagon évidente un systdme projectif :

2y = (=), gy

Se ramenant pour chaque entier n au cas ol }ngn. et /ﬁL/QrHi
sont constants, on constate que le systéme projectif Z g (1) est £ ~adique,
Lorsque X= Spec(X), K uwn corps de type fini sur lg corps premier,
le Z,ij ~faisceau 7 g(l) est un exemple de faisceau < -adique constant tordu
constructible (1.2.1), pour lequel il n'existe pas d'extension finie &tale
K' de K telle que les images réciproques des P osur X' = Spec(K') soient

constantes. En effet K' contiendrait pour tout entier n une racine primitive

£ " tne de 1'unité, ce qui n'est pas possible pour une extension de type Tini

du corps premier.

Rappels 1.2.3. (SGA 1V 7). On sait que la catégorie des faisceaux abdliens
de torsion comstructibles localement constants sur un préschéma T est équi-
valente & la catdgorie des revétements étales de T munis d'une structure de
X-groupe abélien. Soit maintenant X wun préschéma localement noethérien
connexe. Notons RX la catégorie des revétements étales de X et

Ensf

celle des ensembles finis. Si a ést un point géométrique de X, soit Fé

le fonecteur :

F o RX ——> Bnsf ,
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qui & tout revétement étale de X associe sa fibre géométrique su point a .

Le groupe fondamental
T, (%) = T, (K,a)
de X au point a é&tant par définition le groupe des autcomorphismes de Fa
convenablement topologisé, le foncteur Fa peut s'interpréter comme un
‘foncteur
RX — Ensf(TIl)
de la catégorie RX dans la catéyorie des ensembles finis munis d'une opéra-

tion continue de 7T 1= WTl(X, a) .

On rappelle la proposition suivante

Propogition 1.2.3.1. Le foncteur

> Ensf(TTl)

Fio 0K
est une €quivalence de catégories. Il commute aux limites inductives et aux

limites projectives finies.

Soient maintenant
Lo(X), Abf(rtl)

respectivement la catégorie des faisceaux abéliens de torsion localement cons-
tants constructibles, et celle des groupes abéliens finis munis d'une opéra-
tion . .continue du groupe fondamental. Le foncteur Fa induit uvn foncteur

exact, noté encore Fa’
P Lo(X) ———> Abf(ﬁl) ,

qui est une éguivalence de catégories.
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Te2ed. Zf -faisceaux congtants tordus sur un préschéma connexe.

Les rappels de (1.2.3) rendent immédiat le lemme ci-dessous.
Lemme 1.2.4.1. Le prolongement Fa de Fa 8 la catégorie des systimes
projectifs indexés par [N induit une &quivalence de la catégorie des

faisceaux ~adiques constants tordus constructibles avec la catégorie
(€7 )-ad (Abf(ﬁl)) .

Soit maintenant ¥ =(Fn)n £y Un cbjet de la catégorie

N

(4 Z2)-ed (01 ) .

Sa limite projective lim (Fn) “est naturellement munie d'une structure de

l> opére continfment pour la topologie

# —adique. Rappelons que s1 G et M désignent respectivement un groupe

Zp ~module de type fini sur lequel

profini et un Z j -module de type fini, on appelle opération continue de G

sur M une application continue

Gx M > M
(g, m) \—> g.m

telle que : (i) g{mn}=gm+gr (g€ G metne M)
et (ii) (gb)em = go(hom) (g et heG, meM)

I1 est alors clair que pour tout entier £ -adique a ,

g.(am) = alg.m) (g€G, meH) .

Par ailleurs, le groupe des applications Z 2 -lindaires inversibles de M

dans M, noté GL(M), s'identifie & la limite projective des groupes
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oL(M/ £ n+1M). Ces derniers groupes $tant finis, le groupe GL(M) est ainsi

naturellement muni d'une structure de groupe profini et en particulier d'une
structure de groupe topologigue compact. On vérifie aisément qu'il revient au
méme de se donner une opération comtinue du groupe profini G sur M ou de se

donner un morphisme de groupes topologiques :

¢ ——> GuL(M),

ce dernier groupe étent muni de la topologie décrite ci—dessﬁs.

Ceci dit, on définit de fagon évidente un foncteur

im_ s (L 7)- -
JRECIE (£ z)-ad(a0£( 7)) ——> zZ, modn(7,)

ou Z g -modn(TTl) désigne la catégorie des ’Z 'p -modules de type fini munis
d'une opération continue de "El .

Ceci nous permet d'énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.4.2. Le foncteur précédent

Ao (£ Z)-ad(&o£ (7T, ) > Z, ~modn( 5)

,N:

est une dguivalence de catémories.

Preuve : Il est clair qu'il est génériquement surjectif : un Z p ~module
de type fini E sur lequel T(“l opere continfment est 1'image du systeme

projectif
v ok

avec les opérations évidentes de T(l . Soient maintenant F=(Fn)n e N et

G=( G—n) deux objets de la catégorie £ Z—ad(Abf(Tl'.l)), et notons pour

ne N

gimplifier HQmT( ,(F,G) 1'ensemble des morphismes de F dans G dans cette
1 A
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catégorie. Oubliant l'action de TIl, on peut considérer F et G comne objets
de la catégorie des systémes projectifs £ -adiques de groupes abéliens finis,
et on notera Homo(F,G) 1'ensemble des morphiémes de F dans G dans cette
catégorie. Le groupe TU, opdre sur HomO(F,G) de la manidre suivante : wn
é1lément 8 de Tll définit de fagon claire deux automorphismes, notés de 1la
méme facon, de P et G respectivement dans la catégorie des systdmes projec~
tifs < -adiques de groupes abéliens finis,et si u appartient & Homo(F,G)
on pose |

S.u = Souos T .
Dans ces conditions, il est clair que Hom, (F,G) s'identifie cenoniquement
4 l'ensemble des invariants de Ttl dans ﬁimo(F,G),et de méme Hom‘ni(Fn,Gﬁ)
stidentifie pour tout n & HmmZ(ngGn)al,ropération de TTl étant définie
de fagon analogue. Il résulte pai exemple de (SERRE : Groupes proalgébriques,
Prop..32) que, désignant par M et N les limites projectives de F et G

regpectivement, on a

Hong (M,N) = lin Hom, (Fn,Gn) .
Prenant les invariants des deux membres par Ttl et utilisant le fait que
cette opération, correspondant & wne limite projective, commute aux limites
projectives, on en déduit 1l'assertiom.

lLes lemmes 1.2.4.1. et 1.2.4.2. permettent d'énoncer la proposition

moins précise suivante :

< Proposition 1.2.5. La catégorie des Zae ~faisceaux constants tordus

constructibles sur un préschéna localement noethérien connexe X est dqui-
valente & la catégorie des Zp~modules de type fini sur lesquels 7’:1(1()

opére continfiment pour 1a topologie -{_ﬁ—aadiqu.ea
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Remarque ¢ Soit F un Z Y ~faiscean constant tordu constructible et
M le ZZ{, -module de type fini muni d'une opération continue de 72.'1 associé.
Pour que F soit localement constant, il est clair qu'il est suffisant gue 'Itl
opére sur M par l'intermédiaire d'un quotient fini, ce qui n'est pas toujours
vérifié (1.2.2). C'est méme nécessaire lorsque X est normal, Quitte &
décomposer X en composantes connexes, on peut pour le voir se ramener au
cas ol il est intégre. Je dis gqulalors, désignant par K son corps des fonc~
tions rationnelles, s'il existe une extension séparasble finie XK' de K telle
que l'image réciproque ¥, de F au-dessug de Spec(K') soit constante, alors
le groupe 'R'l(X) opere sur M par l'intermédiaire d'un groupe fini.
En effet (SGA 1 V 8.2) ?tl(K)-—~> Ttl(x) est surjectif, et lt'hypothése
signifie que le noyau du composé ')Tl(K) — T l(X) —>  Aut(M) est

d'indice fini. Il en est donc de méme du noyau de 7rl(x) — Aut(M).

Proposition 1.2.6. Soient X un préschéma localement noethérien et ¥ um
gystéme projectif indexé par N de faisceaux abéliens sur Xé £ Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) P estum Z o ~faisceau constructible,

(ii) Tout ouvert noethérien U de X est réunion d'un nombre fini

de parties localement fermées ( Zi) au~dessus desquelles 1'image

1¢igq
réciproque de F est un Z»f ~faisceau constant tordu constructible,

(iii) X admet un recouvrement par des ocuverts, réunions d'un nombre
fini de parties localement fermées,au-dessus desquelles 1'imsge réciproque de

F estun Z Z, ~faisceau constant tordu cbnstructible.

Lo
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Preuve : Il est clair que (ii) implique (iii).

(iii) =>(4) : & F vérifie (iii), ses fibres géométrigues sont
£ -adiques donc F est < -adique a'aprés (SGA 4 VIIT 3.6). Par ailleurs,
ses composants sont constructibles (SGA 4 IX 2.8).

Pour voir que (i) entratne (ii), on se raméne immédiatement au cas

ol X est noethérien. Si F est {?uadique constructible, son gradué striet
grs(F) est un (gr%?ZZ, Ab(X) )-module noethérien (V 5.1.6)., Par suite |
(SGA 4 IX 2.9.) X est réunion d'un nombre fini de parties locslement

fermées (Zi) au-dessus desquelles 1'image réciproque de grs(F) eat

1¢igq
un faisceau localement constant., Comme la propriété pour un faisceau & fibres
finies d'&tre localement constant est stable par extensions, on en déduit que

pour tout entier n, les images réciprogues sur chaque Zi du composant Fn

de F sont des faisceaux localement constants.

1.3, Opérations & et Hom sur les Z, -faisceaux,

1.3.1. Produit tensoriel. Soient F et ¢ deux objets de la catégorie

nem o &(%%em

tensoriel ¥ 8 G de I et @ 'par la formule suivante sur les objets et de

Hom(To, ab(X)). Si F= (Fn) » Oon définit le produit

fagon évidente sur les fléches
(rPRG). =F 08¢ . |
n n n

Plus précisdment, on définit de facon claire un bifoncteur additif exact 3

drolte, appelé produit tensoriel :

& : Hon(IN ®,4b(X) )xHom(MN °, Ab(X)) —> Hom(IN°,Ab(X)) .
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Propogition 1.3.2. 8i Fet G sont deux E/,j ~faisceaux constructibles, le
produit tensoriel F & G est un Z,f ~faisceau constructible.

Preuve : la £ =sdicité est claire. Par ailleurs, il résulte immé-
distement de la définition des faisceaux constructibles (s6a 4 IX 2.3.) qu'un
produit tensoriel de deux faisceaux constructibles est constructible.

Par restriction, on définit donc un bifoncteur additif exact a

droite, appelé encore produil tensoriel :

f s Zé, ~fe(X) z Z.fe-fc(X) —— Zg-—fc(X) .

1.3.3., Faisceau d'homomorphismes.

Soient F= (Fn)ne NG (Gn)n el deux ZJ_, ~faisceaux construc—

tibles. On suppose que F est localement libre,ce par quoi on entend que pour

tout entier n, le faisceau Fn est localement libre sur le faisceau constant

+1
( Z/fn 7)., . Pour tout entier n, la suite exacte structuraie @
X
) o+l
—_— =
Gn+1 G“n+1 I Gn —> 0

fournit, puisque Fn+1 est localement libre sur (Z /£n+l Z)X, e suite
exacte

,fn'l'l
(1) Hou(E_, Gnﬂ_) ~Fy FomlF 1,6 ) —> Jeom(Fm_l,Gn) —3> 0.

Comme £ n+3.Gn= 0 , la suite exacte structurale :
+1
él’l
F _._..——-——} N
Fn+l Fn+2|. Fn 0

définit de facon claire un isomorphisme @
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(2) Hoom(® ., €)= Hon(r, c) .

Combinant (1) et (2), on obtient pour tout entier n un morphisme :

Hon(F 15 G 0) — Hon(F 6 ) .

Dol un systime projectif

FHolF,G) = (%om(Fn,Gn))

n &N’

gui est clairement un Z{? ~faisceau.

1.3.4. Généralités sur les faisceaux -+ -adigues inversibles. Application aux
fatsceaux Z,(x) (xr € 7).

Soit L un Z,Q -faisceau constructible. Nous dirons qu'il est inversible si
pour tout entier n son nthe composant L = est un (z/)e nH'Z)X-Module
inversible, 1.e. localement libre de rang un. Il revient au m2me de dire que
L est localement libre au sens Idu Paragraphe précédent et que les fibres
géométriques des Ln sont des groupes abéliens cycliques non nuls,

88 L estun Z 2 ~faisceau inversible, on convient de poser

A oL, Z, ) .

Il est clair qu'on a un isomorphisme

Lert .y 7 4 » déduit de 1'isomorphisme ana-
logue composant par composant (EGA 0, 5.4.3.1). Suivant alors (EGA 0 5.4.4),
on convient de poser =0 _ Zy, etpour n 3yl 15 (L'-l)m’l . Avec
ces notations, il existe alors un iscmorphisme fonctoriel canonigue '
a{m+n)

[ R 1 ¢}

er®™ Xy g

quels que soient les entiers ratiomnels m et n. De plus cet isomorphisme joult
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des propriétés 4'associativité habituelles.

En particulier, les objets gradués
paxl Bl
(L) et (07)5¢ 7
sont des Z o -Algtbres, graduées respectivement par N et Z .

Exemple : - Le Z y ~feisceau Z }(1) défini en {1.2.2) est inversi-

ble, et on conviendrz dans la suite de poser :

Zé’(r) = (Zf(l))m’ (rez).

1.4. Diverses catégories construites & partir de la catégorie des Z y—faisceaux
Lor

constructibles.

1.4.1. A-faisceaux constructibles (A, Zz—algébre finie).
Soit A une Z£ ~algdbre finie. On définit une catégorie notée

A~ folX) ,

dont les objets sont appelés A-faisceaux congtructibles, de la manidre suivante.

(i) Un objet de A-fo(X) est un couple (F,u) formé d'un

Z »; ~faisceau constructible F et d'un morphisme de Z ' ~algdbres 3

u A ——> End(F) .

(ii) &i (F,u) et (F',u') sont deux A-faisceaux comstructibles,

une flache (F,u) —> (P*,u') est un morphisme de Zp ~faisceaux
£1: F —— B

tel que pour tout élément g de A le disgramme ci~dessous soit commutatif s
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Fo—L o

u(a)l ; l u'(a)
P

“§——9F' .

On appellera A-faisceau congtant tordu constructible un

A-faisceazu constructible dont le Z P ~faisceau constructible sous-~jacent
est constant tordu, et catégorie des A-faisceaux constants tordus construc—
tibles, la sous~catégorie pleine de la catégorie des A-faisceaux construc~
tibles engendrée par les A-faisceaux constants tordus conmstructibles.

Il résulte immédiatement de (1.2.4) que si X est comnexe, la
catégorie des A-faisceaux constants tordus constructibles est équivalente & la
catégorie des A-modules de type fini munis d'une opération continue et

A-lindaire de Ttl(X) sur le Z_g—module de type fini sous-jacent (1.2.4).

1e4.2. [ y ~faisceaux constructibles. Il est clair que la sous—catégorie
pleine de Z p—fc(X) engendrée par les Zp-faisceaux constructidles de tor-

sion (i.e. annulés par une puissance de £ ) est dpaisse.

Définition 1.4.3. On appelle catégorie des I?}J/ ~faisceaux constructibles
sur X et on note

Dwf ~fe{X)

la catégorie abélienne quotient (c¢f. thise de Gabriel) de Z £ wfe(X)par 1a
sous-catégorie abélienne é4paisse des Z » ~faisceaux de torsion.’ Un objet de
f Y -fc(X) est appelé wn W ¢ ~faisceau constructible-

la catégorie W, -fo(X) admet la description simple suivante.
Elle a méme ensemble d'objets que ZE{? —fc(X) et si F et G sont deux tels

ocbjets,
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Hom_. (7,6) = Hong (7,6) ,

ob Hom, (F,G) et Homp  (P,G) désignent respectivement les morphismes

dans Z , «fe(X) et My -fo(X). En effet, si

us Zﬂ ~fo(X) ~——> D

désigne un foncteur exact de Z, ~fe(X) dans une catégorie abélienne D, il
revient au méme de dire que u rend inversibles les multiplications par des
é1léments de Z,lg ., ou qu'il s'anmyle sur les objets de torsion, ce uni montre
immédiatement que la catégorie (abélienne) déerite par objets et morphismes
ci-dessus est solution du probléme universel de passsge au quotient;

On dit qu'un Wp ~faiscesu constructible est gonstant tordu, se'il
est dimsge d'un Zg ~faisceau constant tordu constructible. On appelle
catégorie des mf ~faisceaux constants tordus constructibles la sous-

catégorie pleine de

8

* Y "fc(X)

engendrée par les M ¥ ~faisceaux constants tordus constructibles,

I1 résulte de (1.2.4) que si X est connexe, la catégorie des
0y -f<"isceau$t constants tordus constructibles est équivalente & la catégoris
des ]Dé' -ggpaces vectoriels V de dimension finie, munis d'une opération
continue de T‘;l(x), j.e. d'une application continue

u: Tfl(X) xV —> V

vérifiant les propriétés explicitées en (1.2.4), ce qui implique en particu=
lier que u {g,v) est 0j-lindaire en v pour tout g ¢& 'J'CI(X’) .
T1 est immédiat de voir qu'il revient au méme de se dommer un mor—

phisme de groupes.topologiques Tll(X) ~> GL(V), ce dernier &tant muni de sa
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topologie naturelle de groupe analytique £ -adique.

1.4.3. L-faisceaux constructibles (L _une D palgdbre finie).

Soit L ume I, -algdbre finie. De fagon analogue & ce qui a été
fait dans {1.4.1) & partir des Z y ~faisceaux constructibles,on définit a
partir de la catégorie des [ v —faisceaux constructibles celle des
I~faisceaux constructibles, puis celle des I~faisceaux constanis tordus
constructibles. 5i X est comnexe, la catégorie des I~faisceaux constants
tordus constructibles est équivalente & la catégorie des I-espaces vectoriels
de dimension finie munis dfune opération continue de '731(){), i.e. d'une
opération continue de T?l(X) sur le Ky -espace vectoriel sous-jacent,

cormutant & 1'opération de L.

1e4d.4e Si A est une Z, -algébre commitative finie et F et ¢ deux
£

A-faisceaux constructibles, le systdme projectif

FQAG =

iy

( n &AX Gn)n en - *f

avec les worphismes de transition évidents, est un Zg ~faiscean. De plus A
opére de fagon évidente sur chacum de ses composants, ce gui permet de le

munir de manidre naturelle d'une structure de A~faisceau. On définit ainsi

un bifoncteur exact & droite, appelé produit tensoriel
A-fe(X) x A~Fo(X) ——3 A-fo(X) .

Soient maintenant F et ¢ deux A-faisceaux et supposons que ¥
soit localement libre, i.e. que pour tout entier n, Fn soit un

(/& nH‘A)X—l\dodule localement libre. Alors, de méme qu'en (1.3.2), on
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voit que le systiéme projectif

Hom,(F,C) = (%omAn(Fn,Gn) Dnew

avec les morphismes de transition évidents, est un Z ¢ ~faisceau. De plus,
comme A opére naturellement sur ses composants, il est canoniguement muni
d'une structure de A-faisceau.

De méme qu'en (1.3.3), on définit la notion de A-faisceau inver-
sible et, si L est un tel A-faisceau, on donne un sens & 1l'expression 1=
pour tout entier naturel r. Le paragraphe (1.3.3) s'adapte sans difficulté

3 cette situation.

1.4.5. Soit P wm Z ¢ ~faisceau constructible, et notons p le foncteur
canonique Z, ~fe(X) —> Jﬂé ~fc(X). Le foncteur composé de p et du

foneteur G —> F £ ¢ rend inversibles les multiplications par des éléments

de Z ¢ et définit par suite un foncteur
Lp -fo(X) ——> M p ~fo(X)

qui est exact & droite. Appliquant le mBme raisonnement au premier argument,

on définit ainsi un bifoncteur exasct & droite, appelé prodult tensoriel :

ﬂ:zé‘ ~fo(X) x iﬁg-fc(X) —> ~fe(X) .

81 X est connexe et F et G sont deux Ef ~faisceaux constructibles
constants tordus correspondant & des représentations de "R'l(X) sur les
espaces vectoriels V et W respectivement, le produit tensoriel FRG est
encore localement constant et correspond & la représentation diagonale de

‘)Tl(x) sur VW .
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1.4.6. Seit P un Z p ~faisceau constructible localement libre (1.3.3) ,
Le foncteur composé de p et du foncteur & —3> JEon(F,G) (1.%.2) rend in-
versibles les multiplications par les &léments de Z p et définit par suite

un foncteur

Hoa(F, .): 0

~fe(X) —> 0, ~fe(X).

-

e

Si F et ' sont deux "Z ~faisceaux localement libres constructibles défi-

£

nissant deg in -faisceaux isomorphes, il existe un morphisme de Z -, —Taisceaux

wF —— M
dont le noyau et le conoyau sont de torsion. Ceci montre aussitét que les
foncteurs Fom(F, .) et Hon(F', .) de [Q,_p—fe(X) dans elle-m@me sont
isomorphes.

Soit maintenant F un 0 7 ~faisceau constant tordu constructible,
3i on note encore T 1le Z{‘ ~faisceau correspondant, il résulte, de l'inter—
prétation des restrictions de F aux composantes comnexes Y de X comme
Wl(Y)—modu_'Les continus, que T s’écrit de fagcon unique & isomorphisme prés
sous la forme

F= POT ,

avec P localement libre et T de torsion. Ceci permet de définir, pour tout

Q p -faisceau G, un ]132 ~faiscean S on(F,G) = Hon(P,G). Un isomorphisme

wF —= P de @2 ~faisceaux définit pour tout G un isomorphisme
Hom(Fr,q) > Hom(F,e).

Plus précisdment on définit ainsi un bifoncteur

Hom = ( ﬂ£ -fet(X))o x ﬂé,-fc(X) — Eta ~fe{X) ,
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désignant par [, -fet{X) la catégorie des [, ~faiscesux constants tordus
ar Ly y

constructibles. Ce bifoncteur posséde les propriétés d'exactitude habituelles.

1.4,7. Soit maintenant L wune extension de type fini de Ekh et désignons
par A 1la clﬁtqre intégrale de Zag dans L, de sorte que A est une
Z4ewalgébre libre de type fini et un armesu de Dedekind. La catégorie des
L-faisceaux constructibles est isomorphe & la catégorie quotient de la
catégorie des A=Taisceaux constructibles par celle des A~faisceaux construce

tibles de torsion. Ceci permet, de méme qu'en (1.4.6), de définir & partir du

produit tensoriel de (1.4.4) un produit tensoriel :

I-fe(X) x I-fo(X) —> I-fo(X) .

Comme l}apneau 4 est de Dedekind, 1'argument utilisé en (1.4.6)
montre que tout A-falfsceau constant tordu est somme directe dfun
A-faisceau localement libre et d'un A-faisceau de torsion. Désignant alors
par L-fot(X) 1la catégorie des L-faisceaux constants tordus constructibles,

on définit de méme qu'en (1.4.6) un bifoncteur
Pom: (L-fet(X))0 x L-fe(X) ———p L-fel(X)

vérifiant les propriétés d'exactitude habituelles.

1.5. (AR, Za?)—faisceaux constructibles.

Définition 1.5.1. Soit X un préschéma localement noethérien. Un'objet
F de Hom(WN o, ab(X) ) est appelé un (AR~ Zae)afaisceau constructible si X

admet un recouvrement
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par des ouverts noethériens telsque la restriction de F au-dessus de chaque
U, soit un objet (AR, Z )-noethérien (5 1.3).
Il résulte immédiatement de (V 5.2.1) que la sous-catégorie pleine

de Hom(lN°, Ab(X)) engendrée par les (4R, Z ; )-faisceaux constructibles est

gtable par noyaux et conoyaux. En particulier, c'est une catégorie sbéliemne.

1.5.2. (AR, Z‘g )—_f_‘_gisceau_; constructibles localement AR-nuls. Il est clair
quiun objet AR-nul (V 2.2.1) de Hom(IN °,Ab(X) ) est un (4R, z{, )-faisceau
constructible si et seulement si ses composantes sont constructibles. I1 en
résulte en particulier d'aprds (V 2.2.2) et (SEA 4 IX 2.6) que la catégorie
des (AR, Z 2 )-faisceaux constructibles AR-nuls sst une sous—-catégorie abé-
liemne épaisse de la catégorie pleine engendrée par les (AR, Z-Z )=faiscesux
canstructibles dans Hom(N °,Ab(X)).

Convenant de dire qu'un objet P de Hom(IN ©,An(X)) est localement
AR-nul s'il existe un recouvrement ouvert de X pour la topologie étale
(ou ce qui revient au méme, pour la topologie de Zariski) au-dessus de chague
ouvert duguel P est AR-nul, on voit, en se ramensnt pasr localisation au cas
précédent, que la eatégorie des (AR, Z‘f )~faisceaux constructibles locelement
AR=-nuls est une sous-catégorie abéliemne épaisse de celle des (4R, Zé‘ )-faig-
ceanx constructibles.

On observera que si X est noethérien, les (4R, ,_Zg J-faisceaux
constructibles sont les objets (AR,¥ Z )~adiques noethériens de Hom(IN°,Ab(X)),

et locelement AR-nul équivaut & AR-nul.

Definition 1.5.3. Soit X un préschéma localement noethérien. On appelle

catégorie des (4R, Z 7 )=faisceaux constructibles sur L; et on note
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(4R, Z 4 )-fo(X) ,
la catégorie abélienne quotient de la sous—catégorie pleine engendrée par
les (4R, Zg )=faisceaux constructibles dans
Hom ( IN°, ab(X) )

par la sous-catégorie pleine, épaisse, engendrée par les (AR- Ze )-faisceaux

constructibles localement AR-nuls.

Notation 14.5.4. Chaque fois gue cela pourra &tre utile, on notera
wx)
la sous-catégorie pleine de Hom( MN°,Ab(X)) engendrée par les (AR, Z‘e )-
faisceaux cons‘tructibles.
Un Z g ~faisceau constructible étant en particulier un (AR, Z g )=

faisceau constructible, on définit de fagon évidente un foncteur :

ut Zg-fc () ——> (4R, Zg )=fe (X) .

Proposition 1.5.5. Le foncteur u ci-dessus est une équivalence de catégories.

Preuve : Pour prouver que u est pleinement fid®le et essentiellement
surjectif, on se raméne "par recollement" (comme dans la démonstration de

1.1.3) & 1'énoncé analogue (V 5.1.3),
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2. TFormalisme de la cohomologie %?—adigue.

2.1. Image récivrogue. Soit £: X —> Y un morphisme de préschémas locale-

ment noethériens. Le foncteur image réciproque
*
£z Ab (Y) —— ab(X)

est exact et se prolonge done de fagon évidente en un foncteur exact, noté

de la méme manisre,
£ ¢ Hom(N °,40(¥) ) —> Hom(mo, Ab(X) ) .

Ce dernier foncteur transforme évidemment zag ~faisceau constructible en
Zgz—faisceau constructible, et systéme projectif localement AR-mul en
systeme projectif localement AR-nul . Avec la notation de (1.5.4), il induit
donc deux foncteurs "imagss réeiproques"

£ Z g ~felY) —> Zy ~fo(X),

*

e w(Y) ——— u(x) ,

le second étant exact.

L'équivalence de catégories (1.5.5) et le fait que £ trensforme
systéme projectif localement AR-nul en systdéme projectif localement AR-rul
montre alors que le foncteur image réciprogue

£ Zy-2o(Y) ——> 7,-to(X)
est aussi exact.

81 g: ¥ — Z est un autre morphisme de préschémas localement
roethériens, les foncteurs f* et g* sont évidemment 1lids par un isomorphisume

* *

(gof) — o £fog |,

avec la propriété d'"associativité” habituelle {SGA 1 VI 7 et suiv. )



274

2.2. Images directes supérieures. Soit

f¢ X —— Y
un morphisme séparé de type fini de préschémas localement noethériens. On rap-
pelle le résultat suivant de cohomologie étale (SGA 4 XVII; pour le cas propre

ef. SGA 4 XIV 1.1)

Lemme 2.2.%1. 3 Soient A4 un ammeau commitatif qui est annulé par un entier
n nonnul, et M un (4, Ab(X) )-module constructible. Pour tout entier i,
le faisceau
Rf £(31)
est un (4, Ab(Y))-module constructible.
Le lemme suivant en résulte par application de (Vv 5.3.1) aprds

restriction au~dessus des ouverts noethériens de Y :

Lemme 2.2.2. ¢ Pour tout entier i et tout (4R, Z 5 )-faisceau constructible

T sur X, le systeme projectif

R, £(F)

est un (4R, Z 2 }-faisceau constructible.
Ceci dit, le 3 ~fonecteur exact
i
(Rg)iéz.‘mﬁx)-u_—g (YY)
se prolonge de fagon évidente en un D -foncteur exact, noté de méme,
Hom(W ©, ab(X)) ——> Hom(We°,40(Y) ) »

qui fournit par restriction un D ~foncteur exact

(1) WX) ———> T(Y) .

Par ailleurs, les foncteurs Rj: f transforment systéme projectif localement

AR-nul en systime projectif localement AR-nul, de sorte que par passage au
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quotient, le o ~foncteur (1) fournit un ¢ ~foncteur exact
L
(R!f)ié 7 : (AR, Zg)-—fc(X) ~——— (4R, Zg )-fa(Y) .
Utilisant waitenant 1'équivalence de catégories (1.5.5), ce dernier

2 =foncteur stinterpréte comme un 2 -foncteur exact

zg ~fe(X) —m— zé, -fe(Y) .

Définition 2.2.3. : ILe foncteur :
R%f 2 Zy ~fo{X) ——— Zg-fc(Y)

e s

est appelé foncteur ie imege directe & supports propres de f.

Remarque : Supposant 1'analogue du lemme (2.2.1) démontré pour les images
directes supérieures ordinaires lorsque X et Y sont excellents (ce qui est
fait en caractéristique zéro (SGA 4 XIX 5.1)), on définit de méme dans ce cas
des images directes supérieures en cohomologie ~adique. On pourrait de méme

développer dans ce cadre le résultat du paragrasphe suivant.

Proposition 2.2.4. (Suite spectrale de LERAY). Soient f: X -3 ¥ et

g:Y ——> Z deux morphismes séparés de type fini de préschémas localement
noethériens ¢t F un 'Z;_ﬂ ~faisceau (resp. un (4R, Z 2 )-faisceau) construc—
tible. Il existe dans ZZ ~-fe(Z) une suite spectrale birégulidre (EGA Oryg
11.1.3) fonctorielle en F :

Rig (R)1 (7)) === B (gor) (7)

Preuve : D'apréds 1'équivalence de catégorie (1.5.5) et la facon dont
sont définies les images directes supérieures pour lés ‘ Zé ~faisceaux
constructibles, il suffit de montrer 1'énoncé snalogue pour les (AR, 21? )-fais-
ceaux constructibles. Pour toute catégorie abélienne €, convenons de noter

sp(C)
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la catégorie des suites spectrales commengant au degré 2 i valeurs dans C.
Associant & tout objet P de Hom(IN°, Au(X) ) la suite spectrale de LERAY

ordinsire, obtenue par prolongement aux systémes projectifs,
(s) Rig (Bl (7)) === &7 (2of) (7) ,

il est clair qu'on obtient un foncteur

Hom(IN©,Ab(X} ) ————> Sp (Hom(N o, ab(Z) ),

qui par restriction fournit, 4'aprés (2.2.1) et le fait que U(Z) est épaisse

dans Hom(IN °,4b(Z)), un foncteur :
(1) u(x) ——> sp (W(3)) .

Le foncteur canonique U(Z) ——> (4R, 22?)nfc(z) étant exact, on déduit

de (1) un foncteur additif :
(2) E: U(X) ——> Syl Z,)-£c(2)) .

Pour tout objet F de Hom (IN°,ab(X)), la suite spectrdle (S) associde est
birégulidre : cela résulte de 1'assertion analogue pour les composants du
systéme projectif F et du fait que la suite spectrale considérée est & sup-
port dans le premier quadrant. Ceci montre que pour tout objet de U(X), la
suite spectrale correspondante est biréguligre.

De plus, si u:F —=> G est un morphisme de TU(X) dont le noyau et le conoyau
sont localement AR-nuls, il‘résulte de ce que les images directes supérieures
transforment systéme projectif localement AR-nul en systéme projectif locale~
ment AR-mul que B(u) est un isomorphisme sur les termes qu ; clest done un
iscomorphisme, puisque les suites spectrales considérées sont birégulidres.

On en déduit que (2) définit par passage au quotient un foncteur

(3) (4R, zﬁ J=fo{X) ———> Sp((4R, zf )-£e(2)) ,

-
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associant de fagon précise a tout (AR, Z, )-faisceau constructible F une

£

suite spectrale biréguligre :

R (RIg(F)) =——===> B (g0 2)(@) .

2.2.3, Autres propriétés.

4) Soit f: X —=7Y un morphisme séparé de type fini de préschémas locale-
ment noethériens. On suppose que la dimension relative de f est inférieure

ou égale & un entisr d. Alors pour tout (AR, Z% )ﬂfaisceau constructible F,
Ryf (F) =0 pour i3 2d.
Résulte de 1'assertion analogue pour les composants de F (SGA 4

X 4.1. et 5.2.).

B) Changement de base propre.

T
Xt “_‘g___..é X

f-j’ \Lf

i .___u§;«_€> Y

Soient f£3X ——3 ¥ et gi¥' ——> Y des morphismes de préschémas locale-
ment noethériens, avec f séparé de type fini. Soit X' = XXY ' (qui est
localement noethérien puisque f est de type fini) et

TPt —— Y, g X —s X
les morphismes canonigues. Pour tout entier i et tout Zﬁ,—faisceau
constructible F, il existe un isomorphisme fonctoriel en F dans
Z{?-fc(Y') :

wt g (BE(F) —— Fer(e’r)
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Deplus si 0 — F —> F —2F" —> 0 est une suite exacte de

Z 5 ~fo(x) (resp. (4R, Z,)-£e(X) ), (w,)

A commute aux opérateurs bords
i‘'g & W P ’

autrement dit les diasgrammes ci~dessous sont commutatifs :

. W, .
g*(Rj;f(F")) ___L___} Rj;f‘(g'*F")
g (3) ], l 6
. w, .
g-x-(R::_-i-lf(F, )) ______ﬁf:’ﬂ-___% R::.+l £1( gt *F') .

Preuve : I1 suffit de prouver 1l'assertion analogue pour les
(4R, 713 }-faisceaux constructibles. Or eile se déduit par passage au quotient
de l'asserticn analogue pour les systdmes projectifs de faisceaux de torsion,
laguelle est conséguence immédiamte du théoréme de changeﬁen‘c de base propre

(of SGA 4 XII 5.1 dans le cas propre et SGA 4 XVIT dans le cas général).

¢) Suite exacte relative & un ouvert et son compldmentaire.

Soient f: X ——> Y un morphisme compactifiable de préschémas localement
noethériens, U un ouvert de X et Z le fermé complémentaire. Il existe pour
tout Z  ~faisceau constructible F une suite emcte, fonctorielle en F , dans

£
Z_ -fc(Y) :

£ : . . .
con = Bt (B/U) > RYE(F) —>BY2,(F/2) —> le'ﬂfU(F/U)—}

1y

Preuve : Analogue & celle de B).

2.2.5. Le formalisme développé dans ce paragraphe pour les Z 4 —faisceaux
s'étend sans difficulté aux A-Taisceaux (A une Z}? ~algdbre finie) et aux
L-faisceaux (L extension finie de I Y ). BEn ce qui concerne par exemple le

cas des M / ~faisceaux, le point fondamental pour les démonstrations est que
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tous les foncteurs envisagds pour les # . =faisceaux transforment les

Z 7 ~faisceaux de torsion en ZZ_£, -faisceaux de torsion,

-

3. Classe de cohomologie £ -adique assccide & un cycle.

3s1s 81 X est un schéma propre, ou lisse et de type fini, sur un corps algdé-
briguement clos k, on sait que pour tout faisceau constructible M abélien

et de torsion, premier & la caractéristique de k, les groupes de cohomologie
Hi(X,M) sont des groupes abéliens de longueur finie. Ceci permet (2.2.1.

Remarque) de définir pour tout ZZ ~faisceau F ( 4 premier & la caractéris-

tique de k) un systéme projectif (AR, # )-adique noethérien de groupes abéliens
E(X,F)

avec les propriétés habituelles. En particulier, la méthode utilisdée dans le
n® 2 permet de définir le cup-produit, 1thomomorphisme image réciproque pour
un morphisme de schémas sur k, 1'homomorphisme impge directe pour un morphisme
propre de schémas lisses sur k {cf. Exp. IV pour les définitions dans le cas

des faisceaux de torsion).

Par ailleurs, on sait (1.2.4) que la catégorie des Zé,—_faisceaux
sur un corps algébriquement clos est dquivalente & la catégorie des
72 -modules de type finig, 1'équivalence étant fournie par le foncteur
limite projective. I1 sera commiode en pratique d'identifier le 7 2 —mé:dule de

type fini HY(X,P) au Z, ~faisceau correspondant.
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3.2, Solent £ un nombre premier # car.k, et X un schéma lisse de type
fini sur k . 81 Z est un cycle algébrigue de codimension d de X, on lui a

(3)
associé dans Exp. IV, pour tout entier n une classe de cohomologie

(n)
2 )
Y ) e B (pEhsy
ol }?-(n) désighe ie (Z/ g ) ~Module localement libre des racines

2, n, },’(E)(Y) est

-2mes de 1l'unité. Par allleurs, on a vuque si n' >

/

1'image de 3(§ )(Y) dens B (X, (n))ﬁd) par le morphisme

t
déduit de 1'&lévation i la puissance £ .

(;(1_-' ) /"L(n)

On associe ainsi & Z un &lément, noté XX (z) :
2
Y2 e B, Zp(a)

ou Zf(d) est défini dans (1.3.4). Plus généralement, si Z est un cycle de

X , on lul associe par linéarité une classe de cohomologie 4 -adique dans

B . Pz,

qui est en fait la limite projective des classes de cohomologie assocides a

Z dans les & sz(x,( (n)) ) .
. d

3.3. Par passage & la limite, il est évident que les classes de cohomologie
£ —adique du paragraphe précédent vérifient les mémes propriétés formelles

gque les classes de cohomologie étudiées dans Exp. IV, A savoir 3

(i) si f:X —> Y est un morphisme propre de préschémas lisses sur

ketZ uncycle sur X, ona :

(™ voir (sca 412 gycle),
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£ (04(2) = ¥y (5(2)) P

(ii) Si f:X—>7Y est un morphisme de préschémas lisses sur k et Z
un cycle sur ¥, on a:

FylEB) = £ y(2)

(%)

(iii) Si X est un préschéma lisse sur k et Z et Z, deux cycles sur

2

X, ona:

(#0)
Y2y . 2) = ¥ (2)). ¥ (2,) ;

le point du premier membre désignant le produit d'intersection des cycles, et

celui du deuxiéme membre le cup~-produit en cohomclogie.

(iv) Deux cycles algébriquement équivalents sur un k-préschéma lisse ont

méme classe de cohomologie £ ~adique.

( s

*) Cette compatibilité n'est pas prouvée dans (SGA 41/2 Cycle) mais
n'est pas difficile 2 déduire des résultats de (loc. cit.).

*%

) Dans le cas non excédentaire, voir (SGA 41/2

Cycle 2,3.8) pour
un énoncé précis, :



EXPOSE VII

COHOMOLOGIE DE QUELQUES SCHEMAS CLASSIQUES

ET

THEORIE COHOMOLOGIQUE DES CLASSES DE CHERN

par

J. P. JOUAROLOQU

Dans tout le texte, on suppose donné un entier v>0 et oh pose
A= Z/v?Z : les caractéristiques résiduelles de tous les schémas envisagés sont pre-

midres a l'entier v . 8Si X est un tel schéma, on note e le faiscean des racines
émes

v de 1'unité et A"(X) 1'anneau de cohomologie

@ Hal(x’gl)
1

avec pour multiplication le cup-produit.

J. FIBRES VECTORIELS

Soient S un schéma, E un O -Module localement libre (sous-entendu : de

‘ o
type fini). On pose X=V(E), U=V(E) (complémentaire de la section nulle) et on
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note PpiX~=5 et q:U=S les projections canoniques.,

pROPOSITION 1.7.~ Soit L un A-Module,

3 *
(i) a) Pour tout entier j>O0 on a RJp*(p L) =0,

=+
b) Le morphisme d'adjomction L - P4P (L) est un isomorphisme.

(ii) On_suppose E de rang comstant T »

a) R? p(p*L) =0 si i # 2r .

b) Le morphisme trace (SGA 4 XVIII)

2r # R =
R pp L) ~L @® g r

est un isomorphisme.

Preuve : La partie (i) résulte immédiatement par localisation pour la topologie de
Zariski de (SGA 4 Xv 2,2) . L'assertion (ii) est essentiellement contenue dans

(sGa 4 XVIII),

COROLLAIRE 1.2.~- Soit L un AS— Module, Pour tout entier i , le morphisme image ré-

clproque
SR . .
H'(S,L) = H'(X,p L)

est un isomorphisme.

*
Preuve : D'aprés {1.1), 1le morphisme d'adjonction L-*mp*(p L) est un isomorphisme,

#* * #* % .
Comme H (X,p L) ~H (S,Rp, p (L)), 1'assertion en résulte.

PROPOSITION 1.3.- Supposons E de rang constant r . Pour tout ASAHodﬁle L, les

propriétés suivantes sont vérififes :

(i) a) Riq*(q*L) =0 si i£0, 2re1 .

3
b) Le morphisme d'adjonction L-~q.q (L) est un isomorphisme.

c) Désignant par Y le complémentaire de U dans X , le morphisme

25 g (") ~ L 8 u?—r
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composé du morphisme "bord",

B q (L) ~ Rir p (P L) Sy

et de 1'isomorphisme de pureté (SGA 4 XVIII)

2r

* ®-r
By Pyu(p L) =1 ®ug

est un isomorphisme,

(11) ) By a(e'L) = 0 =i if(1,2r) .

*
b) Le morphisme bord L — > R? q(q L)

provenant de la suite exacte illimitée (£:Y —> S proj. can.)

; * ] * i * 141 #*
e R:!L alq L)*R\?p(p L) =R£ (£ L)-'R?*' a(qdL)=...

est un isomorphisme,

c) Le morphisme trace

R*q(q'L) ~ L ® p.‘?"r

est un isomorphisme,

Preuve : Solent @ : U —>X et B:Y —>X les immersions canoniques. On sait
*
(SGA 4 XVI 3.7) que, posant P =7p (L) , on a 3
~ * * , ,
P> a0 (F) et (Rlg)a"(F) =0 si j £ 0,201,

. 2 *
Par ailleurs les faisceaux (Rja*)(a F) pour j=1 sont & support dans Y , donc
acycliques pour le foncteur p, . On déduit de ces remarques les assertions (i) a)

et b) en utilisant la suite spectrale de Leray
i i * n ¥* .
R'p, (Rle,)(q L) = R7q(q L) .
L'assertion (i) ¢) résulte de (1.1 (i)) et de la suite exacte illimitée

i * i, = i, ie1 %
—> Ry P (P L) =Rp,(p L) »R'q,(q L) ~Ry py(p L) = .u0 &

E 3
(#) Le faisceau Ri? p,(p L) est associé au préfaisceau
-2r
© Hyys
U

U (Xxvu,p L) .
S
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J%Prouvons (ii). L'assertion c) provient de ce que le morphisme q est lisse et a ses
fibres géométriques connexes de dimension r . La suite exacte mentionnée en b) est
' optenue en appliquant le foncteur R,p & la suite exacte canonique
* 3* * *
O~a,(qL)~p L=8,(BpL)=0.
grilisant (1,1 (1)), on déduit sans peine de cette suite exacte illimitée les asser-

tions ii) a) et b).

Remarque 1.4, Pour 5= spec(€), (1.3) exprime que le complémentaire de l'origine
dans ol a méme cochomologie que la sphére réelle de dimension 2r-1, rétracte par

daéformation de cFLo.

COROLLAIRE 1.5. (Suite exacte de GYSIN)- La suite spectrale de Leray

(s, R0q,(a"1)) = 59 (0,4

définit une suite exacte illimitée (appelée suite exacte de Gysin)

2 » * '— - :
vee Hl(S,L)"Hl(U,q L) “‘Hl 2r+T(S,L®pS®_r)"° H1+1(S,L) S,

Preuve : Lemme des deux lignes.

2. SCHEMAS PROJECTIFS

Dans ce qui suit, le mode d'exﬁosition adopté est basé sur une suggestion
de L. Illusie, et la méthode suivie est voisine d'une méthode de P, Deligne pour

prouver la dégénérescence de certaines suites spectrales [§]

2,1, Soient X et ¥ deux schémas et f£:X~Y un morphisme, Nous allons définir une

fléche
(2.1.1) RE, (A,) @ Re, (4,) — RE,(A))

de D(Y), ayant les propriétés d'associativité et de commutativité usuelles, et qui

munit doncrimf*(AX) d'une structure d'"algébre généralisée". Notons pour cela

C* (X, 8)
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la résolution de Godement de AX (SGA 4 XVII ). Procédant comme dans (TF 6,5),

on définit un morphisme de résolutions
C* (X, A,) ®C" (X, A,) = C"(X,A% A)) .
En le composant avec le morphisme

C*(X,A,® &) = C"(X,Ay)
déduit de la multiplication de AX’ on obtient enfin un morphisme de
(2.1.2) C'(X,AX) ®C°(X,AX) - C°(X,AX).

Appliquant le foncteur £ , on en déduit sans peine un morphisme de complexes de

AY-Modules
£,07 (X, A) ®£,C7(X,A,) ~ £,C7(X,4,),

d'od aussitdt (2.1.7) en utilisant des résolutioms plates des composants de 1'expres.

sion de gauche.

2.2 Soient S un schéma et E wun OS-Module localement libre de rang r+1 . On néte

P = PS(E) ~L— > 5 1le fibré projectif correspondant. Le Q, -Module canonique OP(1)

définit comme on sait, grice & la suite exacte de Kummer, un élément

£eH(P,p)

et on notera T 1l'image de E par le morphisme canonique
2 o] 2
HO(P,u) ———> # (5,R7p, (W)
provenant de la suite spectrale de Leray
i j i+
B (5, R7p, (u)) =H T (p,0) .
La classe £ s'identifie 2 une fléche Ap—» by (2] de D(P), qui définit par trans-
position JS"1[-2]-*AP, d'oll par 1'adjonction usuelle une fléache
%1 '
c:ug [2]~Rp, (4),

coIncidant avec 1| sur la cohomologie de dimension 2.
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Par produit tensoriel 1la fléche c¢ définit , grice a (2.2.1), des

: fléches

L ®-i
c, ¢ [

'"213 -t IRP* (AP) )
pour tout entier 121, et on convient de noter co la fléche d'adjonction
As*:RP*.(AP)- On définit ainsi une fléche

r r .

B .
Yy=% ¢, t & [-2i] - Rp, (A )
. i . S P
i=0 1=0

de D(8). ;

THEOREME 2.2.7.— La fléche v est un isomorphisme.
Une fois définie la flache vy ,{2.2.1) équivaut & son corollaire suivant @

PROPOSITION 2.2.2.- Sous les hypothéses précédentes, on a :

a) Rzlﬂp*(Ap) = 0 pour tout i€N . .

2i

b) Lorsqu'on munit & R
i
cup-produit, le morphisme de AS-Algébres

p*(ufl) de sa structure de A -Algébre déduite du

2 21
A [T] >?R Pylu, )

r+1
)

défini par T a pour noyau 1'Idéal (T et définit donc un isomerphisme de

AS~Algébres

92 ag[1] /(T = e 5, (L5

c) Le morphisme
2r Sr
A, —> R p (u)

obtenu en composant 8 et la restriction & AS de 1a multiplication par T gg

AS[T]/(Tr+1) dans lui-méme est 1'inverse du morphisme Trace (SGA 4 XVIII)

2 2
R p, (u r)*As ;

en d'autres termes, on a

Tl"(ﬂr) =1,
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Preuve : Les données étant stables par changement de base, le théoréme de changement
de base propre (SGA 4 XII 5.1), et la compatibilité du morphisme trace avec changement
de base (SGA 4 XVIII) permettent de se ramener & vérifier 1'assertion analogue poyr
les fibres de p . Autrement dit, on peut supposer que S est le spectre d'un corpg
séparablement clos .k et que p est le morphisme canonique P i = k . Dans ce cas,

la démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 2.2.3.~ Soient Xk un corps séparablement clos et p :P; - k 1la projection

canonigque. Alors !

a) R21+Tp*<AP) = 0 pour tout i .,

b) RZip*(Ap) =&  pour iffo,r], =0si i>r.

Le lemme, manifestement vrai pour r=0, se montre par récurrence sur p

Supposons donc qu'il 23T vrai pour r-1 et montrons-le pour r ., L'espace projectif

P§-1 se plonge comme fermé dans P; avec pour complémentaire 1'ouvert E; , d'on

une suite exacte de cohomologie & supports propres

i, r i, r i, r=1 i+1, r
ces ~'H!(Ek)-*H (Pk)'*H (P, ) =8, (B - ..o
Le calcul de la cohomologie & supports propres de Ei (1.1) montre que si

i £ (2r,2r-1), 1'image réciproque

i, r i, r-1
H (Pk) - H (Pk h)
est un isomorphisme, d'ocu 1'assertion dans ce cas. 8i i=2r-1, on voit de méme que

r-1

X }, donc nul par hypothése de récurrence. Enfin,

Har-1(P;) est contenu dans H2r_1(P

si i=2r, les relations

r

montre que H?r(Ei) = Hzr(Pk

) , d'ol 1'assertion d'aprés (1.1).

Le lemme entraine la partie a) de 2,2.1. Prouvons maintenant que 8 est

un isomorphisme. Le morphisme & peut &tre interprété comme un morphisme d'anneaux

ALTY/(r™) - @ 8 (e, 0™
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de sorte que, d'aprés (2.2.3), 1l'assertion sera prouvée si on montre que pour tout
i . . H2i Q1 .
;€[0,r], & est un élément libre du A-module (P, " ). Il suffit pour cela de

lje voir pour §r y Ce qui sera une conséquence immédiate de 2,2.2 c)i

Montrons donc la partie <) . Pratiquement, c'est la définition du morphisme
trace dans cette situation ; en tout état de cause, elle exprime la compatibilité

du morphisme trace et de la classe fondamentale dans le diagramme ci-dessous

r - . . .
> Pk est 1'injection d'un point fermé de P; .

61 ind :x
ou J o

COROLLAIRE 2.2.4.- Soit L un complexe de AsnModules. La fléche

RL (S,y® id(L)) : m RI (s, L®p, )[—21]—']121" (P,p L))
- i=0

est un isomorphisme.

En effet, il suffit d'appliquer le foncteur HH% & 1'isomorphisme
Y?& 1dL .

2.2.5. Pour énoncer le corollaire suivant, nous posercns pour tout schéma ¥

A" (x) = fﬂzi(x,ufi)

et nous utiliserons sytématiquement cette notation par la suite.

COROLLAIRE 2.2.6.- L'homomorphisme image réciproque

1 AT(s) = Hzi(s,us ) —-@H 1p ufi) = A" (P)

est un morphisme injectif d'anneaux unitaires, et les &léments 1,§,.,.,§r forment

une base du A*(S) -module A°(P). En particulier, A°(P) est un A°(S)-module libre

de méme rang que E .
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3. CLASSES DE_CHERN

Soient S un schéma-et E un OS-Module localement libre de rang cons-
Vi Vv
tant r . Notant E 1le dual de E , on pose P::PS(E). Nous avons vu (2.2.6) que, dga_
2 ) &
signant par £ la classe de Op(i) dans H°(P,u), le A"(S)-module A°(P) est libre

de base 1,§,°..,§r'1 . En particulier, il est immédiat pour des raisons d'homogénéiys

qu'il existe une unique relation de la forme

r-1 rei
3.1, §r+ c1§ Yecat ci§ teoot C = o,

2t ®1) pour tout i€[0,r].

avec cié (S,u

Soit maintenant E un OS-Module localement libre quelconque. Pour tout
entier r , l'ensemble Sr des points de S8 en lesquels E est de rang r est un

ouvert, On obtient ainsi une partition
s =4 s
r r

de S5 en ouverts disjoints ; en particulier, pour tout AS—Module M et tout

entier i , le morphisme produit des images réciprogques

HY(5,M) - 11 Hi(Sr,M/Sr)
r

est une bijection,
Les considérations précédentes permettent de justifier la définition sui-
vante.

DEFINITION 3.2.-~ Soient S un schéma et E un OS-Hodule localement libre. Pour tout

; . L&
entier 120, on appelle 1 M classe de Chern de E et on note ci(E) , 1'élément

21 i . P .
de H l(S,uébl) dont, pour tout entlier r 20, la restriction & 1'cuvert Sr de 3

formé des points ot E est de rang r est 1'élément cy défini par la relation 3.7T.

Si le rang de E est borné, on appelle classe de Chern totale de E 1'élément

c{E) = z ci(E)

de A°{8) ; dans le cas général, on désigne ainsi 1'élément correspondant dans
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1;' (s) = gAi(s) .

3.3, Il est évident que quels gue socient S et E , cO(E) = 1, et que si le rang de E

est borné par 4 , alors ci(E) = 0 pour i>4 .

PROPOSITION 3.4.- Les classes de Chern précédemment définies satisfont aux propriétés

gsuivantes

(i) (Normalisation) Soit L wun O -Module inversible. Désignant par [L] 1'image

de la classe de L par le morphisme bord

1
H (8,6 ) —=> H(S,u) ,

on_a

c(L) = 1+ [1L] .

(ii) (Stabilité par changement de base), Soient £ : S'= S un morphisme de schémas

—_—

et E un OS—Module localement libre, Pour tout entier 1 , on a

(e, (£) = c (£B).

(iii) {Additivité). Soit O—=E'-» E = E"~ O une suite exacte de OS—Modules localement

libres. Pour tout entier n , on a la relation

c (B) = £ ci(E')cj<E">
. i+J=n

Avant d'aborder la démonstration, dégageons le corclilaire suivant,

COROLLAIRE 3.5.- Pour toute suite exacte O=E’« E-E"-0 de OSwModules localement

libres, on a

c(E) = c{E').c(E")
dans A°(S) .
Preuve de 3.4. (d'aprés A. Grothendieck : La théorie des classes de Chern.

Bull. S.M.F. (1958), pp. 137-154).
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v
{i) Scit E . un Osa Mcdule localement libre ; on pose P::PS(E) et on note
p : P=S 1la projection canonique. On rappelle qu'il y a un homomorphisme <anenigue
surjectif

p (E)

> OP(1),

En particulier si E  est inversible, posant E=L en accord avec les notations de
(i) , on a P=S et un isomorphisme

~

> 1)
0, (1)
Par suite, £+ [L] = O et l'assertion résulte de la définition des classes de Chern,
(ii) Vérification immédiate laissée au lecteur.
(1ii) Utilisant une partition de § en ouverts sur lesquels les Modules considérés
sont de rang constant, on peut supposer que E, E', E" sont de rang constant égal &

r, r', r" respectivement. Supposons alors démontré le lemme suivant et montrons comment

il entralne l'assertion.

LEMME 3.6.~ Soit E un Oj-Module localement libre muni d'une filtration finie

0 =8B CE,Cess E;, € 400 E. = E
o] 1 i r

dont les gquotients consécutifs Li= Ei/Ei 1 (1<1i<r) sont inversibles. Alors 1'éga-

1ité ci-dessous est vérifide

c(E) = (1+ L, 1) (L, D... O+ D).

Soit h : 228 1le produit fibré des schémas de drapeaux de E' et E".
I1 est clair par définition des schémas de drapeaux que h*(E‘) et h*(E") admettent
des filtrations finies A quotients inversibles (Li) {(1gi<r') et (Lg) (1 ﬁj <r") res-
pectivement. Il en résulte que h*(E) admet une filtration & quotients consécutifs

les L{ et les L; . L'application du lemme 3,6 montre alors que

c(h*(E))= 1 C(Li) m c(Lg)=c(h*(E~))c(h*(E-h))
1<igsr! t<i<sr”
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soit grace a (ii)
(3.5.1.) n(c(B)) =h (c(2").c(E").

Mais le morphisme h est un composé de morphismes du type
PT(F) —_—>T (r Op-Module loc. libre)},

*
donc (2.2,5) 1'homomorphisme, image réciproque h : A°(8) = A°(Z) est une injection.
D'od 1'assertion désirée grice a (3.5.1).

Prouvons le lemme 3.6 . D'aprés l'argument qui précade, il suffit de voir

1a relation analogue
* %
c(p E) = Mclp (L)),
i

. v
oi, rappelons-le, p :P::PS(E) = § est la projection canonique. Pour tout i€[1,r]
v v
le monomorphisme Ei* E définit par dualité un épimorphisme FE - Ei 4 posant

\%
Y= PS<Ei) , on obtient une suite de sous-schémas fermés de P :

S ™Y CTY, s Y.C ,0eC Y =P ,
1 2 1 r

Notons aussi pour tout couple (i,j) d'entiers avec 1<isj<r

o.. i Yi - Yj

Jji

1'immersion fermée canonique et posons o= . Pour tout entier i€[1,r-1], il
H

résulte du lemme évident (3.6.1) ci-dessous que Yi est défini dans Yi+1 par un

idéal inversible isomorphe &

a1 (P (L, 1) @0 (1),

LEMME 3.6.1;- Soit O—=L-=E-F~—0 une suite exacte de O, -Modules localement libres.

S

Alors la suite

0-L8 S(E) 2> 5(E) 4> s(F) = 0,

dans lagquelle v désigne le morphisme évident et u est le morphisme de degré un cor-

S

respondant & 1'inclusion de L dans E , est une suite exacte de O_-Modules gradués.
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Par ailleurs, Y1 s'identifie & S et on a un isomorphisme

*, %,V .
oGGTE)) =0, (1), soit
1

£ ¥* v
(3.6.2.) o (p (L)) ®0L(~1)) =0

Yy

Nous allons pouvoir conclure en utilisant les deux propriétés suivantes de 1'homomor.
phisme de Gysin (SGA 4 XVIII) associé & une immersion fermée u : Z — X de S—Chémas

lisses définie par un Idéal J de OX H

(3.6.3) Il satisfait & la formule de projection

u(xa (1) = w,(x)ey

(3.6.4) 51 1'idéal J est inversible, on a la relation
u (1) = (51 = [7] .

Nous allons en effet voir & partir de 13 par récurrence croissante sur l'entier i

gque l'on a

(3.6.5) (0), (o) ( 1 [P ()0 (-1 = 0.
jsi

Dans le cas i=r, l'assertion (3.6.5) s'écrit

1l (L)eo (-] =0,

ou encore

m(5+c,( (L) = o,
1

d'od aussitdt (3.6). L'assertion (3.6.5) provient pour i=1 de (3.6.2). Supposons
la vraie pour 1 et montrons gqu'elle est vraie pour i+1 . Posons pour simplifier

* VvV
N=1 [p (L.)@Op(_ﬂ]. L'égalité (3.6.5) pour i s'écrit encore
j<si

Vol o ) e N (W) =0,

CHRPMCA ie1,1 i+

i+ +1,1

soit, compte tenu de la formule de projection pour X117
»
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CHRRICHPNONCR NN ELREI P

1+1
d'ot aussitdt le résultat désiré,

COROLLAIRE 3.7 (i) Pour tout O,-Module localement libre E et tout entier i , on a

S
\¥2 W1
Ci(E) = [=1) ci(E).

(ii) Si E- est un OS—Module localement libre de rang r , on a

c,(E) = c1(ArE) .

(iii) Plus généralement, les classes de Chern d'un produit tensoriel ou

d'une puissance extérieure s'expriment au moyen des polyndmes universels explicités

dans (SGA 6 V 6.1).

Preuve : Montrons par exemple {ii), les autres assertions se voyant de facon analogue.
Utilisant le schéma des drapeaux de E , on se raméne au cas ou E admet une filtra-
tion & quotients inversibles Li . Alors l'assertion résulte de 1'isomorphisme bien

connu

AT(E) s=®i(ti) .

3.8. Etant donné un schéma X localement de type fini sur spec((), 1'ensemble

x(€) de ses points rationnels est canoniquement muni d'une structure d'espace topolo-

gique localement compact. On dispose de ce fait par voie de topologie algébrique d'une

théorie de classes de Chern [3], associant & tout €-fibré vectoriel continu V sur
21 . . .

x{C} des classes ci(V) €H (X(€),Z ). Soient maintenant 6. le faisceau des

fonctions continues & valeurs complexes sur X{(€) , et & un @CcModule localement

libre de type fini ; on définit des classes de Chern

c.(8) € #rx(0),z),

a savoir celles du C-fibré vectoriel dont & est le faisceau des sections continues.
Utilisant enfin 1'application évidente Z - Z /v Z, on en déduit des classes de

Chern, notées de méme s'il n'y a pas de confusion possible
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(3.8.1) _ ci(8)EH i(x(c),z/v Z).

&)

Par ailleurs, lorsqu'on munit X de son faisceau structural @a en X(C) de

ét
1'Anneau @c , on a un morphisme de topos annelés (SGA 4 XI)

e : X(C) ~ R

le morphisme d'Anneaux structural
(3.8.2) € (sa) -6

provenant de ce que "toute fonction algébrique est continue". Le morphisme ¢ induit

un morphisme de faisceaux abéliens

*
3.813 ( ) - ’
(7 ) € “xét B2 (c)

la lettre p désignant dans chacun des deux contextes le faisceau des racines vémes

de l'unité., Enfin, nous identifierons canoniquement (%/v Z)X(C) et H'X(C) au

moven de 1l'isomorphisme

(3.8.) | (Z/5Zg(e) = bx(c)

2im

. . v
envoyant la section 1 sur la section e "o,

PROPOSITION 3,8,.5.- Soit E un @X-Module localement libre. Notant pour tout entier

120

¢ Hzi(xét,uﬁ’i) ~ 2 x(0),z2/ v 7) ’

le morphisme image réciproque déduit de 3.8.3 et 3.8.4, on a 1'égalité

ci(s*E) = s*ci(E) .

Preuve : Il suffit de la voir lorsque E est inversible.Alors, avec les identifica-

: %
tions usuelles, ¢ (E) est l'image de E par 1'application canonique

(3.8.6) e+ H (X,,,6) ~H (X(€),87)
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et 11 s'agit de voir que le diagramme

H1(X,Gm) s > H’(X(C),@Z)
(3.8.7) 3 ' <,
v % \vd
12 (%, ) s X0, 2/ E)

dans lequel @ est le morphisme bord provenant de la suite exacte canonique

- . -
(3.8.8) ‘ O~u~ G —=>G =0

et ¢, la premidre classe de Chern (3.8.1), est commutatif. En fait, en utilisant

que le morphisme Ypremiédre classe de Chern"
1 *
H'(x(0),00) =5 (x,2)
est le morphisme bord de la suite exacte canonigue
*®
0~z 8§ —F> & =0
T 2int

on voit facilement que le morphisme <y

associé & la suite exacte

*

O~Z/NVNE =86 —

3#*
> @é -+ 0 ,

N0

imt
v

t ke

de (3.8.7) n'est autre que le morphisme bord

qui, compte temu de (3.8.4), est l'analogue de (3.8.8). L'assertion en résulte aussit8t.

3.9 Soient X un schéma et E un @XHMOdule localement libre. Un passage & la

limite immédiat permet de définir pour tout nombre premier £ premier aux caractéris-

tiques résiduelles de X , des classes de Chern A-adiques

21 déf 2i,, ®i
ci(E) €H (X,K’.E(i')) === 1im HS 7 (X0 )
v 2

¥
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qui possédent les propriétés usuelles explicitées en 3.4 et 3.7 et qui dans le Context,
de 3.8 sont manifestement compatibles {(dans un sens évident) avec les classes de

Chern définies par voie topologique.

En tensorisant par QE , on en déduit des classes de Chern f-adiques

moduloc torsion
. (B) e v (x,0, (1)) = B33 (x,Z, (1)) ®_ @
i g/ %4 Z, A

qui vérifient manifestement les m@mes propriétés,

Supposons maintenant que X soit un schéma quasi-projectif et lisse sur yy
corps X et notons ici C'(X) son anneau de Chow (Sém. Chevalley : Anneaux de Choy
et applications III 4). Rappelons que nous avons défini dans IV un morphisme d'anneaux_
gradués

B ¢ co(xX) = A" (X)

compatible avec les mopphismes d'image directe et d'image réciproque. Par ailleurs,
1'isomorphisme canonique

¢y ¢ Pic(x) —> ¢t )

associant & tout &x-Module inversible L la classe du diviseur d'une section ration~
nelle de L qui n'est nulle sur aucune composante connexe de X , donne lieu, sur le
modéle de 1'article précité de GROTHENDIECK {oll k était supposé algébriquement clos),

4 une théorie de classes de Chern 2 valeurs dans C°(X). Le morphisme composé
. 2
By O Cy Pic(¥X) —— H (x,zz (1))

n'est autre que la premiére classe de Chern f-adique. En effet, il suffit de le voir
. v
sur les éléments de Pic(X) qui sont de la forme J , avec J un Idéal inversible

de G, , et alors cela résulte de (3.6.4). D'aprés les propriétés d'unicité des théories|

de classes de Chern, on(en déduit que le morphisme By transforme classes de Chern en

classes de Chern.
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4, FORMULE DE SELF-INTERSECTION ET APPLICATIONS

Soient S un schéma, X un S-schéma, et Y un sous-schéma fermé de X ,
l1isse sur 3 et partout de codimension d . On suppose enfin que X est lisse sur S
au volsinage de Y . On note i : ¥ = X 1'immersion fermée canonique et J 1'Idéal
1/2

de &, définissant Y , On rappelle (SGA 4

'y Cycle) qu'on dispose dans ce cas

d'isomorphismes de Gysin

i,¢

% H2P(Y9U~$p) - H3p+2d(xy ug@{’(p+d)) '

a4 savoir les éup—produits par la classe fondamentale. S'il n'y a pas de confusion

possible, on notera de m@me les morphismes de Gysin

it BP(Y,uGP) PRy, )y

#*

obtenus & partir des précédentes par oubli des supports.

THEOREME “4.1.~ Dans la situation précédente, notant

N = J/J2

(Lo
le faisceau’normal de i , on a pour tout yEAT(Y) 1'égalité

¥*

"1,(5) = ¥ cy(M) .

Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme, indiquons-en quelques
variantes qui se prouvent exactement de la méme manidre.
a) Si £ est un nombre premier aux caractéristiques résiduelles de S , la for-

*
mule analogue est vraie dans K (Y,Z& (%}).

b) On peut mettre des supports. Si par exemple T est un fermé de Y et

2p+24d ;

T Y,uf(p+d)). Bien entendu

2 .
}rEHTp(Y,Qip ) , la formule 4.1 est encore vraie dans H

i, désigne alors le morphisme de Gysin

2p ®py _, ,2p+2d ®(p+d)
He (Yomy ™ ) = BT (K u )
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1/2

qui est encore un isomorphisme (SGA 4 Cycle).

c) Enfin, on peut combiner les deuxX cas ss.

L'outil fondamental dans la preuve de 4.1 étant la théorie des schémas
éclatés, nous allons maintenant faire quelques rappels & ce propos. Désignant par

f 1 ¥'= X 1le X-schéma obtenu en faisant éclater Y , soit

Y > X'
g £
v ) v
Y L > x

le diagramme cartésien construit & partir de f et 1 . On rappelle {cf. SGA 6 VII,3.g

¥
dont on adopte les notations), que j est une immersion réguliére de codimension 1
définie par un Idéal

| - 1
J'=6,,(1)
et que Y'=‘PY(N). Par ailleurs, on a une suite exacte de &, -Modules
¥
0=F-g (N)~€Y,(1)~o .

LEMME 4,2 Pour tout AX—Module M , les homomorphismes

* * * *
£ 3 HY(X,M) - Hy.(X £ (M)
* * #*
et , £ Hy,(X',f M)) - HY(X,M)

*
sont 1iés par la relation f£_f = id, De plus £, est de degré O . . )

Preuve : Comme le morphisme £ est d'intersection compléte relative de dimension rela-
tive nulle (SGA 6 VII 1.8), la derniére assertion provient de la définition de 1‘'ho-

1/2

momorphisme de Gysin (SGA 4 Cycle). Pour la premigre, la formule de projection

pour le morphisme f

£.(x. 27 (x) = £,(x).x"
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* *
ot XEH (X,A) et x'¢ HY(X'M)' permet de se ramener & montrer que f£,(1) =1 .
Il suffit pour cela de voir 1'assertion analogue au-dessus de U=X = Y, qui est évi-

dente, comme f induit un isomorphisme de U'= X'2Y' sur U .

Remarque 4.3, Bien éntendu, 1'énoncé analogue de 4.2, obtemu en éliminant les supports,

est également vrai et se montre de la méme maniére.

Venons—~en enfin a la preuve de 4.1, Tout d'abord, d'aprés un résultat géné-

1/2

ral de (SGA 4 Cycle), qui se prouve de facon essentiellement formelle, on a

-*- -*;
iy =y i i (1),

de sorte qu'il s'agit de montrer que
* v
1 1*<1y) = Cd(N) H
oz 1, désigne ici l'isomorphisme de Gysin
e} 2d ®d
-y
H(Y,A,) = B, (Xu, o ).

®ci)

Comme £ i 1) EHZd(X' et le morphisme de Gysin
®ly/ Byl oy

LR WOy S 2

Jgut g o
2d—2(Y, ﬂigdd1))

est un isomorphisme, il existe u€H .

tel que

(417 £1,(1) = 5, .

¥
Appliquant j aux deux membres de 4.1.,1, il vient
.* * -*-
J f (1Y) =] J*(u) ¢
Posant £ = c1(OY,(1)), il résulte alors de 3.6.4 que
*.*.
(4.1.2) gi 1*(1Y) = -uf,
L'élément u admet une unique décomposition de la forme

d-1

24-2-21 ®B(d=-1-1
(4.1.3) u=a+ a,§+eeat ad_1§ . (aiG H l(Y,uY( l)))

v
Compte tenu de la relation de définition des classes de Chern de N

N
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(4.1.4) _ §d+ c1(ﬁ)§d"1 taoot cd_1(ﬁ)§ + cd(ﬁ) =0,

on en déduit 1'égalité

IV v Vv d_1
u g = —ad—1cd(N) + (ao_ad-‘lcd-—‘l (N)) §+‘ ¢ .+(ad—2-ad—1c1 (N))g .

*
Comparant cette dernidre expression avec {4.1.2), on obtient, vu que ¢ est injectis

(2.2.6), 1'égalité

(4.1.5) i*i*(1Y) = ad_1cd(§).

11 reste & déterminer a

a1 Tout d’azbord, 1'homomorphisme g, diminue les degrésg

de 2d-2 , donc

g*(gi) = 0 (0si=<d-2),

d=1 .
et par ailleurs (2.2.2) g, (€ ) =1 . Appliquant g, aux deux membres de 4.1.3, on

obtient donc

(4.1.6) g, (u) = ag_q

Par ailleurs, appliquant £, aux deux membres de 4.1.1, on obtient, compte tenu de
4,2,

(4.1.7) 1,(19) = i,9,(w) .

Mais 1 'homomorphisme i, en question est injectif, d'ou

a, .= g, (w) =1, ,
ce qui achéve la démonstration.
Remarques 4.4 a) L'ingrédient essentiel dans ce qui précdde est le théoréme de-puret&
Une fois qu'on en disposera en toute généralité, l'énoncé 4,1 sera valable avec Y ré-
gulier purement de codimension d dans X , et. ¥ excellent et régulier au voisinage
de Y . Sous cette forme, le résultat est en tout cas é&tabli em caractéristique 0
grice & (SGA 4 XIX).

b) Lorsque S est le spectre d'un corps séparablement clos et X et ¥
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sont quasi-projectifs et lisses sur $ , 1'énoncé analogue dans 1'anneau de Chow

de Y a été établi par MUMFCORD (cf. 9.2).

COROLLAIRE 4.5.- Sous les hypothéses de 4.1, soient x et y€A°{Y). On a :

- . - v
1,001, (y) = i, (xy e (1))
preuve : La formule de projection pour le morphisme 1 montre que

H*
i*(x)i*(y) =i, (xi i (y)), d'ol la conclusion grice & 4.1.

COROLLAIRE 4.6,~ Soient S un schéma, E un O,~-Module localement libre de rang

s

v
constant r et g:X=V(E) S le fibré vectoriel dont E est le faisceau des

sections, Pour toute section f de X au-dessus de S , on a :

£,(13) = g (c_(£))

2 ®
dans H r(X,uXI‘).

* *
Preuve : Comme ¢ est un isomorphisme (1.2) et gof=1id , f est bijectif. I1 suffit

: * * % )
donc de voir que f f*(TS) =f g (cr(E)). Or, notant N le faisceau normal de £

v
cette dernidre égalité équivaut, d'aprés 4,1, & cr(N) = cr(E). En fait, on a méme

v
un isomorphisme N =E , car la suite exacte de (EGA IV 17.2.5) appliqué & la situation

b g ) ; ; *.1 i ! ¥
§ —=—> X > 3 fournit un isomorphisme N =f QX/S et par ailleurs QK/S =gE

(EGA IV 16.2.8).

COROLLAIRE 4,7.- Sous les hypothéses de 4.6, on suppose de plus S lisse et quasi=

projectif sur un corps séparablement clos. Alors notant . 1le cycle section nulle

X
de X et Y= f-1<0k) le cycle des 2éros de f , on a :

C£S<Y) = CT(E)

dans H2T(s, u(?r ).
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3
Preuve : D'aprés IV, cES(Y) = f C£X<CX)‘ Notant s le morphisme section nulle de y.
Preuve ] K
on a

, dfn (4'6) *
CEX\GX)==== (So)*(1s) === g (Cr(E)) ’

* o~
d'ou 1l'assertion en appliquant 1'homomorphisme f aux termes extremes,

Remarque 4.8. Soit £ wun nombre premier distinct des caractéristiques résiduelles
de S . Par simple passage & la limite projective, on déduit de 4.6 et 4.7 les énoncsg

correspondants en cohomologie f-adique.

Soient maintenant £ un nombre premier et X wun schéma propre sur un
corps séparablement clos k de caractéristique premiére & £ . On rappelle (IV) qu'on’

appelle caractéristique d'Euler-Poincaré f-adique de X 1'entier

Ep,(x) = T (-n" ain 1 (x,0,).

COROLLAIRE 4.9.- Soit X wun schéma lisse, propre, connexe, de dimension n sur un

corps séparablement clos % , avec car(X) % £ . Notant p ¢ X=X 1la projection cano-

nique, on a
v
E Py (X) = pyc ()

o
dans Q,= H (k,@i) .

Preuve : Soient j : X—=XxX 1l'immersion diagonale de X et q:XxX—k 1la projec-

tion canonique. Il résulte de 4.1 appliqué au morphisme j que

e () = *3,01)

n
1 ¥ LR,
d'ol P*(Cn(éx))“—'P*J*J*“x) = CL,,,J*J*J*("X) .

Utilisant la formule de projection pour le morphisme j , on en déduit 1'égalité
¥ i . N -y
p*(cn(Qx)) = q*<J*(1x) UJ*(1X)), dans laquelle, d'aprés IV, le deuxiéme membre est égal

a la caractéristique d'Euler-Poincaré f-adique de X ,
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24'10_ Lorsque X est projectif sur k , le résultat rappelé de IV montre que
fgpl(x) est, dans 1'anneau de Chow de Xx¥X, la self-intersection du cycle diagonal,
et par suite ne dépend pas du nombre ppemier £ # car(x). Ceci nous permettra par con—
. géquent de parler de la caractéristiqﬁe d'Euler~Poincaré EP(X) de X , sans réfé-

rence & l'entier {4 .

_pROPOSITION 4.11.- Soit X wun schéma lisse, projectif, connexe, de dimension n sur

:un corps séparablement clos k . Alors on a ¢

EP(X) = £ (-1)P*% aim HP(X,QE) .
P,q

preuve ! Reprenons les notations de la preuve de 4,9, et notons J 1'Idéal de 1'im-~
mersion diagonale de X . Comme on l'a signalé dans 4,10 , EP{X) est, dans 1'anneau de
: ) <ﬁ .
chow de X xX, le produit d'intersection A&,A du cycle diagonal & par lui-méme.
Pour le calculer, on peut négliger la torsion, et par conséquent se placer dans
.Gr;OP(X) . Ceci montre que EP({X) est 1'image par le morphisme image directe
Qe KX xX) - K(x) = Z

: du carré de la classe de @X Xx/ﬁ . Or d'aprés (SGA 6 VII 2.5), ce dernier carré est
égal 2

£ (-0 A gD .

" d'ol aussitdt la formule désirée, par définition de q, -
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5. SCHEMAS DE DRAPEAUX

|

Soient S un schéma, E un @S—Module localement libre de rang r ,

, Y e vt
<pi)1si5n1 m entiers >0 vérifiant 1‘'égalité

p,“*‘ P2+aoe+ pm =TI

L3

On rappelle qu'on appelle drapeau de type (pj,on.,pm) de E une filtration finie

0=ECE ,C.,.CE =E
mom o

-1

de E telle que pour tout entier 1€[1,m] le quotient Ei_1/ti soit localement lipp,
de rang pi ° S

o} . \ .
On définit un foncteur (Sch/S) = (Ens) en associant & tout S-schéma
¥*
u : T=5 1l'ensemble des drapeaux de type (91,.°.,pm) de u (E)}) et & tout morphisme

de S-schémas 1'image réciproque, en un sens évident, sur les drapeaux. On démontre
g ' s

éme

(EGA I 2 édition) que ce foacteur est représentable, et on appelle S-schéma des

drapeaux de type (p1,.o,,pm) de E tout représentant.

Dans la suite, on notera £ :X—35 le S-schéma des drapeaux de type
(p1,...,pm) de E . De plus, le schéma 'des drapeaux de type (1,1,...,1) de E sera
noté D et appelé schéma des drapeaux de E , sans autre précision, si aucune confusi@;

n'est possible.

*, - :
I1 est clair par définition que le @X” Module £ (E) admet une filtration

finie canonique

k3
C=FCF Ceea CF = £ (B) ,
n m o

o]
pour laquelle le quectient Ei= Fi___]/'Fi (1515n0 est localement libre de rang Ps
Notant pour tout entier i€{1,m]

g;¢ Di* X
le Xw~schéma des drapeaux de E. et g:Dy X eoe X Dm* X le produit fibré des

X X

X=-schémas Di » 11 est clair que le composé




(5.1)  h=fog t DD, ~8
1
est S~isomorphe  au S-schéma de drapeaux de E ; & S—isomorphisme prés, on peut

gonc écrire D = HX(Di) .
i

PROPOSITION 5.2.~ On a, dans Db(S,A), un_isomorphisme

R £, (A) :..? R2 e (A)[-2i]

Preuve ¢ Le morphisme k étant composé d'un nombre fini de morphismes du type
Qy PT(F) - F (F O -Module localement libre)

il résulte de (2.2.1) que
R h(A) >~ R (A)[-5] .
J

pour la méme raison, on a aussi

Rg,(n) =~ Rlg, (-] .
N

ytilisant {[6] 2.16), on en déduit un isomorphisme

R £, (g,4) ~ @ RIe, (g,0)(-i] .

J
Comme g est lisse & fibres géométriquement connexes, AX='9*(AD), de sorte qu'il
nous reste & montrer que
2i+1 :
(5.2.1) R £.(8) =0 (iewW) .

Pour cela, on se raméne immédiatement, grice & la conservativité du systéme des
foncteurs fibres (SGA 4 VIII 3.5), au cas od S5 est le spectre d'un corpsséparable-
ment clos k . Alors, le morphisme g étant un composé de fibrés projectifs,il résulte

de (2.2.4) que 1'image réciproque

H2i+T(X,AX) - H2i+1(D,AD)

. €5t un monomorphisme, de sorte qu'on peut supposer que X =D . Dans Ce cas, comme le
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morphisme de projection D=k est lui-m8me composé de fibrés projectifs, 1’a55ert‘*
. o

résulte par récurrence de (2.2.4).

COROLLAIRE 5.3.- Pour tout morphisme de schémas wu : S-—=T , la suite spectrale ge

Leray

: +
By = ®Pu, R, (4) = B Y (uo £), ()

est dégénérée.

Preuve : cf, [6] 1.2,

Nous allons maintenant préciser la structure multiplicative de la cohopo.
logie de X , en examinant d'abord un cas particulier. Avec les notations précédentes
¥

on obtient un morphisme d'anneaux

. A® - A%/
@i A (S)[Tij.] 1<ism,1<j.sp A" (%)
i i m
*
en envoyant A°(S) dans A’(X) par 1'image réciproque £ et pour tout couple (1,3)
comme ci-dessus 1'élément Tij sur la j?me classe de Chern cj (Ei). Pour tout

i i
entier p , on a d'aprés (3.4 (iii))

k3
cp(f E) = pX c. (E1)..,.<:i (Em‘),

11+12+...+1m=p 1 m

de sorte que, d'aprés la fonctorialité des classes de Chern, le morphisme s'annule

sur 1l'idéal JX engendré par les éléments

E - Z T x oooT
c, (E)

l1+.¢41m=p

pour p variable. D'oli un morphisme 4'anneaux

Py (A'(S)ETijiJ(i,ji))/ﬁx = A7 (x).

PROPOSITION 5.4.- Le morphisme d'anneaux o, ci-dessus est un isomorphisme. Le A*(8)-

module A°(X) est libre de rang

(r!)/(p1!p2!...pm1).
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preuve @ On suit 1'exposé de Grothendieck (Séminaire Chevalley 1958, Anneaux de
Preuve
chow et applications, Exp. IV). Nous aurons besoin du lemme suivant (cf. Lemme 1,

p. 19 de loc. cit.).

LEMME 5.4.% a) Soit R un anneau commutatif (ai)1sisr‘r éléments de R ., Désignant

par oy la iéme fonction symétrique élémentaire des é&léments (Ui) et par I

1<i<r

1'idéal de 1 anneau de poiyuﬁmes R[U1,U ;a.,,Ur] engendré par les éléments g;=a; la

2

R-algébre
R[U1,U2,.,.,Ur]/1

est un R-module libre de rang r !

b) Soient TyPyyPprees,p  des entiers >0 vérifiant 1'égalité Pytesstp = T o

slors le morphisme d'anneaux de polynfmes

V = R[Ti. ]

. , - R[U, ]
<
Ji 1 1Sm,1s3i£pm i

1<igr = "

C.em . . sz .
obtenu en envoyant Ti 3 sur la j € fonctions symétrique &lémentaire des é&léments

134
(U )

Pobesetp. 45 71Ssgp. est injectif et fait de W un V-module libre de rang
T i

1 1
p1-eea Pm .

En particulier, le morphisme de R-algébres

R[T1,.°.,Tr] - R[U1,...,Ur]

. éme . ; . .
obtenu en envovant 'I'i sur la i fonction symétrique élémentaire des Ui’ est injec-

tif et fait du deuxiéme membre un mcdule libre de rang r ! sur le premier,

Montrons comment (5,4.1) implique {5.4). Placons-nous d'abord dans le cas
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ol X est le schéma D des drapeaux de E et posons pour simplifier Ti1= Ui .

Comme la projection canonique D=S est composée de r-1 morphismes de la forme

Py (M,) - Y. (1<isr-1) , avec M, un O, -Module localement libre de rang
T ' i

i i
r-i+1, on déduit de (2.2.6) que A'(D) est un A°(S)-module libre de rang r ! et que
le morphisme @ est surjectif. Mais le lemme 5.4.1 a) montre que la source de

e est également un A°(S)-Module libre de rang r! d'ou 1'assertion dans le cas X=D,"

Dans le cas général, il est clair que le diagramme

A (%) = > A (D)
A A

% “p
C=A" (s)[ri’j _]/JX — X 5 (S')[Uk]/JD |

dans lequel 1'application vy est obtenue par passage au quotient a partir du mor

phisme de A'(S)-algébres

MO RIS

défini en envoyant Ti 3 sur la jime fonction symétrique élémentaire des éléments
1 i .

(v )

p1+...+pi_1+s 1ssspi

est commtatif., Comme ¢y est un isomorphisme, il résulte de 5.4.1. b) que A°(D)
un C-module libre de rang p1!...pm! . Par ailleurs, 1l'expression de g comme produit
£ibré de X-schémas de drapeaux montre que. A" (D) est aussi un A°(X)-module libre de
rang p1!...pm! . D'ol aussitdt le fait que @y est un isomorphisme.

Dans 1'énoncé de la proposition suivante, on convient de poser pour tout

.schéma Y et tout AY—Module M

QM) = & B (v,me iy .
) & ( by )
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:;'Le A-module Q(Y,M) est canoniquement muni d'une structur