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GROUPES REDUCTIFS - GENERALITES

par M. DEMAZURE

La suite de ce Séminaire est consacrée & 1'étude des groupes réductifs.
Le but principal en est la généralisation des résultats classiques de CHEVALLEY

(BIBLE et TOHOKU) aux schémas de base arbitraires, les deux résultats centraux

étant le théordme d'unicité (Exp. XXIII) et le théordme d'existence (Rxp. XXV) des
schémas en groupes réductifs "épinglés" correspondant & des "donndes radicielles"
prescrites. Les démonstrations employées sont inspirées de celles de Chevalley,

la technique des schémas permettant de leur dommer une efficacité accrue.

Les résultats du premier volume de la BIBLE (Exp. 1 & 13) seront systé-
matiquement utilisés. En revanche, nous démontrerons directement sur un préschéma
quelconque les résultats du second volume (théor2me d'isomorphisme en particulier);
la connaissance des démonstrations sur un corps algébriquement clos n'est done
pas abgolument indispensable.

Dans la démonstration de ces deux résultats fondamentaux, nous n'uti-
liserons que les résultats les plus €lémentaires de la théorie des groupes de
type multiplicatif, contenus pour 1'essentiel dans Exp. VIII et IX; nous ferons
d'autre part un usage essentiel des résultats de 1'Exposé XVIII. Le lecteur s'in-
téressant spécialement aux thédordmes d'existence et d'unicitd pourra dans une

Premidre lecture sauter les Exposés X & XVII.




1. Reppels sur Jes groupes sur un corps algébriguement clos.

11. Dans ce numéro, Xk désignera toujours vn corps alg%?riqﬂement clos.

Comme annoncé ci-dessus, les seuls résultats de BIBLE utilisés par la suite,
se trouvent dans le volume 1 (Bxposés I & XIII). Tous les résultats de
BIBLE (loc.cit.) comncernant les groupes semi-simples sont valables plus généra=
lement pour des groupes riductifs (définition ci~dessous) et leur démonstration
est identique, avec les modifications anodines ci-aprés :

- G-06, définition 3 (!), voir ci-dessous.

- 12-09, théordme 2, e) supprimer "fini".

1

13-08, théordme 2, remplacer "rang" par "rang semi-gimple".
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1.2. Soit G un k-groupe lisse affine et comnexe. Le radical de G (BIBLE,
9-06, prop. 2) est le sous—groupe réduit associd & la composante neutre de 1l'in-
tersection des sous-groupes de Borel de G; c'est aussi le plus grand sous—-groupe
résoluble lisse connexe distingué de G; nous le noterons rad(G). Le radical
unipotent de G est la partie unipotente du radical de G ; c'est aussi le plus
grand sous-groupe unipotent lisse connexXe distingué de G; nous le noterons

radu{G).

1.3. Si G est un k-groupe lisse affine et connexe et si Q est un tore de G,

alors le centralisateur Cent:(Q} de Q dans G est un sous—-groupe fermé de G,

lisse (Exp. XI, 2.4 ) et connexe (BIBLZ, 6-14, th. 6).




On & la relation fondamentale :

radu(Centc(Q)) = radu(G)fﬂ CentG(Q) .

En effet, on &, par BIBLE, 12-09, cor. au th. 1, la relation
rad>(Cent.(Q)) (k) ¢ rad’(G)(x). Pour prouver l'égalité précédente, il suffit
donc de voir que radu(G) N CentG(Q) est lisse et connexe. Si on fait opérer

Q@ sur rad (G) par automorphismes intérieurs, le groupe précédent n'est autre

que le schéma des invariants de cette opération. Or :

Lemme 1.4. Socient S un préschdma, Q un S-tore, H un S-préschéma en _groupes

sur lequel Q opdre. Supposons H séparé sur S de fagon gue le foncteur des

invariants H® soit représentable (Exp. VIII, 6.5 4) ). S8i H est lisse sur

S (resp. lisse, affine, et & fibres connexes sur s), g l'est aussi.
Considérons en effet le produit semi-direct G =H . Q . Il est lisse
gur S (resp. lisse, affine et & fibres connexes sur S). On a évidemment

Cent () = EY

« Q et celui-ci est lisse sur S (Exp. XI, 2.4 ) (resp. lisse et
affine sur 5 , et & fibres connexes (1.3 )). Coome Q est lisse, affine et &

fibres connexes sur S , on a termind.

Signalons un cas particulier du résultat précédent : si G est un lk-groupe

lisse affine et connexe et si T est un tore maximal de G , Cent . (T) =

=g
u
Tent (T) M rad (G)) . En effet (BLELE, 6-14, th. 6), Gent:(T) est un groupe

résoluble, donc preduit semi-direct de son tore maximal T et de son radical

unipotent.



En vertu du théortme de densité (BIBLZ, 6-13, th. 5), il en résulte que si G est
; ; . . - Wy,
un k-groupe lisse affine et connexe, la réunion des T . rad () , T parcourant

1'ensemble des tores maximaux de G , est dense dans G .

1.5. On rappelle que le rang réductif du k-groupe lisse et affine G est la

dimension commune des tores maximaux de G . Nous le noterons rgred(G/k} ou
rered(G). Pour que rgred{G/k) = 0, il faut et il suffit que G soit unipotent

(i.e. que G = rad”(G)), par BIBLE, 6-10, cor. 1 au th. 4.

Si H est un sous-groupe invariant du k-groupe lisse et affine G , le guotient
G/H est affine et lisse (Exp. VI) . De plus (BIELE, 7-05, th. 3, a) et c) ),

on a

regr=d(G) = rgred(G/H) + rzred(H) .

1.6. On dit que le k-groupe lisse, affine et connexe G est réductif si
rad(G) est un tore, c'est-a-dire si ra:lul:G) =g . 31 G est un k-groupe
réductif et si Q est un tore de G , alors Cent (Q) est réductif (1.3 ).

L~
En particulier, si T est un tore maximal de G , Cent (T) =T . Il en résulte
que le centre de G est contenu dans tout tore maximal, donc est diagonalisable.

Le radical de G est alors le tore maximal (unique) de Cent(G): en effet,

celui-ci est un sous-groupe lisse invariant réscluble connexe, donc contenu dans
rad(G); réciproguement rad(G) est un tore invariant dans G , donc central

(BIBLE, 4-07, cor. & la prop. 2).
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Si G est réductif et si dim(G) £ rgred(G) , alors dim(G) - rgred(c) 2.

En effet, cette différence est toujours paire (cf. 1.1C ci-dessous).

1.7. Soient G un k-groupe lisse affine et connexe et H un sous—groupe lisse

et connexe inveriant. Alors rad(H) = (rad(G) N 11)?ed et rad (H) = (raa®(@)NE)]_, .

comme on le voit aussitdt. BEn particulier, si G est réductif, H 1'est aussi.
Seit f : G —> G' un morphisme surjectif de k-groupes lisses affines

et comnexes. Alors f(rad”(G)) = rad (G'). Il est d'abord clair que f envoie

rad"(G) dans rad (G'). Introduisant H = (f‘1(radu(G')));ed > rai®(G), on a

rad (H) = rad"(G) et on est ramené su cas oh G = H s i.es o1 G' est unipotent.

Comme la réunion degs T . radu(G) (T parcourant 1l'ensemble des tores maximaux

de G) est dense dans G , la réunion des f(T) £(rad"(G)) est dense dans G';

mais f(T) est composé d'éléments semi-simples, donc f£(T) = e , G' é&tant uni-

potent; ce qui montre que f(radu(G)) est dense dans G' donc £(rada (g)) = G

(cf. BIBLE, 5-13, lemme 4). En particulier, tout guotient d'un groupe réductif

est réductif.

(Nota, on peut prouver sous les mimes hypothtses que f(rad(G)) = rada(c')).

1.8. On dit que le k-groupe lisse affine et connexe G est semi-simple si
rad(G) = e , c'est=3-dire si G est réductif et Cent(G) fini. Si G est un
k-groupe lisse affine conmexe gquelconque, slors G/rad(G) est semi-simple

(BIBLE, 9-06, prop. 2), G/rad”(G) est réductif. On appelle rang semi-simple

de G et on note rgss(G/x) ou rgss(G) 1le rang réductif de G/rad(G).

11



Si G est réductif, on a donc
regred(c) = rgss(G) + dim(red(G)) .

Si G est un groupe lisse affine et connexe et si Q est un sous-tore central
de G , alors G/Q est semi-simple si et seulement si G est réductif et

Q = rad(G). En effet, si G/Q est semi-simple, Q Drad(G), donc r2d(G) est un
tore, donc G est réductif, donc rad(G) est le tore maximal de Cent(G) , donc
rad(G) = Q. Si G est réductif et si Q est un sous-groupe central, alors

(6/Q est réductif et) rgss(G) = rges(G/Q) .

1.9. Si X est une extension algébriquement close de k et si G est un
k-groupe affine lisse comnexe, G est réductif (resp. semi-simple) si et seule-

ment si GK l'est et on a

rgred (6/k) =" rered(G/K) ,

rgss(G/k) = rgss(GKfK)

1.10. Soit G un k-groupe lisse et connexe et soit T un tore de G .
L'algdbre de Lie '2§ de G se décompose sous l'actionde T (par T—>C et

1'opération adjointe de G) en

‘{F:tg’o QJ_LG}I‘ ?

r€R

T
o les T £ R sont dewy caractdres non triviaux de T et ol les g} sont £ 0.

12



Les caractéres r € R sont dits les racines de G par repport &2 T . Par

Bxp. 1I, 5.2.3 , (1) y On a

0},0 = Lie(CentS(T)) ;

En particulier, T est son propre centralisateur si et seulement si éj;.c = Lie(T),
(Bxp. XII 6.6 b) , ou 1.3 dans le cas ot G est affine). Cette condition
entraine que T est maximal et que Cent(G) € T, donc (Bxp. XII 8.8 4) )
Cent(G) = m Ker r ; de plus Cent(G) est alors affine , donc G — G/Cent (G)
affine; com:;eec: dernier groupe est affine (Exp. XII 6.1 ), G 1l'est aussi.

Lorsque G est réductifet T maximal, les racines au sens précédent coincider
avec les racines au sens de BIBLE, 12-04, def. 1; ces dernidres sont en effet des
racines au sens de ce n°® (BIBLE 13-05, th. 1, ¢) ) et ily en a dim(G) - dim(T)
(BIBLE 13-11, cor. 2 au th. 3). De plus, si r est une racine, -r en est aussi une
(BIBLE, 12-05, cor. & la prop. 1) (Comme & 1'hsbitude, on note indifféremment addi-

tivement ou multiplicativement la structure de groupe de Homl-c-gr(T’G Y}k B

“m k
s'ensuit que

d4im(G) - rgred(G) = Card(R)

est toujours pair.
Le rang semi-simple du groupe réductif G est le rang de la partie R

du Q-espace vectoriel Hom gr(T,_f_}_m ) ® & (BIBLE, 13-08, th. 2).

Lemme 1.11. Soient k un corps algébriguement clos , & un k-groupe lisse affine

connexe, T un tore de G , W(T) - Nom_G(T)/CerEG(T) le groupe de Weyl de G par

repport & T . Les conditions suivantes sont gquivalentes :

13



(1) G est réductif , T est maximal , rgss(G) =1 .

(1i)

mn

est réductif , T est maximal , G £ T; il existe un sous-tore

G

m

< de T , de codimension 1 dans T , central dans & .

(1ii) G n'est pas résoluble et dim(G) - dim(T) ¢ 2 .

(iv) W(P) £e et dim(G) - aim(T) ¢ 2 .
(v) w(r) = (2/ez), et aim(3) - aim(T) = 2 .

De plus, sous ces corditions, il y a exactement deux racines de G par rapport a T;

elles sont opposées. Sous les conditions de (ii), Q = rad(G) .

On a évidemment (v) = (iv) . On a (iv) = (iii) par BIBLE, 6-04,
cor. 3 au th. 1 . Prouvons (iii) => (ii) : scit U 1le radical unipotent de G ;
on sait que G/U est réductif et n'est pas un tore (sinOn G serait résoluble):

on a donc (1.6 )

aim(6/U) - rgred(G/U) > 2 ;
meis rared(G) = rered(G/U) + rgred(U) = rgred(G/U) , d'ol
dim(@) - dim(U) - rgred(G) = dim(G/U) - rgred(G/U) > 2 >

> dim(G) - dim(T) > aim(G) - rgred(c) . 5

Cela dorme dim(U) = 0, donc G est réductif, rgred(G) = dim(T), donc T est

maximal, dim(G) - dim(T) = 2. Par BIBLE, 10-09, prop. 8 , il existe un tore sin-

gulier Q de codimension 1 dans T ; ealors Centg(Q) est réductif (1.6 ), non

résoluble (définition d'un tore singulier), donc dim(CentG(Q}) - rgred(G) > 2 ,
ce qui prouve que G = CentG(Q} et Q est central dans G .

Prouvons (ii) =3 (i) . On sait que G/Q est réductif (1.7 ) et que rgred(G/Q) =1

!
done rgss(G/Q) = 0 ou 1. Le premier cas est impossible, car il entrainerait q

rgss(G) = 0, donc G =T ; on a donc rgred(G/Q) = rgss(G/Q) = 1, ce qui prouve

14




que G—/Q est semi-simple; donc Q est le radical de G et rgss(G) = 1 .

Prouvons enfin (1) =>(v) . 8i Q est le radical de G, on a dim(T) - dim(Q) = 1
et Q@ est central dans G , done @ = Cent}(Q) » ce gui prouve gque Q est un tore
singulier ; per BIBLE , 14-07, th. 2 , on a WG(T) = {2/22)]{ ; par BIBLE, 12-01,

lemme 1, on a dim(G) - dim(T) = 2 . Il y a donc au plus deux racines de G par

repport & T , or il ¥ en a au moins deux, opposdes (1.10 ).

Proposition 1.12. Soient k un corps algébriquement clos sy @ un k-groupe lisse

et connmexe, T un tore de G , R 1l'ensemble des racines de @& par rapport & T et
o [ MT r
g o gL @ —L_J.. 0} ’ g i‘é 0,
r& R

la décomposition de % sous A4(T) . Pour chaque ré& R, soit ’I‘r le tore

maximal de Ker r et Z = Cent (Tr) - Les conditions suivantés sont équivalentes :

(i) G est affine, réductif; T est maximal.

(ii) Q}? = ~45, chaque Zr (r € R) est réductif.
o

(1ii) 0}

et k€ Q sont téls que s =k r , alors k =

Il

't , chague tz;,r (r =R) est de dimension 1; et si r,s€ R

= ¥ 3 pour chague r ER,

il existe un v € G6(x) qui normalise T , centraliss Tr s mais ne centralise

pas T .
De plus, sous ces corditions, chagque ZT est de rang semi-simple 1 et on a
Lie(zr} = 4t {}r@ (5,‘1' I

Si G est affine et réductif et si T est maximal , chagque 4 est

affine et réductif (1.6 ), de tore meximal T 3 de plus, T est son propre cen=—

; = o { = .. -
tralisateur (1.6 ), done % - £ s ce qui prouve (i) =>(ii). D'auire part

15



0}" B e @e T est maximal et G affine (1.10.) donc chaque Z_ affine

(1.3 ). De toutes fagons, on a par Exp. II 5.2.2

[
I
]
Pt
sy
I
=
=
H
Il
[¢]
@
I l
: H

On a donc

Lie(z ) D ) o @(}r @f}-r ’
ce qui entraine Zr £T ; par 1.11 , cela donne aussitdt (ii)¢=y(iii) et les
compléments. Il reste & prouver (ii) =3 (i); on sait dé3jh que (ii) entraine que
G est affine. Soit U son radical unipotent; il est distingué dans G , son_
algébre de Lie est invariante sous A44(T) . On z donc

Lie(V) =Lie() A0’ + 1L Lie(@nff .
r&R

Par 1.3 , on a

UNT = UM Cent (T) = rad (Cent (T)) = rad™(?) = e,
u u
Uﬁzr = U ﬂ_{ie_n_tG(Tr) = rad (Cent:(Tr})= rad (Zr} = e .
Cn a donec
A:Lg(U)m:}" = Lie(0)N A= Lie(unT) = 0 ;
Lie(U)N 6}1’ € Lie(0) N Lie(z) = Lie(UNZ) = 0;
donc Lie(U) = 0 et U = e .

Corollaire 1.13. Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe lisse |

—

et conmexe , T un tore de G , R 1'ensemble des racines de G par rapport & T et

g3 e LLw

r €R
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11
comme ci-dessus. Pour chaque r &R, soit Tr le tore meximal de Xer r et
....——-—'—'__-_—- .

zr =lc§nt (Tr). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est affine, semi-simple ; T est maximal.

(i1) 0}" = chague Z_ est réductif et Y Kepz est fini .
r &R

2. Schémas en groupes réductifs . Définitions et premiéres propriétés .

2.1. Si G est un préschéma en groupes sur S , les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) G est affine ot lisse sur S , et & fibres connexes.
(ii) G est affine et plat sur S5 , de présentation finie sur S , et
a fibres géométriques intdgres. !

Ces propriétés sont stables par changement de base et locales pour (fpgc).

2.2. 8i le S-préschéma en groupes G vérifie les conditions précédentas, et si

Q est un tore (Bxp. IX 1.3 ) de G , alors Cent:(Q) est représentable par un

sous-préschéma en groupes fermé de G qui vérifie dgalement ces conditions
(1.3 et Exp. XTI 6.11 ).

Nous utiliserons systématiquement la notation suivante 3 si S5 est un

préschéma et s un point de S, on notera s 1le spectre d'une cldture algébrique

Efgﬁ de k(s) .

17



Lemme 2.3. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse et

affine sur S , & fibres connexes , T wun tore de G . L'ensemble des s £ S5
tels que G_ soit un s-groupe réductif, de rang semi-simple 1 et de tore
e————— s

maximal T_ , est un ouvert U de S .

—_— 3 e

Comme G et T sont plats sur S , la fonction
s p—> dim(G /s) - dim(T_/s)
i@ =
est localement constante; scoit U1 1l'ouvert des points de S ¢l elle vaut 2 .
Considérons maintenant le groupe de Weyl (6.3 )

WG(T) . NormG(T}/CentG(T) .

La fonction

S }——> nombre de points de W(T)E
est semi-continue inférieurement (6.3 (ii) ). Soit U, 1l'ensemble des points
de S ol cette fonction est > 1 ; clest un ouvert. Il résulte de 1.11 que l'en—
semble des s tels qgue (15 soit réductif, de rang semi-simple 1 , de tore

maximal T— , est U=1U, (Y U_ ,
s 1 2

Remarcue 2.4. Le groupe W(T}U est isomorphe & (§/2_.?_.)U « 11 est en effet

dtale et fini sur U (6.3 (iii)); comme le foncteur des automorphismes de

(g/zg}u est le groupe unité, il suffit de vérifier l'assertion localement, or

elle est immédiate si 1'Algdbre qui définit W{T)U est un _O_U-R-'Eodule libre.

Théordme 2.5. Soient S un préschéma , G un S-préschéma en groupes affine et

de présentation finie sur S , & fibres connexes. Supposons G plat sur S en

eG(so) et la fibre géométrique G (réduite et) réductive (resp. semi-simple).
(o]

18
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I1 existe un ouvert U de S , ccntenant S, &t un morphisme étale surjectif

gt —>U tels gue

(1) G; soit lisse sur S, & fibres géométriques réductives, (resp.

gemi-simples) de rang réductif et de rang semi-simple constants.

(ii) Gy posstde un tore maximal T , le groupe de Weyl (6.3 )

W, (T) = Norm, (T)/Cent. (T) = Norm,, (T)/T
Gs s “s'\ S

dtant fipi sur 3' .

Comne G est plat sur 3 en en(so) et G réduit , G est lisse
ir
o]
gur S en eG(so) + Cotme G est & fibres connexes, on peut guitte & restrein-

dre S , supposer G 1lisse sur S (VIB 3.10).Par Exp. XI 5.8 a) et BExp. %

4.5 (voir aussi 6.1 ), il existe un S" —> S é&tale , un point " au-dessus
. o

de Sy et un tore trivial T de GS" y maximal en sg « Comme un morphisme
étale est ouvert et que les assertions de {i) sont locales pour (et) y On peut
donc supposer gue G possdde un tore trivial T , maximal en 8 »
Berivong done T = SS(M) et soit

o | m

e

la décomposition de fg,: Lie(G/S) sous 44(T) (Bpe T 473 )

Soit R 1'ensemble des m&€ M , m £ 0, tels que %}m(so) £0.

Comme G~  est réductif, on a q;o(so} = 4:(503 (on note A = Lie(T/S) ) , donc
o

.f-; (s)=4(6)® | | o—?‘{sq} :
: N - re R -

Comme les Modules en cause sont localement libres, on peut, quitts i restreindre
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S , suppecser les bt libres et

n-4+e L1 97 .

& r &R

Soit alors T 1le fore meximal du noyau de T (on rappelle, cf. Exp. XII 1.12,
qu'un groupe de type multiplicatif posside un unique tore maximal; c'est d'ail-
leurs % peu prés trivial par descente, le cas diagonalisable étant évident). Soit
Zr = QEEEG(TT} ; le groupe Zr vérifie les hypoth®ses de 2.3 , sa fibre ZI._S_D
est réductive, de rang semi-simple 1, de tore maximal Tgb (1.12 Yo Par 2.3 ,
il existe donc un ouvert Ur de S , contenant s, tel que zrtUr ait ses
fibres réductives. Posons U = ff;?ﬁ Ur ; par 1.12; GE est réductif , de tore
maximal ?E , pour s €U . Poir tout s € U, l'ensemble les racines de Gg par
rapport a TE gtidentifie &2 R , on a donc rgred(ﬁg = rg(M) , rgss(G;} = rg(R)
(ef. 1.10 ). On a donc prouvé (i) et la premidre assertion de (ii) ; reste &

prouver que le zroupe de Weyl W (TU) est fini sur U, i.e. (6.3 ) “qu'il a

Gy
le mdéme nombre de points dans chaque fibre géométrique'; pour cela, il suffit de
remargquer que la fibre géométrique de ce groupe en s £ U est déterminée par la
situation RC M comme groupe constant associé au "groupe de Weyl abstrait de ce

systéme de racines", et en particulier est indépendante du point s , cf. BIBLE,

11-07, th. 2 (voir aussi Exp. XXII, n° 3),

Corollaire 2.6. Soit G un S-groupe affine et lisse sur S , & fibres connexes.

L!? b i 3 i éd i v i—-gimpl
ensemble des points s & tels gque GE soit réductif (resp. semi-simp e) est
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un ouvert U de S et les fonctions
———
s 3 rgred(GE/?a
S rgss(Ggﬁa

gont localement constantes sur U .,

Définition 2.7. Un S-groupe (= S-préschéma en groupes) G est dit réductif

(resp. semi-simple) s'il est affine et lisse sur 5, & fibres géométrigues

connexes, et réductives (re@. semi-simples).
Le fait d'8tre réductif (resp. semi=simple) pour un S-groupe G est

stable par changement de base et local pour la topologie (fpge).

2.8. Soit G un S-groupe réductif. Pour tout tore (resp. tore maximal) g

de G, 2(Q = Centg(QJ est réductif (resp. est Q). Cela résulte aussitdt de

2.2 et 1-6.

Appliquant 2.5 3 Cent;(Q) on en déduit que Q est conteru (localement pour 1a

topologie étale) dans un tore maximal .

Egmargue 2.9. Utilisant comme d'habitude la technique de EGA IV 8, les hypo-
thdses de présentation finie et le théordme 2.5 s on voit que si G est un

&groupe réductif sur S il existe un Tecouvrement ouvert de S y So0it U %,
z i

tel que chaque GU Provienne par changement de base d'un groupe réductif sur
i
Un anneau noethérien (en fait une algébre de type fini sur Z). De méme, si G

Possdde un tore maximal trivial T » Oon peut de plus supposer que T provient

U,
i

d'un tore maximal trivial du groupe précédent, ... .
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3. Racines et syst®mes de racines dos schémas en groupes réductifs.

3.1. Soient S un préschéma, T un S-tore opérant lindairement (Zxp. I) sur

un stl‘-iodule localement libre de type fini F . Pour tout caractére de T , soit

r E_Homs_g_r(‘?,% S) , on définit un sous-foncteur de W(F) par

w(E T(s1) = { x € WE)(S'), t x=r7r(t) x pour tout
teT(s") , s"—> 8"} .

>

fMlors WET = WE") , ou F est un sous-Module de F , localement facteur

direct dans F , donc aussi localement libre .

En effet, l'assertion est locale pour la topologie (fpac) et on peut supposez:

T = DS(M}, oi M est un groupe abélien (libre) de type fini . Alors r s'identifis
3 une fonction localement constarte de S dans M (Bxp. VIII 1.3 ), et quitte & 1

restreindre S , on peut supposer gue cette forction est constante. On est alors

rTamené & Bxp. 1 4.7.3.

Définition 3.2. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse et

de présentation finie sur S , & fibres connexes , T un tore de G . On dit gque

le caractére r de T est une racine de G par rapport 3 T si les conditions

équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) Pour chaque s € S, r_ est une racine de G par rapport &

T (1.10 ).

(ii) r» est non trivial sur chaque fibre et ﬂ} Tg) £ 0 pour

chague s &€ S .

(On note q; - Lie(G/S) et on fait opérer T sur Q} par 1'intermédiaire de la

représentation adjointe de G).
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Lemme %.3. Soient S un préschéma, T un S-tore, r un caractire de T .

Les conditions suivantes sont éguivelentes :

(i) r est non trivial sur chague fibre, c'est-&~dire : pour tout

s eS8, Ha est distinct du caractére unité de Tg .

(11) Pour tout S'—» S, S' £ p, Ty, est distinct du caractire unité
de Ty, .

(iii) Le morphisme r est fidélement plat .

On a2 (ii)&> (i) par Exp. IX 5.2, (iii) = (1) . Pour prouver
(i) = (iii), on se remine au cas o T est diagonalisable et on coneclut par

Exp. VIII 3.2 a) ,

3.4. Supposons, sous les ccrditions de 3.2 , que G soit réductif . Alors
Q}r est localement libre de rang un (1.12 ) . De plus, si r est une racine de
G par rapport & T , -r en est aussi une (1.10 ) . En particulier, si G est de
rang semi-simple 1, on a par 1.11:

Lemme 3.5. Scient S un préschéma, G un S-groupe réductif de rang semi-

simple 1 , T un tore maximal de G . Si est une racine de G par rapport &

T, glors -r en est aussi une et on a
T -
ﬁ,=’t(+\'ﬁ} @Cgr ]

(gg QPI- st Q}ur sont localement libres de rang 1).

Définition 3.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif , T un

tore maximal de G , R un ensemble de racines de G par rapport & T .

On dit que R est un systime de racines de G par rapport & T si les
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conditions équivalentes suivantes scnt satisfaites :

(i) Pour chague s €5 , T > T est une bijection de R sur

l'ensemble des racines de C‘:E par rapport & ’I'E

(ii) Les él1éments de R sont distincts sur chague fibre (i.e. si

=1 ; i v
ray'&€ R, r£r", alors v - r' ( =rr' ') est non trivial sur

chague fibre) et pour chague sé& S, on a

dim(GS/k(s)) - ain(? /k(s)) = Cara(R) .
(11i) On = B(}:‘t c! | n},r ;
re R

L'équivalence de ces diverses conditions est triviale.

Lemme 3.7. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif , T un tore

maximal de G , R un systéme de racines de G par rapport 2 T . Toute racine

de G par rapport & T est localement sur S ¢égale & un élément de R .

C'est visible sur la condition (iii) .

Posons M= Hom, gr{T’gm S) ; c'est un S-préschéma en groupes constant

tordu (Exp. X 5.6 ). L'inclusion R ¢y M(S) définit un morphisme Rs—b-J]‘f;,

oi Ry est le S-préschéma constant défini par R ; grice & la condition (ii) ,
on voit facilement que ce morphisme est une immersion ouverte et fermée dont 1’:i_mag§
n'est autre que ./ r(s) (chagque r €& R étant considéré comme une section

r& R
s =>AL) .

Soit ﬁ, le foncteur des racines de G par rspport & T : par définition

ﬁi (S') est l'ensemble des racines de G par rapport a T

Si SI

(S',R) = e ; sinon R -3 M(S")

pour tout S'-— 5;

i S' = al 1(s)=H(s")=
B g, alors M(s')=fi(s") Hom, oo, sonst.

identifie R & un systdme de racines de GS' par rapport & T on a

st !
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R(s') = Hom, const.(SI’R) » d'aprés 3.7 ; ce qui montre que R est Teprésen—
table par RS + ©Si maintenant on ne suppose plus nécessairement que G posside un

gystéme de racines relativement & T ; ﬁ.— est de toute facon un sous~-feisceau de

K> pour (fpac). Localement pour cette topologie, G possdde un systéme de recines

par rapport & T (prerdre par exemple T +trivial). Par Exp. IV 4.6.8 et 1a

théorie de la descente des sous-préschémas ouverts (resp. fermés), on obtient :

Proposition 3.8. Soient 35 un préschéma, G un S-groupe, T un tore maximal de

G . Le foncteur A des racines de par rapport 2 T est représentable par un

S-préschéma fini constant tordu (Exp. X 5.1 ) gqui est un sous~-préschéma ouvert

et fermé de HDES gr(T’Em S) - Pour que R < Hcms_gr(T,g-m S) 80it un systime de

recines de G par rapport &4 T , il faut et il suffit que le morphisme

s P o . e ) .
Ry — Hom, gr(T,_L_rm S) defini par 1'inclusion précédente induise un isomorphi sme

3.9. sSoient 5 un préschéma , G un S-groupe réductif , T un tore maximal de
G, r une racine de G par rapport & T (i.e. une section de Fi.) Considérons
le noyau Ker r de R » SOn unique tore maximal Tr et le centralisateur de ce der-
nier Z = . C! < 5 i «8 )
er , . Cen'ts(Tr) C'est un S-groupe fermé£ dans G réductif (2.8 ) de rang
EBemi-simple 1 (1.12 ). De plus Lie(z /3) = A® J[,r @ 0}"" (1.12 }, done
14,

{I‘, —r} est un systdme de racines de Z par rapport & T ,
r

3.10. Soient S un préschéma, & un S—-groupe réductif, T un tore paximal de G ,

T une racinec de @ par rapport & T , Si kr , k& Q, est une racine de @ par

Tapport & T, alors k = 1 ou k = ~1. Cela résulte aussit®dt de 1.12.
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4. Recines et schémas en groupes vectoriels.

4.%. Soient S un préschéma , F un Es-ﬂciule localement libre de type fini. Le

S=préschéma W(E} est lisse sur S . Son Algdbre de Lie est canoniguement isomor-

Phe &

e

. BEn

1]

ffet, on a un iscmorphisme canonigue
W(E) =25 Lie(W(®)/s) = w(Lie(W(®)/S)) .
(Exp. II cor. & la déf. 4.4 et Exemples précédant 4.5 ). Nous identifierons

toujours F et Lie(W(F)/s) .
— — Y g

Lemme 4.2. Soient S un préschéma, V un fibré vectoriel sur S , lisse sur

5 . 1l existe alors un isomorphisme unigue de SS-Modules

exp : W(lie(V/S)) == V

qui induise 1'identité sur les Algkbres de Lie.

Bn effet, ona V = E{H) pour un certain Qsﬂmodule quasi-cohérent H .
Alors on a un isomorphisme cancnigue
W(Lie(V/S)) = Lie(V/3) => ¥
(Bxp. II 1loc. cit.). Alors H 2 Li (V/S)V est localement libre de type fini do

w
V == W(E) et on a zussitdt 1l'unicité de exp, car W est pleinement fidéle.

*
4.3. Si V est un fibré vectoriel sur S , on désignera par V  l'ouvert de V
obtenu en en retirant la section O .
Notons la loi de groupe de V en notation multiplicative. L'opération de SS sur

V définissant la structure de module serz zlors notée exponentiellement

S5 Xg ¥ ——> ¥ 4 (x,v)—>7" .
' ' 1 '
On 5 (Wi)x - v}[ v,x ] 1rx+x = vx vx , v}DC s (v};)x .
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¥ *
En particulier, si on restreint la loi d'opérateurs 2 g_m S ? V  est stable et est

donc muni d'une structure d'objet & groupe d'opérateurs gm + On notera encore

s
2
cette loi par (z,v) ¥ v .

4.4. En particulier, soit L un Module inversible sur S et W(L) 1le Og-Module

*
associé. Alors W(L) est un fibré principal homogéne sous gm (localement

S
trivial) qui n'est autre que le fibré principal associé au fibré vectoriel w(L) .
* *
on note M (S5,L) = W(&) (8) . I1 y a correspondance bijective entre les isomor—
phismes de O.-Modules O, = L . les isomorphismes de Ogmodules O > W(L) et
*
les sections S — W(L) . Cette correspordance s'effectue par f =3 W(E) = W(£) (1).

*
Elle est compatible avec l'extension de la base. On peut donc considérer W@

comme le "schéma des trivialisations de W(L)".

4.5. Soient S un préschéma, T un tore sur S y P un S—groupe & gzroupe d'opé-
rateurs gm 5 (par exemple un fibré vectoriel), r un caractdire de T . On note
T " P le produit semi-direct de P par T » Ty opérant par le morphisme composé

Ir -
S gms——:-,.&ut;gr(r)-

Définition 4.6. Soient S un préschémsa, G un S-préschéma en groupes , T un sous—

growpe de G, r un caractdre de T, L um _QS-Module + Soit
p: WI) —= ¢

W morphisme de zroupes. On dit que p est normalisé par T avec le

multiplicateur r sg'il vérifie les conditions €quivalentes suivantes :

(i) p est un morphisme d'objets & groupes d'opérateurs T , 81 on fait

opérer T sur W(L) par r et sur G par automorphismes inté-

Tieurs. En d'autres termes, pour tout S'—3 S st tous t & {ar),
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x €W@(s") =T (s, L= Q) ,ona

int(t) plx) = p(r(t)x)

K AT - i - - . . . i
(ii) Le morphisme T ._ w{L) —» G défini par le produit dans G (i.e.

par (t,x) , t p(x) ) est un morphisme de groupes.

Lemme 4.7. Sous les conditions de 4.6 , supposons de plus G lisse de présen—

tation finie et & fibres connexes, T +tore maximal de G , L inversible . Si p

est un monomorphisme et r mnon nul sur chague fibre, alors T est une racine de

G par rapport & T .

En effet Lie(p) : L —> U{]_est un monomorphisme qui se factorise par
¥ |

i
Proposition 4.8. Sous les corditions de 4.7 , supposons que G soit réductif ,

!

et que p soit un monomorphisme. Alors r est une racine de G par rapport &

T et Lie(p) induit un isomorphisme :

Lie(p) : L —> 0}3—" ;

En effet, en vertu de 4.7 et du fait que g,r est inversible , il
suffit de prouver que r est non nul sur chague fibre_. Soit donec s € 8 tel que
= 0 (= 1 en notation multiplicative). Si X est une section non nulle de
L nsk(;) , p(X) est un élément unipotent = e de a(s) aui centralise T_ , ce

est impossible , car celui-ci est son propre centralisateur .

Corollaire 4.9. Sous les conditions de 4.8 , il existe un monomorphisme de

groupes & opérateurs T (i.e. normalisé par T avec le multiplicateur r)

w(ﬁ}r) — ¢

qui induit sur les Algdbres de Lie le morphisme canonique (‘(I,r - D}
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Nous verrons bientdt que 4.9 est vérifide en fait chaque fois que G
est un groupe reéductif et r une racine de G par rapport & T » et qu'un tel

morphisme est unique .

Reppel 4.10. Scient k un corps algébriquement clos , G un k-groupe réductif,
T un tore maximal de G , r une racine de G par rapport & T . Il existe un

monomorphisme
: G _— G
PP gk
pormalisé par T avec le multiplicateur o .
Voir BIBLE, 13-05, th. 1.

4.11. Temminons ce n° par un résultat technique qui nous sera utile. Soient §
un préschémz, et L un _(_)S-Module inversible. Soit g un entier > 0 tel que
x> x% =it un endomorphisme du S-groupe g _-(si 84 ,o0n2 q=1, ou

q= 1::n s P étant un nombre premier nul sur S cela résulte aussitdt du fait é1lémen—
taire suivant : le p.g.c.d des coefficients binomisux (E‘) s £ 0,9) est p si
q= Pn, P premier , et 1 dans le cas contraire). Le morphisme défini par la puis-

sance g-idme
LI —» ¢
est un morphisme de faisceaux de groupes abéliens. I1 d4éfirit par changement de base
un morphisme de S—préschémas en groupes :
W) —mm w@® 9 ,
En particulier, si L' est un sutre Module inversible et si on & un morphisme de

.':_)s-'MOd ules

B %8

It

_'_“—>L'!

on en déduit un morphisme de S-préschémas en groupes
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per X > n(x?)

Ces notations poséges, on a

Proposition 4.12. Scient S un préschéma, T (resp. T') un S-tore, L (resp. L')

0_-Module inversible , r (resp. T') un caractére de T (resp. T'); considérons le
=g D T 5

produit semi-direct T . W(&) , resp. Bl W(L') . Soient

e I

un morphisme de groupes et

g: W — W)
un morphisme (non nécessairement multiplicatif) vérifiant la condition suivante :
r1(£(t)) glx) = glr(t) x)

pour tous x € W(L)(s') , t e T(s') , S'—=>8 .

Soit s € S tel gue r_ te.
R (o] L Sh

a) Supposons que g envoie la section O sur la section 0 et que pour

tout entier n >0, on ait (r' o f)E £An . Alors g =0 au voisinage de si

b) Supposons gque g so0it un morphisme de groupes tel gue &= ;é 0.
e}

I1 existe alors un owert U de S contenant S, et un entier q » 0 tel gue

1 . ; NN <= = S
X p~>» X° 50it un endomorphisme de gag et qua (r! :I)U_qru.

¢) Supposons que (r' o f}..s_ = gr. , 01 q estun entier> 0 tel
o

5| ; ; - ; o
Xy x~ s0it un endomorphisme de G viste alors un ouvert U de S cont

e~
o

—_—

nant s et un unique morphisme de _QS—Modules

n:1® %y —s ulvU

tels que &y soit le morphisme composé

- q 1.7 }_
w@u x_i—-r__x_" :-((LE Q—)U ﬁ__} w{l_,_ljﬁ i
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Comme la conclusion est locele sur S , on peut supposer que
W) = wL') = ga s et donc que g s'exprime comme un polynome
g(X) Z an x* ] ane. rﬂ(ssgs) .

1. 20

Le cordition qui lie f et g s'deorit comme une identitd dans

r (sigg,) [x]:
Z_. e r(e) R = 2 s xR,

n> 0 n>0

soit, pour tout n > 0, tout S'-—=> S et tout t € T(s') ,

an(r'(f‘(t)) =28)%) = o .
Pour chague n > 0, soit Sn 1l'ensemble des s £ S tels que (r' o f); =n 1:-g .
On sait (Bxp. IX 5.3 ) que les S, sont ouverts et fermés, et que
(r* of). =n Ty + De plus, comme I:EO £ e , on peut, quitte 2 restreindre S ,
supposer zue r :3t non nul sur chaque fibre (m8me référence), ce qui entralne que
les Sn sont disjoints . Quitte & restreindre S , on peut done supposer gue l'on
est dans 1'un des deux cas suivants : il existe un n avec S = S ou bien tous
les Sn sont vides .

Soit mpy 0 tel que Sm =g s Je dis gu'aslors g = O; eneffet "' of et mr

sont distincts sur chaque fibre de S, et on 2 :

mme 4.13. Scient S un préschéma , T un S~tore, r ot ! deux carzctéres de
—— ._.__’ | —

S distincts sur chaque fibre; il existe une famille couvrante pour (quc) -

{Si - S}, et pour chague i un %, € T{Si} s tels que r(ti) - r‘(ti) =1.

Le lemme est trivial, par réduction au cas diagonalisable, puis au cas
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Reprenons la démonstration, on vient de prouver (a) . Dans les cas (b)
et (), il existe un n avec S = s, (n = q dans (c) ). Par le résultat précéde
on a donc am =0 pour m#£ n, ce gui prouve que g s'dcrit

z(x) = anx" , 8 € (s,8) .
Cela prouve aussitdt (c) . Dans le cas (b) , on sait que an(so) £ 0, on peut
donc supposer a inversible sur S , ce qui entraine que =x Hxn est un endo-

morphisme de Ea 3 (en vertu de 1'hypothése de (b) ) et ach®ve la démonstration,

5. Un exemple instructif .

5.1« Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique O .

Posons A=k [t] , anneau des polyndmes 2 une varisble sur k et S = Spec(a) .

R - i e

Considérons 1'Algtbre de Lie ?j. sur _O_S suivante :
Comme Module, elle est libre de dimension 3 , de base {_ X,Y,E{; la table de
multiplication est

[ZY]=2¢t8 ([Bx]l=x, (BY]=-1.
Pour s &S, s# s, (point défini par t = 0) la fibre réduite f:;[(s) est isomo
a4 1l'algdbre de Lie du groupe PL2 () ° Pour s = s, c'est une algtbre de Lie

résoluble.

5.2. Soit G-l le schéma en groupes des automorphismes de 0}: pour tout S!' o s

Gl(S') est le groupe des automorphismes de la 0O ,-Algdbre de Lie 0}535' . Clest
un sous-préschéma fermé du groupe g_I_.r_(OJ} des automorphismes du Q_S-Module 4‘} s

Soient S' — S et u e !‘Lj(l’_'(S’,QS,)) considéré comme un endomorphisme du

- T
9 ~Module D}zs St
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u(X) = aX+ bY + eH ,
u(Y) = b'X+ a'¥ + o'H ,
u(H) = eX + ¢'Y + a4 .

:_ yoit aussitdt que u est une sectionde G, siet seulement si det(u) est
‘*.

dpversible et si on a les relations :

& (1) al@=1) = ec g (1') a'(d@-1) = e' ' ,

i‘:" (2) pl@+ 1) = ect . (2) b'(a+1) = e' e .

‘_ = (3) e= 2t(bc = ac') " (3') e' = 2t(b'le' - a'e ),

-‘.,_:- (4) 2tc = e b' -ae' , (4') 2tc' =be' - e a' ,

ji (5) 2t (aa' -bb') = 2td .

h 5.3. Les relations (1) .... (5) impliquent

¥ det(u) = aa'(2-4) + bb'(a+ 2) ,
B aa'=bb' = d.det(u) .
L En effet, la premiére assertion s'obtient aussitdt en reportant les rela-

-tdons (1), (1), (2), (2') dans le développement de det(u) :
det(u) = aa"™d + be'c + b'c'e - ea'c — bb'd = ze'c!
= aa'd + bb'(d+1) + bb'(d+1) - aa'(d-1) - tb'd = aa'(d-1)

=aa'(d-d+1-a+1) +bob'(d+1+d+1=4a)

Il

aa'(2-d4) + bb'(a+2) .

Multipliant alors cette relation par 4 s on obtient

2 2
d det(u) = aa'(2da - @) + vo'(a® + 24) .
Mals, la relation (1)(1') = (2)(2') donne aussitdt
aa‘(d—‘]}z = bb'(a+1)" .
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Combinant les deux relations précédentes, on trouve aussitdt la seconde formule

cherchée.

5.4. Considérons slors G = G, M SL{E}) . C'est le sous-groupe formé de G
L

)

par 1l'équation det(u) = 1 . Clest donc un groupe affine sur 3

Proposition 5.5. Le groupe G est lisse sur S .

Lemme 5.6. Soit U 1'ouvert de Endﬂ(ﬂ})zw(a%(gs)) défini par la cordition

"ed inversible", i.e. 1l'ouvert EndA(ff}-)‘. y ou f est la fonction définie par

4

f(z) = ad . Alors UNG est le sous-nréschéma fermé de U défini par les

6 équations

(1), @, @), 3, (3') et (D) : aa' - bb' =4d

Il est d'abord clair que ces © relations sont vérifides par tout "poi

de G (lemme 5.3 ) , en particulijer par tout"point'de UG . Réciproguement,

faut montrer que si u & U(3') (pour tout S'-38), et si u vérifie les 6 condi

tions de 1'énoncé, alors det(u) = 1 et u vérifie aussi (1'), (4), (4') et (5
On a d'sbord (D) =>(5) . Combinant (2) et (2') , on a aussitdt
bild+1) = eb'c'=e'bec .

Mais par (3) et (3') , on a en écrivant de deux maniéres 2t(bc - ac')(ble' - a'cl

e'bc - ac'e' = eb'c'-a'ce .
Combinant avec la relation précédente, cela donne ac'e' = a'ce .
Mais par (1) , a‘ce = aa'(d=-1), ce qui prowve a (a'(d=1) = e'c') = O et entrall

(1') , a étant supposé inversible.
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ons (4) et (4') . Faisons le par exemple pour (4') , l'autre calcul s'en
déduisent par symétrie. Par (3) et (3') , on a sussitdt
a'le + be' = - 2t(=sa’' - bb')ec'= -2t dec'.
Combinant (1') et (2) , on a sussitdt
- a''e + be' = d(be' - e a") ,
oce qui termine la démonstration de (4') , 4 £tant supposé inversible. Par 5.3.

P * entraine det(u)=1

Lemme 5.7 G est lisse sur 5 1le long de la section unité.
Par 5.6 et SGA IT 4.10 , il suffit de prouver gue les différentielles

des fonctions

a(d-1) - ec , ba+t) ~ec' , b'(d+1) - e'c ,
e - 2t(be-2c') , e' - 2t(b'c'-a'c) , aa' =bb' -4 ,
aux points de la section unité de G sont lindairement indépendantes. Or notant par
une majuscule la différentielle de la minuscule correspondante, ce sont
D,2B,2B" , 84+25C", B' + 20 C , A+ A' +B ,

qui sont bien lindairement indépendantes modulo tout (t-a), a & A .

Lemme 5.8. Four s & S, s £ s, » la fibre G_ est connexe et semi-simple .

En effet 0}(3) est isomorphe i 1'Algdbre de Lie de PL on a

2 k(s) *

s = S o lisse sur k(s) et il est connu que ls zroupe des automorphismes de

1'algdbre de Lie de PL. sur un corps de caractéristigue O est PL2 Tui-méme.
=

EEEEE 549, La fibrs GS est résoclutbtle et a deux compeosantes connexes gui sont

de 1= forme suivante

g = o

,)
"--'«N-.--..
——

i
| [ =]
3 (&)
s
; e |
[
|
. O
I
(o3
—— =
(—--4"
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En effet, ona e=e' =0, car £t =0 en B & On résout alors immé-

diatement les éauations (1) & (5) et (D)

Lemme 5.10. w = k 1 0 o0 est une section de G sur S,
0 0 -1

qui est telle que w(ao) = d; "
o

Démontrons maintenant 5.5. On sait gque =i on note G° 1la réunion des ¥
composantes neutres des fibres de G (c'est—éedire le complémentaire de d; ),
o ;

o) 3
G~ est un sous-groupe ouvert de G lisse sur S , par 5.7 . Comme par transla-@

tion, G est évidemment lisse aux points de w(S) , & est lisse sur S .

5.11. Considérons le morphisme § o -—3 G° @éfini par

z O 0
z — 0 z-1 o]
0 o 1 .

C'est un monomorphisme qui définit un tore T de G°% Je dis qu'on a

T = Cent:(T) = Cent:o(T) .

I1 suffit en effet de vérifier la premiére é€galité. Comme il s'agit de sous-groupel
lisses sur S de G , il suffit de vérifier qu'ils ont les mdmes points gdométrid

ques. Pour les fibres aux points s #£ s, » cela résulte de ce que PL est &

2 k(s)
réductif et de ce que TS en est un tore maximal pour des raisons de dimensions
(c£. 1.11 ). Sur la fibre de s, s le calcul se fait immédiatement. I1 en résulte

en particulier que T est un tore maximal de G et de g,
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La section w de G définie en 5.9 normalise T . Il en résulte aussi=~

!!-!-'(cf- 2.4 ) que le groupe de Weyl de G est isomorphe & (§/2§)S , et en

wﬁculier fini .
WG(T} = Nom:(T)/T = (5/22)5.

En reveanche WGG(T) n'est pas fini : il lui "mangue un point" au-dessus de S,

. ) o , i ’ o
5.13., L'immersion ouverte G —> G n'est pas une immersion fermée (car G est

ti.anﬂﬁ dans G); elle est cependant un morphisme affine (et donc Go est affine
s S) . En effet, comme Gz est fermé dans Gs , qui est fermé dans G , le

0 0
o

- o -
complémentaire U de Gs dans G est ouvert ;§j G et U forment un recouvrement
A Q

ouvert de G et il suffit de vérifier que les immersions G- —> G° ot

u° NU —U eont affines; pour la premiére c'est trivial, pour la seconde, on
remarque que U VG est défini dans U par 1'dguation : + £ 0 .

On a donc construit un S-—groupe affine lisse, & fibres conrexes, c° , possédant
un tore maximal T qui est son propre centralisateur et dont le groupe de Weyl

HG(T) n'est pas fini.

6. Existence locazle de tores maximaux. Le groupe de Weyl.

Au cours de la démonstration de 2.5 , nous avons utilisé un résultat
de Exp. XI sur l'existence locale pour la topologie étale de tores maximaux; la
démonstration de Exp. XTI utilise un résultat fin de représentabilité (XTI 4.1 ).
Deng le cas particulier qui nous occupe, on peut en donner une autre démonstration,

basée sur les idéss de Exp. XII n® 7, et de nature beaucoup plus élémentaire.
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Proposition 6.1. Socient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse,

affine et & fibres connexes sur S , s, uano point de S tel gue les tores maximauy

—

de la fibre géom€trique GE soient leur propre centralisateur. Il existe un
o]
morphisme étale S'" —3 S couvrant SD, et un tore maximal trivial T de G

gre
Comme G est de présentation finie sur S , on peut supposer S

noethérien, puis local, puis hensélien & corps résiduel sé€parablement clos,

Posons donc S = Spec(A) , A hensélien & corps  résiduel k = k(so) séparableme

clos . Choisissons un tore maximal T, de G, (= Gk) (i1 en existe, par exemple

parce gue le schéma des tores maximaux de Go est lisse sur k , Exp. XII,.

7.1 ¢)); comme k est séparablement clos , T, est trivial et est donc domné

par un monomorphisme de groupes

fo H _Q; K —_— GO .

Soit m un entier > 1 premier & la caractéristique de k . Pour tout h > 0,

ng_l__tcn(mh‘i‘o} est représentable par un sous-préschéma fermé de G (mxp. VIII

6.7 )« Comme les n To sont schématiquement denses dans s (ef. Bxp. IX
m

4.10 ) et que G, est noethérien, il existe un h tel que’

Centso(n_hTo) = Centgo (TO) =T .

h 5
Posons n= m ; comme n est inversible sur S ’ ngm < est isomorphe &
(g/ng)s 3 T, définit donc un monomorphisme de groupes
s (2/n2)Y — s ¢
go t:=’/n£’k o

tel que Cent::(go) = To . Or le BS-foncteur
r
P = Homs  ((z/n2)g,G)

est représentable par un S-préschéma de type fini (comme sous-préschéma fermé de
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gr(@/“ﬁ)S’G) —Ker(¢—25G) . Mais P est lisse sur S (Bxp. IX 3.6 ),

: g & P(k) se reléve en une section g¢€ P(s) (Lemme de Hensel, Exp. XI
)

e

g: (2/m2); — ¢ .

' Qopsidérons H = _c_gg:_G(g) ; c'est un sous-préschéma en groupe fermé de G , lisse
-I;? s (BExp. IX, 3.3 ) et Ho = 'I'{j par hypothise . Soit alors 8° 1a compo-
sante neutre de H ; c'est un sous-préschéma en groupes de G , lisse et & fibres
goﬁmxes , dont la fibre spéciale est un tore. Par BExp. X 8.1, c'est un tore,
pdoessairement trivial (Exp. X 4.6 ). Posons B =T ot soit © = Q?EG(T) qui
est un sous—groupe fermé de G (Exp. VIII 6.5 e) , lisse (Bxp. XI 2.4 ).
Considérons ¢® (On 2 en fait C° =¢C , m8is nous n'avons pas bescin de le sa-
voir); c®DO T sont deux groupes lisses et & fibres connexes. Ils coincident en
8, 1 donc au voisinage. Quitte & restreindre S , on peut donc supposer c® = 5

donc & fortiori T maximal .

Remarque 6.2. La démonstration montre en particulier gue le rang réductif de

G; est constant au voisinage de s = 8, -

Proposition 6.3. Soient S un préschéma, G un S—préschéma en groupes lisse

¢t de présentation finie sur S, § un sous-tore de G .

- ~ T Yy i | —~ A o 4 <
(i) Cer:td(u,. et I\iomu(q; sont représentables par des sous-préschémas

en _groupes fermés , lisses (et donc de présentation finie) sur 5 .

R 1 r \ - T2 3 w {
(i) L.,entzfé,' est un sous-préschéma ouvert et fermé de ;xomGLQ) ‘

Le quotient W_(Q) = Norm (Q)/Cent (Q) est représentable par un sous-préschéma
L 3

Sl
=3
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en groupes ouvert de Auts_gr{Q) , c'est donc un S-préschéma en groupes quasi-

\ v

o

fini, étale et séparé sur S .

(iii) Pour tout s € S, posons
= oy S ) : Ce 25 _\" ) .
w(s) (Nomgks} ((s)) Ceaty gy (als)) )

Alors s |_.3w{s) est semi-continue inférieurement, et est constante au voisi-

nege de s si et seulement si WG(Q) est fini sur S8 au voiginage de s .

Par Exp. XI 6.11 , antS{Q) et Normg(Q) sont représentables par

des sous-préschémas fermés et de présentation finie de G . Ceux—ci sont lisses f
par BExp. XI 2.4 et 2.4 bis, ce qui prouve (i). Les asssrtions (ii) et (iii)}
|

se démontrent alors comme dans Bxp. XI 5.9 et 5.10 , dont la déronstration

n'utilise en fait que (i) et non les théordmes fins Exp. XI 4.1 et 4.2.

40



GROUPES REDUCTIFS DE RANG SENI-SIMPLE

par M. DEMAZURE

{. Systémes élémentaires . Les groupes Pr et P-r s

Rappel 1e1a Soient S = Spec k, ol k est un corps algébrigquement clos-,
G un S—-groupe réductif de rang semi-simple 1 , T un tore maximal (trivial)
de G . On a alors

4-+*e4% o 4™,
oi r et -r sont les racines de G par rapport & T. De plus, il existe

deux monomorphismes de groupes

. 3

G G 5
r s —> » P

tels que
-1 -1 -1
t pr(x) t  =p(r(t) x), ¢t p“r(x) t = p_r(r(t) x) ,
pour tout S'—S et tous t €T(S') , x .c_-ga(s') s et que le morphisme
g% T %y B gm0 ,
défini par (y,t,x) }—=p r(y) t pr(x) , soit rediciel et dominant (BIBLE, 13-1:
cor.. 2 au th. 3).
Comme 1'application tangente & 1'élément neutre est bijective, ce morphisme est

également séparsble, donc birationnel; par le Main Theorem (EGA IIT 4.4.9 ), c'est

donc une immersion ouverte.
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Lemme 1.2. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes , T un tore ds

G, Q un sous-tore de T , r un caractire de T induisant sur < un caractére

—

non trivial sur chaque fibre. Soient P, : §_a s —> G (resp. p

un morphisme de groupes normalisés par T avec le multiplicateur = 'f,resp. -r) .,

r P Zs —> @)

Supposons que le morphisme

£y A T x

~ n o
Zas¥s "% % s R
p —

défini ensemblistement par u(y,t,x) = r(y) t pr(x) soit une immersion ouverts,

Soient enfin q un entier > 0 et

p:_(}_as > G

un morphisme de groupes tel que pour tout S'—» S5 et tous t € Q(s") , xe Qa(S')'

on ait
int(t)2 p(x) = plr(t) x) .
. . S B g
Il existe alors un unique a cf_(:r_a(s, avec plx) = pr(a : <t I
Soient en effet SL l'image de u et U=p () . C'est un ouvert de
G

& g contenant la section nulle. Pour toute section t de Q y l'automorphisme de}

—G'a S défini par la multiplication par r(t) laisse fixe glebalement U . On a

U= G g i eneffet, il suffit de le vérifier lorsque S est le spectre d'un corf

* .
algébriquement clos k ; alors r : Q(k) — k  est surjectif, ce gqui prouve aussi:

t8t U(k)o>k* , done U = ga i *© Il existe donc trois morphismes

5 : G =
s b _G_as-—}T,C __a—a

P25 T S =5’

G
—a 5
avec

p(x) = »_ (ax)) b(x) p_(c(x) .

La condition sur p se traduit par

a(r(t) x) = =»(t)"%alx) ,
b(r(t) x) = blx) ,
elr(t) x) = r(t)%elx) .
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pur la méme raison que précédemment, on a donc pour tout S'—- S et tout

'&&G (s") ,

e a(m) =z % alx) , blax) = blx) , e(z=) = 2% o(x) ,
*aonc
Bl z> a(z) = a(1) , v(z) = b(1) , ec(2) = 22 (1) .

Comme Em s est schématiquement dense dans _ga g+ ona aussitdt pour tout

x2 a(x) = a(l) =Cte =0 , A'oh a=0 s
'D(X} = b(l) = Cte = e ’ d'o: b = e )
ofx) = x¥ieli) og x4 s pour un aeg_a(s) ’

ce qui achéve la démonstration.

Définition 1.3. Soit S un préschéma. On appelle S-systéme élémentaire un

=,

triplet (G,T,r) ob

(1) G est un S-groupe réductif de rang semi-simple 1 (Exp. XIX
2.7 ),

(i) T est un tore maximal de G,

(iii) r est une racine de G par rapport & T (Exp. XIX 3.2 .

On 2 donc une décomposition en somme directe (Bxp. XAX 3.5 ).

=teon* o f—~,

r s ’ -
ﬁg' et %[ etant localement libres de rang un .

1.4, 54 (¢,T,r) est un S~-systéme élémentaire, alors {GS"TS"TS') est un
S'-systime 41émentaire pour tout S' — 85 . Bi (G,T,r) est un S-systéme
élémen‘-:aire, alors {G,T,—r) en est aussi un .

51 8 est un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G ,

43



r une racine de G par rapport 3 T , alors (BExp. XIX 3.9 ), {Z?_,T,r} est

un S-systéme élémentaire .

& = in i i 3 i . £ r
Soit (u,T,r} un S—-systéme £ldmentzire . Le lModule inversible C’} est
muni canoniguement 4 'une structure de T-Module . On a donc é£galement une structurg

de T-module sur le fibré vectoriel W{ {E,r) - D'autre part, les automorphismes

intérieurs de T définisscnt sur G une structure de groupe & groupe d'opérateurs)

gro

Théoréme 1.5. Soit (G,T,r) un S-systéme élémentaire .

(i) Il existe un unique morphisme de groupes & groupe d'opérateurs T

exp : W{gr) — G

qui induise sur les Algdbres de Lie le morphisme canonigue e}r—) g . Autrement difj

exp est l'unigue morphisme vérifiant les conditions suivantes : Four tout

S' —S et tous t €T(3') , XX'é& w(?r}(s'), on a

exp( X+ X' ) = exp(X) exp(X') ,

int(t) exp(X) exp(r(t)Xx) ,

X .

]

Lie (exp ) (X)

(ii) Si on @4finit de mBme (dans le S-systime élémentaire (G,T,-r) )

eXP=W(ﬂ}_r\)——>G '

le morphisme

W('n}_r} Xy T Xg W(’E,Er} —_ 3G

defini ensemblistement par (Y,t,X) }-—-)exp(Y).t.exp(X) est une immersion ouverte

Supposons avoir démontré 1'existence des morphismes exp demandds et 49
montrons les autres assertions du théordme. Prouvons d'abord (ii) . Comme les

deux membres sont de présentation finie et plats sur 3 , il suffit de le faire
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S est le spectre d'un corps algébriguement clos (SGA I 5.7 et VIII 5.5 |

Ex P4 B 5p —>8

par (ystsx) I-—)exp(.?Y) t exp(xX) est une immersion ouverte. Or d'aprés
4 et 1.2 , il existe a , b ¢ k avec
exp(y¥) = p_ (ay) , explxx) = p_(bx) .
‘é'a'mne exp w(%—-r) =3 G induit un monomorphisme sur les algtbres de Lie , on a
1:,4 0; deméme b £ 0O et on est ramend & 1.1,
""f."';imicité du morphisme exp peut se démontrer localement sur S ; on se raméne
__ilijl-:ra au cas ol 0}—1‘. et ﬂ(} “* gont libres, et on n'a plus qu'z appliquer 1.2
..zﬁec Q=T et q=1).
£ Reste donc & prouver l'existence du morphisme exp demandé . Remarquons
d-'abcrd qu’en vertu de la théorie de la descente fiddlement plate et de l'assertion
d'unicité précédente , il suffit de démontrer cette existence locelement sur S
j!ou:r la topologie (fpge) . Par les raisonnements habituels utilisant la présenta-
tion finie, on se raméne au cas o S est noethérien, puis au cas o il est noethé-
rien local. En vertu de la remarque précédente , on peut donc se contenter de Drou-
ver l'existence du morphisme exp cherché lorsque S = Spec({4) , 4 local noethé-
Tien complet & corps résiduel k algébriquement clos . Soit alors
Pt & x —> G, un monemorphisme de k-groupes normalisé par T, avec le facteur

T,=rak (il en existe par 1.1 ). On sait (1.1 et 1.2 ) que le morphisme

4

L

-
"
‘ JIJ'J

. F Gk correspondant est une immersion, donc en particulier un mono—

morphisme. Admettons proviscirement les dsux lemmes suivants @

45




Lemme 1.6. Soient 5 un préschéma , G un S-groupe de présentation finie , T

un S-tore , r un caractére non trivial sur chague fibre de T , s, lun point de
S5 . Seit
= S G G
‘r Za5 T 2?2

un morphisme de S—groupes tel gue fs soit un monomorphisme et que la restrictig
o
de ¥ 2 T soit un monomorphisme . Il existe un voisinage ouvert U de s,

T| U soit un moromorphisme .

Lemme 1.7. Soient A un anneau local complet noethérien & corps résiduel k

—_— un

algébriquement cles , (G,T,r) un A-systime élémentaire , P, ¢ i G, un

s

morphisme de k-groupes normalisé par Tk avec le nmultiplicateur mﬂ‘k +« 11 exists

un morphisme de groupes p:i.?-_EL A —» G normalise par T avec le multiplicateur :-_

S0it p 1le morphisme dont l'existence est affirmée par 1.7.
Soit £ : T " _C_}a g = G le morphisme correspordant . Il virifie les hypoth&ses)

de 1.6 , donc est un monomorphisme ; en particulier p est un monomorphisme .

On conclut alors par EBxp. XIX 4.9 .

Démonstration de 1.6. Désignonspar e : S —> T 'r Ea g la section unité .
Comme f est non ramifié en e(so) , il 1'est en e(s) pour tous les s d'un
voisinage ouvert U de s, f |U est donc non ramifié (Exp. X 3.5 ) , donc
son noyau Ker(f}U non ramifié sur U . Pour prouver que T i U est un mono-
morphisme, il suffit donc de prouver jue Ker(f)U est radiciel sur U, ce qui

est une question ensembliste . On est donc ramenéd i prouver

Lemme 1.8. Soit k un corps algébriguement clos; soit N un sous—groupe
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tde T 'rga X (r caractére non trivial du tore T) , &tale sur k

.'TMHQT:{E}.EEE_N:{@}.

: On a2 int(t")(t,x) = (£,r(t') x) . 8i (t,x) est un point de N , avec

"

okl

:J 0, &lors (%, = x) est aussi un point de N pour z & k' et (t,x) n'est
’J.*.f jgolé, donc N n'est pas quasi-fini. On & donc ensemblistement NC T et on
-i)

.,,tgmi.né .

& n+1
Dégonstration de 1.7. Soient m le radicalde 4 et S = Spec(&/m ), n>0.
Montrons d 'abord, par récurrence sur n , que P, peut se prolonger pour chagque n
.ﬁ un morphisme de Sn-'-roupes

S ? GS

n n

n;ormalisé par TS avec le multiplicateur T les pn vérifiant de plus la
n

condition P .1 X Sn = p, -
n+1

Soit H=T S EaS . Le morphisme Esn——> Lrsn défini par P, est

noté fn . Admettons le lemme suivant :

lemme 1.9. Si (G,T,r) est un k-systdme élémentaire, k algébriquement clos,

et 8i p : ga — G est un monomorphisme normalisé par T avec le multipli-

2 ’ . ;
cateur r , on = H(T.rgak,??)zo (Cn fait opérer T.rg_ak sur %Ear

l'intermédiaire du morphisme T .r ga o— G défini par p , et de la représen=-

tation adjointe de G ).

En vertu de Exp. III 2.8 , se prolongers en un morphisme de

Sn_,_ 1"€1‘0upe s

Pl

n+1 n+1




Or f];_,_ T et 1l'immersion canonique de TS dans GS ont méme restrig,
-1 r+1 n+1

tion & T, . Par Bxp. III 2.5 , il existe un £lément g E G(Sn_H) , tel que

se restreigne &2 T suivant

- - o e H T | '
ex S =eet tel que T = int(g) o fn e

n r+1 +1
n+1

” y S . . . .
l'immersion cancnique de Tn-ﬂ Soit P la restriction de an a 'G‘aS .

C'est un morphisme normalisé par T avec le multiplicateur r

S 2

Sn—e—‘l 1

longe pn .
On a done construit un systdme cohérent (fn) et il nous faut maintenant

l'algébriser. Or on a :

Lemme 1.10. Soient A un annesu local noethérien complet , m son radical,

1
S = Spec(4) , S:r‘ = Spec(a/m™ ) - un S~-tore , r un caract®re non nul de T,

¥ 2 ; " . ; :
un S-schéma affine sur lequel T opére . Faisons opérer T sur _qas par

l'intermédiaire de r . Soit q un entier >0 , et soit (fn} un systéme

n30

cohérent de morphismes

. n9 o
fn'g-asn""——"" 5_

e

d'objets & opérateurs TS » Il existe un unique morphisme d'objets & opérateurs
n

£ : g%

£ & — X

qui induise les £ . (Comparer & ®xp. IX 7.1 ) .

Corollaire 1.11. Si X est un groupe & groupe d'opérateurs T et si les fn

sont des morphismes de groupes » f en est sussi un .

I1 suffit d'appliquer 1'assertion d'unicité du lemme aux deux morphismes:

2 - - = - =% -
_(_;_aqs———-} X déduits de f A la manidre habituelle.
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'M‘Lra———tion de 1.10. Supposons T +trivial, ce qui d'ailleurs est le cas dans
lfapp]_ication de 110 & la démonstration de 1.5. On sait (Exp. I 4.7.3 , re—
garque), que X H&(X} réalise une équivalence de la catégorie des S-schémas
affines munis d'une opération de T et de la catégorie opposée & celle des
g-algtbres gradudes de type M = Homs__ (T,G S) .

T “m

On & donc des graduations

B o= AX) =0 B ;8 = #c*) « (| & -
neM T =t meM T

On voit aussitdt que chaque Cm est 1libre de type fini sur 4 (En effet, on a’

¢ = 0, si m n'est pas multiplede r 5 si m=kr, CI'1 est isomorphe au
m n

A-module des polyndbmes homogénes de degré k , & g lettres). Posons
B B AMa®™1, 0 =1im© P LB B C=1) C
B =1lim ® m » Oy = Lim © ®, &m . = L ] , C= ¥

- < = A M m m&eM

H

On a elors des morphismes canoniques d'algébres gradudes de type M

gB:B-—bB, gc:C—+

Q2

Il résulte de la remerque faite plus haut que g, est un isomorphisme .
Se donner un systime cohérent (fn) comme dans 1%énoncé est €quivalent & se don-
ner un morphisme de A-algdbres gradudes
F: B —5C.
Trouver un morphisme f comme dans 1'énoncé est équivalent & trouver un morphisme

de A-algtbres gradudes F : B —> C rendant commutatif le diagramme

3 i ->» C
N
B z -G .

Comme gs est un isomorphisme, l'existence et l'unicité de F sont immédiates .
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Pour achever la démonstration de 1.5 , il ne reste donc gu'a prouver

1.9 .

1.12. Preuve de 1.9. On = /} = 'f@ g}'r @ ﬂ}-r « Considérons g’ comme

un T - _Cia v -motule comme expligué en 1.9, Il est clair que s (&3 D}r est

- 5 : " -7
un sous-module de ?},, le quotient 3tant isomorphe & ﬂ} comme k-espace vVec-

toriel et m2me comme T-module . Il est clair que & "

lement sur ce quotient qui est de dimension 1 (car un morphisme de groupes de

ne peut opérer non trivias

_ga X dans _@m I est trivial). De mdme fg_r est un sous-module de A @ Qj.r » la

quotient €tant comme T-module , isomorphe & A , G

& ¥ opérant trivialement.

En résumé :

Lemme 1.13. Sous les corditions de 1.9 , 5} admet uns suite de composition

r-ak

(comme T ._ G ,-module) dont les quotients successifs sont ,g}—r ; '*:, 3}1' 4

y

considérés comme T i '-G-a -modules grice & la projection T

—a T .
. G

r=a k

On est donc ramené & calculer la cohomologie de T G opérant

"r=a k

par l'intermédiaire de la projection T e ga g —>T et du caractire s de T

(ici s=0, r ou -r) sur Wk) .

Lemme 1.14. Avec les notations précédentes , on a

n n ;.*
H .. G ¥) = H )
(T - B .

*
ou le complexe Cr - est défini par
’

a
]

0 si s£#qr , q entier > 0 :
r,s

polynomes homogénes de d° q , & n variables} s 8i s =g
a4 coefficients dans k
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Ef (x1'x2’.cn,xm.1) = f(xz,.-.,xm1) + -i 5_1)3- f(x1,9.,x.x. 1,-.-,Im1

i 14
i =2

n+1
+ (-1) f(x1,...,xn) .
L
En effet, le foncteur M F—> HO(T,M} est exact sur la catégorie des

gk-modules (et les E%T,.) nuls) , par Exp. I 5.,3.2 . I1 enrésulte, comme

-

l;ns le cas habituel de la cohomologie des groupes, que (T oo B s k) peut se
o;im.l.ler comme le n—idme groupe de cohomologie du complexe des cochzines de
ﬂ, X dans k , invariantes par T , c'est-i-dire vérifiant
£(r(t) X, ...,r(t)xn) = s(t) f(x1,...,xn) s
Cela donne bien le complexe annoncé .

*
Pour démontrer 1.9 , il suffit donc de prouver que HE(C - S):O , pour
r

g=0, r, -r , ce qui se fait immédiatement ..

i ¥
Ramarque 1.15. On peut calculer explicitement les groupes H (c r’s) pour
8=qr (voir LAZARD, Lois de groupes et analyseurs , Annales E.N.S., 1955) .

En particulier, on trouve Hn(C*r 5) =0 pour n > q e

Notations 1.16. L'image de 1'immersion canonique
- T
W(ﬁ}_}xSsz H(J})__._:,G
sora notée Sl ., C'est un ouvert de G contenant la section unité. L'image de

-T i T s
H’(O& ), Tesp. '\'f(ﬂé,r), resp- w(ug, r)xs T , resp. T xg W(‘]J,) sera notée

o

P resp. e .
2 sp Pr y YOSp. P——r T y Tesp. T . Pr . 4Alors Pr (resp. P_r} est un

BOus-groupe de G canoniguement muni d'une structure de fibré vectoriel et on a

) 0™

int(t) (resp.

’

powr tous S' — 5, t € T(s") , xepr(Sf} (resp. xaP_r(s=}} ‘

o1




On a des isomorphismes canonigues

TP E. B o, TP = R, P .
r r I -T - =T

L'ouvert SL est stable sous int(T) : on a

-1
int(t') (y.t.x) = yr(t‘) w e xr(t’:] p

Corcllaire 1.17. On a Lie(PI/S) = o}r . Lie(P_I/S) = 03,'1' - Les isomorphisme

o

w(o}") _‘EiPi_,Pr , resp. w(f}'r) R P__ , sont ceux de Exp. XIX 4.2 .
v

Corollaire 1.18. L'ouvert {l est relativement schématiquement dense dans G (I

Clair par Exp. XVIII, 1.3.

Coerollaire 1.19. Le centre de G est Cent(G) = Ker r . C'est donc un sous—

groupe fermé de type multiplicatif et de type fini de G .

La seconde assertion résulte de la premidre par Exp. IX 2.7 .
Prouvons donc celle-ci. L'automorphisme intérieur défini par une section de Ker '
opere trivialement sur {1 (dernidre formule de 1.16 ) , done sur G par 1.18.
Réciproquement, si g € G(S) centralise G , alors il centralise T (resp. Pr)
donc est une sectionde T (Exp. XIX 2.8 ) (resp. qui anmule r); comme ceci o8

fait aussi aprés tout changement de base, on a bien Cent(G) = Ker r .

Corollaire 1.20. Pour gu'il existe un monomorphisme P ! Ea 5 —> (G normalise

par T avec le multiplicateur T , il faut et il suffit que le 0O -Module O'J,r

-

soit libre. Plus précisément, on a une correspondance biunivoque (par P> Lie\H

et Kr}_-)(x]...;exp(xxr))) entre F‘(S,g,r)* et 1'ensemble des monomorphismes T

comme ci-—dessus (qui est aussi l'ensemble des iscnorphismes de schémas en grouped,

J et
vectoriels G o =» Pr) .
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1.21. Les sous—groupes Pr et P o de G ne commutent sur aucune filtre.

$ G
B Py . et P__ commutent, ..Qs est un sous-groupe de G_ , done

et Gs est résoluble .

2. ‘Structure des systémes élémentaires.

Eloréme 2.1. Soient S un préschéma , (G,T,r) un S-gystéme élémentaire.

E,___ existe un morphisme de gs—Modules

ﬁ(}]',.r =, e SRS O s ED LY > ,
-
i

ot un morphisme de S-groupes

™oy *
r . 'G —_— I
-m S

tele qus pour tout S' —5 , et tous X € ((s', DJ.I',E QS,) s YeI™ (S‘,%L_rn P-S')

on ait

exp(D.exp(¥) € fL(s1) &= 1+ <XK¥>eg (s,

et pous ces corditions la formule :

() exp(X) cexp(Y) = m(ﬁ?}:‘f‘"g) r (1+<XYY) exn( +é{x,r>:‘

*
De plus les morphismes (X,Y) =>(XY> et r sont uniquement déterminds, le

Premier est un isomorphisme, dorc met les Modules fGLr et 0}'r en dualité, et on a

ror = 2 (élévation au carré dans G ) .
“m 3

Vu les assertions d'unicité du théortme , il suffit de faire la
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démonstration localement sur S . On peut donc supposer "#r et ?E')L E libres suyp

; * - _. *
S8 . Prenons alors X € [(s, Eé(-r} s TET (8, UJ Y et posons

P(x) = ed(x®) , p»_(v) = exp(y¥), pour xy €6 (8') , 8'—=5. Pa

1«5 et 1.21 , il suffit de prouver :

Proposition 2.2. Soient S un préschéma , G un S-groupe , T un tore de G,

T un caract®re non trivial sur chagque fibre de T , P.: & —>G (zesp.

p_. ¢ Ea §—> G) un monomorphisme de groupes normalisé par T avec le multipli-
= X
F
cateur r . On suppose que 1_‘
. : c 4 £ i !
(i) Le morphisme G 5 Xg T Xg e} g —> défini par

g <

(¥, t,x) —> P_I_(y) t pr(X) est une immersion ouverte . Om note
XL son image . i

(11) Pour tout s & S F pr,s(‘g'a k(s)) et p—r,s@a k(s)) ne commutent:

pas.

a -~ * - - P,
Il existe un a & ua(s) etun r ¢ HomS—-gr(Em S,T) s uniquement détermindsavee

les propriétés suivantes :

pour tout S' —5 § et tous x_.yeg_a(S') , on a

pr(x) p_r(y) € SL(BY) & et seillement sii A4+ a;\qregm(S’) s et , sous ces

conditions, on a la formule

L = A0, 5 o ) X 5
P 2 ) = p_ L) T (fexy) P e
-+
De plus, a est inversible(i.e. a&_gm(S)) et ror = 2

Démonstration :

4) Considérons 1l morphiame

2
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par (x,¥) "—-)pr(x) p_r(y) . Soit U 1'image inverse de L par ce
2

shisme « C'est un ouvert de ga g » contenant O Xg _(_}.a g et (_E_a s g C.
existe des marphismes
: —_—
ks Sas
Bio M e B .
e B =& s
jwérifient la relation ensembliste
p,(w) p_ (v) = p_ (a(u,v)) B(wv) p_(C(u,v)) . |
|
On a immédiatement les relations |
5 A(0,v) = v , 4(w,0) = 0, B(u,0) = B(0,v) = e , C(u,0) =u, C(0,v) =0 .
{x Soit S' un S-schéma et soit t £T(S') un point de T.
Comme _Q.S,est stable par int(t) , Uy, est stable sous 1'automorphisme

-
=

(x,y) +—=>(x(t)x , r(t)_1;,—) de G oi» et on a les relations :
Ar(®)u, (1)~ v) = r()-1 Alw,v) ,

B(r(t)u, ()~ v) B(u,v) ,

clx(t)u, r(t)~' v) r(t) ©c(u,v) .

Il

Comme r est fiddlement plat , on en déduit que pour tout S'—» S et tout szm(S')US,
est stable par la transformation (x,y) }—-——)(zx,z-iy) et que 1l'on a

A(zu,z_1v) = 3—1.&(11,1.1-) 3 B(zu,z-1v} = B(u,v) , G(zu,z-iv}=z clu,v) .
Supposons d 'abord que v soit inversible; faisant 2z = v , on en déduit si (u,v)

est une section de U , alors (uv,1) en est aussi une et que 1l'on a

1

Aluv,1) = v ' Alu,v) , B(uv,1) = Blu,v) .
Soit alors V l'ouvert de G2 défini par
_ES -

(u,v) € V(s') &&= (u,v) € U(s') et (uv,1) € U(s') .
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C'est un voisinage de la section nulle de G2 et on vient de voir que dans

A S

v M _C':a s Xg Em « » les morphismes (,v) > 4(u,v) et (u,v) —>v Aluv, 1)

(resp. (u,v) > B(u,v) et (u,v) b= B(uv,1) ) cofncident . Comme _C_‘ra 5 xsgma
est schématiquement dense dans Eﬁ g » ¢es morphismes coIncident dans V .

On sait que A(0,1) = 1, il en résulte gu'il existe un ouvert W de & o
contenant la section nulle , tel gue pour toute section x de W , A(x,1) soit
inversible; posant A(x,1}—1 = F(x) et raisommant de m8me pour C , on en déduit

le résultat suivant :

I1 existe un ouvert W de 'E‘:‘a g contenant la section nulle, des.

S-morphisnes
F : W iy Qms ; F(O) = 4 ,
B o W oaee g s HO0) = e ,
G . W Y glI‘.S 3 G(O) = 1 ¥

tels que si (w,v) € U(S') et uv € W(s') , S'—» S, on ait

@ o Wp ) = p P ) Hw) p, (uclw)) .

B) Utilisons maintenant 1'associativitd de G pour Zdcrire
@ (Mo W = p W _(v+w .

3

I1 existe un ouwvert L de ga g » contenant la section unité tel que (u,v,w)
soit équivalent &

(u,v) €0(s") , uv eW(s') , (u,ww €U,

ulven) €W(S') , (u 6(w)™',w) €U(SY) , wr cluw)™! & w(sy) .

Utilisant alors la formule (+) , on derit aussitdt pour (u,v,w) € L(S'") 1les

relations :
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(1) G(uv + uw) Gluw G(uv)-1) Gluv) ,

(2) H(uvr + uw) H{uw G(uv)-1) H(uv) ,

Il

1

(3) (vw) Fluv + w)~' = zEu)™") w Fluw(uv) ™)™ + v o)~ .

11 est immédiat sur la définition de L que (1,0,0) € L(S) . Considérons donc
Colt 4 I xs_(_;a 5 xsga g = ‘sz M ; M est un ouvert de _G_i g ! contenant la section
(0,0) , et pour (x,y) € M(s') , on a

-1
6y ¢(x)7) olx) ,

2y ¢(x)”") H(x) ,

(31)  (xay) FPlay)™ ! = 2@END"! v pGe)™H s x®x)7T .

(11)  Glx+y)

(21) H(x+y)

Considérons enfin le morphisme de M dans Ei s défini ensemblistement par
{x,y) \_—-7(::,3; G(x)-1) . I1 conserve la section (0,0) . L'image réciproque N de M
par ce morphisme est donc un ouvert de gi s contenant la section nulle , et on a
prouvé 1l'assertion suivante :

I1 existe un ouvert N de gi g contenant la section nulle , tel que
el (x,y)€N(S') , alors x e W(S') , y€ W(S') , y G(x) € W(S') et on ait les

Trelations :

Il

(1) G(x+yG(x)) ¢(x) &ly) ,
H(x) H(Y) *

(") (ye(x) Flye)™! = x F&)™ o+ r@E)T ¥ ox) PG

(")  H(x+yc(x))

C) Bn raisonnant de mfme avec 1'associativité i gauche, on démontre l'assertion
Buivente :

I1 existe un ouvert N' de Ei g’ contenant la section nulle , tel que

8i (x,y) e n(s?') , alors x e W(S') , y & W(S") , vy F(x) & W(S') et l'on ait
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(4") PlxyF(x)) F(x) P(y) ,

H(x) H{Y) ]

(5") H(x+yF(x))

(6") (e+yF(x)) GletyF(x))” = x 6G)™" + rEE) ™ y Plx) o) .

Nous sommes donc amenés & résoudre "1l'équation fonctionmelle" (1") .

Lemme 2.3. Soient S un préschéma , W un ouvert de ga g Ccontenant la section

wité , F: W~> G . un S-morphisme . On suppose que F(0) = 1 et gu'il exish

2
un ouvert N de _g;_a & contenant la section nulle tel que pour (x,y) € N(S') , on

—

ait xEW(S') , yew(s') , y F(x)€EW(S") et F(x + y F(x)) = F(x) F(y) .

(1) Si 8 est le spectre d'un corps k , il existe un 2 € k avec
=1 I'e

P(x) = t+ax.
(i1) Si a = F'(0) & P(S,Q_S) est inversible , alors F(x) = 1+ax .

En vertu des hypothé&ses, nous pouvons dériver 1'"équation donnde pour

x =0 (resp. pour y = 0) et nous trouvons que

F'(y) (1+yF1(0)) =F'(0) F(y) pour (0,y) € N(S") ,
Tesp.

Fi(x) F(x) = F(x) F'(0) pour (x,0) € N(s') .
Comme F prend ses valeurs dans Em » la seccnde relation nous donne

Fi(x) = F'(0) pour (x,0) & N(S!') 3
d'ol, par la premidre

F1(0) (1 +y F'(0)) = FP'(0) F(y) pour (v,0) & N(s') ,

(0,y) € N(s") .
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e

?51 a = F'(0) est inversible , cela nous donne

Fly) =1+ay ,
pour ¥ section 4 *un ouvert de W contenant la section unité , donc schématiqua-
ment dense dans W , ce qui prouve (ii) . Cela prouve aussi (i) lorsque F'(0) £ 0.
S:l F'(0) = 0, alors F'(x) = 0 lorsque x est "voisinde 0" , donc F' =0
par densité schématique . Si k est de caractéristique 0, F est une fraction
rationnelle & dérivée nulle , donc constante . Si k est de caractéristique p ,

et si F n'est pas constante, considérons F comme une série formelle & coeffi-

pients positifs et dcrivons

Flx) = F1(x‘n X 5 F;(x} LG 5 n>0, F € k[[xll >

ieportant dans 1'équation fonctionnelle, on trouve

e F1(x + yFT(x)Pn ) = F1(x) F1(Y) ;

¥

dérivant pour = = 0 , on obtient

Il
] 1
F;(x)F1(x)P = F.(0) , ce qui est idiot .

D) Supposons gue S soit le spectre d'un corps . Si F'(0) =0, alors F = 1.

La formule (5") nous donne alors H(x+y) = H(x) H(y) , ce qui montre que H se
Prolonge en un morphisme de groupes ga S —3T (Bxp. XVIIT 2.3 ) , qui est né-

Cessairement constant de valeur e . On sura aussi G(x) = 1 + b x , mais la

formuls (6") donne 2lors b =0, ce qui montre que F , G , H sont constants

de valeur (0,e,0) s dans un voisinage de la section unité, donc partout, ce qui
Par (+) montre que P et P commutent , contrairement & 1'hypoth®se (ii) .
8i s

est maintenant quelconque , on a donc prouvé que F'(0) n'est nul sur
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aucune fibre , denc est inversible. Il en est évidemment de mBme pour &'(2), ce
qui par le lemme 2.3 , montre qu'il existe a , b & Qmﬁs) avec

Flx) = 1+ax , G6(x) = 1+bzx pour x & W(s') .

E) Le reste est maintenant facile. Reportant les résultats précédents dans (3"),
on trouve ausgsitdt
vy r(B(x)) = y [1+ax+ay (1+0x)] (1+bx)(1+ay)_1 i

Cette formule est valable pour une section (x,y) de N . Meis comme

2

_C}_a g Xg Qm g est schématiquement dense dans ga g » On en déduit
r(E(x)) = [1+ ax + ay(1+ox)] (1+0x) (14ay)™" .
Faisant y = 0, cela donne r(H(x)) = (1+ax)(1+bx) . Identifiant les deux

expressions précédentes, on trouve a“ xy = ab xy . Raisonnant comme précédemment, *

Exl 2 . ; " i -
on en déduit a = ab , et comme a est inversible a=1b , d'ou r(H(x)) = (1 S
Comme a est inversible =x p—>»1 + ax est un automorphisme de —G-a g ° Cn peut
donc trouver un ouvert W' de ga s contenant la section 1 et un morphisue

PoW —— s T
tel qus P(1+ax) = H(x) .
Reportant dans la relation (2") , on trouve aussitdt pour (x,y) € N(5%) ,

_ l+ax+ay
P(1+ax + ay) = P(1 = ) P(1+ax) |,

ce qui prouve qu'il existe un voisinage ouvert de 1 dans 8 o tel que l'on ait®
pour x et y dans ce voisinage P(x) P(y) = P(xy) . En vertu de BExp. XVIII &
2.3 , il existe un morphisme de groupes
i B T
RSy g S

qui prolonge P . Comme r(H(x)) = (1 + a.x}g au voisinage de la section O ,
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£

et

LY
-

‘on & r(r*(z)) - 22 au voisinage de la section 1 , done

ror® = 32 .

F) Rassemblant les résultats obtenus, on voit qu'il existe un ouvert V' de

< — * -
i g ? contenant la section unité, un a €& gm(s} yUn r & Hms—-gr@m S,T), tels

Qe TO r o= 2 , et que pour (u,v)€ V'(S') , 1 + auv soit inversible et
on ait
p.le) p v) =3 T r (t+auv) pr(ﬁ;) :
Considérons l'ouvert V de g‘:‘l S défini par " 1 + auv inversible " , i.e.
v _(_;_i s ,)f ol f(u,v} = 1+ auv . Les deux membres de la formule précédente

pt

'&_é'-finissent des morphismes de V dans G qui coiIncident dans un voisinage de la
;ctiOn 0 , donc cofincident dang V . La formule précédente est donc valable

pour toute section (u,v) de V . Il en résulte en particulier que V € U, ou U
est l'ouvert de 4) . Prouvons que U =V . Revenant aux notations de 4) , on a

un morphisme

A:U0 — > G
=a S

v

v -  —
qui, sur y est défini par A(u,v) p——

« Pour montrer gque U=V, ce
qui est une question ensembliste , on est ramené au cas o S est le spectre d'un
oorps k , donc & l'assertion évidente suivante : 1'ensemble de définition de

l'application rationnelle gi — G, définie par la fraction rationnelle

k k
¥
1+ axy est 1l'ouvert défini par la fonction 1 + a XY .

G) Ona donc démontré l'existence de & et de r ; ainsi gque les deux propriétés

SWpplémentaires annoncées. Reste & prouver 1l'unicité. Scient donc a' et ¥,
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vérifiant aussi les conditions exigdes. Si wu,v egﬂ(s'}a , on a aussittt :

1+ aur inversible =1 +'a'uv inversible et 1+Vau.v = 3 Va'mr

-
L)

on a donec pour toute section u de ga(s=}
1 + au inversible = t+au = 1+ a'u ¥

ce gqui prouve aussitdt a = a' .
Avec les mémes notations, on a alors
1 + au inveraible :;p r*('1+au} - r*'(1+au} 5

» *
donc également r = r*' .

Corollaire 2.4. Soient exp(Y) t exp(X) et exp(Y') t! exp(X') deux éléments ©

de £ (1) . Alors leur produit est dans S (S') si et seulement si

.

u=1+ £XY" > est inversible , et on a

exp(Y) t exp(X) . exp(¥') t! exp(X') =
(Fr)

exp(Y + u"r(t)'1 Y.t £ 2 (u), exp(u_1r(t')_1x + X') .,

Remarque 2.5. On peut aussi écrire la formule (F) sans faire intervenir les

morphismes exp . Transportant par ces morphismes la dualité ar = q—r — 25

on obtient un accouplement canonique de fibrés vectoriels :

P P E—
r 8 "1 EaS :

que nous noterons encors (x,y) = {(x,y> . On a donc
expX,expYID>=LXY> .
Si x €P (5') , y&P_(5') etsi 14<¢xy>€L(S) ,ona

1

(F) X .y =3;r(T +<xy>)7 K1 +<xy>)7

e (14X, T ).
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.-.. laire 2.6. L'accouplement

w(o[™) xg W r}"r) A

n

A6pinit un accouplement de fibrés principaux sous & s

I, * -1 * -
w(a™) xs“'(‘z}’) ~3& & 2

bl
: .de‘li accouplement sera noté (X,v) > <¢%Y> , ou plus simplement (x,Y) > XY .
,|__$—— -
. Pour toute section XE€T (S,(g.r) y il existe donc une unigque section

fTE r (S,%'L_r]* telle que X el o a (zx)-1 sz X Le morphi sme

8 m:af)* — w(g[,'r)*

ainsi défini est donc un isomorphisme de préschémas, compatible avec 1'isomorphisme
z = )

g.: Z > = sur les groupes d'opérateurs.

N
On dira souvent que X et s(x) = X-1 sont appariés.

orcllaire 2.7. Soient X er‘(s,g’,r)* et a2 € r"(s,gs)* . 0na

r(a) = exp((a-NDX") exp(X) exp((a~1)X"") explaa~! %) .

*
Définition 2.8. Le morphisme r est appelé la coracine associde 2 la racine r .

Remerque 2.9. 38i (G,T,r) est un S-systime élémentaire y (G,T,-r) en est sussi

. On a done par le théordme 2.1 une dualitéd entre g}-r et ﬂ} 5 et une

o
coracine (-r) . Prenant l'inverse de la formule (F) , on prouve asussitdt

CREP = LLEY ; ) swn .

Pessons maintenant & 1'Algdbre de Lie de G . La racine r et la

-
¢oracine r définissent las formes lindaires

—%

& T £_E, o .
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On notera Er = r (1) . On appelle T 1la racine infinitésimale associde & r

H

Hr la coracine infinitésimale correspondante .

Lemme 2.10. Soient S' —s S et x,:a:':w{r_},r](s') , Hew® (s ,

Y,Y' & wﬁb}“r)(s'}, t € T(5') . Ona

(1) 4a(t) E=E , Ad(t) X=x(t) X , aa(t) Y=x(t)"' Y.

= M(exp(X)) H=H - T(H) X , adlexp(X) x* = X ,

2

{M(exp(}{)) Y=Y +(X%LY>H, = LXY> X .
H=H+7(B) Y , ad(exp(¥))Y' = Y' ,

4d (exp(Y))
@) {

Ad(exp(Y)) X=X+ ¢ X,Y)> H_ =~ {XKY>Y .
3) ®mx)=rEx , [EY]= -T® Y , [XY]= {XY> H, .

(4) B = - H .

Il
ro
-

(5) T (5)

La démonstration de ces différentes formules est soit triviale, soit

conséquence immédiate de (F) .

Corollaire 2.11. Supposons H_  non nul sur toute fibre (ce qui est en particu- {

. i B T, *
lier le cas si 2 est inversible sur S, par (5) ) . Alors }(I_é F'(S,g, )

- ¥*
X _€ r (5,0} *)"  sont appariés si et seulement si I:xr,:{_r] = H .
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: Soit (G,T,r) un S-systdme élémenteire . Nous savons (1.19 ) que le

2 de G est _Q_g_zﬁ(ﬂ) - Kerﬁr » &roupe de type multiplicatif et de type fini .
80’ Q est un sous-groupe de type multiplicatif de Cent(G) , 1e quotient G/Q
affine sur S (Exp. IX 2.5 ), lisse sur S (Exp. VI ), & fibres

xes et réductives de rang semi-simple 1 (Exp. XIX 1.8 ). Posons

Bt - G/Q , c'est un S-groupe réductif de rang semi-simple 1 ; T' = T/Q en est

'Egitbt que le quotient est isomorphe & P—r xg T/Q Tg Pr + S5i on note !

caractére de T' induit par r , il en résulte gue le morphisme dérivé du

Tt
phisme canonique G —G' induit un isomorphisme gr —_— OJ,T (resp.

tgt
e ﬂ} ) - En particulier , r' est une racine de G' par rapport

"Lemme 2.13. Si Q est un sous-groupe de type multiplicatif de Ker r ,

*-fé/Q,T/Q,r/Q) est un systéme élémentaire.

De plus , par les assertions d'unicité de 1.5 et 2.1 :

Lemme 2.14. Sous les conditions précédentes, les diagrammes suivants sont

commutatifs
Xp exp
W) sy B < w( L™
can can can
exp 'lf exp g‘l’

r -r
et
: ¥ * 9 ==y
Y] can id
!rr _rl’ l’
d} i o} — . QS B




G/l&
h -

3« Le gzroupe de Weyle.

si (G,T,r) est un S-systime £lémentaire, on notera

N = Nom:(T) s W = Nomm (T)/T ,

(ef. Bxp. XIX 6.3 ); N est un sous-groupe fermé de G , lisse sur S . On
notera Q =N - T le sous-préschéma ouvert de T induit sur le complémentaire
de N . Notons R le tore maximal (unique) de Ker r , et T' 1l'image de
—s3 T , qui est un sous-tore de dimension 1 de T . Le morphisme

i Xo R —> T induit par le produit dans T est surjectif (donc fidélement

plat); en effet, on est ramené A le vérifier sur les fibres gdométriques , et celdl

-+
résulte aussitdt de la formule r or = 2.

Théortme 3.1. Avec les notations précédentes :

(1) W est isomorphe au groupe constant (§/2_2:}s 3

(ii) Q est un fibré principal homogéne localement trivial sous T ,

& gauche par la loi (t,q) —>tq (resp. & droite par la loi

(pt) —3 at).

(iii) On a la formule

int(w) t = t r*(::'(t)}_1

pour we&Q(s') , ter(s'), S'—S.
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int(w) induit 1'identité

g+ Dans la décomposition TS,= Ts',. RS”

sur RS’ et la gymétrie sur TS", . On a les relatiqns
r o int(w) = e , int(w) o B By L,
v *
Pour X € W(gﬁ ) (s') , 8' —» 8, posons
o
w.(X) = exp(X) exp(-X) exp(X) .

Alors wr(X) & Q(S') et le morphisme Wi W (%r)*——a) Q

ainsi défini vérifie

w (z %) = + (2) v (D) = w () r (2”1
(z €8 (s , xew{!}r)*(s') , S'—%8 ).

On a la relation

v (D) w (1) = wr{-xr'1) )

En particulier ,

v (@2 = 1) €106 N @ G)

o *
wr(X:l wr(-}i) =1 (-1) wr(X) ;

Si on définit de méme pour Y € W( Q}—I‘)*(S‘) ,
v_(Y) = exp(¥) exp(-¥"") exp(¥) ,

on a (en plus des formules anslogues aux précédentes)

v (Y =v.¢r(:a;)'1 = v (-0,

v (X w (1) = = (x) .
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Démonstration. (i) a d6ja été vu en Bxp., XIX 2.4 ; il en résulte aussie
tdt que Q est bien un fibré principal homogine sous T pour les lois définies
dans (ii); le fait gu'il soit localement trivial résulte notamment de (iv).
Démontrons (iii) ; si w € Q(S) , il est clair que T o int(w) est une racine de
G par rapport & T , qui est donc localement égale & r o -r ; comme sur chaque
fibre c'est -r (BIBLE, 12-05, démonstration du cor. & la prop. 1), on a
r o int(w) = =r . Par transport de structure on en ddduit
-7 = int(w)_10 P int(w) o r , car int(w)a = int (wz) et w2 est une section
de T . Donc int(w) induit la symétrie sur T' ; comme R est central y
int(w) 4induit 1'identité sur R . La formule de (iii) définit un morphisme

T — T qui vérifie les mdmes propriétés, donc coincide avec int(w).
Démontrons (iv) « On a successivement
it =4 -1
v (%) tw (D)7 = exp(Xexp(-X Dexp(X) t exp(-X)exp(X exp(-X) =
=1 -1 =1
= exp(X) exp(-X"") exp(X -r(t)X) exp(r(t)” X ') exp(-r(t)X) t .

Par application de la formule (F) , on a =
exp(-X"") exp(1-z(£))%) = exp((x(1)™" = NX) " (=(t)) exp(-=(t)" Xy .

Reportant dans la relation précédente, on trouve

int(w_(0) t = exp(x(®)70) £ (=)™ ew(-r(®)D) ¢

—exp(ax) o)t ,

a = (&)™ - 2N 2t)

mais ror = 2, ce qui donne aussitdt a =0 et wr(X) € Q(s') .

Prouwvons maintenant la seconde assertionde (iv) . On a
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r*(z) wr(X) = exp(zz X) e.xp(-z-2 X_1) exp(22 X) r (2) =

exp(eX) exp((z22)X) expl-s2X") exp(e®R) = (s) =

exp(eX) exp(oz~ 'Y £72)”" exp((P-2D)%) oxp(e®X) = (=) =

exp(2X) exp(-z X ') exp(2X) = w (2X) .

Prouvons (v) « EBEn vertu du résultat précédent, la premidre formule de (v)

résulte aussitdt de la seconde; prouvons celle-ci :

(0% = exp(X) exp(-X") exp(2X) exp(-X) exp (%)

I
Il

exp(X) exp(-X") exp(X™") r'(~1) exp(-2X) exp(X)

Il

exp(X) r (~1) exp(-X) = = (-1) ,

cer w(r#*(-1)) = (-1)2 = 1, ce qui prouve que r (=1) € Cent(G)(S).

Prouvons enfin (vi) . La premidre assertion est un cas particulier de la seconde,
démontrons celle-ci. Les deux membres de cette formule définissent des morphismes
de W( aJ,r}* X w(q,' )* dans G . Pour prouver gu'ils cofincident, il suffit de le
faire sur un ouvert non vide sur chaque fibre (Exp. XVIII 1.4 ); il suffit donc

de vérifier la relation lorsque 1 + XY est inversible. On a alors successivement !

W (X w__(1) = em® exp(-X") exp(X) exp(¥) exp(-¥"") exp(¥)

Il

exp(X) exp(-X"") 9@(15&} r (1+XY) eJCp(1+§X) exp(-Y"") exp(¥)

4

_.}C'1 = . -¥
1+ﬂ) r (1+XY) exp(1+}:!

) exp(Y)

-1
\1 )D.’j exp(X + Y ') r (1&)3’"' exn( ) exp (Y)

B e}'_p(—:" dY 1\ r l.,Xf) em{(f‘-gjg} exp(‘::‘jﬁ:} E}CP[:Y)

*

= exp[:-XHEY-1} p o

= » () exp(-Y) exp(¥) = r*(x¥) .
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Corollaire 3.2. Soit n€ 2, n# O . Pour tout w & G(S) , les corditions sui-

vantes sont équivalentes :

(i) W e Q(s) ]
(ii) Ona int(w) on B (on rappelle que

(ar)(z) =2 (2)®) .

Ona (i) =(ii) (assertion (iii) du théorsme); réciproquement,

on peut supposer que Q posséde une section et on est ramené & prouver :

Lemme 3.3. On a Centg(n r*) =T pour n£0.

@ :
En effet, l'image T' de nr est un sous-tore de G . Il en résulte

*,
(Bxp. XIX 2.8 ) que Cents(n r ) est un sous-groupe réductif de G , contenant

* ¥*
T . Comme sur chagque fibre on a Cent (n rg) # GE y on a Cent (n r;) = 7=

s B ¢
*
(Bxp. XIX dernidre assertion de 1.6 ) , donc Centg(nr ) =T , car il s'agit de
sous—-groupes lisses de G .
Remarque 3.4. La construction de W, et le fait que wr(X:l normalise T ne

s'appuient que sur la formule (F) . En particulier, si ¢ est un S-groupe véri-
fiant les conditions de 2.2 , Nomg{T) est différent de T sur chague fibre .
I1 en résulte que si G est un S-groupe affine & fibres connexes vérifiant les

conditions de 2.2 , il est réductif de reng semi-simple 1 . Bn effet, il est

lisse au voisinage de la section unité, donc lisse et on peut epplicuer le critére dg

'Ebtp- HX 1-11-

3.5. Avant d'énoncer le théordme suivant, faisons quelques remarques. Nous iden—

tifions comme d'habitude gL_r a (ﬂ}r}ﬂ = » De mdme, nous identifiercns
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‘E'GE.‘.QS (g,"r, D}r} 2 (g’r)nE et donc
Zsomy o VYTV HAT) 2 (D 5 .

gi w € Q(s) , alors Ad(w) permute g_r et qv-r , (3.1, (iii)), donc définit

un isomorphisme :
ar(w) : ﬂ(} . B} ’
. — . T\ Em2, ¥
gque nous identifierons donc 4 une section ar(w) enr (S,(g, it Y
Cette construction est compatible avec le changement de base et définit donc un
morphisme

a1 @ ——W((YDTHT .

Thdoréme 3.6. Soit e, QL — W(({}r)l 2)* le morphisme défini par
. M =T
Ad(w) ¥ = ar(w) Y (¥ section de 'w(%f YY)

(i) On a

it (w) exp(Y) = exp(ar(w) Y)
pour tout S' —»5 et tous w €Q(S') , Y & w(fg,’r)(s') ;
(ii) On a

ar(tw) = r(t) ar(w) ’ ar('-rt) = r(t)_1 ar(w:}

(111) Si on définit de mBme a_ _: & —> W(g,'r)‘ 9%, ona
-1
E-_r(W) = ar(w} .
(iv) Pour tout X €W(Y")" (s) ,S' =5, ona

a_ (v (%) = - .
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L'assertion (i) est triviale, par la caractérisation des morphisme exp

donnée en 1.5 . L'assertion (ii) est immédiate, =sinsi que (i1i) . Prouvons

L *
(iv) : soient X € r‘(s,gﬁr; , D& r‘(s,%}r) ; on & par définition

ar(w}-1 Z = Ad(wr(x}) i

2d(exp (X)) ad(exp(-X"")) ad(exn(X)) 2 =

3 (exp (X)) ad(exp(-X"")) 2 =

1

Ad(exp(X))( 2 - xf1z.a;r - X x?‘) s
par la formule (2') de 2.10. Appliquant maintenant 2.10 » (2) , on obtient
Z - x?’z(n;r —20 -x"2 (x', x'x 5 - X 'y -

-X%z-x"28 _+8) - -x23 ,
-T r

ce qui ach&éve la démonstration.

Corollaire 3.7. On a en particulier

intlfwr(}[)) exp(X) = exp(-X~1) s

d'oh (par la définition de wr(x) )
-
wr(}() expf:i{) wr(X) = exp(—.?{) wr(l{) exp (=X) ’
soit, par un calcul immédiat

D
[wr(X) exp(x)j = e .

Corollaire 3.8. Soient X € (S,%r)* et n F—’E y n#£ 0 . Posons

&
u=exp(X) € Pr(S) . Alors wr(K) est 1l'unique section w & G(S) qui vérifie

(1) int(w) o BE = Ho

(1) wuw’=e .
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On sait que wr(xj vérifie bien ces conditions « Réciproquement, soit
w € 6(S) vérifiant (i) et (ii) . Par 3.2 et 3.1 (ii) , on sait qu'il existe
un t € T(S) avec w = wr(}{) t . On aalors

W u w-1 = wr(z) t exp(x} 1:-1 wr(X)-1 - exp(-r(t)){-1) 5

et d'autre part
-1 =1

u wu = exp(-X) w_(X) t exp(-X) =
= exp(=X) w_(X) exp(-X) exp(%r(t)X) t =
= exp(-X") exp(Xr(£)X) t = exp(-%") t exp( E) .
Or (w u)j = ed{=w u w_1 = u_1 W u._1 » comparant les deux décompositions de cet

&lément sur P_r.T . Pr , onen tire t =e .

Remargue 3.9. On peut résumer un certain nombre des résultats de ce n° par le

diagramme suivant de fibré principaux homogbnes (& gauche)

w a

w(g‘")* il @ 2 ﬂ((g,r)“J*

5 3
> T >

s ¢

EJG‘:
¥

Remarquons que a, est fiddlement plat (r 1'Stant) et que W, est un monomor-

*
phisme si et seulement si r est un monomorphisme. Nous laissons au lecteur le
soin d'éerire les diagrammes correspondants pour les structures de fibrés princi-
paux a droite, ainsi que les diagrammes du m@me genre pour la racine -r , et

d'étudier les relations entre ces différents diagrammes.

Lemme 3.10. Scient S un préschéma, gq un entier > O tel gue x |—)xa"

définisse un endomorphisme de G g 0 (¢,T,r) et (G!,D",r') deux S-gystimes
5 .
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élémentaires , f : G —» G' un morphisme de S-groupes . Soient
i & (qr-}a q —M—’g"rl
un isomorphisme de (_)S—Modules et
e (TR oy T
1l'isomorphisme contragrédient. Supposons pour tout S' — S et tout

X € w(tg,r)(s'), on ait

flexp (X)) = exp(n(xY)) .
Les conditions suivantes sont dquivalentes :
(1) £(="(2) = »T(2)? .
(1) £ (@) = w_,(n(zY) .

(1i1) flexp(Y)) = exp(r’(¥Y) .

i

(Chaque condition doit se lire : pour tout S' — 8 et tous
r* -
zegm(s1) , Z'E'W(g,) (ST},YEH(%L TY(S'), on a ses )
En effet, (i) =>(ii) par 3.8 , (ii) =—(iii) par 3.7 ,

(iii) = (i) par 2.7.

Proposition 3.11. Soient S un préschéma , g€ Z, 9> 0, tel que x +— x4

définisse wn endomorphisme de G_ 4 » (¢,T,r) et (G',T!,r') deux S-systimes

élémentaires , f : G —» G' un morphisme de groupes . Les conditions suivantes

sur f sont équivalentes :

(1) La restriction de f _é_ T se factorise en un morphisme

f’l‘ : T —» T' rendant commutatif le diagramme

*
r r
Gom ek B wtes &
e ) |
aQ J/ HsT , a
B o —— s T _ T @8
-m S -m S =
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(ii) Il existe un isomorphisme de Qs—Modules (unique)

b & (gr)nq (g’

tel que £(exp(X)) = exp(n(x?)) , £lexp(¥)) = exp(h¥ (YY) pour tous

X €& H(g,r)(S') ; YEW(UJ,_r)(S*) , S' —3 5 (il en résulte que f vérifie

également les conditions égquivalentes de 3.10 Y

: e i *
On a2 (ii) = (i) . Bn effet, par 3.10 , (ii) entralme for = qr' ,
donc par 3.3 f |T se factorise par T' . Reste & prouver r(e(t)) = c(8) %,
ce qui résulte aussitdt du fait que f induit un morphisme de groupes _
) ¥ . 5 T -r
T .Pr_._} T 'Pr’ . Prouvons (i) =3 (ii) . Seit X € P(S,g ) I ‘ref"(s,g. )
Posons p+(x) = f(exp(xX)) , p_(x) = f(exp(yY)) , ce sont des morphismes de

groupes

int(r ()% p », (x) int(fr(r*(z})) £ (exp (xX) )

£(int(zr" (2)) exp(xX)) = £(exp(z°xX))

p+(zax)
Appliquant le lemme 1.2 (avec Q = r‘*@m S)) , on en déduit qu'il existe
une section X' €T (S, 9{]}”) avec

flexp(xX)) = p, (x) = exp (x¥x")
De m@me, il existe une section Y' € [ (S,U}-r') avec

flexp(yY)) = exp(y™?")
Ecrivant maintenant que f est un morphisme de groupes, donc qu'il respecte la
formule (F), on obtient aussitdt

2¥% = (YT = BV YE .
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On en conclut aisément gue = x et ¥4 —>»Y' définissent des isomor-

phismes h et hY comme annoncé .

Proposition 3.12. Soient (G,T,r) un S-systdme élémentaire , w € Q(s) ,

posons
" Sasiactetans

_ﬂ.o w X ) int(w)“i-fl .

Soit d la fonction sur S2 définie par

d(exp (Y) . t.exp (X)) e(t)” + x .

Alors 'n'o = 'O_d et on a pour exp(Y) t exp(X) € -Q—O(S"J la formule suivante

(cn pose 4 = d(exp(Y) t.exp(X)) :

in’c(w) (e@(?) .t.exp(K)) =

1 -1

exp(a” arfw) X).% r*(d} . expl:d_1 ar(w) Y) .

De plus , d o int(w) = 4" .
En effet, on a aussitdt
int(w) (exp(¥) ¢ exp(®) = exp(a (0™ Dot £ (x(8))™"s expla_(w) X .
D'aprds (2.4 ) , c'est une section de L si et seulement r(t)XY + 1 est inver—
sible, ce qui prouve bien "Qo = ._Q.d ; appliquant ensuite la formule (F) , on

en déduit par un calcul trivial la formule annoncée. La dernidre assertion est

alors immédiate.

N.B. On remarquera que la fonction d est inddpendante du choix de w .
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4. Le théoréme d'isomorphisme .

Théoréme 4.1. Soient S un préschéma , g€ Z g >0 tel que x p»x} soit un

endomorphisme de Eas , (G,T,r) et (G',T',r') deux S-gystdimes élémentaires .

Soient

—

b g ({}r)mq sl q’*r'

et

b Ve (%—r)n q fg"—r'

deux isomorphismes contrgédients l'un de 1l'autre. Soit fT:T —» T' un morp!'lime

de S—groupes rendant commutatif le diagramme

Gy —— &
x| £ r’*l
T T
r l r'l
B By
Il existe un unique morphisme de S-groupes f : G —»>G' qui prolonge f, et
vérifie
flexp(X)) = exp(n(x?))

pour tout X € W(fg,r) (s') , 8' — S . De plus, ce morphisme vérifie aussi
flexp(¥)) = ewp(¥(¥Y) et £(w (2) = w_(n(2),

pour tout S'—S et tous Yé—f‘(s,ﬂ,") . Z&P(S,qr)*o

*
Si f: G —G' prolonge fp s alors for = vt . 81 de plus f
vérifie la seconde condition, alors il vérifie aussi les deux autres par 3.10.
Il en résulte que f est déterminde sur {L par la relation

flexp(¥) t exp(X)) = exp(h’(¥Y) £,(t) exp(n(xY)



Comme ) est schématiquement dense dans G , ceci démontre déja 1'unicité de f .

Pour en prouver l'existence, il suffit, en vertu de Exp. XVIII 2.3 , de prouver

f

que la formule précédente définit un morphisme "génériguement multiplicatif" de
{2 dans G' . Or, par 2.4 , cela revient & wvérifier que r' o f = rq, ce gui

résulte de ce que f prolonge f‘I‘ .

Scholie 4.2. On peut aussi interpréter 4.1 de la fagon suivante : on considdre

la catégorie E des S-systémes élémentaires et la catégorie D des couples

E 3
@m 3 T o 2. L A L),ou T estuntore, retr des morphismes de
groupes tels que ror = 2, et L un O -Module inversible (Le lecteur pré-

= <S5

cisera les morphismes des deux catégories envisagdes). On définit un foncteur

*
& —D par (6,T,7) —> (G o e T G o ,GL") . Le thécrdme précédent

dit que ce foncteur est pleinement fiddle . C'est en fait une équivalence de caté-

gories comme on le verra au n® suivant. On a déja:

Corollaire 4.3. Si gq=1 et si fp est un isomorphisme , alors f est un

isomorphisme .

Corollaire 4.4. Si g=1 et si fT est fidélement plat de noyau @Q (ef.

Bxp. IX 2.7 ), a2lors f est fidélement plat (quasi—con_rpact) de noyau Q , donc

identifie G' & G/Q .
—_— ——

En effet, si fT est fidelement plat de noyau Q , alors

Q = Ker fT C EKer fT or' = Ker r . Introduisant le S-gystéme élémentaire

(6/Q,7/Q,r/Q) de 2.13 , on est ramené par 2.14 & prouver que f/Q induit un

isomorphisme de G/Q sur G' , ce gqui résulte aussitdt de 4.3.
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5, Exemples de systdmes élémentaires, spplications .

5.1. Soient S un préschéma , L un _(_JS—Hodule inversible . Considérons le groupe

(;L gur S défini par
6 (s) = &(:;) , a,d €8 (S") , b W) (SY), e £W(LT)(s")
ad-bc € & (sY) } :

muni de la loi de multiplication habituelle des matrices. Il est localement iso-
morphe & GT..2 s * C'est donc un S-schéma en groupes , affine et lisse sur S ,

a2 fibres connexes .

Remarque . Scient L' et L" deux faisceaux inversibles sur S , tels que

L=1"Q® gy, Alors, par les formules (x,y)—» (ax+by,cx+dy), on réalise un

igomorphisme de S—groupes

G, —>GL(L'el") .

5.2: On notera SL le sous—groupe fermé de GL défini par la relation =ad - be = 1.

Clest aussi uh S—-schéma en groupes, affine et lisse sur S , & fibres connexes
(isomorphe & SL(L' e L") par 1‘isomorphisme précédent).

(0]
De mBme, considérons le morphisme Em S—) G-L défini par z]-—a(g z]' Clest un

monomorphisme central; par passage au quotient. on en déduit un groupe P, , lisse

L
et affine sur S , & fibres connexes (cf. Bxp. VIII 5.7 )
On peut voir que par passage au guotient & partir de 1'isomorphisme de la

Temargue, PL s'identifie au groupe des automorphismes du fibré projectif

P(L' ®L") , (cf. EGA, II 4.2.7 ).
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On notera i et p les morphismes canonigues '

1 ¥ G p>PL’

i est une immersion fermée , p est fidilement plat et affine .

5.3. Considérons les morphismes de groupes

2 z 0
. ] . -
tet & g —— s G, tG(z,z ) - (0 z') ;
" G i z O -
558 g ——— S, ts(z) = (0 2_1} ;
tP : gm g —> P, tP(z) = p(tG(z,‘T)) i - ; '

Ce sont des monomorphismes de groupes, qui définissent dans chaque groupe un tore
’ " 5 3 i i A — *
(trivial) de codimension relative 2 . Pour tout s &S, soit X € [(s , L® s) 3

0= X 2 .
: — — + .
alors la section (}C"1 O) de GL 2 normalise tG G s} et ne le centraliss pas;

on conclut alors de Bxp. XIX 1.6 que GL est réductif, de rang semi-simple 1

. 2 . - £ .v
de tore maximal tG@m S) + On raisonne de méme pour S, et P, et on voit que

!

S;, (resp. P ) est réductif, de rang semi-simple 1 , de tore maximal ts( o) !

(resp- 'I:P(Erm S) .

o g g

5.4. En raisonnant comme d‘'habitude, on détermine sussitdt 1'Algébre de Lie de cesg
-
différents groupes et l'opération adjointe du tore maximal choisi. Faisons-le pour %
G, ; c'est immédiet par Exp. II 4.8 : Lig(GL/S} est 1'Algdbre de Lie des

. 8

matrices (: 2) y a et 4 sectionsde O, , b sectionde L , ¢ section de L

—S

avec le crochet habituel; on a

salpglogel) € Jom [® 5 b)
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2 Fioia
Notons Lie(GL/S) = g. Soit Tt tG G S} —-sg_m s le caractire défini par

rG(tG(z,z‘)) = zz'-1 s

On voit aussitdt sur la relation précédente que r est une racine de G; par rap-
2 .
port tG(gm S) et que le morphisme
u: L ———)ﬂ}(map.u_:L-1—-—>0})
, 0 X 00 _ .
aéfini par u(X) = (0 o (resp. u_(X) = <X o) ) est un isomorphisme de L sur

%r(} (resp. g sur g-rG) .

3 2 3 i i
On a donc prouvé gue (G,tc(gm S), rG) est un S-systéme élémentaire .

Posant de mBme

rgltg(e)) = 2 , m(tp(a) = =

on démontre que (SL , ts(g-m S) - rs) . (PL " tP(Qm S) v rP} sont des systémes
élémentaires , et on définit des isomorphismes de L (resp. L-1) avec les facteurs

directs correspondants des Algébres de Lie de SL et PL 3

5.5. Posons erp(g g‘) = (é JT{) . On a ainsi défini un morphisme

T
W e
qui induit sur les Algtbres de Lie le morphisme canonique, donc est 1'unique mor-

phisme de ce type (1.5 ) . De mBme, on pose e@(g g) = (;, ?} . Effectuant le

calcul explicite de la formule (F) , on trouve

0 X 00 * z 0 -1
Le morphisme W est alors
T
G
0 X 0 X
"rG(o o = (_x1o) 3
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le morphisme ar, est

m
T
£ O

5.6. Nous laissons au lecteur le soin de faire les m@mes calculs dans S, et PL'

On trouve la m@me formule de dualité et les coracinss
- * z
rS{z) = tsfz) , rP(z) = tP(z Y .
h
r

Notant p, le morphisme induit par p : G —> P; sur ts(gm «) 5 s0it

ppltg(2)) = £,(=7)

on a done le diagramme commutatif :

G
“m S
/rs/ I‘P\ S
ts

s _-""‘ts@ms)"‘“ﬁ;’tP@mS) — & s
* ¥*

\S Tp

ia i 3

~~=m 8

On reconnait dans la partie centrale le diazgramme commutatif de 4.1 relatif au
morphisme canonique p o i : SL —_— PL gui induit un morphisme des S-systimes

élémentaires précédents.

5.7. Soit maintenant (G,T,r) un systdme $lémentaire quelconque . Considérons le

diagramme commutatif :

& s
B N
I‘* Ir
S s s T » & s
\I‘l
2 id.
& s




Combinant les deux diagrammes précédents, on obtient aussitdt un diagramme

|
t5E, ¢ "'"'_*'J; — %G, ¢
krj’ /p
& s

Utilisant 4.1 , on a donc:

Proposition 5.8. Soient S un préschéma, (¢,T,») un S—gystime élémentaire.

Posons L = f}r (\et gone 1T .- a}—r} "

(i) Il existe un morphisme de groupes unigue f : S; —> G gqui vérifie

les conditions dquivalentes suivantes :

z 0 1 X
a) ffo z—1) = (2 , i‘lo 1): exp(X) ;
b) f{;f\ - em(® fir; ?L exo () .
| % ¢ X
c) f(o 1) = exp(X) , f{_x_1 o] = wr(x} .

(ii) Il existe un morphisme de groupes unique g : G — P, qui vérifie

gt) = p(rét) ?) , glexp(X)) = p{,; ‘:l{} . De plus, on a
T <
glexp(Y)) = p(; ?) ,» glw (1) = P(_x—i 0) .

Le morphisme g est fiddlement plat guasi-compact de noyau Ker(r) = Cent(G) et

€ o f est le morphisme canonigue SL —_— PL .
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Remarquons que les corditions b) de (i) donnent une description ,

sy S r -r
explicite de la duslité entre %‘.’, et 0} .

Corolleire 5.9. Soit (G,T,r) un S-gystime €lémentaire. Les Sous-groupes

i P A P 58
i & L T P-r » B et P—r sont fermés

Comme Pr est un sous-préschéma en groupes fermé de T . Pr y il suffit

de faire la vérification pour ce dernier. D'aprds le théordme de Noether (Exp. IV

i
!
¥

5.3.1 et 6.4.1) , il suffit de prouver que T . P / Ker r est un sous-groupe
fermé de G/ Ker r . En vertu de 5.8 » on est done ramené & prouver que le sous-
groupe de PL (ou de GL » ce qui revient au m@me en vertu d'une nouvelle appli-
cation du théorgme de Noether), défini par ¢ = 0 est fermé , ce qui est trivial.

En d'autres termes , les morphismes exp de 1.5 sont des immersions

fermées.

N.B. Cela résulte aussi de ce que T . Pr et ‘D FP » sont des "groupes de Borel'.-;‘i_

RE
s

de G (ef. Exp. XII 7.10 ).

5.10. Soient L wun QS-Hodule inversible et

G > T Zes

G s
un diagramme de groupes tel que r o r* =2 ,

Soit R le tore maximal de Ker r et K =1r"'(R) . C'est un sous-groupe de type |

»*

multiplicatif de _C_}_m s * Envertude ror =2, clest méme un sous-groupe de

k O \ est central .

,ﬁ““zs En particulier le morphisme -_— SL ’ EH(O 1)
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-l

,_ On a donc un monomorphisme de groupescentrsal
K —> R x SL

»*
défini par k +—>» (r (), (g 10{_.1) ) . Considérons le groupe G obtenu par passage
gu quotient. C'est un groupe affine et lisse sur 3, & fibres connexes. Il est

jmmédiat que la suite

u
"
0 = K —_"R"ts(“ ) —— P ey

S
oh u(x,tS(z)) = xr (2) est exacte . L'image de R x ts(grm S) dans G est
donc un tore T' isomorphe & T . On montre maintenant sans difficultés que si
r' est le caractdre de T' déduit de r par 1l'isomorphisme précédent, (G,T',r')
est un S-systéme élémentaire, que grl est isomorphe & L et que r'* est
obtenu & partir de r* par 1'isomorphisme T 24 T' . On a donc construit un

S-systime élémentaire (G,T',r') tel que 1l'objet correspondant

rt! ol Pt
a .l ' " ; S % y ;
( & Y e (B L 3 0(;[, ) de la catégorie définie en 4.2 soit
‘ % s g % \ ;
isomorphe & (G g == T e '[':'m R L} . On adonc prouvé le

Théoréme 5.11. Dans les notations de 4.2, le foncteur

¥
I iy r
(0 po—— @ g S T -Zs g )

est une équivalence de catégories.
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r :

-

._ On a donc un monomorphisme de groupescentral
K —> R x SL

»*
géfini par k +—» (r (k), (z 2_1) ) . Considérons le groupe G obtenu par passage
au quotient. C'est un groupe affine et lisse sur S, & fibres connexes. Il est

jmmédiat que la suite

u
-
0 — K —)-ths(ur — T —>» 0

)
*
o ulx,t.(z)) = xr (z2) est exacte . L'image de R x t (Erm ) dans G est
5 8 s x
donc un tore T' isomorphe & T . On montre maintenant sans difficultés que si
r' est le caractére de T' déduit de r par l'isomorphisme précédent, (G,T',r')
1
est un S-systéme élémentaire, que gr est isomorphe & L et que r'* est
w*

ocbtenu & partir de r” par l'isomorphisme T 245 T' . On a donc construit un

S-systéme élémentaire (G,T',r') tel que l'objet correspondant

*
r! ' : i
o o . ¥ : S, : i
( s > T!' ——= G o (T(;L ) de la catégorie définie en 4.2 soit
*
; . r P
isomorphe & (G g =g T —r—p G R L). Onadonc prouve le

Théoréme 5.11. Dans les notations de 4.2, le foncteur

*

r
(G:T!r) e (E'ﬂ g == T —rb E’m g !o}«r)

est une £quivalence de catégories.
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€. Générateurs et relations pour un systéme élémentaire.

6.1. Soient S un préschéma, (G,T,r) un S-gystéme €lémentaire. Soit '
* I I
u e Pr(S) j on &2 vaen 3.8 gue 1l'élément w = wr(X) (avec = exp(X))

correspondant vérifie en particulier la relation

Gend® = w

Théoreme 6.2. Soit H wun S-faisceau en groupes pour (fopf) .

Soient

des morphismes de groupes et h EH(S) une section de H . Pour qu'il existe un

morphisme de groupes (nécessairement unique)

f:G _ > 7

prolongeant fj , f et vérifiant f(w) = h, il faut et il suffit que les condi=

tions suivantes soient vérifides :

(i) Pour tout S'—>5 , tout t € T(S') et tout x epr(s') , on a

(0 () £.(x) £, =f (txt7), [z fr(x”(t))]

(autrement dit fT et fr gse prolongent en un morphisme de groupes du produit

semi-direct T . Pr dans H) .
(ii) Pour tout S' —> S, tout t € T(S') , on a

(2) B ofy(8) B = f(s (8) [= £t Sh ]
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(1ii) On a les deux relations dans H(S) :

3) o= =)
() (nf ()= e .

pémonstration . Notons additivement Pr et T - et multiplicativement leur
——'_____ —
structure vectorielle . Si f vérifie les conditions de 1'énoncé, on a néces-

gairement pour tout y € P__r(s') '

f(y) = flwwy W w‘1) = K fr(w v w-1) B

Soit donc f_ : P—r — > H le morphisme défini par

=
f_r(y) = h fr(w yw ) h .

C'est un morphisme de groupes. D'autre part, f est déterminé sur la grosse
cellule 2 par

ty tx) = £ £,(8) £.(=) .

Cela montre l'unicité de f 3 comme les conditions de l'énoncé sont manifestement

nécessaires, montrons qu'elles sont suffisantes.

On a2 par (4)
h f (u} h_T h2 = £ [=u) 1'1-‘t b ig (—u)
T B T B
Or, par (3) ; €t (i) , h‘? commute 2 fr(—u) , ce qui donne
e
h fr(u) h = fr(—u} h fr(-—u) .

Mais, par définition h fr{u} Tl f_r(w u w_1} ; comme W correspond & u ,
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1 =%

ona wuw = -u (on nots T 1'élément apparid & u , U e P:&(S} 3.7 ) 3
on obtient Jonc

A o= £l (~w) .
f_ (-3 £~} b £ (-u)

Soit maintenant t une sectionde T sur un S' — S variable . Faisons érer
op

int(fT(t}) sur la formule précédente. On obtient au premier membre
ey ot -1 B
fT(t) f_r( ) fT(t, = fT(t) h fr(u) n fT(t) s

el fT(t} h) fr(u) ! f‘T(t) B B!

I

hoof(e (8) £ fpls (7T W,

par (2) et (3) ; puis

1 -1

hof (x(s (#)) w) w' - n fr(r(t)—1u) B

=2 .

par (1) , puis enfin par construction f_r(—r(t) )

Le second membre donne

£ (-x(t) w) . £,(¢) B fT(t)-1 n!

h . fr(-r(t) u) =
= £ (or(t) W () 6 r @) b £ (r(8) W .

Comparant les deux expressions obtenues, on obtient

£ (v (®)7R) = £ (cx(®w)otyle (2(8) « B £ (x(t) ) .

Comme =~ : T —*#E%l est fiddlement plat et que H est un préfaisceau séparé,

S

on peut remplacer -~r(t)” par wne section quelcongue de & o et on obtient le

Lemme 6.2.1. Pour tout =z & gﬁ(s') s 3'— 85 , on &

f_r(éﬁ). = fr(z-1u).fT(r*(-z-1).h. fr(z_1 u) .
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3 s

Soient maintenant x,y é'_G-_a(S'), St —» S , supposons y et (l4+xy)

jnversibles. Appliguant d'abord le lemme &4 2z =y , on obtient

fr(xu} f_r(_?:ﬁ'} =

£ (G 0. (e (). . £ 6T =

1l

-1
£,(Gry™ )« £h(r (™) £ lelTE=) bl £ 67 )

Or 3_+3r-1 = y'_1(1+:x;9') . Appligquant le lemme & 2 - —— » on trouve

1+ xy
£ () £_(ya) =
= -r%mﬂ ﬁ').fr(-(x+y-1]u) .hmiE fT{r (1+xy)_1) h .fr(y-1 %) =

It

G ot Cluy Y e (e)). 1,67 =

p =1 -2 -1
— - — \ —3
= £ G5 a0 o)) o £ (G ) (1eay) ™ + 77 Dw)
x
e g 3 P
=f_ & X .fT(r (14xy)) . S s ) .

On a donc prouveé !

Lemme 6.2.2. Si =a € Pr(sr) , b err(s'j y 8' —3 5 tels gue 1+ab egm(s') .

on a

£ (a) £__(®) = £_ (2

* a 1&
-r 1+abj fT(r (t+a)) fr(h-e.b’ ;

Par densité schématique, cette formule reste wvalable lorsgue
b & P_r(s ') 4, 1+ab étant toujours inversible. Considérons alors le

morphi sme
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f: & — > H

défini par fly ¢t x) = f*r(y) fT(t) fr(x) .

I1 résulte aussitdt de 6.2.2 , de la condition (i) , et de la formule (F')
de 2.4 , que si g,g'€ SL(S') et gg'eISL (S') , ona flzg') = £(g) f(e') .
Par Exp. XVIII 2.3 (iii}, et 2.4 , il existe donc un morphisme de groupes
G ——>H prolongeant f . Notons-le aussi £ ; il répond & la question j il

suffit de prouver, en effet, que f(wr) =h. Or w_ = w.(-1). u, d'on

fw) = £ (w) £_(- 2) £ (0 =
-
= fr(u) h fr(u) n fr(u) -
2
= fr(u) h fr(u) h fr(u) r =
= (fr(u} h}3 h=nh.
Remargue 6.3. Nous compldterons ces résultats en Exp. XXIII 3.5.
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gxpﬂﬂé XX1

DONNEES RADICIELLES

par M, DEMAZURE

Cet exposé rassemble, en 1l'absence de référence convenable, des résultats
connus sur les domnées radicielles (= syst®mes de racines "absgtraits") dont 1la

plupart seront utilisés par la suite.

Notations. On désigne par g,+ 1'ensemble des nombres rationnels positifs (ou

nuls); on a ZNQ = N. Scit V un Q-espace vectoriel; si 4 (resp. B)

est une partie de

1o 4

(resp. V) , onnote 4 . B 1'image de A ® B par le mor-
phisme Q® V —V , autrement dit 1'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments
de B & coefficients dans 4 . On note - B:{-1} B . On désigne par E - F

l'ensemble CF .
E
1s Généralités
1«1. Définitions, premidres propriétés.

z . - - * k3 3 i
Définition 1.1.1. Scient M t M deux Z-modules libres de type fini en dua-

I

N . - * *
lité. Onnote V=M= Q, V M = Q ; ce sont deux Q-espaces vectoriels en

*
dualité. On identifie M (resp. M ) & ume partie de V (resp. V). La forme

- - ra - * * e
bilindaire canonique sur M x M (resp. V x V) est notée ( , ) .
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*
Soit R une partie finie de M . Donnons-nous une application r > de R !

- - *
dans M ; l'ensemble des r , r& R, est noté R . 4 chague T &R, on associg |

* - * " ‘
1'endomorphisme s (resp. sr) de M et V (resp. M et V) donné par leg
formules :

- -
(1) s(x) = x - (r,x)r , i.8. 8 = 1= B T.
T T
* * * * *
(17) Sr(u) = u - (ur) r - s 8, = 1=-rar .

E
On dit que le couple (R, R ) (plus précisément le couple (R, R —s M*) est une

* * *,
donnée radicielle dans (M,M ) , ou que (M,M ,R,R) est une domnde radiciells, |

si les axiomes suivants sont vérifiés :

*
(DR I) Pour chaque T €R , ona (r,r) = 2 .

(IR II) Pour chague T £R, ona s (R)CR, s:(R*) & W .

E o,
On dit que R est le systdme de racines de la donnds radiecielle di =(M,M ,R,R ).

-,
Les éléments de R (resp. R ) sont dits les racines (resp. coracinss) de

la donnée radicielle.

Remarque 1.1.2. L'axiome (DR I) est dquivalent 3 1'une quelconque des proprié-
tés suivantes :

(2) s ar = Id. 5 (2) s 8 = 1Ia P

*

(3) s(x) =-r y (3 8

Il
|
H

Remarque 1.1.3. Les axiomes (DR I) et (DR II) entrainent

R= -R , ‘" ==R , OfR,0€ER" .
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»*
Lemme 1. 1.4. L'application R — R est une bijection. Plus généralement, si

(r*,x) = (s*,x) pour tout x € R, alors r=-=s.

8 =2 r. On en déduit aussitdt

I

On a alors ss(r) =r=-2s, sr(s)
>, n oo i
5, sr(r}=r+2 (s = 1), sy ar(a-r) =s=-7r, d'ou (as sr) r=r+2n(s-1) &R

par (DR II) . Coome R est fini, ona s-r=20.

*
Corollaire 1.1.5. L'epplication inverse R —» R définit une donnée radicielle

R (" ,1,R",R)

dite duale de R .

—_—

Définition 1.1.6. On note r‘o(R) le sous—-groupe de M engendré par R . On_

note V(R) le sous—espace vectoriel de V engendré psr R , c'est-3-dire

*
l"'o(R) B Q . Appliquant ces définitions 2 R , on construit de méme

&Y, ¥RY.

On appelle rang réductif de_ R 1e nombre
rered(R) = rang(¥) = dim(V) = dim(V*} e rang(M*) = rgred( GL*).
On_appelle rang semi-simple de R 1e nombre

rgss(ﬂ) = rang(R) = rang( ‘]’:;(R)) = dim(V(R)) .

On verra ci-dessous que ress(f1) = rgss(JL*), c'est-a-dire que V(R) et _‘S{(R*:}

ont méme dimension.

On a donc rgss((R) £ rgred () .
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Définition 1.1.7. On dit que 5’? et semi=-simple (resp. triviale) si

rgss((R) = rerea((R) (resp. rgss(P) = 0 ) . Pour que R soit triviale, il est
——— e ——

donc nécessaire-+et suffisant que R soit vide. La donnde radicielle triviale de

rang réductif nul est notde O = ({O}, {D; s B, 0) .

Définition 1.1.8. On note W(AR) 1e groupe de transformations de M engendrd

par les S.» T € R+ On l'appelle le groupe de Weyl de R « On note

WR) = w(RD) .

Alors W((A) opire dens R , r@R), ¥(R) , M gt V. Si weW(lR) et xeM

(resp. xeV) ,onae wx-=-x6& f"'o(R) (resp. wx -x & Y_(R) ), elest immédiat

sur la formule (1) . De mdme pour W*(ﬁ.) "

Lemme 1.1.9. Pour tous r€ R, x €V, u €V , on a
(4) (s (u)ys_(x)) (u,x)
4 s \u),s_(x = (u,x
-
En effectuant le produit scalaire de (1) et (1), on trouve que le

»*
premier membre est égal & (u,x) + (u,r) (r*,x)((r ,¥) =2 ) = [(u,x) .

¥*
Remarque 1.1.10. Si on suppose OER , OER , alors 1.1.9 est équivalent

2 (DR I).

Corollaire 1.1.11. Notons hHhv 1l'isomorphisme de GL(M) sur oL(M ) qui

associe &4 h son contragrédient. Alors la formule (4») slécrit aussi

(5) (sr)“’ =
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gorollaire 1.1.12. L'isomorphisme précédent induit un isomorphisme de W(AR)

s W(A).

¥
Scholie 1.1.13. En vertu du résultat précédent, nous identifierons W et W ,

« et nous considérerons W comme un groupe de transformations de R, R

+#
H,m’

*
ur s
po v

*
*

F'O(R} 5 r;(R*) s ¥ v , V(R) , E(R*} . Nous écrirons donc s,

1.2. L'application p .

* ¥,
Lemme 1.2.1. Soit p: M M (resp. V—>»V ) 1'aspplication lindaire définie

par
(6)

P(Z) = Z* (u,x) u .

e R

Notons A(x) = (p(x),x) . On a les propriétés suivantes :

(7)
(8)
(9)
(10)

On a par

) >0 , 4(r) >0 pour rekRr .
Liwx) = Lx) pour wE€ W .

x),y) = (ply)yx) , X,y &V .

I

l

L) »° 2 p(r) ; pER .

Les trois premiéres relations sont immédiates. Démontrons la dernidre.
*
(1), pour u €V

*

I

(0,r)% ¢ (u,r) u - (wr) s (u)

I

(2,2) u+ (s (2) & (w

I

(wyr) u+ (s (w),r) s (u) .
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*
Comme I est une permutation de R (par (DR II) ), il n'y a2 plus qu'a sommer

#*
sur u £ R pour conclure.

* £
Scholie 1.2.2. La relation (10) dit que rp=51(r) r est la restrictiond |

* i
R d'une application linéaire de M dans M . En particulier, on a i

* * ;
[T.. I‘} = = T .

+*
Corollaire 1.2.3. L'application p induit un isomorphisme de V(R) sur V(R),

Bn effet, p envoie E(R) sur _‘L(R*) . On a donc
ain(¥(R)) > aim(V(R™)) .
En appliquant cette formule 2 la donnée radicielle duale, on en déduit
din(¥(R)) = aim(¥(RY)) ,

mais p étant surjectif est aussi bijectif .

Corollaire 1.2.4. On a dim(V(R)) = aim(V(R™)) , dome

rgss(R) = rgss(mj‘) "

. .
Corollaire 1.2.5. La forme bilinéaire (u,x) est non dégénérée sur E(R Y x [(R

donc met ces Q-espaces vectoriels en dualité.

*
En effet, si (u,x) = O pour tout u €R, alors p(x) =0 .

Corollaire 1.2.6. La forme bilinéaire symétrigque (p(z),y) est positive non

dégénérée sur E(R).
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Corollaire 1.2.7. W opére fidélement dans R (et done dans les autrec ensembles
——

da B8 )

—

*
En effet, soit uw € V . Soit w € W, supposons que w(r) =T pour

r €R et prouvons que w(u) =u. Ona
(w(a) = u,r) = (w(w),r) - (u,r) = (u,wﬁj(r)) - (wx) =0 .

*
Meis w(u - u e E(R ) . S'il est orthogonal & toutes les racines, il est nul

Par 1-205.
Coreollaire 1.2.8. Le groupe W est fini .

Proposition 1.2.9. Les opérations de W resgpectent la correcpondance entre

racines et coracines. Bn d'asutres termes, pour T&R et wW& W, ona

wlr) = w8t .

Il suffit de le vérifier pour w=3s, , t & R 4 clest-i-dire de vérifier
"]
la formule

st(r*) - st(r)* .

Or on a successivement

Il
n

5, ()"

£(s, ()" p(s ()
t
= 2 26" Z_*(u,st(r)) u

ue< R

= 2 L7 3 (s,(w),s, () s (0)
u€R -

= 2 L(r}-_1 E *(u,r) s_t(u}
u &R

w2 f(r}_1 at(p(r}) = st(:f:
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Corollaire 1.2.10. 5i r &R et wE W, on a

PR = B
En effet, i
wos W (X)) =x- (o W () W) |
=x = (w(r),x) wlz) ‘
=x- (W) %) wlz) & -

Sl

Corollaire 1.2.11. Soit R' C R . Pour que (MM ,R',R') soit une donnde

radicielle, il faut et il suffit que r,s € R' entraine ar(s) & R' .

2. Relations entre deux racines .

S A

2.1. Racines proportionmnelles.

e

Proposition 2.1.1. Soient T et s deux racines . Les conditions suivantes sontl

équivalentes :

(i) Il existe k€ Q avec r=ks.

(i) s, = s_.
i s
. * -1 *® .
De plus, sous ces conditions, ona r =k s et k est egal 2 1'un des nombre

1 , =ty 2y =2 5 Y2, =112 &
Supposons d'sbord (i) . On a d'abord
w =,E.(r)-1 2 plr) = k-'a J?.(S)H.I 2k p((s) = k_1 By v
Cela entraline aussitdt 8, = B Réciproquement, si on a s
*
r = sr(—r) = ss(—r) = (s,r) s=1r ,

donc (ii) entratne (i) . Enfin, si r = k s , alors
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(r*,s) = 2 kr1 ’ (s*,r) =2k ,

donc 2 k et 2 k71 sont des entiers et on a terminé .

spplication 2.1.2. Les données radicielles R telles que rgss(®) = 1 sont
de 1'un des deux types suivants :
(1) Iype A, : il existe un r &M +tel que les racines soient r et
-r . Les coracines sont alors r* et - r* .
(ii) Iype A} : il existe un r &M tel que les racines soient
r, -r, 2r , =2r . Les coracines sont alors
r*, —r*, r*/2 y - rf/E .
Définition 2.1.3. On dit que r & R est indivisible si r/2 € R .

On dit que H est réduite si toute racine est indivisible.

R $ R g 2 ; &L*
Pour que UL soit réduite , il faut et il suffit que le secoit .

Si r est indivisible et si w € W, alors w(r) est indivisible.

Définition 2.1.4. Soit r€R . Si r est indivisible , on pose ind(r) =r .

Sinon, on pose ind(r) = r/2 .

Corollaire 2.1.5. 8i r&R est indivisible et si kr& R, k€&

no

s alors k& Z .

%
Proposition 2.1.6. Soit 6{ une donnde radicielle. Alors ind(/M) (M,m , ind(R) ,

Il

' ¥,
ind(R) ) est une donnée radicielle réduite . On a

w(ind(R)) = w(R) .

En effet, ind(ﬁi] est une domnnée radicielle par 1.2.11 , cer le groupe

de Weyl permute les racines indivisibles. La seconde assertion résulte de 2.1.1.
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* * * *
Remarque 2.1.7. On n'a pas ind(R) = ind(R) , donc pas ind(AR) = ina (R)

non plus, si R n'est pag réduite.

2.2. Racinesorthogonales .

Lemme 2.2.1. Soient r et s deux racines . On a

(11) Lr) (r,8) = 4s) (s,1) .

Cela résulte aussitdt de 1.2.1 , formules (9) et (10) .

]

Corollaire 2.2.2. Les conditions suivantes sont équivslentes :

(1) (r*,s) =0, (as1a) & ,0) = O,

(ii) (p(r),s) =0 ,

(iidi) sr(s) =8, (iii bis) ss(r) =r,

(1ii) sr(s*) _—_ , (iii bis) ssfr*) — x

(iv) sr;é s, et s, et s commutent .

Toutes les équivalences sont immédiates, sauf celles gui portent sur
(iv) . Montrons que (i) (et (i biz)) entrainent (iv). On a 2
s, aa(x) = X - (s*,x) 8 - (r*,x) r + (s*,x)(r*,s) r .

* *
8i (r,s) =0, alors (s ,r) =0 et s, ss(x) = s s_r{x) .

Supposons réciproquement (iv). On a alors

= = o )
B, =8 8 8 = Bss(r) (par 1.2. 10 )
»*
Par 2.1 , il existe k € Q tel que r:l{ss(r) =kr-k(s,r) s.

* :
Comme s. £ Ss , 8 et r ne sont pas proportionnelles par 2.1.1 , donc (s ,x) =0

Définition 2.2.3. Deux racines vérifiant les conditions égquivalentes de 2.2.2

sont dites orthogonales.
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‘TM 2.2+4. Les racines r et s sont orthogonales si et seulement si les

*
.seoracines r* et s sont orthogonales.

Lemme 2.2.5. Si r et s sont deux racines orthogonales, alors r + s&€ R

gi et seulement si T - s&€ R .

En effet ss(ms) - sB(r) + ss(s) =% ~ 3 .

Lemme 2.2.6. Soient r et s deux racines non orthogonales. Si on définit

* B * N * ﬁ * )
A(t ) pour une coracine t comme A de la racine t de , on a la relation

(12) L(r) L) = L(s) (e .

En effet, si on multiplie la formule {11) par la formule correspcndante

de la donnde transposée, on trouve :

(s¥,0)(r8) L(x) A(x) = (s5,0)(x",s) £(s) A(s") .

2.3. Cas zénéral .

Proposition 2.3.1. 8i r et s sont deux racines guelconques, on a

(13) o & (58 € 4 .

Sir et s ne sont ni proportionnelles, ni orthogonales, on a

1 € (r,8)(s,r) & 3.

En effet, on a 4(p(r},s)2 = 1(r) 2(8) fr*, s)(s*,r) et la forme bi-

linéaire (p(x),y) est positive non dégénérée (1.2.6 ) sur v(Rr) .

Corollaire 2.3.2. Soient r et s deux racines non orthogonales. Si L(r) = £(s),

il existe w&W avec w(r) = s .
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En effet , si r et s sont preportionmelles, ona T =8 ou r = -g;

encecasonprend w=1 ou w=8 . 81 T et s ne sont ni proportionnelles,

T
E * .
ni orthogonales, ona (s ,r) = (r ,s) =+ 1 (2.3.1 et formule (11) ). Si
* * * *
{s,r)=(r,s)=1,onprend w=sssrss. Si (s,l‘):(r,s}:-‘l,on
prend W =8 8 . '
i -
Corollaire 2.3.3. Si r et s sont deux racimes, si T £ s (reﬂ. r£-5s) ;

* *
et si (s ,r) >0 (regg. (s ,v) < 0), alors r - s (reg. r + 8) est racine.
Le second cas se déduit du premier en changeant s en -s . Si T et
" .
s sont proportionnelles et 8i (s ,v) >0, alorsona s=r, 2 8=7r ou

8

2r + Le premier cas est exclu. Dans les autres, on a respectivement

r-s=8€R, r-s=-r&€R. S5i r et s ne sont pas proportionnelles ,
* *

(r ,s) et (s ,r) sont deux entiers strictement positifs de produit au plus

*
trois. L'un d'eux est donc égal A un. Si (s ,r) =1; ona r-s= ss(r) & R;

*
si (r,s):‘l,ona r—s:-sr(s)ER.

Lemme 2.3.4. Soient r et s deux racines non proportionnelles. Si s =T

-
n'est pas racine, alors s+ kr € R pour k== (r,s) , mais pas pour

*
k= "‘(1‘ ;3) S 1 .
*
En effet, on a Br(s) =s=(r,s) r,

sr(s-r)=s+(-(r*,s)+1)r.

Proposition 2.3.5. Soient r et s deux racines non proportionnelles. L'ensembl8s

des entiers k tels que s+ kr €R est un intervalle [p, q) (p £ 0, q>0)

-
etona p+q= =(r,s) .
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Pour prouver la premiére assertion, il suffit par exemple de prouver gque
sgi s+ kr€R, k entier > 0, 2lors s+ (k1) TE€R . Si k=1, c'est tri-
vial. Si k>»2, ona

* *

(r,s+Xk) = (r,s)+2k >-3+4 >0,
et on conclut par 2.3.3. Soit donc [p , g] l'intervalle en question. Appliquant
2.3.4 a s+ pr, on trouve

* -
qa=-p = =(r,s+pr) = =-(r,s) +2p.

Remarque 2.3.6. La formule précédente contient les énoncés qualitatifs 2.2.5

et 2:3‘3'

3. BRacines gimples, racines positives.

3.1. Systémes de recines simples

Lemme 3.1.1. Soient r et r.,»1i="12,... n, des racines. Supposons r

distincts des ri « 5i on a une relation

n
r= :_ YTy YER
L =

il existe un 1i avec q; 0, {r“",ri) >0, r - riéR

m
o * N *
En effet, on dcrit 2 = (r ,xr) = / qQ (r ,_ri} -
i=1

ce qui prouve les deux premiéres asssrtions. La troisidme résulte zlors de 2.3%.3.

Proposition 3.1.2. Soient r et T i=12,.4s n, des racines. Si

n
™
r =) m, r, , m &

N,
p e 1 1 =+
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il existe une suite 8,y+++y8 de racines prises parmi les T (non nécessai-
1 m e T

ot

rement deux & deux distinctes) telle que si 1'on note

£
a‘D= 2 Si s P= 12,0001,
. i=1
en ait a € R t a =%,
, " : N i B
Raisonnons par récurrence sur l'entier 5 @, = m' . Si xr est égzal
3 l'un des T, soit r, (ce qui est automatique si m' = 1) , on prend
i i =
o
m= 1, Sy =T, Sinon, on applique le lemme précédent et il existe un i
o
tel que mif;O et r-r, racine . On a alors (mi-—‘F} € N et

r-r, = (m -1) r + § m. T,
i i = £ d
J& 1

I1 n'y a plus gu'a appliquer 1'hypothise de récurrence & r - TS .

Corollairs 3.1.3. Soit R' C R . Les conditions suivantes sont gquivalentes :

(i) S8 rs€R', r+ s €R, glors r+ s&R',

(ii)g.nvﬂn C BV,

En effet, on a clairement (ii) = (i) . La réciproque résulte aussit®t de

la proposition .

Définition 3.1.4. Un ensemble de racines vérifiant les conditions de 3.1.3

est dit eclos.

Proposition 3.1.5. Soit S € R un ensemble de racines. Les conditions suivantes )

sont équivalentes @
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(i) Les éléments de S sont indivisibles, linéairement indépendants

et 3 .8 U=-q .52R.

(ii) Les éléments de S sont lindairement indépendants et

N.SU—§.533.

(1iii) Toute racine s'dcrit de manidre unique comme urie combinaison

|
|
!
i
f

linéaire & coefficients entiers tous de mBme signe des éléments

de S .

On a évidemment (ii}{:}-(iii:l . Prouvons (iii) :,}(1) « I1 suffit de montxér que
(iii) entraine que les éléments de S sont indivisibles. Soit donc s € S divi-

gible. On a s/2 € R, d'on

e —

9/2=Zmi .o miézs,r_(:s;

meis on a sussi s/2 = (1/2) s, ce qui est contradictoire avec le fait que les

; éléments de S sont linéairement indépendants (sur Q) . Prouvons (i) =>(ii) .

Soit r &€ R . DMNotons Ty9Tagees T les éléments (distincts) de S . On a done
=

une écriture unigue

Er = :E_qi T o, & E =

-+
=71
i b & g+ ’ =

! Montrons que les 9 sont entiers. Cela est certainement vrazi s'ils sont tous

mls sauf wn (ef. 2.1.5 ). Sinon, r est distinct des r; ot en appliquant

-

3:1.1 , on trouve un i0 tel que ' = G ri = R et qi £ 0O . Cela donne
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Comme l'un au moins des Yy s i £ io est non nul, (i) entraine Que q - 130,
o]

On recommence l'opération pour »r' et au bout d'un nombre fini de pas, on a dé-

montré que les q. sont entiers.

Définition 3.1.6. Un ensemble S de racines vérifiant les conditions de 3.1.5

est dit syst®me de racines simples, ou base de R.

Siw&€W et si S est un systime de racine simple, alors w(S) est un

systéme de racines simples.

Remarque 3.1.7. Cette définition ne fait intervenir que R et non R, elle

ne fait méme intervenir en fait que ind(R).

Remarque 3.1.8. Si S est un systdme de racines simples, S est une base du

groupe abélien libre r"o(n) . On a donc Card(8) = rgss(().

Remarque 3.1.9. Les conditions de 3.1.5 sont alors évidemment équivalentes aux
suivantes :
(i') Les éléments de 5 sont indivisibles, en nombre £ rgsS(G{) et

g+.5U—3+.s;:13.

(11) Ona Carda(s) ¢ rgss(R) et N .S U-N .55 R.

Corollaire 3.1.10. Si S est un systéme de racines simples, alors ind(S*)

- - - ] - - s *
gst un systdme de coracines simples (i.-e. un systdme de racines simples de (RU).

En effet, si
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2ayy

™ 5 a, e I. '3
Z 1 i(l‘} 14

* ” " = = 9
démontre que ind(s ) wérifie (i') . De plus

3.1.11. Si S est un systime de racines simples et si

‘1'écriture de r suivant S, alors 4 a, i(r,) est divisible par Z(r) (et

par 40(x) si r, est indivisible).

Avant de continuer & énoncer les propriétés des systémes de racines sim-

a8, montrons qu'il en existe.

Systémes de racines positives.

Sfinition 3.2.1. Un ensemble P € R est dit un systdme de racines positives

8'il vérifie les conditions suivantes :

(® 1) P OF = p .
(» 2) P LV _-P =R .

En particulier, un tel ensemble est clos. On verra plus tard qu'en fait
R ensemble clos vérifiant (P 1) et (P 2) wvérifie aussi (P 3), donc est un
Wetéme 4o racines positives. 8i w e W et si P est un syst®me de racines posi-

ives , alors w(P) est un systéme de racines positives.
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Remarque 3.2.2. Cette définition ne fait intervenir que R . On dira aussi que

P est un gystéme de racines positives de R .

Remargque 3.2.3. De (P 1) et (P 2) , on tire aussitdt

Card P = 1/2Card R .

I1 en résulte que si P et P' sont deux systdmes de racines positives et si

P P', alors P=P"' .
*
Bemarque 3.2.4. 5i P est un systéme de racines positives, P est un systéme

I,
de coracines positives (i.e. un syst®me de racines positives de R ).

Cela I‘ésulte aussitdt de 1. 104 et 12

Définition 3.2.5. Soit S un syst®me de racines simples. On pose

P(s) = @ .8 0OR = sNgr .

N -
=+ —

Proposition 3.2.6. Si S est un systéme de racines simples , E{S) est un systéme

de racines positives. _S_:L_ S est un systéme de racines simples et P un systime de

recines positives, on a l'équivalence :

S C P y¢—>P = P(s) .

La premi®re assertion est immédiate. Si S < P, alors P(S) € P par

(P3), domc P{S) = P par 3.2.3. Le reste est trivial.

Remarque 3.2.7. I1 existe des systémes de racines positives : soit > une
structure d'espace vectoriel totalement ordomné sur V(R). L'ensemble des racines

> 0 pour cette relation d'ordre est un syst®me de racines positives.
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. Théordme 3.2.8. Soit P un syst®me de racines positives. Il existe un unigue

aystime de racines simples S(P) tel que S(P) & P, i.e. P =PB(S(P)) .

L'unicité résulte aussitdt de:

Lemme 3.2.9. Soit S un systéme de racines simples. Alors pour que T € 3(5}

gppartienne & S , il faut et il suffit que r ne soit pas somme de deux éléments

de P(8)-

Ce lemme résulte aussitdt des définitions et de 3.1.2.

Démontrons maintenant 1l'existence de S(P) . Considérons 1'ensemble des
parties T de P telles que T = ind(T) et que Q -T2 P . Cet ensemole est
non vide, car il contient ind(P). Soit S un élément minimal de cet ensemble
pour la relation d'inclusion. Montrons que S est un systime de racines simples,

c'est-a-dire par 3.1.5 (i) que S est une partie libre de M .

Lemme 3.2.10. S8i r, s €S, m,n &€Q et mr+ns€R, alors mn >0.
Si mn <0, on peut écrire (quitte & échanger T et s)
ar“bsép, a’béS‘F ,a..b.;é{),
donc il existe par hypoth®se une relation

ar->bs-= c(t) t , clt)eg .
tEs -

Si a g e(r) , elle s'éerit
- szb‘1(c(r)—a} r + F Tl els) ¢t €4 +.P MR,

€3 ez
£Lr

Ce qui, par (P 3) et (P 1) donne s€P O -P=9 .,

o ot

Si, au contraire a > c(r) , on decrit
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r=(a- c(r)_q) b s+ z_ (a- c(r))-1 c(s) s ’
s€S

s T

ce qui prouve que S C q, - (8 - {r}) , contrairement au caractd®re minimal de §

3.2.11. Si r,s €8S, alors (s,r) &< O.

Lemme
-*
En effet, ssf,r) =r =-(s,r) s € R y et on conclut par 3.2.10,

Démontrons maintenant que S est libre. Si on a une relation lindaire

entre éléments de S , on peut supposer 1'avoir écrite
N
x= 7 m,or = 2 . n_s
rel seJ °
I n — - - i
J ﬂ ; I ?é ﬁ H mI"’ ns (= &_1_

avec I € S ; J C 5 ;

On a alors
2p(x) = 2_n &) &,
s€&J
donc
0 £ 2(p(x),x) = 2 m, N i(s) (s",2) < 0.
rel
sedJ

cela entraine x = 0 , donc une relation non triviale.

Z m(r) =0 , m(r)e s -
Tré€S -
= B .

Par 1.2.6

Si m(ro),éo,ona ~r &€ Q «FP MN-P

On a les relations

Corollaire 3.2.12.
(seP) & (P = B(8)) &)(s = 5(P)
P(ina(s") = B(8)" , s@H=ima(s@®™ .

S(w(e)) = w(s(®)) , B(w(s)) =w(®(S)) , si wewW.
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i-é' ginition 3.2.13. Si on a choisi un syst®me de racines simples S , les éléments

de P(S) seront dits positifs. Si on a choisi un systime de racines positives P ,
-

i,, &1éments de S(P) seront dits simples.

Corollaire 3.2.14. Soit P un systéme de racines positives. Soit r € P . Les
——— — —

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) r est simple (i.e. r € 8(P) ).

(ii) r n'est pas somme de deux £léments de P .

(1ii) P - {r} est clos .
L'équivalence de (i) et (ii) résulte aussit®t de 3.2.9.

| L'équivalence de (ii) et (diii) est immédiate.

Définition 3.2.15. BSoit S un systéme de racines simples. La somme des coeffi-

cients de la décomposition d'une racine r suivant S s'appelle l'ordre de T

relativement & S et se note ordS(r) .

On 2 les équivalences :
r € P(S) ¢_—_:>crdsfr) 5 0

r & S{:—:}ords(r) = 1 .

Lemme 3.2.16. Soit S un syst®me de racines simples . Soit r € P .

I1 existe une suite rié S, i=1,2,...,m, avec

Ty+ Ty + eee T € P(S) pour p=1,2,ses m,

Ir + seee T =
1‘+'I'2 » T

De plus, pour toute suite T, vérifiant ces conditions, on a
—

m = ords(r} .

Trivial par 3.1.2.
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3.3. Caractérisation et conjugsison des syst®mes de racines positives .

Lemme 3:3.1. Si r {-_E(S) y S35 et si r et s ne sont pas proportionnelles,

alors ssfr:‘ € B(S:‘ .

En effet, bs(r} =r - (s ,r) s. Comme il y a au moins une racine sim-
ple zutre gque s gui intervient dans laz décomposition de r avec un coefficient
non nul (donc strictement positif), donc aussi dans la décomposition de ss(r)

avec le mBme coefficient, ss(r} est aussi positive.

Corollaire 3.3.2. Si s & S, la gymétrie s, ¢échange les éléments de P(S)

non proportionnels a § .

Lemme 3.3.3. Si r&P(S) , €S, r indivisible, il existe un s &€ S aveec

s (r) & B(5) , ordg(s (r)) < ora (s) .
*
En effet, il existe d'aprds 3.1.1 un s &€ S avec (s ,r) > 0.

Comme r est indivisible et € S , il ne peut 8tre proportionnel & s .

Corollaire 3.3.4. Si r € P(S) est indivisible, il existe une suite

sp s P=1y25e0aq spé S avec

I =8 S "aw 55 (I‘) & E(S) ] P = 1,-0- Q ]
b

et r &£5 .
- Q

Cela résulte de 3.3.3 par récurrence sur c-rds(r) &

Froposition 3.3.5. Le groupe de Weyl est engendré par les S_ rE&s.

Toute racine indivisible est conjuguée d'une racine simple par un élément du

groupe de Weyl.

La secorde assertion résulte aussit®t de 3.3.4., La premi®re en résulte §
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& 1*2.10 et 2.1.1-

Proposition 3.3.6., Soit P un systdme de racines positives. Soit P' ¢ R
gérifiant (P 2) et clos. Alors il existe un w €& W tel gque w(P) € P' .

Enongonsg tout de suite les corollaires.

Le groupe de Weyl opére transitivement sur 1’‘ensemble des sys-

Corollaire 3.3.7.
ttmes de racines positives (resp. des systimes de racines simples).

Pour qu'une partie P de R soit un systéme de racines posi-
(P 1) et (P 2) et soit close.

Corollaire 3.3.8.
il faut et il suffit qu'elle vérifie

tives,
Corollaire 3.3.9. BSi on munit r;(R) d 'une structure de groupe ordonnéd telle que
toute racine s0it > O ou < 0 , l'ensemble des racines positives pour cette
de racines positives.
I tel que

On psut trouver un w & U

structure d'ordre est un systéme
Démontrons maintenant 3.3.6.
soit maximum, donc en remplagant P par w(P), cupposer que

Card(w(®) OV P')

Gard(P M P') >. Card(P M Sr(P'))

P! étant clos, il

pour tout r & S(P)=S.Prouvons que P <€ P' . Sinon,
- r&P' (donc -2- €&

(P 2) , on a alors

ona b£rzr; n'sst pas racine,

r &S5, rdf P' . Mais P' vérifiant
si 2r

si 2r est racine). Pour tout
(;a‘r 3.3.% ) , done

s (PNPY) < P O s ()

s_(-r), ce gui contredit 1'inégalité

bEPNP!,

ET

on a alors s (b) € P

B <

mais P N sr":P‘:l contient aussi
2r est racine, on r2isconne de mérme.
vérifiant

Bupposée. Si

raclnes

1]

étudier les ensembles de
contiennent 1l'ensenmble des racines positive

Pour

1ls

done ramend au ezs ol il
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Proposition 3.3.10. Soit P un systéme de racines positives. Soit PT' clos,

—r

PC P'C R. Bionnote T=235(P) N -P', sglors P! est la réunion de P

et de l'snsemble des racines qui sont combinaison lindairs & coefficients néga-

tifs des éléments de T .

Démontrons 1'assertion par récurrence sur l'ordre d'une racine u &P' .p

Si crdP(u) ==1, alors =u&S(P) et ue-T. B5i crdP(u} » =1, il existe
s €5(P)=8telle que u+ s &R et crds(u+s) S ords(uj (on applique 3.1.4 &

-u). Comme u+ s est la somme de deux racines de P' , c'est un $lément de

P', donc par l'hypothtse de récurrence une combinaison linédaire des éléments de T.&

I1 suffit de vérifier que s &€ -P' . Or = s=u- (u+ 8) , mais wu& P' et

0

4

-(u + s) est positive donc appartient & P! .

Scholie 3.3.11. Soit P' un ensemble de racines vérifiant (P 2) et clos. Il
existe un systéme de racines simples 3 , une partie T de S5 tel que

P*:I:g.su -g.T}ﬁR.

8i on note R(T) = Z2.T O R, qui est une partie close et symétrique de R , P'
est done la réunion disjointe de R(T) et de la partie close de P(S) formée des
reP(s), r é:ﬂ'- T, i.e. des racines positives gui dans la déccmposition sur

-

5 "contiennent au moins une racine de S - T "

3.4. Ensembles de racines clos et symétrigues .

Proposition 3.4.1. Socit R' € R un ensemble de racines de la donnée radiciells

¥* *,
6{ . Supposons R' clos et symétrique (i.e. R' = - R') . Alors (M,M ,R',R’ )|

est une donnée radicielle; pour tout systéme de racines positives P de R ,
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v -PAR' est un systdme de racines positives de R!' ; le groupe de Weyl

L =~y * .
& Wy, de (M, ,R\,R' ) est le sous-groupe de W() engendrd par les s_, r ER!
_ 1 -

La premiére assertion est triviale par 1.2.11, la seconde résulte de

3,3.8 , la troisitne est évidente.

Corollaire 3.4.2. Soit w € WR, - L'ordre de w est le plus petit entier » 0

n tel gue wi(r') = r' pour tout r'é€ R!

* ¥
I1 suffit d'eppliquer 1.2.7 & la donnde radicielle (M,M ,R',R' ) .

Corollaire 3.4.3. Soient r et s deux racines non proportionnslles. Soit n
e S B et ——— —

le plus petit entier positif tel que (s_ SQ)n{r) =r, (sr ss}n(s) = s . Alors

le sous—-groupe wrs EE. W engendré par s et s_ est défini par les relations

¥ § —— o

8 = H 32 = 1 , (s ss}n = 1.

r 8 : i a4

Compte tenu de 3.4.2 , il suffit de vérifier:

Lemme 3.4.4. Soit G le groupe engendré par deux éléments x et y soumis
. 2 2 s : .
aux relations x =y =1 . Tout sous-groupe invariant de G ne contenant ni

X ni y est engendré (comme sous-groupe invarient) par un élément de la forme

n
()™
24 2 12 ‘ \]n A
En effet, un élément quelconque de G s'éerit (xy), ou y(xy)~, ou
r; - - - »
&3) X, n entier » O . Or le second élément est coanjugvs 3 x , le troi=-
sieme 2 v .
Remarqus 3.4.5. On calcule irmédiatement l'entier n : =i on pose
* *
6 o S" = T o ] = o~
i A L = 4.3
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( Yy Y = s 1)
on 2 ks s8) kr} = (pg=-1) r-Dp 8,
T8
8. B \8) = gr-—8. -
S 1
- pa -1 —p \
L'entier n est donc l'ordre de la matrice \ &

el

Cn trouve

pPg=0 = n=2 ,
pa=1 =3 n=3 ,
pg =2 = no =4 5
pg=3 == n=26 .

N.B. BEn écrivant que l'ordre de lz matrice précédente est fini, on retrouve

1'indgalité (13).

Définition 3.4.6. Soit S un syst®me de racines simples et S8' € S . On note

o

R(S'"Y =R N q . 8= R M z.8 .

Lemme Z.4.7. _13_(5') est clos et symétrique , S' est un systéme de racines

* * i
simples de la donnde radicielle (M,M ,E(S’),E{S') ) dont le groupe de Weyl est. |

le sous-groupe Wy, de W engendré par les s.» T &S',.Ona S NR'=3"'H

Trivial .

Proposition 3.4.8. Soit R' € R . Les conditions suiventes sont équivalentes :

(1) Il existe un sous-espace vectoriel V' de V (oude V(R) )
tel que R' =R N V',

(ii) Il existe un systime de racines simples S de R et une partie 5'3

de 8 telle gue R =FL(S'} .
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!u‘g précisément, sous ces conditions, tout systime de racines simples S' de

‘.‘-__

(M H*,R',R'*) est contenu dans un systéme de racines simples S de R et
s ==

R' = _I}_(S'J .
On a évidemment (ii) =>(i) . Supposons (i) vérifide; alors R' est
olos et symétrique, donc (M,M*,R',R‘*} est une donnée radicielle. Soient s
un systéme de racines simples de cette donnde et P' = P(S') . Si V' =V 5
alors S' est un systéme de racines simples de R et on a terminé. Sinon, il
existe un x & v aveco
(x, V') = {0} » (x,7) £0 pour tout r €R - R' .
Soit P{J = {r £R, (x,7) > 0}. Posons P:P{3 Lopro,
Pour un r € R , on & les équivalences
() > 0 &3 EEP
(x,7) € 0 & re- P,
(z,r) = 0 &= r € R'.
Il résulte aussitdt de 3.3.8 que P est un syst®me de racines positives de R .
Posons S = §(P) . Il suffit évidemment de prouver S' < S . Sinon soit
r€&s' , rés - Alors, par 3.2.14 , il existe 5,t+ ¢ P avec r =8 + t .
3 s, tePﬁ g Ona r& PD » Ce qui est idiot. Si s ou t , par exemple s,

gppartient & P' , alors t =r =-s & R!'(M} P = P ; mais alors r n'est pas

simple dans P' .

Lemme 3.4.9. Sous les conditions précédentes, soit r € P(3) , r ER' .

Pour tout w & Wey » Cn 2 wir) € 2(3) , w(x) ¢ R' .,
‘-—_—_-___ — -—

I1 suffit en effet de le vérifier pour w=gs, , t=3"'", auquel cas

'3

e -t WS v

e'est trivial
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w & W sont éguivalentes
(i) w & Wy o
-
. = = P P
{(ii) Pour tout meé M, wim) —me& V' .
cHlD BUBE

(iii) Pour tout r= R, wi(r) - r &€ V!

On a évidemment (i) => (ii) -= (iii) . Prouvons (iii) =,(i) .

Soit donc un wE€&€W , wﬁwg! , wir) = r &€ V' pour tout r €R .

Eerivons w comme un produit de symétries s, s,
o 1

Quitte & remplacer w par un produit partiel de s,

w' = 8 cee 3 E W ., Om a alors

T r St
1 n
-1, *
wir) - » = w'iz) = - (w' (rO},r) T
=

Prenant r = w' {roj » on trouve 2 r € V', done
W= s w!' & WS' , contrairsment & 1'hypothése.

s |

3.5. Remarques diverses .

Fropositicn 3.5.1. BSoit P un systdme de racines positives . Notons

avec Tr. ES ,
1

s Oon peut supposer que

done enfin

~
&p =(1f2)£ T .
r&ind(P)

P
Alors (s ,gP} = 1 pour tout s & S(P) .

En effet, on peut écrire

2gP=> r+ = »

I’é—ir}d(P), p 1 pé sﬂ

= 2 % - 28 y ParT 343.20
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—
1laire 3.5.2. Posons h. = (1/2) 2 _ __ » . Alors
(:Goroil=me P r™€ ind (P™)

(1) (hp,r)}o pour r&P , i.e. (3.6.8) hpeE(P}

(ii) Pour r R, on a crdS(P)(r) = (hp,r) "

Remardue Z:5.5. Si wew y O A hW(P) =W hP » gW(P) =W gP .

Proposition 3.5.4. Soient r et s deux racines non proportionnelles, r é&tant

supposée indivisible. Il existe un syst®me de racines simples contenant r et une

racine t telle que s =ar + bt , =2,bE€EN.
| p——— == —

En effet, construisons une base de 1l'espace vectoriel V(R) contenant
ry=T, T, =8. Considérons 1l'ordre lexicographigue par rapport & cette base .
L'ensemble des racines > O é&tant noté P , il est clair que P est un systéme
de racines positives et que les deux plus petits éléments de P sont simples .
Or le plus petit est r , le suivant est de la forme

t=ar+bs , 0Lb<£1.

—-—

-1 - - -1
fnadone s=b ' t-b @ ar et b1>0,doncaussi -b  ayo0 .

Faisons enfin deux remarques sur le groupe [—’O(R) .

Proposition 3.5.5. Socient G un groupe abélien et f : R —=G une application

vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) 8i reRr ; El=r) s==fle) .
(i) 8i r, s, +s €R, f(r+s) = £(z) + £(s) .

: Alors il exisgte un homomorphisme de groupes unigue f: I_'OER}- — G tel gque

-i"(r\ = f(r) pour r &R .

En effet, si 3 est un syst®me de racines simples de R s et 88 r&ER
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s'éerit ; a{s) 8 , il résulte aussitdt de 3.2.16 que f(r) =,;E:_a(g) £(s)
SG'.S se 5 *

Or 5 est une base de [ (R). ;
o

Proposition 3.5.6. Soit S un systdme de racines simples. Il existe sur r“o{g)

une structure de groupe totalement ordomné telle que les racines > 0 soient les
ﬁ_.-_-_‘—--

éléments de P(S) et que r p>ord_(r) soit une fonction croissante .

)

Soient en effet TyT s T ('n = rgss(Gi)) , les éléments de S .

i . - - -
Pour =x €& r;LR) y On a une decomposition

X = £ . ' T'ﬂ.‘-(x.:} I‘l .
i=1

I1 suffit de prendre l'ordre lexicographique relativement aux fonctions
m. m m e qgT -
El . Fattpey?t S50

Remarque 3.5.7. Les premiéres racines sont dans 1'ordre :

T g gwarw g 0 I3

on a ensuite (si ce sont des racines) 2r1, T, + Toyy T, + Ty geee o
-

1 2 1

3.6. Chambres de Weyl .

ir

Lemme 3.6.1. Soit V un GQ-espace vectoriel de dimension finie .

Soient fi des formes linéaires indépendantes . Posons

c :{x(-v, fi(x)>0}.

-1
Alors C est une partie convexe maximale de X =V - v : (o) .

Triv ial.

121



el

115

,--Efinition 3.6.2. Une partie C de V pouvant se décrire par le procédé de

5,6.1 sera sppelée (ici) une chambre de V .

péfinition 3.6.3. On dit que l'hyperplan H de V est un murde C
e ———— —_— —_— e

contient une partie ouverte non vide de H .

marque 3.6.4. Pour une partie convexe, l'adhérence se décrit sans faire appel

2 1a topologie de V : c'est 1l'ensemble des extrémités de tous les segments ouverts

contenus dans la partie donnge.

Lemme 3.6.5. Sous les conditions de 3.6.1 , on a

T = ix eV, fi(x) > O}.

-1
Les murs de C sont les plans i“i (o) .

C'est clair pour la premi®re assertion. La seconde résulte alors de ce

- - ~1 L
que C-CC U'fi (0) et de ce que les fi (0) sont évidemment des murs de C .

Propogition 3.6.6. Soit C une chambre de V , Si Hi si=1,2,.0. 0,

si HNC -C

murs distincts de C , pour tout eystéme de formes lindaires {ui% tel que

-1 i
Hi = u (0) , il existe des eie i—1,+1} tels que C soit définie par

~ ( T PRLT (. )
0 = ¢fx &V e iz 3 0% .

L 3 3
i i

Pour tout mur H de C,ona HNC=f et 5 C=C..,

— ol

e

chambre dans H . Les murs de C., sont les H, M Hi y pour

i

[}

Celz résulte trivialement du lemme.
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Définition 3.6.8. Onnote X = V - \J{x, (x,r) =01}.

{

r& R

Pour tout x &€ X , on pose
i . i y 1
E{}C;‘Z{TER y br) 50}

Four tout systéme de racines positives P , on note

*
c(P) = {xr:‘-r', (x,r) >0 pour reP | .

Proposition 3.6.9. (i) Pour tout x< X, P(x) est un systdme de racines po-

sitives. Pour tout systdme de racines positives P , C(P) est une chambre dans

V' . Les C(P) sont les parties convexes maximales de X .

(ii) Soit S un systéme de racines simples . On a

(B(s8)) = {x t’:-‘.f*, (x,r) >0 pour re€ S j— . Les murs de G(P(3)) sont les

plans rq(G) s TE& 3 ; ses faces sont les C. = gx ev, rx) =0, s(x) >0

pour s & S —{ri}.

(4ii) On a 1'équivalence

Plx) = P &> x € ¢(P) .

I1 est d'asbord clair que (x) est un syst®me de racines positives .

Comme E.(P;(x)} 3 %, la réunion des _C_(E'fx)} est X . La propriété (iii) es‘t.’
immédiate; il en résulte que les C(P) forment unme partition de X . La premidre
assertion de (ii) est évidente. Il en rdsulte zussitdt que C(P) est une cham
dans V , ce qui prouve le reste de (ii). Il ne reste gu'k remarquer que

= = . .
U r (0) = L.t = 1{0} pour achever la démonstration de (i) par 3.6.1.
e R ré& S

Définition 3.6.10. Les C(P) sont appelées les chambres de Weyl de la donnée

radicielle.

123




cin

%M 3.6.11. Les applications PHQ_(P) et C f—‘-}_i(x') pour un x &0

w, réalisent une correspondance bijective entre syst®mes de racines positives

et chambres de Weyl.

Cette correspondance est invariante par le groupe de Weyl :

Lemme 3-6.12. Si wé&W(R) , ona Cw(P)) = wic(p)) .

Corollaire 3.6.13. Les correspondances S&=» P& C sont des isomorphismes

d'espaces homogdnes sous W(QR) .

On verra plus loin que ces espaces homogdnes sont principaux (5.5 ).

Remarque 3.6.14. Si C est une chambre de Weyl, alors - C en est sussi une,

dite l'opposée de C . Il existe donc un woe W (et en fait un seul y ofs: 5,5 )

tel que WO{C) ==-0C, on l'appelle la symétrie de la donnée radicielle relativement

2 la chambre de Weyl C, (ou a P(C) ou a (S(p(C))...)

4. Données radicielles réduites de rang semi-simple 2

= =

Soit Cﬁ_ une donnée radicielle de rang semi-simple 2 . Soit ir % s} un

gystéme de racines simples. Supposons A(r) ¢ i«(s) » On a alors par 2.3.1 et

=~

3.2.11 quatre possibilités :

Type L(e)/L(x) 2(sM) /(=T (s, ) (r",s)
A‘I + AT — — (] 0
A 1 1 -1 -1
el
32 2 1/2 =% = 2
@ 3 1/3 -1 =3 .
e
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I1 résulte alors de 3.4.5 que l'ordre de 5, S, est respectivement 2 , 3 , 4, ¢

- -

Btudions séprarément chacun de ces systémes et donnons la liste des
racines indivisibles.

Type 31 + A, . Les racines indivisibles sont r, s ,-r , =5 . Les coracines

* E S - *
ccrresporndantes sont r , 5 , -r , =3 .
Type A2 . Les racines indivisibles sont comme suit
racine t | r S r+ s
P(+) /4 1 1 1
. * | * * - *
coracine ¢ i i s T+ 8
P -
2(t7)/o(s") 1 1 1 .

La demi-somme des racines indivisibles positives est gz =T+ 85 .

Type B2 - Les racines indivisibles sont les suivantes :

racins t r T = r+ s 2T+ 8
L(t) /i x) 1 2 1 2
e * ** * * * -+
coracine t r 8 2r + s r + s
* *
2t )/ Ms) 2 1 2 1 ‘
La demi-somme des racines indivisibles positives est g = 2r + (3/2) s §

Type (}2 F Les racines indivisibles sont les suivantes :

racine t T £l T+ s 2r + 8 3r + s 3= + 28
) /L(x) 1 3 1 1 3 3

. * * * - * * #* * #* * *
coracine % T s T + 38 2r + 3s T+ s Tr + 28
L (£7) /A7) 3 3 3 1 1
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! demi-somme des racines indivisibles positives est g=5r+ 3 s .

9w =0 ,; 1 =u, + (s 8 ) pour p &
=i - \lp 1 - -
Gop 2 = opeit{n )P () o ez,
]

Alors
(1) 1']'Lv:-1~2:r1 - uk 2 kéi

.'.i - o = o = L=
(ii) uor.O,u1_r_.u2n_1_s,u2n_0.
(1ii) Si 1<{( k< 2n-1, ona

— | N .
Y T et b Bl mb; EX
L'assertion (i) résulte aussitdt de (sr ss)n = 1 et u, = 0 .
Prouvons {:ii:: et (iii) « Le calcul donne aussitdt dans les quatre cas les

suites de valsurs :

_T_mg.ei_1+_&,f O, r, s, s, 0 .

1‘3@9_..&2 ! Q,T,38T + 8, 2r+2s 3y T+ 254 8, 0 .
__T_)_LG_I_E_BE : Oy,ry,2r+s8,3r+3s, 3r+ 45 4, 2r + 45 , T + 35 ,
s, 0 .
;'I_L,V_EGz, : 0 r 2r+ g8, 4r+ 45, 5r + 65 , Br + 9s ,
ér + 10 s, S5r+ 10s , 4r + 98 , 2r + s , r + 45, s, O .
Lerme 4.2 (*).Fosons w. = (s s )¥ , w. =s (s 8)F , de telle sorte
—_ Zp g r 2p+1 - T o

Qe les w, , 1 =0 yee0. 2n = 1, sont les éléments distincts de W .
— i

(*) Les lemmes suivants 4.2 et 4.4 sont utilisés dans la démonstration de 5.1.
Il vy a actuellement des démonstrations plus simples de 5.1 (wvoir Bourbaki,
Groupes et algiébres de Lie, Ch. IV).
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Soit u&eV . On a

o i - -
w.iu) —u=n 1 +m s .. & |
e 17 k ' KK i '

avec n_+m, = —(u,%‘, .

La démonstration se fait par récurrence sur k « 51 k= 0 , la formule

~

est trivialement vérifide. Tffectucns par exXxemple le passage de WEP a w2p-!—'[ s

On a w2P+1 =8, w2p s d'ol
wzp_ﬂu’:x) -x = sr(wep{x)) = wzp(x} + wzp'fx) -x =
* * *
= = (wzp(x),r) T o+ oMy T n213 8 .
D'on Mypg T Bopyq = nzp + m2P - ( (Ss Sr> (z) 4 =) ;

-(x, uzp) - (x, (s, SS)P(I‘)) = - (x’u2p+1) i

Corollaire 4.3. 8i (u,r) 3> 0, (u,s) > 0, et si on pose

w(n) = u= ar+bs ,

ona a +b >0. Sideplus (u,z) > 0 (zesp. (w,s) > 0), a +b > 0

w
pour w;é*l,ss (resp.w£1,sr) .

Cela résulte aussitdt de 4.1 et 4.2.

Corollaire #4.4. Soit a. une donnde radicielle gquelcongue et soit S un gystd

de racines simples. Scient u une racine positive, r et s deux racines simp

S5i

ordg(s _(u)) <« ord (w) ,
ordsfss{u}) £ ord (w) ,

S

alors ords(w(u}) < ords(u) pour tout w € W__ (sous~groupe de W engendré
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o
0

[ri]
L

et Grds{w(u)) ¢ ords(u} pour tout w & W__ , wit1,wi s, .

*
Bn effet, considérons la donnée radicielle dusle (R, puis la donnde

* M, R ’31) ou R' est l'ensemble des racines combinaisons linfdaires ration-
0

.._”1183 de T et de s . Appliguant 4.3 & cette donnée, on trouve le corollaire

v

ol '
.imcnce .

5‘-, Le groupe de Weyl : générateurs et relations .

‘"6
Soit ﬂ une donnée radicielle. Comme le groupe de Veyl est le méme pour

-Q'etfie donnéde et pour la donnde réduite corresgpondante, on peut la supposer réduite
B .

[ pour étudier le groupe de Veyl.

Soit S5 un systéme de racines simples dont les €léments seront notés

- : o = ﬁ - i ' e S [
r1 . ra, ro s n rgas( ) Scoit nij l'ordre de 1'€lément sr ar de W

i J
En particulier, on a n,, = 1 et onavauen 3.4.2 et 3.4.3 que le sous—
groupe Wi. de W engendré par s, et s, était défini par les relations
J 5 3
2 = a = (= s )nl‘] = 1 .
i s 8 - o ¥,
i J 1 d

Théordme 5.1. Le eroupe W est le groupe engendré par les éléments s,

i

{ n. .

i=-1, 2 y sas N, soumis zux relations {:sr ar} W [

73

} Nous avons d€ja vu gque le théordme est vrai lorsque n = 2 ; nous nous
'
| Servirons de cette remarque dans le cours de lz démonstration. Introduisons le

groupe W engendré par des £1éments Ti » 1=1,2,4ee n ,; sounis aux
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n ;

i a 33 g
relations (Ti Tj) 1 = 1. On a en particulier nij =1, d'oh Ti =1 .
Soit p : i._—g.w le morphisme de groupes gqui envoie Ti sur s_ . On sait qua |

P est surjectif, on va montrer qu'il est injectif.

- r O 4 & P S
Lemme 3.2. On peut définir de manidre unigue pour chaque r € P(3) un élément
R i

‘I’r € W de telle mani®re que 1'on ait les propridétés suivantes :

(1) »lr) = 5.

(i) T, = T,
1

(i1i) 81 s et »r sont deux Tacines positives telles gue 5. (r) = s,
R

alors T, T T =7 .
— i xr " B 3

Remarguons d'abtord qu'il résulte de 1.2.10 et 3.3.6 que (i) est une
g .

conséquence de (ii) et (iii) et que (ii) et (iii) déterminent parfaitement

les T. - Nous allons faire la construction par récurrence sur ords(r). Si

ordsfr) =1, alors r €3S et on pose Tr = Ti gi r = T o Considerons
1'hypothése :

- . 3 -.;

(Hé) il existe des T , pour r € P(S) , ords(r) § D, vérifiant (ii)

et la condition (iii) chaque fois que ords(xﬁ & P ords(sjg P

Celle-ci est vérifide pour p = 1 : en effet si r et s, (r) = & sont simples ,
i

T et r sont orthogonales , s =1 = r, » Ce qui donne

par n = 2 .

ij

Supposons (Hp 1) vérifide
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A) Construction des Tr pour ords(r) £ p . Il suffit évidemment de

""tl-@ faire pour ordS(r} = p - 11 existe alors r, € S , avec s, (r) € E(S] 5
i i
"owds(ﬂr (r)) < p- (3.3.3) . On posera alors

¢ i

T = T. T ‘\I T. -
b o i s (r, i
e :

. Vérifions que T ne dépend gue de r . Soit donc r & S avec

s, (r) € B(8) , ords(sr (r)) ¢ p « Prouvons que
3 2

) ”
(+) R T A S
I'i I"j

Distinguons deux cas. 1) Supposcns r combinaison lindaire de T, et de rj .

! + )
Il en est alors de méme de sri(r} et sr-.‘{r} et par (Hp-‘T) ; ’I‘5r (z) et
o a
3

by (r) s'dcrivent comme des mots en Ti et T, . Comme la projection de (+)
; r. .

J
dans W est vérifide et que le théoréime est vrai pour n =2 , donc que p est

injectif sur le sous-groupe de W engendré par Ti et Tj’ (+) est bien vérifide.

2) Supposons r non combinaison lindaire de v, etde

'nfr p 1 les w(r) seront tcus positifs (cf. 3.4.9 ). La
o

relation & vérifier s'derit aussi

::-j « Alors si w =

(++)

| Or il résulte de 4.4 <que les w(r) sont tous dlordre ¢ p pour w & W ”
| 3
W% 1 . On peut done appliguer 2(n - 1) fois l'hypothdss (H ) et on &

e

-

terming.
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B) X¥érification de (H ). Il ne reste plus qu'a vérifier 1'assertion

r
- - fd LN L 4 3
suivante : si '31‘-'1,,(1‘} =P 4 orqus (r;,‘ Py ord ks (r)) =p, on a
3 S*r, . o
l -~
() TP, T o BT = TP o B
J7i Ts_(x) i3 ias (r) 71
. T
l —

Cela se fait exactement comme précédemment .

Lemme 5.3. Soit h & W . Berivons-le

de telle mani®re que m so0it minimum. Alors

p(h) frrn:' € - P(8) .
Bn effet, comme ‘n(T:.L ){rm} = s_f(r)=-r , si p(n) (I‘m} était
m m m

positif, il existeraitun k, 1 k{m~ 1 avee

n = Sr e SI‘ (r) =3 ves 8 (r } & —E(S) ¥
I+ 1 m ot 1 m-1

I” - o
s (w) € B(8) .

k
Mais alors on a nécessairement u = - Ty (3.3.1) , d'on
s ssss 8 (r) =r ’
Tiee et B K
ce qui entraine par (4iii)
T Ty oooos g T = Tpgeeeer B oy

et contredit le caractére minimal de m .
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Soit maintenant h& W avec p(n)(B(S)) € EB(S) . Par le lemme 5.3 |,

o0 & p{h) =1, ce qui démontre le théordme et en outre le

Corollaire 5.4. Si P est un systéme de racines positives et si w€ W est

tel gque w(P) =P , alors w=1.

Corollaire 5.5. Le groupe de Weyl opére librement et transitivement dans 1'en-
#—'-_-—-

gsemble de systdmes de racines positives (resp. des systémes de racines simples,

resp. des chambres de Weyl, Tesp... ).

Choisissons maintenant un systéme de racines simples S . FPosons
P =__I:(S) . Pour tout couple de racines simples (r,s) & S x S , notons Rrs
1'ensemble des racines combinaison lindaire r et de s . MNotons PI_S =P N Rrs

et soit Wrs le groupe de Weyl de Rrs » c'est-a-dire le sous-groupe de W

engendré par s, et sy -

Théordme 5.6.(Tits) Soient r et s deux racines simples et soit w€ W tel que

w(ir) = s . Il existe une suite de racines simples £y (i = 0,44.,m) et une suite

d'éléments de W , LA (i = 0yeesym=1) vérifiant les conditions suivantes :

(1) na r =T , T =86 .
o m
A\

ii) Ona w=w oW poaih . -
(11) m=1 "m=2 o
{ 3 . i P ok
iii) On a w (r ) = Eyq s pour 0 £ i L m=1.
() 1 1+ i O i q 4 y
(iv) Pour tout i , £1i4{m1, tel que r, £¥; 4 0na

w, & W i

i TiT.

i i+1
(v) Pour tout i, 0¢ i ¢ m1, tel que r, =T, ., il existe une
e 1+
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= -1 ]
Posons M{w) = Card(P 1= w (P)) . Si M(w) =0, alors w =1
5.4 et le théordme est trivial (m = 0 , les assertions (iii) & (v) sont vides),
Raigonnons par récurrence sur M(w). Si M{w) > 0, i

w{sg‘) € P . Posons r =T . Considérons l'snsemble

& = w BE i
r s
o O

C'est un systéme de racines positives de R 5 * I1 existe donc W, E '-'l'r

oo 0°
avec
=1
w (P ) = A .
o “r s
)
Posons w'!' = w w; . Par 3.4.9 , on a sussitdt
P - P - -
r s wo( 4 Pr s ) s
oo o
d'oh

(> - ® N Y - v =(P-—PTOSO)H-H'_1(P) ;

D'autre part

1l
=

P i - F} o= wll = B MNP
r 8 r s (o] r = r s
o O (o o] o Q0 00

P N - () >s -

On a donc prouvé que M(w') ¢ M(w) . Posons r, = wo(rc) » montrons que
r, & S, c'est-2-dire r, d’:w (S) On sait que w(ro} & S, donc gue

-1 = y
r,.ew (s) , donc aussi que rof': w (S) M Rr o 0 donc que T, est une racine

00

; -1 -1 -1 .

1 _ . .
simple de A L (Pr o ) , donc appartient 2 W, {8 Pr < Y & Wy (8) (voir
oo o°o
3.4.8 ). Cn sait donc que r1 est simple et £ R " Si r ;é r1 , on a donc
T s, o
s,=T,-Ona s= w'(r1) , avec M(w') ¢ M(w) et on conclut par récurrence.
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6. Morphismes de donnfes radicielles.

6.1. Définition.
* * *
Soient 0{ =(M,M ,R,R ) et @R'= (M',M' ,R'",R' ) deux données radi-
* *
cielles. Soit £ : M' —5 M une zpplication linéaire et tf : ' —s M 1l'appli-

cation transposée.

péfinition 6.1.1. On dit que f est un morphisme de @K ! dans AR ot on note
——— . —

g3 PP i m_,;si._ f induit une bijection de R' sur R et tf une

* *
bijectionde R sur R' .
Aors tf est un morphisme des donndes radicielles duales :
tf : ™ =y (??_’* W

On voit facilement que si f est un morphisme de ' dans O, et si
* - * s an

on note r = f(r') pour r'&€R', ona r' = f(r ). En effet, on voit immé-
diatement que si on note p et p' les spplications de 1.2.1 respectives &

0?. et G » O a p' = tf opof, et l'assertion cherchée en résulte aussi-
tdt. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les énoncés qui suivent et

qui sont presque tous triviaux,

Proposition 6.1.2. Soit f: R'—s A un morphisme de données radicielles.

. = * t *, = o F
S5i r'e R' et r=f(r'), alors r' = “f(r ) . De plus, f induit des iso-

morphismes

R' 2R, T (RY) =50 (8) , ¥(&) 5 ¥(R)

f induit des isomorphismes

% - - fr r * P e T -
n RV, M R) = @), VR) = ¥@R&") ,

134




le dernier étant le transposé du morphisme correspcendant induit par f . L'appli-
—

carion S

rr

=> s.¢_.,y Se prolonge en un iscmorphisme W(R) =5 w(R) compa-
p AR T il —_—

tible avec les opérations de ces deux groupes dans les ensembles de 1.1.13.

]

I

Proposition 6.1.3. Les applications S' | f(8') , P' | f(P') et

't Ly =1 ey S :
C' > (f=Q) (C') définissent des correspondances bijectives entre systimeg

de racines simples, systémes de recines positives et chambres de Weyl pour ’ﬂ_’

/1 5 e 5 ; < -
et R . Ces correspondances sont compatibles avec 1l'sction des groupes de Weyl et

avec les correspondances S(P)€—> P &> Q_’P}.

Lemme 6.1.4. Les morphismes se composent. Pour que le morphisme f : R1.— R

soit un iscmorphisme, il faut et il suffit que f : M' — s M s0it bijectif.

6.2. Isocgénies.

Définition 6.2.1. Un morphisme T : ' —s (R de donndes radicielles est dit

une isogénie gi f : M' —» M est injectif de conoyau fini.

]

g o m : 3 £ ; b L
S3i f est une isogeénie, alors f est une isogénie.

Définition 6.2.2. Soit £ : R' —> R une isogéniec. On pose

K(f) = Coker( £ : M' —s M ) .

Lemme 6.2.3. On a un accouplement naturel

(s) x x(*t) — 5oz ,

qui met ces deux groupes finis en dualité.

C'est classique.
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6.2.4. 5i f£: R'" —» R est un morphisme, alors rgaa(ﬁ') = rgss((L).
Lemme =

gi de plus f est une isogénis, on a aussi rgred(®R!') = rgred(R)
Si de p_us

Trivial.

Lemme £.2.5. Tout morphisme de données radicielles semi-simples est une isogénie.

Cela résulte aussitdt du fait que f doit induire un isomorphisme de
v' = V(R') sur V =V(R) .
si B' et (l sont semi-simples, toute isogénie f définit un dia-

gramme commutatif :

() ey M)
$ 3 17
M! C 3 M S

Si M= ]';(R) , alors f est nécessairement un isomorphisme.

Définition 6.2.6. Une donnée radicieclle est dite adjointe (resp. simplement

connexe) i M= :'"'O(R) , Tesp. M* = r‘o(R*)'
Une donnée radicielle adjointe ou simplement connexe est donec semi-
simple. (R est adjointe (resp. s.connexe) si et seulement si (R * est s.connexe

(resp. adjointe). Bn vertu du résultat précédent, on a:

Proposition 6.2.7. Soit diune donnée radicielle semi-simple. les conditions sui=-

vantes scnt équivalentes

(1) R est adjointe (resp. simplement connexe).

(ii) Toute isogénie A ' —3 R (resp. R —s A1) est un isomorphisme.

P o ~ s v‘ . s 2 . 1 =
fropositicn 6.2.8. Soit 7 une donnée radicielle adjointe (resp. simplement

tonnexe. Toute racine (resp. coracine) indivisible est un £lément indivisible

*\
" et
M \{resp. M ).

&
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Bn effet, toute racine indivisible fait partie d'une base de r‘_}(a},

6.3. Radical et coradical.

= 0 pour tout r*éﬁ*l.

h]

Lemme 6.3.1. Considérons les morphismes canonigues ;

* *
BN o M, M e N .

*
Ils sont transposés 1l'un de l'autre et N s'identifie au dusl de N .

C'est immédiat, compte tenu de 1.2.5.

Définition 6.3.2. On appelle coradical de K et on note corad(R) 1la donnde

radicielle triviale

Cﬁl"ad((R) = (N,N*”ﬁ,ﬁ_} .

— +*
Si on pose R ° =(M,M ,8,8) (c'est une donnde radicielle triviale), on_

a donc un morphisme

corad(R) —s R° .

Définition 6.3.3. Cn appelle radical de A et on note rad((R) 1la donnde radi-

cielle triviale :

rad(R) = (coraa(th
On a donc un diagramme

corad(R) ———3 rad(R)
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*
dont le transposé est le diagramme correspondant pour X =,

Lemme 6.3.4. Le morphisme canonique u : corad(R) — red(R) est une isogénie.

*
Définition 6.3.5. Onpose N(R) = K(w) =¥ /[(V(®) N 1) + Nker = }-
Cn a un accouplement canonique

NMR) x MR — oz .

Lemme 6.3.6. On a rgred(rad(R)) = rgred(corad(ft)) = rered (R )-rgss(R).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R est semi-simple ,

(11) rad(R) = o,

(1ii) cor=d(R) =0 .

6.4. Produits de donndes radicielles.

* * *
Définition 6.4.1. Soient R (4,4 ,R,R") et R ' =(m',M'",R",R'™) deux donnes

radicielles. On appelle donnée radicielle produit de R et de R ' et on note

R" =R x R 12 donnée radicielle (M",M"*,R",R") on M" =¥ x M’ ,

HII*

* *
M xM' , R"=Rx0UO0xR', H“*=R* UoRt” (on considdre R" C M"

]

* * *
et R" C M" de la maniére évidente,...) , llapplication r > r étant

1'application évidente.

Froposition €.4.2. Sous les conditicns précddentes on a des isomorphismes

canonigues
FE) = MR x T ERY ,  ¥E" 2 YR) = YRY

WR™) = w(R) x wWR" , otec.
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et des relations

rgred (R ™

i

rered(R) + rgreda(R1)

+ R o
rgss(R ")

rgss(R) + rgss(®') .
Cn a €zalement un isomorphisme canonigue de donndes radicielles

(hx@®)* 2~ R*x R™ .

N
e

Les finitions précédentes se zéndralisent aussitdt & un produit de plu=

sieurs facteurs. ©On & aussitdt ;

Proposition 6.4.3. Soit A - 0-{1 x R aww (pn un produit de données

2

radicielles. Les conditions suivantes sont éguivalentes :

(1) R est semi-simple (resp. simplement connexe, resp. adjointe,

resp. réduite).

foa - . F
Ch (R » 1 ; 1 t .
(i1) ague g est semi-simple (resp. simplement connexe, resp
adjointe, resp. réduite).
Considérons le cas particulier suivant : soit R , upe donnée radicielle
triviale et JIR,; une donnée radicielle semi-simple. On a alors un diagramme

commutatif

R x R,
e
&11/ B

Lemme 6.4.4. On a des isomorphismes canoniques

corada(® xR) ——_ rad(R xR ) .
o 1 o 1
x - /
o
En particulier N( 6".” x 021) = 0.

Nous verrons plus tard que si réciproguement E\F(rﬁ) =0, alors la donﬂé@'

redicielle R est produit d'une donnde semi-simple par une donnge triviale.
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6.5. Donndes radicielles induites et coinduites.

s * *
Soit (R =(M,M ,R,R) une donnée radicielle. Soit N & M un sous-

groupe contenant les racines, i.e. , soit

]"O(B.)C N ¢ M .,

L'application linéaire canonigue iN : N — M donne par transposition une appli=-

cation linédaire

t, *
lN M —3 N .
R * 13 (R*]
Posons RN = 3 Fgﬁ = iy .
Lemme 6.5.1 (N N o est une donnde radicielle, et i,. un
el ) ’RN’RN / N EEee—= ) == N =
moghisme.
t. = * *
Montrons d'aberd que iy induit un isomerphisme de R sur R'N A
Si tiN(r*} = tiN(s*) , Tys€R, ona (r*,x) = (g%,x) pour tout x €N, en

particulier pour x &€ R , ce qui donne r =38 par 1.1.4. Le reste s'en déduit

sans difficultés.

DEfinition 6.5.2. G?N est dite la donnée radicielle induite par R gur N .

Lemme 6:5.3. Soit f : R+ R un morphisme . Posons f(M') = N C M ., Alors

f se factorise de manidre unigue par i .

Bn particulier, les isogénies M ' — R y & isomorphisme prés, corres—

pondent biunivoguement aux sous-groupes d'indice fini de W/ I""O{R} , ce gui précise

6.2.7.

- . - * * - - -
Soit maintenant N un sous-groupe de M contenant R . On définit

b ] i 3 & 1
ia donnée coinduite par rf[;k sur N oar
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R =R, .« ,
et on a un morphisme canonigue :

5, *
p"l\1 2 ’5{ _._)l(f{h .

Lemme 5.5.4. Soit £: R'— ® un morphisme. Il existe un ¥ C M , un 1

* *
¥ o W tels que f se factorise en

ol1 fo est un isomorphisme .

En effet, on commence comme dans 6.5.3. Le morphisme M' 3 N obtenu :
est surjectif, donc son transposé injectif. On prend 1'imsge de ce dernier comme N’*;i-f
Traitons maintenant certains cas particuliers. Si on prend
N = I_'O(R) , on notera (RN = ad((R) . Si on prerd N = E(R) N M, on notera
{RN = =3(R). On a donc un diagramme :
ad(R) — ss(R) 5 R,

Par dualité, on en déduit de méme un diagramme R . _,der(R) —s scon(R) o

der(R) = ss(R#) = , scon({R) = aa(R*)* .

Proposition 6.5.5. (i) Dans le diagramme

ad(®) —3 ss(R) — 3 der(R) —— scon(R)

gy A

les quatre données de la premiére ligne sont semi-simples et les trois morphismes

des isogénies.
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(11)  2d(R) est une dounée adjointe. R est adjointe si et seulement

si ad(R) — R est un isomorphisme.

(i1i) scon(M) est une ionnde simplement comnexe. R ost simplement

connexe si et seulement si ® 4 scon(R) est un isomorphisme.

(iv) Lee conditions suivantes sont dquivalentes :

- (R est semi-gi=ple,

- s8(R) —5 R est un isomorphisme ,

- 0{ ] de:‘{ﬁ-) est un isomorphisme .

Arr&tons-nous un instant sur le morphisme ss(’R) —_— der(ﬁ) . Bn se

reportant & la construction de ss{A) et de der(R), il est 2isé de démontrer le

Lemme 6.5.6. 3Soit h : ss((R) —s ier("R) 1l'isogénie canonique. On a

k(h) = N(R) .

6.5.7. Considérons maintenar= 4'autres cas particuliers ds donndes induites.
Posons N = {x eM, (r*,x) =0 grur T6 R} x r;(R}; on sait que la somme est
directe par 1.2.5. Il en résulte gue la donnde radicielle {R'N s'identifie au
produit ead(R) x corad(R). On peut faire de méme en remplacant r;{ﬁ) par
VIR) N M s Puls dusliser ces deux corstructions. On obtiert ainsi un diagramme de
données radicielles :

s der{ﬂf) —_ scon({R)

N, N

ad(R) — 5 aa(R)

M(®) » corﬁd(ﬁ\)——) ss(R) x corad(®R) —s B —s der(R) x raa(R) _ s scon(R) x rad(@R)

b Y Y
ad(R) — 5 ss(R) ——————a  der(R) — — 5 son(R) ;

qui est commutatif, comme on le véricis zussitdt, Ce disgramme est auto-dual en un
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sens évident. Les morphiames horizontaux sont des isozénies. Les composés des

fldches verticales sont 1'identité.

Lemme 6.5.8. Scient n, : ss(R) x corad(R) —> K,

h2 : R —> der(R) x rad(R) ,

les isogénies canoniques. On a2 X(h,) = K(hz) <= N(R).

C'est trivial sur les définitions.

B s A s

Corollaire 6.5.9. Soit R une donnde radicielle. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) Ry =0, i.e. corad(R.) —» rad(R) est un isomorphisme .

(i) h est un isomorphisme .

(441) b, est un isomorphisme .

(iv) h2 est un isomorphisme .

(+) 1/ est le produit d'une donnée semi-simple et d'une donnée trivial

Enongons également une conséquence triviasle des remarques précédentes :

Corollaire 6.5.10. Pour toute donrde radicielle A sy 11 existe des isogénies

ad((a) x d{o——:’ R ———rscon(ﬂ} x (RD s Ol CR—O est "la" donnée radicielle tri-

viale de rang rgred(®) - rgss(R) .

Signalons enfin un résultat qui peut 2tre utile : e

Lemme 6.5.11. Soient (R une donnée radicielle, S un syst®me de racines simples,

S' une partie de S , considérons la donnde radicielle (cf. 3.4.7 )

!RS, = (M,M%R(5'),R(5*) ) .
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(1) si R est simplement connexe, slors der(ﬂs,) est simplement

connexe.

(ii) si R est adjointe, alors ss( O?S)

Les deux assertions sont évidemment équivalentes par dualité. La seconde

est adjointe .

ge reméne & vérifier la formule :
¥ N YR(SY) = M (R(SM) ;
or, si M = FO(R) » les deux membres sont égaux au sous-groupe de M engendré

pgr St.

€.6. Poids.

Définition 6.6.1. Soit fR une donnée radicielle. On pose

MR = ix € V(Rr) , (r*,x) < Z pour tout r € R*}.

# ’ - *
Les éléments de [ (R) sont appelés les poids de A . Les poids de R sont

appelés les copoids de R .

On a ﬁO(R) c ({R:‘ et M (R) est stavle sous w(R) .

»*
Lemme 6.6.2. L'application bilinéaire V x V — Q induit une dualité

F'O((R*) x r‘(@) —— 5 ¥

Trivial.

- - - - * * * - & 13
Corollaire 6.6.3. Soit 8§ = {r‘E g R rn','l un systdme de coracines simples.

. * - - - - ey - -
Soient p. i=1,2,¢+. n , les 8léments de V(R définis par
s e i r gzl — e

(ri*ﬂ'pj:] = ‘a = & ?

clest-A-dire sr {p1} =Pp:. Pou¥r i L js. 8 {p} =Pp. - T,
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(Attenticn : si la donnée n'est pas réduite, les r. ne forment pas un systime l

-

i 3 \ * i - R . S &
de racines simples). Alors I (K) est le groupe sbélien libre engeniré par les

Py - i
Les Py sont les poids fondamentaux correspondant au systime de coracingy |

*
simples S5 .

- * *
Corollaire 6.6.4. Pour tout r &S , on a donc (r , }"p.} =1, donc l

2pi = g (3.5.1) s P=P(ina(s)) .

-
Corollaire 6.6.5. Pour tout x € V(R) , on a x = Zl(ri,x) P, -

Corollaire 6.6.6. Remarguons que R = r;(R*) s, RC I (R) , donc que

(r(®), P,.,(R*:‘!R!R*) est ure donnée radicielle. Le morphisme canonigue

* *
r‘O(R ) —> ¥* est le transposé du morphisme x j—-);q(ri,x)pi qui définit un

morphisme de données radicielles et on a2 un diagramme commutatif :

scon(f)

y

(r®), NEY,RRY) .

,/,?

‘-‘-“-\\_‘_

R

On a donc une description explicite de scon(R) en termes des poids de

m. De méme, on trouve un diagramme commutatif :

«§ :
(PR, F@®R*), 35" =

Corollaire 6.6.7. Pour que R soit simplement connexe, il faut et il suffit que

M= (R).
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Remeraue 6.6.8. oma M(R) N M= V(R) N M. Pour que R soit semi-simple,
41 est donc nécessaire et suffisant que M < C(R).

Des résultats de 6.5 il résults aussi:

Corollaire 6.6.9. Pour gue . soit produit d'une donnée simplement connexe par
e ——

une donnée triviale, il faut et il suffit que M 7 [ (R) .

Considérons maintenant 1'isogénie canonique
£f: ad(R) ———> scon(®) ,

et posons Z(K) = K(f) . Ona z(R) = Z(scon®R) =~ z(adB®) .

Corollaire 6.6. 10 On a un isomorphisme canonigue 2Z(R) = I (R)/ PO(R) .

Plus précisément, on a une suite exacte de W(R)-modules :

0 — [-'O(R) —s N{R) —a g(R) —s 0.

Corollaire 6.6.11. On 2 un accouplement canonigue

2(RY x z(R) —s ¥z

qui met ces groupes en dualité.

-

Remarque 6.6.12. Ona 2Z((RxR') = z(R) x 2 (K') . Considérons en particulier
des dommées simplement connexes (Ri yi=1,2,...0n et une donnde triviale 6‘2.0 5
Posons R - (H’.O x fo,,l Xusox L'H.n . Soient R =(p,m",r,2%) , 0?,0=f_‘,z-1:,mz,ﬁ,ﬁ).

On a

MR 22 B xa(f) 2..x 2(R) .
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6.7. Automocrphismes .
Un autoriorphisns 46 ﬁL, c'est, d'sprés 6.1.4 , un automorphisme de M,

; t * * . 7
soit u, tel que u(R) =R, "u(R) =R . En particulier, tout &1

I

ment w de

Ww(R) aéfinit un automorphisme de K .

Lemme 6.7.1. W(R) ost un sous-groupe invariant de amt(RY . Plus précisément,

si u € aut(R) et r€R, ona

La démonstration est la méme que celle de 1.2.10.

Proposition 6.7.2. Soit S un systdme de racines simples. Posons

|

Eg Ry = s_u € at(R) , u(s) = s} .

Aors Aut(R) est le produit semi-direct de W(R) par ES((R-} a

Cela résulte aussitdt de ce que W(P) opdre de fagon simplement

transitive sur les systimes de racines simples et de ce que si S est ungystéme

it

de racines simples de R , alors u(S) est un systdme de racines simples pour
tout automorphisme u de (PL .
Nous verrons plus tard une description plus simple de ES(fR) dans le .|

cas des données radicielles réduites et irréductibles.

Définition 6.7.3. On note Aut®(R) 1'ensemble des u € tut(R) , tel que le

diagramme suivant soit commutatif :

R — v R

rad(R) .

MMM@W s
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On note E;(CR-) = ES({R) M at3(R)Y .

Remarque 6.7.4. Si u € Aut(R) , on a denc u € AutS(R) si et seulement si

(u - id.) (M) < V(R) . En particulier W(R) € aut®(R) . I1 en résulte aussitdt:

Proposition 6.7.5. Le groupe Aut®(®R) est le produit semi-direct de w(®R)

par E;(lﬂ) s Dour tout systdme de racines simples S .

4 tout automorphisme de ¥ est associd par fonctorialité un automor-

i

phisme de 2d(R) . On a donc un morphisme canonique

aut(R) s Aut(ad (R)).

Lemme 6.7.6. Le morphisme AntS(RYy — sut(ada(R)) est injectif .

Soit en effet u un sutomorphisme de M tel que (u - id) (M) € v(r)

et que tu(r*) = r* pour r*€& R* . Pour tout =x €M, on a
¥
f (r*ulx) - x) = (Pulx") - r*,x) = 0,
F donc ux) -x = 0, par 1.2.5.

‘ Lemme 6.7.7. Le groupe Auts(f}?_} est fini .
En effet, il nous suffit de prouver que Aut((R) est fini si R est
adjoint. Comme M est engendré alors par R , tout automorphisme de R eost ds-

terminé par la permutation de R gu'il définit.

Remarque 6.7.8. On voit aussitdt que Aut(R) (resp. BS(G{}) est fini si et

seulement si rgred({i) - rgss(&) = 1.

148




6.8. p-morphismes de donndes radicielles réduites.

- —

Dans ce n® p est un nombre entier > 0 fix€ une fois pour toute.

- - - *
Définition 6.8.1. Soiemt R (w1 ,R,R7) et R'=(M',1'",R",R"") deux donndes

radicielles réduites. On dit qu'un morphisme de groupes

(R R,

S Wl oo sl e

est un p-morphisme de CR ' dans (E y i les conditions suivantes sont vérifides:

il existe urie bijection

s R ——AJ——} R

et une application q: B — [pn » n€ N } telles gue

(1) ona flulr)) = q(r) r our tout r' & R' .
pour tout
(ii) on a tf(r*) = qlr) u(r:}* pour tout r € R .

Corollaire 6.8.2. Un 1-morphisme n'est autre qu'un morphisme.

Corollaire 6.8.3. Le transposé d'un p-morphisme est un p-morphisme.

Lemme 6.8.4. B5i WEW{QJ , TER , on a

alw(r)) = a(r) . L'application s. > Su(z) % prolonge en un iso—

morphisme u : W(R) —> W(R") tel que
u( w() = ] .
Il suffit de prouver que pour r,s & R, on a u(sr(s)) = su(r)u(s) et
a(s_(s)) = als) + Or on & successivement :

£(uls)) - (alr)™,uls)) £lulr))

f(su(r)u{s))

als) s - a(s) @~ (=58 alo)

afs) (s= (r',8) ©) = afs) s (s) .
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u(r)u(ﬂ)) , on a done g(h).h = q(s) .sI_(s) . Les deux racines h et
ar{s) sont donec proportionnelles (sur S.) , donc égales ou cpposées , mais q(h)
A

ot a(s) sont positifs. On a2 donc q(h) = qs) , b = sr(s; "

Définition 6.8.5. Les q(r) sont dits les exposants radiciels de f .

Exemple 6.8.6. Soit R une donnde radicielle réduite et o =rp° .

Mors qa: M — M ( qlx) = ax ) est un p-morphisme
——"

g: R — - R,

dont tous les exposants radiciels sont égaux & g .

Proposition 6.8.7. Dans les notations de 6.8.1, u réalise un isomorphisme de

l'ensemble des systimes de racines simples (resp. de racines positives)de R sur

1l'ensemble correspondant pour R! .

Cela résulte aussitdt de 3.1.5 (resp. 3.2.1 ).
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Ts Structure .

7.1. Décomposition d'une donnde radicielle.

Proposition 7.1.1. BSoient R une donnée radicielle, S un systéme de racines

simples.

(1) Scient R' et R" deux ensembles de racines clos et symétriques
formant une partition de R . Si on note S' =3 M R' , 8" = 8§ M R" ; alors
R' = R(S') , R" = R(S") , et toute racine de 3' est orthogonale & toute racine
& s

(ii) Soient 8! E‘E 3" deux sous—ensembles de S faisant une parti-
tion de S5 et orthogonaux. Alors R' = E(S') _E.EH” = _R_I:S") forment une partition
2_9_ " &

Prouvons d'sberd (i).
Lemme 7.1.2. Sous les conditions de (i) , si T, s et r+s sont racines, elles.

appartiennent toutes les trois & R' ol toutes les trois & R" .

Supposons par exemple r + 8 € R' . Alors on ne peut avoir r,s @R" ,
car R" est clos; supposons donc T @ R' ., Alors - T €R' ot s = (s + r)- ré&k

Montrons maintenant que R' = R(S') par récurrence sur l'ordre 4 'une
racine r €ER'MP(S) . 5i ords(r) =1, alors r &€ R'MS=5'". Si
ords(r) > 1, il existe 5€ S avec T -8 €& R . Par le lemme, ona s &S',
r-s ER' , donc T - 3 &E(S') par récurrence et enfin r = (r-s)+s EE(S') .

Montrons enfin gque S' et 8" sont orthogonaux. 81 r &S' et s € 3", alors

#* *
(s,r) £ 0. 81 (s,r) £0, alors s + r est racine contrairement au lemme.
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-

Démontrons (ii) . Si S' oi 8" est vide, c'est immédiat. Sinon et si

“R(s') et R(S") ne forment pas une partition de R, il existe une racine r
-
de la forme

T = m.’r.‘+Zm"j th o, m{&Z . mIE€Z,

ot on note rj‘_ (resp. r:j.’) des éléments de S’ (recp. S")-. Appliquant 2.1.2.,

on en déduit une relation de la forme (quitte 2 imrerser S*! et S")
w=v+s , v&R(S'Y, ses", uezr.

Mais comme (s*,v) =0, v~ 38 est aussi recine par 2.2.5 , ce gui est immos-

sible.

Proposition 7.1.3. Soit R une donnée radicielle. Les conditicons suivantes

sont égquivalentes :

(i) I1 n'existe pas de partition non triviale de R en deux sous—

ensembles clos et symétriques.

(ii) Pour un (resp. tout) systdme de racines simples S de R, il n'existe

pas de partition de S en deux sous—ensembles non vides orthogonaux.

(iii) La représentation naturelle de W(R) dans V(R) cst irrdductible

(iv) Pour tout couple (r,s) de racines, il exis*e une suite @z rasinss
r

P il ST o avec I =T r = s les racines r. et
0’1’2’.-,11"—" o’ Tn ] =) g ==
T (i = 0y.00,n=1) étant non crthosonales.
™

On a (i)¢=>(ii) par 7.1.1. On a évidemment (iv) => (ii) . Réciprosuement,
si (4i) est vérifide pour S , la condition (iv) est vérifide si »,s & S
' Or pour toute racine y 11 existe une racine simple qui ne luil scit pas sorthogonale

(3.1.1 par exemple). D'autre part (iii) => (i) . En effet sous

= —
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de 7.1.1, V(R') est stable par W(R) . Il reste & prouver (i) => (iii
Soit dene H un sous-espace vectoriel de V(R) , steble par W(R) .

Pour tout r € R, l'équation sr{}l). = H donne aussitdt

g r * -+ = - e
(orthogonal de H dans V(R') en dualité avec V(R) ). Si on pose
g’ ” * 10y PSR —
R':Jr(—.R,rEH}et R =$r&§:,r&h;, on & réalisé une partition
e L.
de R en deux sous-ensembles clos et symétrigques.

Définition 7.1.4. Une donnderadicielle (resp. un systéme de racines) vérifiant

les conditions équivalentes de 7.1.3 et de rang semi-simple # O est dite

irréductible.

Corollaire 7.1.5. Pour toute donnée radicielle R s 1l existe une partition

unique (& 1'ordre prts) de R en sous-ensembles clos, symétrigues et irréductibles,

Corollaire 7.1.6. Toute donnée radicielle adjointe (resp. simplement connexe)

est produit de données radicielles adjointes (resp. simplement connexes) irré-

ductibles.

11 suffit de le voir dans le cas adjoint. L'assertion résulte alors de
ce que sous les conditions de 7.1.1 , on a

R = IM_(R7) = I, &)

/

Corcllaire 7.1.7. Pour toute donnde radiciclle (resp. et réduite) R , il existe

ure isogénie R — R , oi A'' est produit d'une donnde radicielle triviale

et de données simplement connexes irréductibles (resp. et réduites).
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;3.&,1".2 Propriétés des données radicielles irréductibles.
i A B

péfinition 7.2.1. Soit R une donnée radicielle irréductible. On pose pour
—

tout T &R,

long(r) = 4(r)/ ’E(ro) H

oh T, € R est telle que ,E(ro) soit minimum;on dit que long(r) est la longueur

Lemme 7.2.2. Soit R une donn€e radicielle irréductible. Le groupe de Weyl

opére transitivement dans 1'ensemble des racines de mfme longusur.

En effet, soient r,s € R . Comme la représentation de W dans V(R)
est irréductible, r ne peut 8tre orthogonale & tous les w(s) y WEW . Il existe
donc w € W, avec w(s) non orthogonsle & r , Or Rlw(s)) = L(s) et on conclut

par 2.3.2.

Lemme 7.2.3. Si R est irréductible et réduite, alors long(R) est

$13, $1,23, e {1,3¢ .

-

En vertu de la remarque utilisée ci-dessus, pour tout r,s € R, il
existe toujours un w €W tel que w(s) ne soit pas orthogonale ¥ s . On a donc
Ar)/Us) = 1,2,3,1/2 ou 1/3 (par 2.3.1 ) . On a done long(r) = 1,2 ou 3,

mais si long(r) = 2 , long(s) = 3, alors L(z)/L(s) = 2/3 y ce gqui est impossible.

Remarque 7.2.,4., En raisonnant de manire semblable, on prouve le résultat
Sulvant ; si R est irréductible et non réduit avec rgss(R) > 1, on a

long(R) = {1,2,4}. Si on pose ].Ong_]'(i} = R;, alors ind(R) = R; U R,, R, = 2R,

et deux racines non proportionnelles de R, sont orthogonales, Réciproquement

1

Si R est un systéme irréductible et réduit tel que long(R) = {1,2}, posons

|

=1 .. ; ; ; i
| long (i) = Ri et supposons que deux racines noa proporticnnelles de R

1

. Soient orthogonales ; alors R U 2 R, est irréductible, non réduit et

ind(R -,ZRl) = R,
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Lemme 7.2.5. Si R est une donnée radicielle irréductible, R l'est aussi et

P *
long{r) long(r ) = Cte .

Cela résulte sussitht de 7.1.3 (iv) et 2.2.5.

Définition 7.2.6. Soit R une donnde radicielle guelcongue. On appelle longueur

de r & R et on note long(r) 1a longueur de r dans sa composante irréductibly,

*
Lemme 7.2.7. Il existe un unigue homomorphisme de groupes u: F;(R) _i.r;(R )

tel que ulr) = long(r) . pour r €R .

*
-

En vertu de 3.5.5 , il suffit de vérifier gue si r,s, r+sé€&€R-, on a
% * -
long(r) r + long(s) s = long(r+s)(r+s) . Mais r,s et r+s sont dans la méme =

composante irréductible de R par 7.1.2 et on est ramend 3 1.2.2.

Remargue 7.2+.8. Pour r,s ¢ R, ona (ulr),s) = (u(s),r) . En effet, cela

Tevient &

¥* *
long(r) (r,s) = 2long(s) (s',r)
qui est évidemment vérifide si r et s sont orthogonales. Si T et s ne s0
pas orthogonales, alors elles sont dans la méme composante irréductible de R , @

on est ramend & 1.2.1 , formule (9).

Remargue 7.2.9. La forme bilindaire symétrique (u(x),y) est positive non
dégénérée sur [ﬂo(R) 3
En effet, soient Ri les composantes irréductibles de R . On a
E = 7T i3
(R T ro®) o,
et la forme bilindaire (u(x),y) est le produit des formes

)™ e6),y)
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5 lic: 208 Po(Ri) , ol .3(1'1) est le minimum de £(r) pour r & R, . Or ces diffé-

rentes formes bilindaires symétriques sont positives non dégénérées (1.2.6 ).

7.3. Matrice de Cartan.

Soit R une donnée radicielle. Si S est un systéme de racines simples,

on appelle matrice de Cartan de (R relativement 2 S la matrice carrée sur l'en—

gemble d'indices S définie par

*
B ™ (r ,s) ; Iys &S .
Remarquons d'abord que si S5' est un autre systéme de racines simples et w un

é1ément de W(R) tel que w(8) =S', on a

+* *
(w(z) yw(s)) = (z7,98) ,
donc gue la matrice de Cartan de R relativement & S' globtient 2 partir de
celle relative &4 S par l'isomorphisme S — S' sur l'ensemble d'indices défini

rar w . Il en résulte qu'i un isomorphisme prés sur l'ensemble d'indices,la matrice

de Cartan ne dépend que de ® .

Proposition 7.3.1. La matrice de Cartan possdde les propriétés suivantes :

(1) a =2 , a £ 0 pour v£s .

T TS
(i) a =0  entraine a =0.
rs ——— Tar

O — 5 . wgne
(iii) Il existe des entiers strictement positifs mr(= long(r)) tels que

la matrice

(m, & _)

rs

soit symétrique, positive et non dégénérée.
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(iv) Les mineurs diagonaux de a g » i.e. les déterminants

det(a ) -
ras’ Tr,s& 5!

sont striectement positifs.

r
(v, ona 8(s)=s-a _ r , sl(s)=3 -a_1r .
T Ts T sr

En effet, (v) est une définition, (i) résulte de 3.2.11. , (ii) de

2.2.2 , (iii) de 7.2.9 (iv) se déduit aussitdt de (iii) par la relation

det(mra ) :T_Tmr.-:'iet (a ) "

rs' T,s€ST T L, ns'wys € 8"

Proposition 7.3.2. Soient R et R deux domnées radicielles simplement

connexes (resp. adjointes) et réduites.

Scient 5 (resp. S!') un systime de racines simples de R (resp. R) , ot

u: S5 —5' un isomorphisme tel que si on note (a,.) et (ax'-’s’) les matrices

de Cartan de R et (R ' relativement & S et S', on ait

' - :
2ulr),uls) %r,s

il existe un unigque isomorphisme de R osur R 1 gui induise u sur S .

I1 suffit évidemment de faire la démonstration dans le cas adjoint .
Alors M = ]""‘O(R) et M' = F;(R') sont les groupes abdéliens libres engendrés P&
5 et S' . Il existe donc un unique isomorphisme de groupes de M sur M! qlli'l
induise u sur S5 . Notons-le aussi u . Montrons que u(R) < R' . Toute racing

r ds B s'éerit 8 sese. 5 (r ) avec T €S . On a évidemment
9 T, o+ i

u(r) — Su[:rT) P Su(r

)(u(rnH}J >
I
en vertu de 1l'hypothése sur u et des relations (v) de 7.3.1.

* ¥
I1 reste & prouver que tu{R' ) € R , ce qui résulte de ce que les éléments
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¥*,
de M (resp. M') sont déterminés par la dualité avec R ou S (resp. R' ou

S') ’ pa.r 1-2.5.

Corollaire 7T.3.3. Une donnée radicielle réduite simplement connexe ou adjointe

déterminée & isomorphisme prés par sa matrice de Cartan.
es

Corollaire 7.3.4. Soient R une donnée radicielle réduite et simplement connexe

(msp- adjointe), p_‘ti S un systéme de racines simples. Le groupe Es(fﬂ.} s'iden—

tifie au groupe des automorphismes de 1'ensemble S gui invarient la matrice de

Cartan.

Remarque 7.3.5. La question de 1l'existence d'une donnde radicielle correspor—
dant & une matrice de Cartan donnde vérifiant (i) (ii) et (iv) (pax exemple)

ne se résoud pas facilement directement, sans utiliser la classification.

7.4. Diagrammes de Dynkin.

Définition 7.4.1. On eppelle structure de diagramme de Dynkin (le mot "schéme"

& été banni pour des raisons évidentes) sur un ensemble fini S 1la donnée d'un

ensemble de couples d'€léments distincts de S y dits couples liés, et d'une

&pplication de 8 dans 1'ensemble {1,2,3} . La notion d'isomorphisme de telles

structures est évidente.

Définition 7.4.2. Soient ¥ une donnde radicielle et S5 un systéme de racines

Simples. On appelle disgramme de Dynkin de R relativement & S , l'ensemble S ,
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deux racines simples étant lides si et seulement si elles ne sont pas orthogonale%
T ——

% chagque racine £€tant associée sa longusur.

Proposition 7.4.3. Diagramme de Dynkin et matrice de Cartan se déterminent

biunivoguement.

En effet l'équivalence

1 P l‘é = O
r et s ne sont pas liés (=—3 a s ’
et la relation
= lon
long(r) a__ g(s) a__
(avec inf long(r) = 1 dans chague composants connexe du diagramme) déterminent

les 8 s en fonction des lisisons et des longueurs, et réciproguement (1e détail

de la vdrification est laissé au lecteur).

Corollaire 7T.4.4. Une donnde radicielle réduite simplement connexe ou adjointe

est déterminéde pear son diagramme de Dynkin.

Corollaire T.4.5. Soient R une donnde radicielle réduite simplement connexe

ou adjointe et S un systéme de racines simples. Le groupe ESCGL) s'identifie &

groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de R relativement & S , c'es

&-dire au groupe des permutations de S conservant les longueurs et les liaisons

Remarque 7.4.6. On classifie avec la méthode habituelle (*) les divers diagram™

de Dynkin connexes, et on montre que chacun correspond effectivement & une donre

radicielle réduite simplement connexe irréductible. On trouve les types bien conni

(*) cConfer Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, chap. VI, ou Séminaire SopH®
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T 1 1 11

e k. n e A e Jin » o2 1 .
2 2 2__.%___‘?___: B, ny2 .
RN L s
1 1 1,...’,,—5_11 Dn y n24 .
N 51__1__1 E , n=6,7,8.

1 1 2 @ F,o.

4

B 2

Es(ﬁ)-{e?' pourt Ay s Bo9iC o T 0 B 5 By 4 10
Es(m.) = 2/22  pour A (n32),D (n35), Eg -
ES('T{) = LJ‘B pour D4 :

Compléments sur les p-morphismes.

I1 est clair sur les définitions que la bijection u : R 3 R' associde
p-morphisme (6.8 ) fait se correspondre systémes de racines simples, systémes
ines positives, composantes irréductibles (etc) de R et de R' . Supposons

W0 pour simplifier R et R' irrdductibles.

7.5.1. Si R et R' sont irréductibles, alors il existe k € Q avec

tout r €R

3 [ Z o
k;ong\u\rj} = qlr)” long(r) .

En effet, on a
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L o

* *
long(zr) (r ,s) = 1ong(s) (s ,r) ,
5 - * ;
long(u(r))(u(r) ,u(s)) = long(u(s)) (uls) ,ulzr))
On en déduit aussitdt que pour r et s non orthogonales, on a

long(u(z))™' q(r)? 1ong(r) = long(u(s))™' q(s)® lone(s)

Cn conclut alors par 7.1.3.
Remarque 7.5.2. Il résulte de 7.2.2 et 6.8.4 que ar) ne dépend que de

long(r). On voit alors facilement que si q(r) n'es: pas constant, alors

-
a(r) long(r) est constant, ce qui monire qu'alors p =2 ou 3 . Un coup 4'ceil i
sur les diagrammes du n® précédent montre qu'il y a quatre cas possibles : i

oL A i B
P=2 , Bn —_— cn P Cn _— Bn avec (BE = 02) B
= . P X X
p == 3 ’ G2 ___5 -3 G2 .

(On désigne par la mfme lettre un diagramme de Dynkin et la donnéde radicielle

simplement connexe réduite correspondante). lLe lecteur remarquera que

- i
Lofl, BPoX, ¥o¥ et &6 D sont des p-morphismes de la forme décrite

en 6.8.6.

7.5.3. On voit aussitdt sur la description précédente que =i R et Bt sont
deux données radicielles réduites de rang semi-sizple £ 2 et si onaumn

p-morphisme de (R ' dans R, alors R ot A1 gont de méme type. Plus préci-

sément, on a le tabtleau suivant.
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: £f: R —_— @. p-morphisme. On désigne par q (resp. q1) une

'puisgance positive quelconque de p . On utilise pour les systdmes de rang 2 les

‘notations du n° 4 (on désigne par r une racine simple courte) .

Type e} valeurs de T valeurs de t:t‘
Trivial quelconque - -
A, quelconque f(rt) = gr Jéf(r*) =qxr'*
AL+ A, quelcongue f(r') = qr tf(r*) = Qete
f{a') = a,s tf(s*) = q s'*
A B, quelconque f(r') = qr JCf(r-lll-) =qgr'#
% £(s") = q 8 “2(s%) = q o'%
B, p=2 f(r') =g s “f(r#*) = 2 q s'*
f(s") =2 g~ Ce(sit) = q r'¥®
32 P=23 £(r!) = q s tf(r*) = 3 g s'#
f(s‘) =3 qgr tf(s*) = q r'¥

E
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GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS, SOUS-GROUPES, GROUPES-QUOTIENTS

par M. DEMAZURE

Cet exposé comporte deux parties. La premidre (1 & 5.5 ) rassemble les
résultats techniques ndcessaires & la démonstration des théortmes d'unicité et
d'existence. La seconde (5.6 3 la fin) ne sera pas utilisde dans cette démons-
tration; la fin du n° 5 sera utilisée en particulier dans 1'exposé XXVI consacré
aux sous—groupes paraboliques; le n® © établit dans le cadre des schémas les Té=|

|:
sultats classiques sur le groupe dérivé d'un groupe réductif. '8

1. Racines et coracines. QGroupes déployés et donndes radicielles.

Théoréme 1.1. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif, T un tore

maximal de & , r une racine de G par rapport &2 T .

(i) Il existe un unique morphisme de groupes & groupe d'opérateurs T

3 &

exp_: W(U}.r) _

qui induise sur les Algébres de Lie le morphisme canonigue %&r —_ ﬂk.

Ce morphisme est une immersion fermée. Le morphisme correspondant
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T . w(t}r) y G

T

est également une immersion fermée. Si p_ ¢ ga s —3> G est un monomorphisme

*
normalisé par T avec le multiplicateur r , il exisle un unigue Xré r (S,ﬂ(}r)

tel que pr(x) = expr(x J{r); on a Lig(pr)ﬁ) = Xr et les deux formules précédentes

L3
éteblissent une correspondance bijective entre (S,U}r} et 1l'ensemble des mono-

morphismes Qa s > G normalisés par T avec le multiplicateur r .
morplismes

(i1) Il existe une dualité unique (notée (X,Y) j=ep XY)

41 ¢ =T ~
L;L Egsrs‘ ey 9,5 L]

et un unigue merphisme de groupes

r*:G —_— 7 |,
“m S

tels que l'on ait la formule (F) de Exp. XX 2.1. On a

*

rcr=2,(-rj*=_r*

*
et r est donné par la formule de ®Bxp. XX 2.7.

En effet, un morphisme normalisé par T avec le multiplicateur r se

factori 5 i 2 = .
ise nécessairement par le sous-groupe fermé Zr Cent}(Tr} de ¢ (ef

Exp. XIX 3.9 ). Or (Zr, T,r) est un S-systime élémentaire (Exp. XX 1.4 ), et

on est ramené aux résultats de 1l'exposéd XX (1.5, 2.1 et 5.9 ).

Remargque 1.2. La partie (i) du thdordme 1.1 reste valable si on suppose seule-
ment que r est un caracteére de T , non trivial sur chague fibre. En effet, on a

alors une décomposition S = S'11 5" , telle que T|S' soit une racine de GS"'

et 017(s"=0.515 =5S', on est ramené & 1.1 ; si S = 8"

s' ¥

le résultat est trivial; le cas général s'en déduit aussitdt.

per rapport & T
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- I - n 10 f
Notations 1.3. Comme dans 1l'exposé XX, on note Pr l'image de W(
sous-groupe fermé de G , muni canoniquement d‘'une structure vectorielle. On dira

que c'est le groupe vectoriel associé 3 la racine r . On dit que T est la

-t

g soE g ] T = - =T

coracine associds & r . Des sections X_& F(S,fg, ) et %X _ € (s, c} ) sont
. i » k % x o Iy * ax o A B 3

dites appariées si J'Er X 5 = 1 . Alors ‘{r e (s, O} et de méme pour X - Leg

morphismes P et p r correspondants sont contragrédients 1'un de l'autre et on

a

Y = AT Y
p.(x) p_(v) =p_ G ' F O+l g -

Proposition 1.4. Sous les conditionsde 1.1 , soit wé& Nomg(T}{S} . Alors

' =r o0 int(w)—1 g T —>gm s est une racine de G par rapport & T ,

* *
r' = int(w) o est la coracine correspondante, et le diagramme suivent est

commutatif :

WSy —SERr s &

sdw) | ‘L int (w)

o L

W(G}r') SN i

Trivial : transport de structure.

PRRY] SF S

3

Définition 1.5. Sous les conditions de 1.1 on note s, 1'automorphisme de

défini par
s (t) = t. 2 Loty

Al a El
ors s opére dans HcmS_gT(T,Qm S) , Tesp HomS gr(Em S,T) par les formule

o= (3 ym) o

I

s_(m)

ar(u:l u - (u,r) o ,

4
a
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o o = (resp. u) désigne une section arbitraire de H.oms gr(T,gﬁ S) (resp.

H (gm S,T)) et (, ) 1l'accouplement canoni que
OB or et
Bomg (G, &T) x Hom, gDl o) —>Hom G o5& g =% -

Ona s os = id. , 8_=g .
—_— Sy T —_— -r T

-*
si Xe& r'(S,ﬁLr} » &lors l'automorphisme intérieur de T 4éfini par

~1 . . o
wffx) = ex%ﬁx) exg;—x ) exg(x) (Bxp. XX 3.1 ) coincide avec s, (loc- cit.)

On conclut alors de 1.4:

Corollaire 1.6. Soient S un préschéma, G un S—groupe réductif, T un tors

maximal de G , r et r! deux racines de G par rapport & T . Alors

sr(r') =7!' - (r*,r') T

est une racine de G par rapport & T , la coracine correspondante étant

¥* * *

sr(r')* = sr(r‘*} =7 =(r',r) r .

* *
Corollaire 1.7. Sous les conditions précédentes, r = r' implique r = r! .

* *
Eneffety si r =r' , on a
sr,(r) =r-2r' , sr(r') =r'-2r ,

et on en déduit aussith+

r}n (r) = r+ an(r' - 1)

(s, s
Si r'£Ar, il existe un s €S aveo r 4 ré + Mais alors 1la formule
Précédente montre gu'il existe une infinité de racines distinctes de G; par ron-

vort & T

=< Ce qui est impossible.
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Si wu: gm 5 —+ T est un morphisme de groupes, on dira gque u est Une

coracine de G par rgpport & T , s'il existe une racine r de G par rapport i
} - L. " (R * 5 3
T telle que r =u . Considérons le foncteur X des coracines de G par
rapport &2 T défini comme suit :
* . R
R (8') = ensemble des coracines de GS' par rapport & T’S' .
i (R est le foncteur des racines de G par rapport & T (Exp. XIX 3.8.) s On

E 2
2 un morphisme canonique R —5 R™ | Bn vertu de 1.7 ot de Bxp. XIX 3.8

on a-:

" L
Corollaire 1.8. Le morphisme canonique R — R est un iscmorphisme. En

- *
particulier, R est représentable par un S-préschéma fini constant tordu

qui est un scus—préschéma ouvert et fermé de Hz::m3 gr(gm S,T) .

Ceci conduit & poser la définition suivante :

Définition 1.9. Soient S un préschéma, T un S-tore. On appelle donnée

radicielle tordue dans T 1la donnée :

(1,6

: i ‘ e
(1) d'un sous-schéma fini CR de HomE grt 13y S) ’

= & rs - - *
(ii) d'un sous-schéma fini R~ ge om,, (G S,T) i
*

(iii) d'un isomorphisme R ——25 R* noté » — T ,

te e}

vérifiantles conditions suivantes :

(DR 1) Pour tout S'—> S et tout re®(S') , on a /|
- i
ror =2 i
(DR 2) Pour tout S' —> S et tous T,T, €cR(s') , on a
*
I = (r1,r:‘ Ty EG{(S') s

o (r*,r,l} r e R (s") .

1

167



161

. ws, si T € R (s1) (s'L #) entraine 2 r ¢- R (') , on dit gque la donnéde

Aicielle est réduite.

ogition 1.10. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un

. *
Pre meximal de G , R (resp. R ) le schéma des racines (resp. des coracines)

¥,
G par rapport &8 T ., Alors ({R,“R ] est une donnde radicielle tordue réduite

Le seul fait qui reste & vérifier est Que cette donnée radicielle tordue

réduite. C'est ce qu'on a fait en Bxp. XIX 3.10.

B11. Soit T = D5(M) un tore trivialisé. Si on note M* 1e groupe abélien dual

38" M , on a des isomorphismes canoniques

h: 14 -~ y A =
Hom (T8 o) = Mg

e *

H G )
ZiDISS gr&m S,T, —_— HS »
« VIII 1.5 ) , donc des isomorphismes de groupes

Hor (Rl )~y B (s,M
qﬁm".::—-lg:;r\ =m g’ I-tcmloc.ccmls‘c.‘S’ )

m y
Hms_gr(gm 5? ) =% Hem (s,n™) .

loc.const.

N caractire de T (resp. un morphisme de groupes G . —> T) sera dit constant

G
relativement & 1= trivialisation donnéde) si 1 'isomorphi

4

D

sme précédent le transforme

P %0 une application constante de S dans M (resp. M*).

i - . o B . , e
112,  Sous les mémes notations, soit (M, ,R,R*) une donnée radicielle

( T . fn D%y
Elp- XXT). Alors W] R est

Bent, o1 {(R,@\*] est une

une donnée radicielle tordue dans T . Réeiprogu

donnée radicielle tordue dans un tore T
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déploiement de cette donnde radicielle la domnée d'une donnée radicielle habi-

N * - _ PO~ S T . ’ *
tuelle (M,¥ yR,R ) et d'un isomor hisme T o \M)  qui transforme (R ;(R‘ )

El p— S bl
[

4]

Définition 1.13. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore

maximal de G . On appelle déploiement de G relativement & T la donnéde
— e ———————

(i)  d'un groupe abélien M et d'un isomorphisme T = D (M) ,

(1i) d'un systime de racines R de G par rapport 2 T

(Bxp. XIX 3.6 ) ,

vérifiant les deux cord itions suivantes :

(D,]} S est non vide et les racines r ¢ R (resp. les coracines cor-

respondantes) s'identifient & des fonctions constantes de S dans

*
(resp. M ) -

(D.E) Les oj,r (réR) sont des _Q_S-—H'odules libres.

On dit que G est déploysble relativement & T s'il existe un déploiement de G

relativement 2 T . On appelle déploiement de G la donnde d'un tore maximal T

de G et d'un déploiement de G par rapport & T . On dit que G est déplovable

s'il existe un déploiement de G . On appelle S-groupe déplové un S-groupe ré-

ductif muni d'un déploiement; on le notera par un symbole du type (G,T,M,R) 5

ou simplement G s'il n'y a Das de confusion possible.

ra * . -
La cordition (D 1) entraine que R (resp. R) s'identifie canonique-

*,
ment & une partie de M (resp. M ).

Proposition 1.14. Soient S un préschéma (non vide), (G,T,M,R) un  S-groupe

déployé, alors

1

* &>,
R (e,T,M,R) (M,M ,R,R)
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st une donnée radicielle réduite (Exp. XXI 1.1 et 2.1.3 ); c'est un déploiement

% .ﬁa la donnde radicielle tordue de 1.10.

Clest une conséquence trivisle de 1.10 et de Exp. XIX 3.7.
Fous noterons parfois pour simplifier R (¢,7,M,R) =R (G) . Nous utiliserons sy s

tématiquement les notations V, V(R) , W ,... de Exp. XXI.

Remergues 1.15. a) Si S est connexe non vide {(resp. si Pic(S) = 0) 1a
comdition (D 1) (resp. (D 2)) est automatiquement vérifide.

b) 8i (6,7,M,R) est un S-groupe déployé,pour tout S'— 8§,
§' £ B, (Gg,,T5,sMR) est un S'-groupe déployé et R (e,T,M,R) = GQ(GS,,TS,,H,R)
1.46. Soit T = DS(M) un tore trivialisé. L'Algébre de Lie 4 de T s'identifie

canonigquement (Exp. II 5.1, cor. ) &

*
X o~y 0O -

Pour tout morphisme de groupes u : T —?Qm g Lie(u) est une forme lindaire

. \! i ) -
Lie(u) : £ —> 0, = Lie(e /S) .
En particulier, si u est défini par un élément r € M , alors Lie(u) est la

- *
forme lindaire r sur M = _QS définie par r :
r({mex) = (mr) x .

Symétriquement, pour tout morphisme de groupes h : Em g X ; Lie(h) est un

Qs—mor'phisme Q‘S . Lie(gm S/’S) -_ z y 4éfini canoniquement par la section

H=Lie(m(1) e M (s,%) .

170



*
En particulier, si h est défini par un €lément me M , on a

H=Lie(R){(1) = me 1.

Comparant les deux définitions, on trouve en particulier

I:H} = (h!r) & 1 r l:ss gq:" »

1.17. Ces définitions s'appliquent en particulisr au cas ou T est le tore

maximal d'un groupe déployé. Toute racine r ¢ R définit une racine infinitésimale

T € Hom (£,0.) avec
_O_S =5

;(mnx) = (m7r) x .
Chague coracine r & R définit une coracine infinitésimale

*

HelMragL), H =2 1.
A s p iz

On a pour r,s € R, la relation
— -
r(HS} = (s ,I‘).1 »

et en particulier
r(Er) = 2 .

En particulier, si 2 est inversible sur S o B 8% Hr sont non nuls sur chaque

fibre.

171



165

.2, Existence d'un déploiement . Type d 'un groupe réductif .

zmgosition 2.1. BScient S un préschéma, G un S-groupe réductif , T un tore

maximal de G . Supposons T trivial . Alors G est localement déployable par

rapport & T : pour tout S, & S5, il existe un voisinage ouvert U ge_so tel que

le U=-groupe GU goit déployable relativement a TU 3

En effet , écrivons T = I:S(M) et

m
ﬂ& = l_LUA, ;
méEM
m - -~ - -

Seit R = {m&M, m£0 i ﬁ} fso} ,é[).i « Quitte & regtreindre S5 et & le rem-
placer par un voisinage ouvert de s, » on peut supposer les [?}r s *&R, libres,
et lesﬁ}m » m;éO, mchR, nuls. On a alors

Ll

§-xalle

rekR

les f:g,r étant libres de rang un. Il en résulte que R est un systéme de racines
*
de G par repport 2 T (Exp. XIX 3.6 ). Les coracines r correspondant aux
r€ R s'identifient alors & des fonctions localement constantes sur S & valeurs
*

dans M . En restreignant encore S , on peut les supposer constantes et on 2
temine.

Notons que la démenstration donne aussitdt :

Proposition 2.2. Soit S un préschéma connexe non vide tel que Pic(S) = 0 ,

par exemple Spec(E} ou un schéma local (en particulier le spectre 4 'un corps).

Si G est un S-groupe réductif possédant un tore maximal trivial T , alors G

est déployable relativement & T .
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On déduit aussitdt de 2.1 et du fait gqu'un zroupe réductif possdde

localement des tores maximaux pour la topologie étale (Bxp. XIX 2.5 )

Corcllaire 2.3. Socient 8 un préschéma, & un S—-groupe réductif (resp.ﬂ T

un tore maximal de G). Alors G est localement déployable (resp. localement dé-

ployable relativement 3 T) pour la topologie étale sur S .

Corollaire 2.4. Soient k un corps, G un k-groupe réductif. Il existe une

extension séparable finie K/'k telle que GK soit déployable.

Remarque 2.5. Bn utilisant 2.1 et Bxp. XIX 2.9 , on prouve aussitdt Ile ré-
sultat suivant : soit G = (G,T,M,R) un S-groupe déployd; il existe un recouvra—-
ment de S par des ouverts Ui tel que chagque groupe déployé GU:L provienne par
changement de base d'un groupe déployé sur un anneau noethérien (et en fait ume
Z-algtbre de type fini). Nous prouverons d'ailleurs que tout groupe déployé sur

provient déja d'un Z-groupe déployé (Exp. XXV).

2.6. Soient k un corps algébriquement clos et G wun k-groupe réductif. On ssi__
(2.4 par exemple) qu'il existe des déploiements de G . Soient (G,T,M,R) et
(@, T',M",R') deux déploiements de G ; alors les deux domndes radicielles
R(e,T,M,R) et R (G,T',M",R') sont isomorphes.

En effet, on voit d'abord gqu'on peut se ramener au cas oi T = T' (car
il existe g € G(k) avec T' = int(g) T, et on vérifie facilement que si on
transporte un déploiement paa:' un automorphisme de G , on trouve une donnde radi- |
cielle isomorphe & la donnée initiale); mais S = Spec(k) étant connexe, 1'iso-

morphi sme Dk(M} 2 25 Dk(M') provient d'un unique isomorphisme M = M' :
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powr la méme raison, il existe au plus un syst2me de racines de G par rapport &

T .

On eppellera type de G la classe d'isomorphisme de la donnde radicielle
définie par un déploiement quelconque de G ; si G est un tore, de type M au
sens de Exp. IX 1.4 , alors le type de G comme groupe réductif est donné par

*
1a donnée radicielle triviale (M,M ,6,8) . Par 1.17 » le type est invariant par

extension (algébriquement close) du corps de base.

Définition 2.7. Si G est un S-groupe réductif et si s €S, on appelle tyi_}e

de G en s le type du _:;-groupe réductif G;.

Pour tout S' —> 5 et tout s' & S' se projetant en s &€ S, le
type de GS' en s' -est égal au type de G en s .

8i G est déployable, et si (G,T,M,R) est un déploiement de G ,
alors le type de G en s est la classe d'isomorphisme de A (¢,7,M,R) en vertu

de 1.17. Il résulte alors zussitdt de 2.3 la

Proposition 2.8. Soit @& un S-groupe réductif. La fonction

S f~——> typede G en s

est localement constante s S . En paerticulier, il existe une partition de S

en socus-préschémas owerts non vides tels que sur chacun d'eux G soit de type

constant. Plus précisément, soit E l'ensemble des types des fibres de G : pour

tout t €8, soit S, l'ensemble des points s €5 ol G est de type t ;

est une partition de S et chague S, est ouvert et fermé (et
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3. Le groupe de Weyl .

3.1. Soient S un préschéma, G un S-groupes rdductif s T un tore maximal de
G . Alors
wt of
= T
N'GQT} Noma.,( Y /T

-

est un S-groupe gtale fini (Exp. XIX 2.5 ). Par passage au quotient 2 partir

de njpsint(n) , on a un monomorphisme canonigue (c'est d'ailleurs une immersion
ouverte)

HG(T} —> Aut gr(T) "

3.2. Supposons maintenant que G soit déployable relativement 2 T . Choisissons
un déploiement, soit (G,T,M,R). On a alors un isomorphisme canonique (Exp. VIII
1.5 )

Aut, lg’_1_(1') Fa=d (Autgr(l‘!))s ~

En particulier, si W est le groupe de Weyl de la donnde radicielle (R (G)
(Exp. XXI 1.1.8 ) , on a un monomorphisme

__.___,5_ "
W Aut - (1)

3.3. Pour chaque racine r € R, la symétrie S, & W optre dans M par
»*
s.(x) =x-(,x) ¢ ,

donc dans T (par le morphisme précédent), par

s (t) =t . r (&))" .

*
D'autre part, comme OJ,:'E est supposé libre , il existe un X €& I™ (S,gr) .

Considérons. alors wr(X) & Norm,;(T) (s) (Bxp. XX 3.1) . On a (1loc. citi)
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int(wr(X))(t) = sr(t) "

W est engendré par les S, TE R , il résulte des remarques précédentes

W C Normg(T)(S} /7 o(s) ¢ w.(T) () .

P'sr définition du groupe constant WS associé & W , on a donc un diasgramme
" commutatif

Wy —— W)

Aut 5 (T) .

' Proposition 3.4. Soient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déployé, W

_- le groupe de Weyl de la donnée radicielle (R (G). Alors le monomorphisme

canonigue

. Wy ———> wG('r} = ﬂomG(T)/T

est un isomorphisme.
Ce sont en effet des groupes étales sur S ; il suffit donc de vérifier

que pour tout s € S , WS(E} —> i, (T) (s) est un isomorphisme. Or cette dernidre

assertion résulte, par exemple, de BIBLE , 11-07, th. 2

Remarque 3.5. Bn utilisant 2.3 , 3.4 donne une nouvelle démonstration du

fait que le groupe de Weyl d'un tore maximal d'un groupe réductif est fini

(Bxp. x1X 2.5 (ii) ).
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3.6. Sous les conditions de 3.1 , pour tout w & W, (T)(S) , on note Q, 1le
T

(1009

preduit fibre du diagramme

n I {

i, — }.crmq. (T)

l _ b

B . W) :
L% 2

Clest un sous-préschéma ouvert et fermé de Nerm (T) , qui est un fibré principal
homogéne sous T A gauche (resp. & droite) par la loi {t,q)q—-—) tq fresp.

':q_,‘t) B qt). Si n €& QW{S," sy On &

Q = N . Q, ¥ » Q = lenﬂ .

W ow! W

3.7. En particulier, si r est une racine de G par rappert & T , Qg n'est
i
autre que ce qui avait été noté Q@ en Bxp. XX n° 3 , 84 (g, est libre sur

5, on a done er(S) ;é,ﬁ .

Par 3.4 et la comition (D 2) a4u déploiement, on en ddduit le

Corollaire 3.8. Sous les corditions de 3.4 ,

Il

Norm,(T)(Ss) ——> W, (T) (s) Hom, o wons. (S2W)

est surjectif. En particulier, pour tout w & W, il existe un

n_ € Norm (T)(S) tel que int(n ) |2 = «.
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&. Homomorphismes de groupes déployés.

4.1. La "grosse cellule" .

4.1.1. Soit (G,T,M,R) un S—groupe déployé. Choisissons un systéme de racines
positi Bxp. .2. > ici ;
ositives (Bxp. XXI 3.2.1) R+ de la domnde radicielle R (3)

On pose R_=-R_.

Choisissons un ordre total sur R+ (:resp R ) et considérons le morphisme

jnduit par le produit dans G

u:llPrxSszl[Pr_._>.G.

&
T~R_ r&R+

Clest une immersion owerte . BEn effet, comme les deux membres sont plats et de

présentation finie sur S , il suffit de le vérifier sur chaque fibre géométrique
(SGA I 5.7 et VIII 5.4 ); on est donc ramené au cas ou S5 est le spectre d'un
corps algébriguement clos; mais, par BIBLE, 13-11, cor. 2 au th. 3, u est radiciel
et dominant; comme 1'spplication tangente & u & l'origine est un isomorphisme
(définition d'un systéme de I‘acines), u est birationnel; mais G étant normal,

on peut appligquer le Main Theorem (BGA TIT 4.4.9 ) et u est une immersion ouverte.
Montrons que 1'image ) de cette immersion ouverte est indépendante de 1l'ordre
choisi sur R_ (resp. R_.} . Comme il s'agit de comparer des ouverts de G , on

est ramené & prouver qu'ils ont m@mes points géométriques , donec on peut supposer
encore que S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Mais alors 1l'asser—

tion n'est autre que BIBLE , 13-05, th. 1 , et 1302 , prop. 1 .
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On a donc prouvé:

Proposition 4.1.2. Seit (G,T,M,R) un S-groupe déployé. Soit R, un systdme

de racines positives de R . Il existe un ouvert -2 r %e G tel gue pour tout

. —

ordre total sur R+ (resp. R ) , le morphisme induit par le produit dans G

llPrquxsilP._)G

rée R TLR =

— -+

so0it une immersion ouverte d'image -ﬂ-q .

=

Remargue 4.1.3. On peut traduire 4.1.2 de la fagon suivante : choisissons pour :

tout € R un isomorphisme de groupes vectoriels .t & o -ﬂ—'bPr (efe 1.19 );

alors le morphisme (on pose N = Card(R ) = Card(R ))

GN xTx""N —
=a 8 5 s s

défini ensemblistement par

|
((xr)r&-R_’t’ (xr}r E'R+} [om——— -I"&_R_ pr(xr) & H—i— pr(xr)

est une immersion ouverte, dont 1'image ne dépend que de R+ (et non du choix des|

p. et des ordres sur R_ et H_) .

Notation 4.1.4. On note L =1 1 P .7 . ] | P i
S R { T T
- ré&R T&éR
- +
Proposition 4.1.5. _’u_&_}iscﬁé_ma_ £ 3 est de présentation finie sur S (donc
+

rétrocompact dans @) et relativement schématiquement dense dans G (Exp. xviir i

La premi®re assertion est triviale » la seconde résulte de ce que 'n'R
.[.-
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'oonti;-nt 1a section unité , donc coupe chague fibre de G , et de Exp. XVIII 1.3.

" Corollaire 4.1.6. Sous les conditions de 4.1.2 , on a
Corolleire DO

Cent(G) = m Ker r

r & R

On peut invogquer PBxp. XIT 4.8 et 4.11 ; on peut aussi le démontrer

directement comme suit. I1 suffit évidemment de prouver que Cent(G)(S) =(;1Ker r (8).
si t ET(S) et si r(t) =1 pour tout r €& R, salors :Lnt('t} induit l'identité
gsur T et chaque Pr s & R, done aussi sur 'QR , donc sur G par densité

: -

schématique. Réciproquement , si g € G(S) centralise T et les P_, c'est une

section de T (Exp. XIX 2.8 ) qui snnule les T & R .

Corollaire 4.1.7. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif . Alors le

centre de G est représentsble par un sous-groupe fermé de G , de type multipli-

catif; c'est aussi"ll'intersection des tores maximaux de G" au sens suivant :

Pour tout S' — 5, Cent(G)(S') est l'ensemble des g € G(S') dont 1l'image réci-

proque dans G(S") , pour tout S" —» S' , est contenue dans tous les T(S") , ou

T parcourt l'ensemble des tores maximaux de GS" .

La premiere assertion est triviale par descente. Démontrons la seconde.

Soit H "l'intersection des tores maximaux de G" au sens précédent. On a dvidem-
ment Cent(G) € E . Pour prouver Cent(G) = H , il suffit de prouver que si G est
déployé , Cent(G) est 1'intersection des tores maximeux de G (au sens habituel);
cela résulte alors de la remarque suivante : si X & '_'(S,D}r)* s alors
(int(epr(X)} T)m T = Xer r , comme le montre un calcul triviel .

(Cf. ussi Exp. XIT 8.6 ot 8.8 pour un énoncé plus géndral). .
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Remarque 4.1.8. Dans la suite, nous identifierons systématiquement dans le eag

déployé T & DS(I-‘!). Alors Cent(G) n'est autre que DS{;'an(R}) , o (Exp, m]

I_'O(R} est le sous-groupe de M engendré par R . Si {ri,re,...,rn][ est un

systéme de racines simples de R , on 2 aussit®dt Cent(G) = () Ker T =1 Cent (2 )
Bl i

i
(cf. Bxp. XX 1.192 ).

Proposition 4.1.9. Soient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déployé ,

Q un S-tore, r un caractére de @, L un {_JS—Module inversible ,

f: Q@ ————m 7T
p:’n’@)—-__p.f}

des morphismes de groupes vérifiant la relation ensembliste

p(r (0 x) = int(f(d) »(x) ,

pour tous q &Q(s8') , x ew@(s") , s'—s8 . Supposons que f sépare les

éléments de R au sens suivant : si r,r' &€ R et si mm'e Z alors

or o f =m'r' o f entralne mr =m'r' . Soit enfin s€S tel que N £e .,
3

pg £e . Il existe alors un ouvert U de S contenant s , un entier q > 0

tel quue x p—» x? it un endomorphisme de G,y » upe racine r &R et un isos

morphisme de QU-Modules

na(LY® ¢ = g},rlu

tels que
(1) (ro Dy = LT g
(1) p(X) = exp(n(xY)) pour tout x € WE)(S') , S'— U .

De plus, une fois U choisi, q, r et h sont uniquement déterminds.
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Quitte & restreindre S5 , nous pouvons supposer que T, est non nul sur

'~:|‘gu_1tiplicati0n par tout ra(q) , a€Q(s') , 8'=5 . Come r_ est non trivial
: gur chaque fibre, il s'ensuit immédiatement que U = w@ s donc que p se facto-
x

“yise par _ﬂ.R . Choisissons un ordre quelconque sur R+ et R ; tous les pro-

+
. duits seront supposés pris dans cet ordre. On a donc des morphismes unigues

ar:w@_____, P, , reR,

B ¢ WD) ey

p(x) = l | ar(x) . b(x) I | ar(x] 4

rT€R_ réR+

Eerivant la condition de covariance sous Q , on obtient aussitdt

I

ar(ro(q:,l x) r{f(q)) ar(x) s T ER

b (x)

il

B ro(qJ x)

pour tous x & W(L)(S') , q €Q(S') , 8'=>S . La seconde condition donne aussitdt

b:e.

Soit maintenant r € R tel que (ar)_ ;é e (nous savons qu'il existe un tel r ,
8
ear PE est supposé £ e ) . Appliguant Exp- XIX 4.12 (&), on en déduit gu'il

existe un entier n 3 O s tel que (r o f)-s- = # rL. Quitte & restreindre S , on
8

peut supposer (r o f) = nr_ (Exp. IX 5.3 ). Mais alers, pour tout =»'¢ R

A »

™' £r,ona (r'o f);,&' n r ~ pour tout entier m > O en vertu de 1'hypothdse

faite s * (et du fait gque les ssules racines propeortionnelles & r sont

¥ et -r). Appliquant de nouveau Exp. XIX 4.12 (&), & a_, cette fois, on en
'S
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déduit que e est nul au voisinage de S ; R é&tant fini, on peut, quitte & Tes.

treindre encore S , supposer les a, nuls pour T'€ R, r' £ r .

Cn a alors p = a_ , et on peut lui appliquer BExp. XIX 4.12 (p) y puis (-:,',

qui donne le résultat annorcé (les assertions d'unicité sont dvidentes

Remarque 4.1.10. La condition imposée & f en 4.1.9 est vérifide en parti-

culier si f est surjectif ( = fiddlement plat).

Proposition 4.1.11. Soient (G,T,M,R) un S-groupe déployé , R un systime

de racines positives de R » qL R la "grosse cellule" correspondante.
+

(i) Soit H un S-fonctsur en groupes, séparé pour (fppf) .

Si f,g: G —2 H sont deux morphismes de groupes gui cofncident sur SL
alors f = g.

(ii) Soient H un S-faisceau en groupes pour (fppf:‘ et

b3 :'(L:t —>H un S-morphisme vérifiant la condition suivante : pour tout
+ -':
S'—>5 et tous x,ye& RR (S') tels que ryéﬂR (s') , on a f(xy) = £(x) (3
+ -+

I1 existe un (unique, per (i) morphisme de groupes T : G —> H qui prolonge

Bn effet, par 4.1.5 , (i) (vesp. (ii) ) résulte aussitdt de

Exp. XVIII 2.2 (resp. 2.3 et 2.4 ) .

Egm'&rgue 401-12. S]. Ir E R+ y ON &

_n_an =P .7T.P .
- r -—T Ir

En particulier, si X & /7 (s, 0}”) et YEI (s,%I“r} , on a

(exp(X) exp(Y) € L (S))&=> (1 + XY inversible).

BEn effet Zr = Cent:(Tr) y e8¢ r et -r sont les deux seuls éléments dG__

R s'annulant sur Tr .
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Morphismes de groupes déployés .

-

péfinition 4.2.1. Soient S un préschéma (non vide) , (G,T,M,R) et (G¢',T',M',R")

'u&eux S-groupes déployés. On dit que le morphisme de groupes f ;: G —> G' est
—

'é@atible avec les déploiements, ou définit un morphisme de groupes déployés,si la

'mstricticn de f _:‘:1_ T se factorise en un morphisme fT : T —T' qui soit de

la forme f = DS (h) , oi h: M' 3 M est un homomorphisme de groupes vérifiant
————————

la cordition suivante :

il existe une bijection u : R —R' et pour chaque r € R un entier

)

q{r) >0 tel que x p—> xq(r soit un endomorphisme de -G-a 3 et que

hu(n) = alx) v, n(") = o) w@®)” .

.'margue 4.2.2. Il est immédiat que h, u, qg{(r) pour r& R, sont uniquement
déterminés par f . On note h = R(f) . Les qlr) sont les exposants radiciels
de f (oude h) . Soit p le nombre premier (s'il existe) qui est nul sur S ;
posons p = 1 s'il n'existe aucun nombre premier nul sur S . Alors G{ (f) est un
p-porphisme de donr€es radicielles réduites au sens de Exp. XXI 6.8. On a donc

défini un foncteur G{ de la catégorie des S-groupes déployés dans celle des

donrées radicielles réduites [:pour la notion de p—morphismej .

Proposition 4.2.3. Sous les conditions de 4.2.1 , on a les propridtés

suivantes :

(i) Pour tout r € R, il existe un iscmorphisme unique de QS—Modules

tel que
: flexp(X)) = exp (£ (x3(T)y)
T ulr)
Pour tout X € '.-f(gr} (S*) , 8'—=8
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(i1) Pour tout r &R, ona ql-r) = qlr) et f et £ _ sont

contragrédients 1'un de 1'aitre.

¥ s
(iii) Pour tcut r € R, tout 2 & W(O}} (s*) , 8' —»5 ; on a

( 5 alr)y .
fxwr{z.rj = wu{r} (z ¥
Par hypothise le diagramme
*
- T % r -
\z T e =T i@
Lk g T “n S
a(@ | £ | (=)
: u(r)” o ulr) o
—'> —_———
“m S “w 8 !

est commutatif. Il en résulte que f applique Ker r dans Ker u(r) , donc B
1 ; 1 = 1 15 :
dans Tu(r} s+ donc Zr dans zu(r) Il n'y a plus alors qu'a appliguer
1]
Exp. XX 3.10 et 3.11 au groupes Zr et Zn(r).
i

. g s 2 ) . . % - f
Proposition 4.2.4. Le morphisme f induit un morphisme f}i de P~om3\T) dsn.!

Noms,(T') » donc un morphisme f_ de WGfT} dans WGI(T‘}; celui-ci est un

]

isomorphisme. Plus précisément, si onnote u: W(R(G)) = W —> W' = W(tP\(G‘_}
a
1
1'isomorphisme qui prolonge s, b su(r) (Exp. XXI 6.8.4 ) , on a un diagramm

commutatif d'isomeorphismes :

f
Ty - M
1
WS NS > WS" »

Cela résulte aussitdt de 3.4 , Bxp. XXI 6.8.4 , et (iii) ci-dessus
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4.2.5. Avec les notations de 4.2.3 , la restrictionde f & 'n_R
4=

Qtpour un systéme de racines positives R+} s'éerit explicitement : elle applique
() dans 'ﬂ"u(R ) ( u(R+) est un systéme de racirnes positives de R' par
+

+
Exp. XXI 6.8.7 ) et est donnée par la formule ensembliste :

+
ﬁf(i | EIPr(xr) -t { I e (Xr) ) =

ré&R_ r &R

-

I_r —T
Tt 9 Tl g5

oposition 4.2.6. {1} f est surjectif (= fid®lement plat dans le cas résent,
Proposition P

of Exp. VI) si et seulement si f’l‘ l'est .

(ii) On 2 Ker f C Q.R .
+

Prouvons (i) : si f est surjectif , alers £(T) = fT('I‘:l est un tore
maximal de G' (en effet fT(T) est un sous tore de T' , Bxp. IX 6.8 ; pour
vérifier qu'il est maximal, on est ramené au cas d'un corps algébriquement clos,
oh c'est BIBLE 7.05, th. 3. a) ) , donc égal & T' . Si fp, est surjectif, alors
la formule précédente montre que f |{L est surjectif, ce qui entraine que f est
surjectif (Exp. VI). Prouvons (ii) et pour cela admettons un résultat qui sera
démontré ci-dessous (5.7.4 ) : choisissons pour chaque we W un n = E_o_r_mG(T:} (s)
qui le représente; alors les ouverts n £ (w &€ W) forment un recouvrement de G .
I1 suffit de prouver que Ker £ () nw—ﬂ- £ P entraine w=1. Si xef2(s') ,
S'—5 5 et f(nwx) =e , ona flx) = f{nw)_1 : or fix) C-,-_Q_T(S') et

-1
t(n)'e &%,(T')(S') . En vertu de 4.2.4 , on est ramené & prouver:

% 4.2.7. BSous les conditions de 4.1.2 , on a

£ N Norm () = T .
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Soit
s [ pledet.] | ple)=vt e Sy
TER,

Si x normalise TS' , on a pour tout t'e& T(S') ,

x £ :-:-1 = t" & 17(38") ,

c'est-t~dire x t' = t" x , ce qui s'éerit
v(Ee) (67 1 ') = (t"vt""') £ w

ce qui donne Y o @ , done u ¢ Cent (T)(s5')

T(S') , soit u=-e.

Il

De mEéme v =¢e .

Corollaire 4.2.8. 0On a

K'erf:l l K.Kerfrp.i ! K,
r&:R_ ol réR+

ou pour chaque r € R , K désigne le S-groupe fini

B, = Kar (Pr —> P, ; q(r)s

Pour appliquer ce lemme , posons:;

Définition 4.2.9. Soient S un préschéma, G et G' deux S—groupes réductifs

Un morphisme de groupes f : G —G' fiddlement plat et fini (.5_"_‘3' surjectif et

de G, on dit que f est une isogénie centrale.

—

Proposition 4.2.10. Soit f ; G—>G' un morphisme de groupes déployéa.

Pour que f soit une isogénie (resp. une isogénie centrale) il faut et il suf fit;

que fT soit une isogénie i.e. que (R (£f) soit injectif de conoyau fini (respes

et que pour tout r& R, on ait qfr) =1 ).
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En effet, par 4.2.8 Ker f est fini sur S si et seulement si

w !T est fini sur S et Ker f € T si et seulement si chaque q(r) = 1

{xar £ slors central car de type multiplicatif et distingud, Bxp. IX 5.5 ).

Remeraues 4.2.11. a) On voit donc que f : G —>G' est une isogénie centrale si
et seulement si R (£) : {R(G') =0 (G) est une isogénie au sens de FExp. XXI
6.2 ; de plus on a dans ce cas Ker f = DS( K(U\(f))) (Notations de loc. cit. ,
i(a{(f)) = Coker(R (£))).

b) Si G et G' sont semi-simples, tout morphisme de groupes
i“_p]_oya's G —G' est une isogénie.
o P e) 8i £ : G —>G' est fiddlement prlat et fini et si G est
:;‘&hcﬁf (resp. semi-simple), alors G' 1l'est aussi. Il est en effet de présen—
tetion finie sur S (Exp. V 9.1 ), affine sur S (EGA IT 6.7.1 ), lisse sur S
(ﬁp. VI) , & fibres géométriques connexes et réductives (resp. semi-simples) par

Exp. XIX 1.7.

La définition 4.2.1 peut sembler arbitraire. Elle est justifiéde par
la propesition qui suit (que nous €noncerons, pour simplifier, pour des groupes
®emi~simples) . Disons qu'un morphisme f : G —>G' de S—groupes réductifs est
déployeble s'il existe des déploiements de G et G' avec lesquels f soit

compatible. On a alors la

Proposition 4.2.12. Soient S un préschéma , G et G' deux S—groupes semi-

E-i-mfl_ei » £: G — G' un morphisme de groupes . Soit s € S . Les conditions

SWivantes sont équivalentes :
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(1) Ker f— est fini ( e est isolé dans Ker £(s)) et £~ .
5 =— = s st
surjectif, i.e. :"_S est une isogénie.

(i1) f—s- est déployzable .

(ii®) I1 existe un morphisme étale S'—3 S couvrant s tel que

foy GS’ —— GIS‘ soit déployable.

On a évidemment (iii)& (i1) ; (11)&=D(i) résulte de 4.2.10 1) g

(Crest ici qu'intervient l'hypothdse que G et G' sont semi-simples - les aup

implications sont valables pour des groupes réductifs). Prouvons maintenant
(1) => (iii) . On peut supposer G et Gf déployés de telle sorte que f

un morphisme f, : T —>T' (2.3 et Bxp. XIX 2.8 ) ; quitte  restreindre sa

on peut supposer que fT = Dsfh) ol h est un morphisme de groupes M'—3 M

Seit r € R, considérons le morphisme composé

P:W(-g,r) =P, ¢ f S .

Comme Ker o est fini, B # e . D'autre part fT = est surjectif; on peu
donc appliguer 4.1.9 et il existe un ouvert Ur de S contenant s , une

r'&€ R' , un entier q(r) tel que xqufr) soit un endomorphisme de __Cia

et un isomorphisme de Modules

EU_
£ :(E’J,I')g Q(r){ur — 0}"|Ur

tel que f(eqr(xr))= exputr)(fr(xg(r))) et r'of, = h(r!) = g(r) r . On peut:

placer S par l'intersection des Uu.,r € R . Posons r!'

-
s

u({r) . I1 est cl
que u: R —R' est une bijection, car le noyau de h est fini (fT_ étant:
S
*
surjectif). Il ne reste plus qu'é prouver que f_ or =

E
i = a(r) v , ce qui

fait par une modification triviale de 1'argument utilisé en Exp. XX 3.11.
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De toutes fagons, comme on l'a vu au cours de la démonstration, on a

:*iﬂ#(iii) . On a donc:

c rollaire 4.2.13. Soient S un préschéma , £ : G —>G' une isogénie de groupes

M—s—' Alors f est localement déployable pour la topologie étale.

4.3. Quotients centraux de groupes réductifs .

Considérons d'sbord un cas particulier.

Proposition 4.3.1. Soient S un préschéma , (¢,T,M,R) un S-groupe déployé, N

un sous-groupe de M contenant R , Q = DS(M/N) C Cent(G). Alors G' = G/Q est

un S-groupe réductif, T' = T/Q en est un tore maximal; si on identifie T°'

A DS(N), alors R € N est un systéme de racines de G' par rapport &2 T' ,

(G',7',N,R) est un déploiement de G , (R (G') s'identifie canoniquement 2 la donnée

radicielle induite (Bxp. XXI 6.5 ) 128 (G},q ; le morphisme canonique

-

G > G!

est compatible avec les déploiements et d'exposants radicisls 1 et donne par

fonotorialité le morphisme cenonique (lee. cit.) R (G)N —> R (a) .

On sait que G' = G/Q est représentable par un préschéma affine sur S
(Exp. VIIT 5.7 ) , lisse sur S (Exp. VI) , & fibres géométriques conrexes et ré-
ductives (comme guotients de groupes réductifs (Exp. XIX 1.7 ); G' est donc un
S-groupe réductif. Il est clair que T' = T/q:’ns{n) en est un tore maximal.

Remarqions ensuite qu'en choisissant un systéme de racines positives R de R,
m*

190




1'ouvert -n—R de 4.2 est stable sous Q@ et gque l'on & un isomorphisme
+
canonique

N e
JIR_/Q o~ Pr g T/st { P, o

e I =R
ré R__ Te »
_n'?.R /Q étant un ouvert de G » contenant la section unité (Exp. IV 4.7.2 et

+
6.4.1 ). Il en résmilte que si on note gl' 1'Algdbre de Lie de G' et r 1a
caractére de T/Q induit par r (ou, ce qui revient au méme d3fini par r€ N
dans 1'identification T/Q =D.(N)), le morphisme canonique ﬁ} — gfixﬁuit

pour chaque r & R un isomorphisme

r =] tr
9 — &
On a donc prouvé que R est un systéme de racines de G' par rapport & T' , et

on termine la démonstration sans difficulté.

Corollaire 4.3.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, Q un

Sous-groupe invariant de type multiplicatif de & . Alors Q@ est central dans

le quotient G/Q est représentable par un S-groupe réductif. Le morphisme can

nigue G —G/Q est localement déployable pour la topologie étale (avec des expe

sants radiciels égaux & 1).

La premi®re assertion résulte de Exp. IX 5.5 ; les autres sont locale

pour la topologie étale et on est ramend & 4.3.1.

Définition 4.3.3. Soit G un S-groupe réductif. On dit que G est adjoint

(resp. simplement cormexe) si pour tout s €S5S, le typede G en s est donnéd

par ure donnée radicielle adjointe (resp. simplement connexe), i.e. (Exp. XXI

* ¥*.
6.2.6 ) telle que M soit engendré par R (resp. M engendré par R ).
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4.3.4. (i) Un groupe réductif adjoint (resp. simplement connexe)

'.gst gemi-simple.

—

(4i) S8 T est un tore meximal du groupe réductif adjoint

(resp- simplement connexe) G et si r est une racine de G par rapport & T ,

p— *
alors la racine infinitésimale r est non nulle sur chaque fibre (resp. T est

un monomorphisme et la coracine infinitésimale Hr est non nulle sur chaque fibre).

En effet, (i) est trivial, (ii) se vérifie sur les fibres géométriques

ot résulte aussitdt de Exp. XXI 6.2.8.

Proposition 4.3.5. (i) Pour que le groupe réductif G soit adjoint, il faut

et i1 suffit que Cent(G) = e .

(ii) Pour tout groupe réductif G , le groupe guotient

G/Cent(G) est un groupe réductif adjoint.

En effet, on peut supposer G déployé, (i) est trivial (ecar

Cent(G) = DS(M/Iﬂq(R)) , (ii) résulte de 4.3.1.

Définition 4.3.6. Soit G un S-groupe réductif. On appelle grouve adjoint &

G et on note ad(G) 1le groupe G/Cent(G). On appelle radical de G et on note

rad(G) 1le tore maximal (unigue Bxp. XII 1.12 ) de Cent(G). On appelle groupe

semi-gimple associé & G le quotient G/rad(G).

Les définitions précédentes sont compatibles avec changement de base.

Si ses,zaﬂmg eﬂbﬂmlermﬂmldeig au sens habituel (Bxp.XIX 1.6 ).

4.3.7. si (G,T,M,R) est un groupe déployé, alors rad(G) = DS(NfN); ol

¥N=M N V(R) , donc le groupe semi-simple associé & G (comme 4'ailleurs le
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groupe adjoint & G) est muni d'un déploiement canonique (4.3.1 ) et on a un

diagramme de groupes dép loyés

G — 8s(G) — ad(G)
correspondant au diagramme cancnique de donndes radicislles (Exp. XXI 6.5.5 )

ad(R (6)) —> ss(R(6)) —> R(c) .

«

Remarque 4.3.8. Soit fC—,T,H,R} un S-groupe déployé, adjoint (resp. simglamgni-_

connexel, Eo un sy stéme de racines simples de R . Alors la famille

p

1% wen

(resp. {r*f r€R ) induit un isomorphisme
o

R
F  osendllog (gms)“

(I"esp .

R
3 )o—ﬁ._"/.%rrlj
LmS

il

En effet, M = F'O(R) (respes.) et R est une base du groupe libre |

f‘o(a) (Bxp. XXI 3.1.8 ).

Remarque 4.3.9. Le radical d 'un groupe réductif est un sous-groupe carsctéristidg

(i.e. stable sous Aﬂ.rl;3 gr(G)) y Vi sa définition.
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:.gwmaﬁ—de_m (r) .
. Nous nous intéressons spécialement aux groupes réductifs, mais certains

e résultats que nous allons établir sont valables plus généralement pour une

:-"'§f1. Groupes de type (RR) .

Définition 5.1.1. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes. On dit

Qe G est de type (RR) s'il vérifie les conditions suivantes :

(i) G est lisse et de présentation finie sur S et 3 fibres connexes.

ey (ii) G possdde localement pour la topologie (fpqge) des tores maximaux.

N2 (iii) Pour tout s & S, tout tore maximal T de C:g et toute racine

de G- par rapport a '.I!.E_| (Bxp. XIX 1.10) , Lie(&g)r est de rang 1 (comme

espace vectoriel sur k(s) ).

(iv) Pour tout s & S, tout tore meximal T de & , notons R 1l'en-

semble des racines de G_S par rapport & T et f_'O(H) le sous—groupe de

Hom— (T,G _) engendré par R ; alors le contenu de toute racine r & R dans le
8=-gT ng ——m—————m—— oo i

groupe abélien libre Po(R) (qui est donec un entier > 0) est inversible sur S .

Remargues 5.1.2. a) En vertu de ®Exp. XII 7.1 (oh 1l'hypothdse G séparé est
inutile car automatiquement vérifide, Wxp. VI) (i) et (ii) entratnent que G
possdde localement pour la topologie étale des tores maximaux (resp. des groupes
de Cartan) conjugués localement pour la topologie étale.

b) Les groupes de Cartan de G sont & fibres connexes

(Bxp. XIT 6.6 ).
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e} Si G est affine sur S, (i) et (ii) sont équivalents
respectivement &
(i) G est lisse sur S et & fibres connexes.
(1i') Le rang réductif des fibres de & est localement constant.

IBps XX 4.5 ) .

d) Par Exp., XII 8.8 c) s G osséde un centre réductif Z .
X b H

sous les conditions de (iv) , ona 2 = Y ms s (1oc. cit. 4d) ) , done
TER

Homg_gT(T/zg ’ Em E) == FO(R) .

e) La condition (iv) est vérifide en particulier dans les deux
cas suivants : 1°) S est de caractéristique O ; 2°) toute racine est un &lée

ment indivisible du groupe engendré par les racines.

f) Le fait d'8tre de type (RR) est stable par changement de
et local pour (fpge) .

Des remarques c) et e) , il résulte aussitdt la

Proposition 5.1.3. Un groupe réductif est de type (RR) .

Proposition 5.1.4. Soient S wun préschéma , G un S—groupe de type (RR) , Q

un sous—groupe central de G de présentation finie sur S tel que le quotient

G/Q soit représentable (par exemple G affine sur S et Q de type multiplic

ou bien S artinien); alors G/Q est un S-groupe de type (RR) .

En effet (i) est clair [G/Q est lisse sur S (Bxp. VI), de pré
tation finie sur S (Exp. V 9.1 ), & fibres connexeaJ; (ii) résulte de

Exp. XII 7.6 ; il reste & vérifier (iii) et (iv) . Prouvons d'abord :
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. Sous les conditions de 5S.1.4 , soit T = DS(M) un tore maximal

. grivial de G , supposons que la-décomposition de q, sous Ad(T) soit de la
— — = =

%:D}O@rcﬁ’} Rcu-{0} ,

oh pour tout s €85, o}r(s) £0Q pour re R (done {ﬂ,r est un O.-Module inver-
A — E— T ——

gible pour tout r€R et R est l'ensemble des racines de GE par rapport &

7. pour tout s &S )« Notons G' = G/Q y scit u: G —>G' le morphisme cancnigue.
e LSS oo S —— -

Pt = u(T) 1le tore maximel de G' image de T (®xp. XII 7.1 &) ) ; pour cha-

que r € R , notons également par r le caractére de T' défini par =T (ﬁ

N\
reR

affet QHTCZ =

1
Ker v ) . Alors 1'Algdbre de Lie U} de G' se
décompose sous Ad(T') de la manidre suivante :

g -y LLy

r R

et Lie(u) induit un iscmorphisme de tg,r SuP B}' ®
. f'f . T Y
En effet, soit p = Lie(n ﬂ} — f}‘ a aussitdt p(g, e f{r}

ie(Q) < Lle{__c-ﬂl‘t (1)) = ﬂ}o "

1
P induit un monomorphisme de l%’[r dans ﬁ}» ~ pour tout r & R . Pour démontrer

lt"

pour tout r € R, p(ﬂ}o)(_ ﬁé,r . Comme Xer p =

le lemme, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d'un corps algébriguement
clos, et en vertu des remarques précédentes, il suffit zlors de prouver gue

rg(o}r) = rg(a}'o} + Card R . Or posons C = Cent,(T) , C' = Cent,,(T') ;

Par Exp. XII 7.1 e) , u induit un morphisme fidtlement plat C —> C' de

noyau 3 . On a donc

1

dim C!' + dim @ dim
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Mais G,G',C et C' sont lisses, done

dim G = »gl U}} = rg G}O:l + Card R = 4im(C) + Card R
=dim Q + dim C' + Card R = dim(Q) +rg(n}'°}+c:amﬁ
rg{!'.g[’) = dim G' = dim G - dim Q

ce qui entraline

rg(fg')

c'est—a-dire la relation cherchde.

1

re( fg‘o) + Card R ,

Revenons & la démonstration de 5.1.4 ; on peut supposer que S est lgg
spectre d'un corps algébriquement clos. Soit T wun tore maximal de G ; =ppliquan
5.1.5 , on a auesitdt (iii) et (iv) pour G/ .

Pour utiliser la proposition précédente, introduisons une définition if

Définition 5.1.6. On dit que le S-préschéma en groupes G est de type (RA)

s'il est de type (RR) et s'il vérifie en outre la condition (iv') (plus forte’

que (iv) ):

(iv') Pour tout s &€ S et tout tore maximal T de G—S- ; toute rac

G5 par rspport & T a un contenu dans Hom— -g:c'[:T"qm -S-) qui est inversgible
S

5 1%

Remarques 5.1.7. a) Un S—groupe réductif adjoint est de type (RA) .
b) Si S est de caractéristique O , tout groupe de type
est de type (RA).

¢) Le fait d'8tre de type (RA) est stable par changement de .

base et local pour (fpge) .
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La remarque a) précédente se généralise par:

gition 5.1.8. Soient S5 un préschéma, G un S-groupe de type (RR) ,

2 pon centre réductif , supposons le quotient G/Z représentable (par exemple

*g affine sur S , ou S artinien); alors G/Z est de type (R4).

En effet, cela rémilte aussitdt de 5.1.4, 5.1.5 et 5.1.2 4) .

:'EEE“Q“E 5.1.9. 5i G est de type (RR) et si T est un tore maximal de G,
on peut appliguer BExp. XIX 6.3. Bn particulier wG(T} est étale, quasi-fini

et séparé sur S .

pb

——

4o i

5.2. Sous-zroupes de tvpe (R) .

Définition 5.2.1. BScient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse

de présentaticn finie et 2 fibres connexes , H un sous-préschéma en groupes de G.

On dit que H est de e (R) si

(1) H est lisse, de présentation finie sur S ( = rétrocompact dans

G) et & fibres conrexes .

(ii) Pour tout s & S G H; contient un sous—groupe de Cartan de G- .

Cette notion est stable par changsmont de base et locale pour (fpge)

" <l

" _ oy 6
a) B = Norm.(H)
W
by 81 0 artient calement 1-. - te dtals 4 rouT
} 8 G contien ocalement pour la topolegie é€tale des sous-zrounes de

’ - & A .- - - = -
Cartan (resp. des torss maximaux), il en est de méme de H , et les sous—groupss de
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Cartan (resp. les tores maximaux)de H sont des sous—szroupes de Cartan (res
sp P. dE]

tores maximaux) de G.

Exemples 5.2.3. a) Groupes de Borel : Un groupe de Borel de G eost un sous.

groupe de type (R) dont les fibres sont des groupes de Borel des fibres de &

b) Groupes paraboligues : un sous—groupe parabolique de G
est un sous-groupe de tyve (R) dont les fibres géoméiriques contienrnent des
groupes de Borel.

D'autres exemples sont donnés par les propositions suivantes .

Proposition 5.2.4. Soit G comme dans 5.2.1 , X € H deux sous-préschémas

en groupes de G , E ¢étant supposé de type (R) . Alors K est un sous-groupe da 1

type (R) de H si et seulement si c'est un sous-groupe de type (R) d_e._G =

4

Trivial.

Proposition 5.2.5. Soit G comme dans 5.2.1 » T un tors maximal de G ,

Q@ un sous~tore de T , 2 = Cen‘t;{Qj - 5i H est un sous-groupe de type (R) "

G contenant T , HM Z est un sous-groupe de type (R) de 2 .

Rappelons d'abord que Z est un sous-préschéma en groupes fermé de G J
de présentation finie (Exp. XI 6.11 ) , & fibres connexes (Exp. XII 6.6 ),
lisse sur S (®xp. IX 3.3 ) , donec vérifie les conditions imposées dans la défi

nition 5.2.1. De méme, HM Z est de présentation finie, lisse et & fibres

connexes (car HN Z = CentH(Q} ); de plus HNZ > Cent:(’f) .

Proposition 5.2.6. Soient S un préschéma , G un S-groupe de type (RR)

(resp. (RA) ), H un sous-groupe de type (R) de G . Alors H est un S—groupe

de type (RR) {r_‘isg. (R4) ).
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En effet (i) est clair, (ii) résulte de 5.2.2 b) , (iii) et (iv)
& (resp- (iv')) sont & vérifier lorsque S est le spectre d'un corps algébrigquement
%-0103- Alors H contient un tore maximal T de G (et donc aussi C = ants(‘l‘))

et les assertions & démontrer résultent aussitdt de:

Lemme 5.2.7. Scient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR) , T = DS{M)

un tore maximal trivial de G ; supposons que

o - f{}"@l_Lfg}f :

r&R

les 0}1‘ étant inversibles. Scit H un sous-groupe de type (R) contenant

C = Cen‘bg('l‘) (:i_..e_;_. contenant T). Alors g—_- Lie (H/8) est localement sur S

%R* - %C+iv&_-|ﬁ.[:r ;

de manitére précise, soit pour chague s & S , R"(s} = ir Ry q,r(s) C ‘5 (3}} .

de la forme

Aors R'(s) est ure fonction localement constante de s ; si U est un ouvert de

8 sur lequel R'(s) =R', on=
o] ] 'y
%U - 0} v @ ' ?}' v
r ¢ R!
En effet, ’5 est un sous-Module de g[ :» localement facteur direct,

contenant G&O et stable par T .
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5.3. Transporteur strict de deux sous—srouves de type (R) . Lpplications .

bl = ] 3 - > ” ~ ~ = i 4 —
froposition 5.3.1. Soient S un préschéma , G un S-groupe de type (RA) (5.1%

H un sous-groupe de type (R) G, ﬁ} = }j ieurs Algebres de Lie. Alors

I js 1y

Normg(%) (qui est de toutes fagons représentable par un sous—préschéma fermé de

G de présentation finie sur S) sost lisss sur 3 le long de la section unité

et on a

E = Norm (-vfj,)c :

T
Comme H est lisse et de préssntation finie sur 8 » 1la proposition est

b

équivalente (BExp. VI) au fait suivant : pour tout =

Nomgxsj(g(a)) =%(s) .

On est donc ramené par 5.2.7 4 prouver:

I
L0}

|
i
|

Lemme 5.3.2. Sous les conditions de 5.2.7 , pour tout s & S ; On a

Nomg}(s)('ﬁ(s)) =‘5(s) » 8i G est de type (RA) .
En effet, on est ramené au cas o1 S est le spectre d'un corps, donc ou
15 = g'a* pour un certain R' < R . Mais on a déja
Transp d}(’tfﬁ} = ‘5

En effet, si H &L ot xc—%{,", ona [HXl= T(E X, ox ?;I—»QS est "i
|
{

le morphisme dérivé de r . Or la condition (iv') dit justement que r £ 0O pour

tout r&R .

Corollaire 5.3.3. Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RA) , H

I
l.._l
41}
=
H
©
%4
o
H
W
7
[= N
)
£
I-‘I
5
L

et H' deux sous-groupes de type (R) de G, ?2_

Alors

(x2 = 7)) e (f='ﬁ’)-
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5.3.4. Sous les corditions de 5.2.7 , G é&tant de type (RA) , les

HE f———=> Lie(H/s)

‘;j p— .M_rmG(f';)o

In) de G contenant T , et l'ensemble des sous—Algdbres de Lie de q, contenant

' b}o et stables par T, et dont le normalisateur dans G est lisse le long de la

! section unité.

'crollaire 5.3.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR) (5.1.1.) ,

T un tore meximal de G , H et H' deux sous-groupes de type (R) de G,

gontenant T . Alors

(B = BY) i=—> (‘% =f}') "

En vertu des hypoth&éses de présentation finie, on se raméne comme d 'habi=-

tude au cas o1 S est noethérien; il suffit alors de vérifier que =

(‘P] = g’) = Hoy= HY, pour tout S' spectre d'un quotient artinien d'un anneau
local de S ; on est donc ramené au cas oi S est artinien et ol on peut appliguer
5.1.8. Posons G' = G/Z2 et soit T' = T/Z 1le tore maximal de G' correspondant
4 T. En vertu de Bxp. XIT 7.12 , il existe des sous—groupes de type (R) H
et H; de G' , contenant T' +tels que H = !4_1{}51} , H' = u._1'(h) oh
Uu: G —>G' est le morphisme canonigue. Il suffit de prouver H, = H

5.2.7 et 5.1.5, on =2

Lie(H,)

I
s
=
i
a5}
=

et on est ramend & 5.3.3.
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Remarque 5.3.6. Le fait que H et H' contiennent le m2me tore maximal est

s 5 3 o g - = — . B . o
eesontiel pour la wvalidité de S5.3.5 lorsque G n'est pas da type (R4).

xsmple : tores maximaux ds SL » Ppour k de caractdristigue 2.

-~
&

w

L]

orollaire 5.3.7. Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR) , T

u: tore maximal de G , E et H' deux sous-groupes de type (R) de G , conte-

wmnt T . L!? embl d S t ue H = H
nan ensemble ) des s €& els que A

ot By = -

En effet, cela résulte aussitdt de 5.3.5 et 5.2.7.

é est ouvert et fermé dang

7]
=

Carollaire 5.3.8. Le "foneteur des sous—groupes de type (R) contenant TV y Ol

T est un tore maximal donné dans un groupe G de type (RR) est formellement non

rarifidé (BExp. XI 1.1 ) .

Théoréme 5.3.9. Soient G un S-groupe de type (RR) (5.1.1) , H et H' deux

sous-groupes de type (R) (5.2.1 ) . Soit Transtg(H,H') le transporteur strict

de H dans H' défini par

Transt . (H,H') (8') = Sg e c(s?) , int(g) H., = Hé,} .

Alors TranstG(E,E') est représentable par un sous-préschéma fermé de G , qui

—

(=]

est lisse et de présentation finie sur S .

Le fai T T i : $schéma f
e fait que Transt, (H,H') soit représentable par un sous-préschéma fe
de G , de présentation finie sur S résulte de %xp. XI 6.11 a) . Pour démontrel
qu'il est lisse sur § , il faut prouver gue si S est affine et si SO est le

sous-préschéma fermé défini par un idéal nilpotent J , et si g, < G(So) et

int(gg:} Hc- = Hé y i1 existe un g £ G(8) , se projetant sur g, et tel que
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(¢) E=E' . Comme la question de lissité est locale pour (ét), on peut
I'_;mposer que H contient un tore meximal T de G . Alors To est un tore maximal
" 4e H_ , donc int(g) T un tore maximal de H' . Par Exp. IX 3.6 bis, il
o n" o o
existe un tore T' de H' tel que TOI' = int(go) To s per Exp. IX 3.3 big, il
existe donc un g € G(S) , se projetant sur g, et tel que int(g) T=T7"' .
Quitte & remplacer H par int(g) H , on peut donc supposer que H et H'

contiennent la méme tore maximal T et que Ho = Hé + Mais alors H = H' par

5.3.7Ty cgfd.

Corollaire 5.3.10. Soient G un S~groupe de type (RR) , E un sous-groupe de

type (R) de G . Alors Norm:(H) est représentable par un sous-préschéma en

groupes fermé de G , de présentation finie et lisse sur S .

Reisonnant maintenant comme dans R®xp. XI 5.2 bis = 5.4 Dbis,

on obtient ;

Corollaire 5.3.11. BSous les hypothéses de 5.3.9 , les conditions suivantes

sont égquivalentes :

(i) H et H' sont conjugués localement dans G pour la topologie

(i bis) idem pour 1la topologie (fpqc).
(ii) Pour tout s &5 , ri-g et "“1__;, sont conjugués par un élément
de o (3) .

(i1 bis) Le morphisme structural Transt (H,H') —> S est surjectif .
\r

Fonaay Ty . * . a 3 b -
{iii) Transt (H,E') est un fibré principal homogéne sous 1l'action du

e

S—préschéms en groupes lisse et de présentation finie Horm (H) .

ol
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; . . N h - - .,
Remarquons simplement que 1'assertion non trivisle (iii) = (i) est

le lemme de Hensel.

Utilisant maintenant BIBLE , 6-09 , th. 4 et 9=03, th. 1 , on obtient

Par 5.53:10 et 5:3.114

Corollaire 5.3.12. Soient G un S-groupe de type (RR) . Les sous-zroupes ds

Borel de G sont fermés dans G , leur propre normalisateur, et coniusués locale-

ment pour la topologie étale.

Définition 5.3.13. Soient S un préschéma, G un  S-préschéma en grou.peé lisse

de présentation finie et & fibres comnexes. On appelle couple de Killing de G

un couple T C B o T est un tore maximal de G et B un groupe de Borel

de G contenant T .

Utilisant maintenant la conjugaison des toresmaximaux dans B (5.1.2) a)

5.2.6 , par exemple), on a:

Corollaire 5.3.14. Soit G un S-groupe de type (RR) . Les couples de Killing

de G sont conjugués localement pour la topologie étale.

Corollaire 5.3.15. Soit G un S-groupe de type (RR) . Soit T un tore

maximal de G, HG(T) = Norm (T)/Cent . (T) 1le groupe de Weyl correspondant

(Bxp. XIX 6.3 ) . _I;e;-_"foncteur des groupes de Borel de G contenant T " est

formellement principal homogdne sous ‘.-IG('I‘) 5
Cela résulte aussitdt de 5.3.14 et du fait que si B est un groupe
de Borel de G contenant T , on a
Norm .(T) M B = Cent (T) ,

1 =3
cf. EIp- XIv 4.4.
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hr osition 5.3.16. Soient G un S-groupe de type (RR) , H un S—-groupe de

:m (R) , W = Normg(H] son normalisateur (5.3.10 ). Soient T un tore maximel

de H, wq(T) et WN(T}‘ les groupes de Weyl correspondants (étales quasi-

finis séparés par Exp. XIX 6.3 ). On a la suite exacte de faisceaux (ét)

guivante (1les morphiemes sont induits par les mox_‘phimese’vidents) :

e — WH(T) —_ H’N{T:‘ sy B s——— B .

Le seul point mon trivial est le fait gque la dernidre fliche soit un
épimorphisme. Soit donc n € N(S') , 5'—> 8 . Les deux tores maximaux T et
int(n) T de H sont conjugués dans H localement pour la topologie étale.
Il existe donc une fanille couvrante iSi s S'} et pour chaque i wun

-1 .

; ; . T .0 W , :

h € H(Si) avec mt(hi) T = int(n) nadonc nh € ME%\T(T) » Ce qui

entraine le résultat cherché.

Remarque 5.3.17. On peut décrire WN(T}, de la manidre suivante : supposons—
nous ramenés & la gitustion de 5.2.7 , avec -é,f = 0}31 . MAlors
HN(T) = Nomm (R') , faiscesu des sections de W = hTG(‘I‘) qui, opérant sur R ,

normalisent R' . En effet, par 5.3.5 , on a

Norm (T) = Norm:(i{) N Norms(T} = Normg(-%} M Ncrm:(T) .

Corollaire 5.3.18. Scient G un S-groupe de type (RR) , E un sous-groupe de

type (R) . Supposons "les groupes de Weyl de G finis", i.e. gue pour tout

S'~—> S et tout tore maximal T de GS' s le OS'-préschéma Stale

HOrm:S'(T)/Cent S'(T} soit fini (¢f. Exp. XIX 6.3 (iii)). Les conditions

suivantes sont dquivalentes :

(1) H est fermé dans G .
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id Norm i)/ H repré n S-préschéma fini & .
(i) om;(H}/H est représentable par un S-préschéma fini étale

(1ii) "les zroupes de Weyl de H sont finis".

En effet, on peut supposer gue H possiéde un tore maximal T . Comme
Wy(T) est fermé dems W,(T) , W, (T) est fini sur S . On 2 évidemment

(i) = (4ii) , (4ii) => (ii) par la suite exacte de 5.3.16 , et (ii) => (i)

car si N/H est fini, il est séparé, donc H est fermé dans 11 .

Remarque 5.3.19. Lorsque G est réductif, les conditions précédentes sur H semblgﬁ

toujours vérifiées. Hous les démontrons ci-dessous dans la plupart des cas,

5.4. Sous-groupes de type (R) d'un groupe réductif déployé (généralités)

5.4.1. 5i H est un sous-groupe de type (R) au zroupe réductif & , H contient
localement pour la topologie étale un tore maximal de G . Par 2.3 , on peut,
localement pour la topologie £tale, supposer G déployé par rapport & ce tore.
Seit done (G,T,M,R) un S—groupe ddéployé, H un sous-groupe de type (R) de G
contenant T . Par 5.3.5 un tel scus-groupe est caractérisé par son Algdbre

de Lie, laquelle (5.2.7 ) est localement sur S de la forme f;LR,

gz"R' =’b@-J—L nJr 5

rERY

Définition 5.4.2. Soit (G,T,M,R) un S-groupe déployé. On dira que la partie

R' de R est de type (R) si o}R, est 1'Algdbre de Lie d'un sous-groupe de

type (R) de G contenant T . Ce sous-groupe, uniguement déterminé par R',

est noté HR' .
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5.4.3. Sous les conditions précédentes, on a les équivalences suivantes :

(Hﬂzr= T) & (r &€ R', -r ¢ R'),
: (HDPr) <> (r & R'"),

(g M P = e) <> (r ¢ R'),

(8 2 2 ) > (re&R', =-r&R').

En effet, H N Z. est un sous-groupe de type (R) de Z,, par 5.2.5 ;
meis un sous—-groupe de type (R) ae Zr y contenant T est localement gzl &

1'un des sous—groupes suivents : T , T'Pr " 'I‘.P_r : Zr y PAT 5.3.5.

‘Lemme 5.4.4. Sous les conditions de 5.4.2 , soit R+ un systéme de racines

u

" positives; choisissons des ordres sur R'/} R et R’ N - R_ « Le morphisme

£ ,=T_l P Bx [ ] P — s G

B R r €R'0 R 2 réR' N R T

=

induit par le produit dans G induit une immersion ouverte

‘Q‘R_'_,R' — I, =

Par 5.4.3 , ce morphisme se facterise par HR' et induit donc une

immersion _Q.q g HP' . On raisonne zlors comme dans 4.1.1.
- > .~

+

Proposition 5.4.5. Soit (G,T,M,R) un S-groupe déployé. Soient R' et R"

deux parties de R , de type (R)

(1) Hp, M Hy, est lisse le long de la section unité, R' M R" est

de type (R) et on a

frr P y O .
l'ﬂ;‘_ . M H"" = 1".3 t 1} R" .
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(ii) On a 1'émivalence

En effet; (ii) résulte aussitdt de (i) . Pour prouver (iY 5 w4 suffis

de prouver gue HR’ @ HR" est lisse le long de la section unité : sa composante =

neutre sera alors un groupe de type (R) contenant T , donc ézal

(1
g

T i : . SRR 1 :
iy N ge 5 mais 'SLR_'_,R’ @ ﬂ}t,R” '"‘Q'R_!_,R*f"l ge st un owvert de H N B,

contenant la section unité et lisse sur S .

Corpllaire 5.4.6. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif , T -un

tore maximal de G, 8 unpointde S . Si H et H' sont deux sous—-groupes deib

—

type (R) EE G contenant T tels que Hs Z H' , il existe un cuvert Ud_e s

1 A
s =

contenant s tel que H.J - --II’3 i

On peut en effet supposer G déployé par rapport &2 T . L7assertion
résulte alors aussitdt de 5.4.5 (ii).

On est conduit & se demander qu'elles sont les partiss R' de type (R)3
de R . On peut supposer le groupe adjoint; il faut alors vérifier que %CR' e.
une Algébre de Lie et que son normalisateur est lisse le long de la section unité;

Le cas le plus important est donné par le

Théoréme 5.4.7. Toute partie cleose R' de R est de type (rR) (On rappelle,

Exp. XXI 3.1.4 , que R' C R est dite close si r,sCGR', r+s& R entraine !

r+s € R').

Remarque 5.4.8. Nous verrons plus tard (Exp. XXIII 6.6 ) que si S possdde une;
ceractéristique résiduelle distincte de 2 et de 3 (i.e. si 6 n'est pas nul

sur S), le fait que G}R, soit une Algdbre de Lie entraine déji que R' est closé
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R' est de type (R) si et seulement si elle est close. Le théordme 5.4.7
am gone toutes les parties de type (R) "indépendantes de la caractéristique".

ol Démontrons d'abord :
il

g\;m 5.4.9. Choisissons pour chaque r &€ R un Xrt"-‘ F" (S, fﬂ,r)* »

__Soient TS R, avec T + s £ 0 et soit g le plus grand entier i tel que
e e— S— e

Lt ¢+ is € R . Il existe des sections M €1 (s,0.) , uniquement détermindes,
gt r,s,1 =5

[ telles gue

¥ = X X
Ad{expr(xxr)) X L ® > M . X o

. ¢ (s st — § .
- pour tout xé-_,a( o

En effet, x |—> Ad(expr(xXr))Xs définit un morphisme

R g

sl=a S «————-&W(ﬂji’g';

5 * 11 existe donc des sections YnC' F(S,(g,) , unigque-

ment détermindes, telles gue

Alexp(xX)) X = c: = Y. @
; o r s
n» O

Faisant opérer 1l'automorphisme intérieur défini par une section t de T , on
trouve aussitdt

pat) Y = s(t) r(¢)" Y,

ce qui entraine Y € r (s, n}&o-nr}. Comme T et s ne sont pas proportionnelles,

aucun des s+nr n'est mul; onadone ¥ =0 pour n> > q, ¥ =M X
n n rys,n  S+nr
pour 0 { n L g, o M € G (8) est uniquement déterminéd. Faisant x =0
Tys,n = -
dans la formule obtenue, on trouve ¥ = j{s , ce gul achdve la démonstration.
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Remarque 5.4.%0. En dérivant pour x = 0 1z formule précédente, on trouve

[xr, xsl N_ . X , N = M , si t+ s &R,

+8 T8 T, s T8, 1
[;{ R - J
' s

Démontrons meintenant 5.4.7 ; si R' est une partie close de R, alor.

Il

0] i r+sé&R, r+8£0.

%’R' est une sous-Algétbre de Lie de 03,, sar 5.4.10 et Exp. XX 2.10 ,
fomule (3) . Par 5.4.9 et Exp. XX 2.10 , formule (2) , P normalise 0}31
pour chague r € R' . Choisissons un systéme de racines positives R+ et congi-
dérons 1'ouvert "Q'R de 4.1.2 ; soit -Q-.R R le sous-préschéma fermé de

- +
S défini comme suit :

R
—W—R_'_,R' =( i1

+
P).T.( P) 8
reR'O -R_r *CR'NWR,_ T

1z . . . ~ ~ . t: .. TX T
L'immersion canonique "QR R > G se factorise par i Hz R — hcmg( 0}&'
++

Supposons G adjoint ; 1l'application tangente & i en les points de la section
unité est bijective par 5.3.2 ; en particulier, le morphisme i est
lisse le long de la section unité (Exp. VI), donc est une immersion locale

le long de la section unité, donc Norm:(gR,) est lisse le long de la section

unité, ce qu'il fallait démontrer.

5.5. Sous-groupes de Borel d'un groupe réductif déployé .

Proposition 5.5.1. Secit (G,T,M,R) un S-grouve déployé. Pour tout systime de

racines positives R+ de R, Hy (qui existe par 5.4.7 ) est un sous-groupe de
T+

Borel de G et , pour tout ordre sur R+ s+ le morphisme induit par le produit

dans G
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sz_r—r Pr—)G

r&R
i
une immersion fermmée d 'image np_ . On note BR = H.R .
s + + +
Ll Par définition des groupes de Borel, la premidre assertion peut se
4

Ay

.'érj.ﬁ.er en remplagant S par le spectre d'un corps algébriquement clos. Soit
glors B le sous-groupe de Borel de G contenant T et correspondant au systime
de racines positives R+ (BIBLE 10-11, prop- 9); l'algtbre de Lie de B est
u}R ; on adonc B=ZH, par 5.3.5.

+

+
Démontrons la seconde assertion; le morphisme de 1l'énoncé induit une immersion

ouverte 1 : T Xo l E Pr e hﬂ (5.4.4 ). Or i est surjectif (BIBLE,
: r &R <+
+

45-03, cor. 1 & 1la prop. 1).

Corollaire 5.5.2. Choisissons un ordre cuelconque sur R+ et pour chaque

u € R+ un Ku& 1"" (S,b}u)* . Seient r,s & R+ . Pour chague couple

(1,3)&2::5,1,1_0, iAo, tel que ir+ js€ R, il existe une section

uniguse

& M (s,0.)

iyjsTys =g

telle gue, pour tous =X,y € _qa(s') y S' = 38, on ait

=1 3.
expéxxr) exps(yxs) expr(xxr) . e:@s(yxs) | |expir_,_j5 (cijrs xy J{iﬁje:}-

(1,3)6N x N, i£0, jAC
ir + js&R

Si r =5, l'assertion est triviale. Supposcns donc r £ S ; alors,

en vertu de la proposition, il existe des morphismes uniques
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P i
o " Zasg
e -
Fu:ias T 7 Es ? u&3+ !
tels que l'0on ait
, . =T . —
exp(xir) exp(yX ) exp(xX ) = F_(x,5) i exp (F, (x,5) X))
T

Soit t € T(S') , S' —>S . Faisons agir int(t) sur cette formule; on a sussitst

les relations

F (r(t) x, s(t) y) = F (x,3) ,

e

Fu(r(t) x , s(t) y) u(t) Fu(x,y) .

Comme r et s sont deux caractdres lindairement indépendants (sur Q) de T,

st

on conclut comme d'habitude de la premidre relation que li‘0 est constant, donc ;

F (x,¥) = e . Zerivons ensuite
&N c ZEORE:
Fu(X:.?) = N aij X y*°, avec ai,j & F'(s,_oﬁ) B

Reportant dans la relation et identifiant les polynomes aux deux membres on

trouve

aifl (r(‘t)i sf"f:)j - u(t)) «+ 0.

Si uAir+ js, onsait (Bxp. XIX 4.13 ) qu'il existe un S' = S fiddlement!

plat quasi-compact et un t € T(S') avec r(t)> s(t)! = u(t) = 1 . On a done

e o= B st do S . Si =3 j .. =0C. . =
a; sur » donc sur i u=1ir+ js, on pose a:.,] 1,3,7,8
Faisons successivement X = 0 et ¥y =0, on trouve CO 1 =1, C1 0= 0 .

y )
Remarque 5.5.3. Dérivant pour ¥y =0 et comparant & 5.4.9 , on trouve
y = M ;
i,,r,s Ty5,1
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5.5.4. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore

-

de G, r et s deux racines de G par rapport & T telles gque 7r+s

. G A 3 1 e
M+t npon trivial sur chague fibre. Ordonnons l'ensemble des ir+js

, 1£0,

=

3 4
'E' N ] i ?é o ] j ;é 0:} de mani‘ere quelconque. POUI‘ +ous l:.‘] e

b 0, il existe un unigue morphisme de _QS—Modules

n T e i ‘snj O}ir+js
TySylyJd \03 ) = (q! )

que pour tout S!'-—>5 et tous X e Wl r:‘ (1) , &€ Tf"'(ﬁ}s} (') on ait

o

5

fies exp au second membre sont pris &u sens de 1.2 ) :

y 1T xt vdy)
(1:4)

T b e
expr(x} expé“f) gng L EXPsg fr+is  ij

exp

~

L'assertion est locale pour (fpge). On peut donc supposer G déployé
. yelativement 8 T , r et s constantes dans le déploiement. Comme 1+s L0,
Wy

i1 existe un systime de racines positives R_ contenant r et s (Bxp. XXI

.

3.5.4 ) et on est ramené & 5.5.2.

Corollaire 5.5.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

(1) G possdde localement des groupes de Borel pour la topologie étale.

5L T est un tore maximal de G , G posstde également localement pour la topologie

étale des groupes de Borel contenant T .

(i) Si T est un tore maximal de G, le "foncteur des groupes de

Borel de G contenant T" est représentable par un fibré principzl homogine

sous W, (T) .

(iii) si (G,T,M,R) est déployé, tout groupe de Borel B

I

G contenant

T est localement sur 5 de la forme B, , ou R est un sy

-
B —
-

ot
Iy
=]
4]
{81
1]
H
A4
Q
H
4
{
u

-

08itivas de 2
i | ol T
.‘-_‘_-'—Fl-__-—_
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(iv) Si T € B est un couple de Killinz de G , il existe une family,
Lo -amille

couvrante iS_ - S} pour la topologie €tale , et pour chaque i um déPlOiQmem.

S e TN, 4 T —
- Y . - - s - . - o .

(GS*’TS:.L’M:L’R:'L’I et un systéme de racines positives :L+i de R, tel gue 33 =B

En effet, (i) résalte de 2.3 et 5.5.1, (ii) de (i) et 5.3.15

(1i1) de 5.5.1 et (ii) , (iv) de 2.3 et (iii) .

Lemme 5.5.6. Choisissons sur le groupe FD{R) engendré par les racines une

structure de groupe totalement ordonné telle gque les racines > O soient les élée.

ments de R (Sxp. XXI 3.5.6 ) . Soient r, ¢ ... { T, les éléments de R«

Considérons 1'isomorphisme

f:TxSP B awma 5 P —-;-B_

induit par le produit dans G . Pogsons pour i =1 ,..., N,

)

U = L -
3 £(p, xg x5 Pp )
3 N

(i) Chaque Ui est un sous-groupe invariant de BR

-+
(i1) Pour 1g i & N=1, U, s'identifie au produit semi-direct

(iii) B, s'identifie au produit semi-direct
+

(iv) Pour 1£ig N=-1, les automorphismes intérieurs de U, opéerent
et § oS

trivialement dans Ui/UiH (qui s'identifie & Pi par (ii)).

Prouvons d'abord par récurrence sur i 1'assertion suivante :

Ui est un sous-groupe invariant de Eq » DProduit semi-direct de Pi et de U

i+l
+ d

215



209

:.assertion est vraie pour i = N ; supposons—-la vraie pour i+!1 et prouvons-la

DT-‘T i.0na (comme préschémas)

U, =P,.0U,
i i i+t

441 est d 'abord clair que U:i. est stable par automorphismes intérieurs de BR+ i
Clest clair pour int(t) , t € T(S), il suffit de le vérifier pour int(x) ,
x € Pr(S) g TIE P.+ . Or Ui+1 est supposé invariant, il suffit de voir que

: -1 ot
int(x) Pi o U:i. . Par 5.5.2 , si y& Pi(s'), ona ¥y xyx & Ui+1(S') .
ce qui entraine int (x) vy & Ui(S‘).
Prouvons maintenant gue Ui est un sous-groupe de ER «» 31 x, ¥ E Ui(s) ’

-

on peut écrire x=p x' , y=ay', avec Dp,q € Pi(s) s Xyl e Ui

+1(S} ; on a

" xy=px'qy'= pq(p_1x'q)y' = Pi(S') Ui+1(S’:l; de méme }:-1 = p—1(p x‘-ip-‘l) "
Nous avons donc prouvé (i) et (ii) , ainsi que (iv) chemin faisant. Quant

a (iii), c'est une conséquence triviale de 5.5.1.

Lemme 5.5.7. Avec les notations précédentes, choisissons pour chague

*
141N uwn X €1 (S,D}ri] et considérons 1'isomorphisme
N
. —_—
. a: 8 g 1

défini ensemblistement par

a(xt,...,xN) =F.-,1~21::_I__1(::1 K1). - expﬁ(xu XN) =

Il existe une famille unique (G—.i} , i=1,4..,N de polynomes

Qi - QiL;xT,...,xN,y1,...,yN}

4 coefficients dans [ (S,QS) telle que l'on ait ensemblistement

a(x,[,xz,...,xﬂ} a{y":, . -,}'T_s}

CH TR - CSINE ) ) I
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De plus, les G, sont 3 ceefficients dans le sous-annesu de I (S,QS) engendré
C o B.GES  fa 5 8 .
par les €y 4,r,s % 5:5:2 (re€R, , 3,3€N) ot chaque Q est de la fom,
== e 0
Q.i(x‘i,...,yﬂ) = xi yi-f-Ai(x'l,...,xi_T,y1,...,yi_1) .
L'existence et l'unicité des Qi résultent sussitdt du fait que a est
un isemorphisme de préschémas. Notant z,z',z" des sections de Ui-l-‘ ; On =2 ;
a(xt‘!"'!xN} -E‘-(Y]:---:YN:’ =
- a(x1,...,xi_1,0,...,0) exp‘f_xi }{i) z
3(3’1,...,571_1,0,...,0) exp(}"i xi) Z' H
utilisant 5.5.6 (i) et (iv), eeci s'derit t
*
a(x1g-llgxi-1,0,---,0) a(y1,o.-,yi_1,0,-'.,0) P
o =
BXP«ki+Yi) Xi) z H #
ce gui donne, réutilisant 5.5.6 ,
L L] = - ! ... . "
Qi(x'r’ lxm!y1! 1?1,5) Xy ¥z + Qi(xjs xi—‘l TyoeosTs 4/ 1

avec
Q].'_fx1,---,xi_1,31,---,yi__1} = Q’i(xi""’xi—VO’“"C’y‘T’""O) 3

soit la forme précise demsndéde. Démontrons enfin 1l'assertion sur les coefficients.

des polynfmes Qi . Boit A le sous-anneau de [ (S,QS} engendré par les

.38 (r,s & R, 1,3€ N). Démentrans par récurrence sur i que si
Yy -

= = ase = = = ses = = ! = i i ( ) t
x, = x, x, =0,¥, =y, Y4 =0, clest-a-dire si a(\xi), e

a{(yi)) sont des sections de U, , les polynomes
“anae LI — \
Rj (xi’ ’xw,yi’ ,YN) Qj {: (xid ¥ (yi}) ¥

sont & coefficients dans A . C'est trivial pour i =N et aussi pour j < i

(car Rj = 0). Soit i & N, supposons l'assertion vérifide pour i+1 et prouvons

la pour i (et j},i).
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a(O,...,O,xi,...,xN) exp(xi Xi) a(O,...,O,xiH,...,ﬁ)
5 exp(xi Xi) Zi A

Eerivons de méme

a(O,...,yi,...,yN) = exp{yi Xi) Ty -
On &

3(0""'Xi""’xﬁ) a(0,evny ¥ senenyy) =

- exp(xi+yi) X, (int(ey:p(—yi xi))zi . Ti) .

Or

int{exP(-Yi Xi)) Z; = int(exp(-ini)} e'xp(xiﬂxiﬂ) ...exp(xN XN) est
un produit de N-i-1 sections de U:‘.+1 dont les cogfficients dans la décomposition
UiH = Pri+1 saia PrN sont des polynames en yi et les X, qrer Xy 4 coefficients

dans 4 (par 5.5.2 ). Appliquant 1'hypoth®se de récurrence, on en déduit gque les
coefficients de

- r F'_- VY = B

intlexp( Vs Xi” éi Ti

sont également des polynomes & coefficients dans A , ce qui termine la démonstration.

Remarquons que la récurrence précédente donne aussitdt une démonstration

du

Lemme 5.5.8. Avec les notations de 5.5.6 , soit pour chaque i=1,...,N un

morphisme de groupes

£. & P — i,

ou H est un S-foncteur en groupes. Pour que le morphisme

£: U _— H

défini par
_‘_-_‘_"‘_'_——-
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( %) ¥ _ s f %)) (. %))
flexp(x, X,).... exp(x, X)) = £, (exp(x, X)) ..o flexp(x, X))

snit un morphisme de groupes, il faut et il suffit que pour tout couple
3 - B P >

i ¢ j, onait

-«

3 3
o o > o

( AN £ e TNy e sl = 3 =
_:lex-p():jx-.aa "i[\exp{x-_“-ij - (—-"Cp\ ‘{j‘ij)

= flexp(x_ X,) exp(x.X,) exp(-x.X.) .
J d 11 Jd J

5.6. Sous-zroupes de type (R) A fibres résolubles

Proposition 5.6.1. Soient (G,T,M,R) un S-groupe déployg, R' une partis de

de type (R) (5.4.2), Ho, 1le sous-groupe de G correspondant. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) H., est a fibres géométriques résolubles.

(ii) Il existe un systdme de racines positives R, tel gque

R'C R_, dome H,,C 3By (5.4.5 )
(143 R* M R = @ .

g (iv) Pour tout ordre sur R' , le morphisme induit par le
Sl

produit dans G

T x T—i_ P —-——----a-HHI

Dr&_-R' T

est un isomerphisme .

() ELﬁ‘ N Nc—rmg(T) = B

(vi) Pour toute partie R" de R, de type (R) , on a (of. 5¢4.5 )

HRI m _‘,.‘.IE.IEG(HRH:] = HE' A R" °

219



213

Nous sllons démontrer ces équivalences selon le schéma leogique

(ii1) &&= (ii) — (vi)

| v |
\1 (iv)
12 \\“‘:s N}
(1) < (v) "

. On a évidemment (ii) => (iii) et (vi) =(y) (premdre R" = £).

RS

&, Par 5.4.6 (1) =>(4i) est & vérifier sur les fibres géométriques; or =i S ess
~ le spectre d'un corps algébriquement clos, HR' est contenu dans un grovve de

¥ .
%..Borel contenant T , donc de la forme ?ﬁ{ (5.5.5 (iii)). De mime (iii) =>(i)
s +

 ge vérifie sur les fibres géométriques; supposcns (iii) vérifid; si H‘R’ n'était

" pas résoluble, il existerait un sous-tore @ de T y de codimension 1 dans T +el

que GentHR (Q) ne soit pas résoluble (BIBLE, 10-09, prop. 8); ar Cent,. (Q) a
1

ar
. comme Alge2bre de Lie g’R" y o1 R" est 1l'ensemble des racines de R! ?mulant
sur Q, donc de la forme R" =0 , o R" = {r} (en vertu de (iii) ); donme
Cent, 1(Q) qui est un sous-groupe de type (R) de G est T ou T.P_ , donc réso-
lublel contrairement & 1'hypothése. De méme, (ii) => (iv) se vérifie sur les fibres
géométriques (car il s'sgit de S-préschémas plats et de présentation finie); per
BIBLE, 13-05, th. 1, d) 1le morphisme en question est bijectif; il irduit un iso-
morphisme sur les espaces tangents 2 l'origine, et on conclut comme 4 'habitude
(efs 4.4.1 ). & (iv) = (v) par 4.2.7. Pour prouver (v) =>(i) , on ecot
encore ramené au cas ot S est le spectre d'un corps algébriguement clos et on
conclut par BIBLZ, 10-08, cor. & la prop. 6 et 9-05, cor. 3 au th. 1 .
Il ne reste donc i prouver gue l'assertion (ii) = (vi) . Om peut se rom-oner au

cas ol G est adjoint. On a alors par 5.3.3 Norrr_,,'f:}%”} = Norm ";’/ bl
- 3 -

Y g
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c Tr:ns’o: 't ?p" » Par 5.4.5 , il suffit de prouver

|:' H oy r— — ] 5 g
(x) 5, (8 b} lransg:;(sflkt’ l{;f&"; & A ‘q- 2

_,-

Témontrons 4 'zbord un lemme.

Lemme 5.6.2. Dansg les notations de 5.5.7 , soit

u = e:r.p(x,l X)) eens exp(x, X.H)

2

i —= ~

x, & G (S) . Soit m un entier , 1&mgN, tel que x; =0 pour i(m,

I
P

=]

[ F(S,tj, la composante de Ad{u) X sur (ﬂ,rm

1]
ya

Y & ™ (S,%arm) » la composante de 4d(u) Y sur A4 est

x (x. Y) H .
m m T
m

- 3
Notons en effet ‘6 d’ T BT ’g X - En vertu de 5.4.9 , cna

Ad(expx X)"' % ‘g . V

Par Bxp. EX 2.10 , on a A
Ad(exjp(xi xi}) X= X ri(x) x, X .

Cela donne aussitdt, modulo *5 i

2a(u) X = adlexp(x X)) X, i

ce qui entraine le premier résultat

T T, ]
De méme, notons 211 Y M + eee + 5} = « Pour i >myona r, > r , donc*

d i m !
(5.4.9)

Ad(u) Y- Y& W
Appliquant Exp. XX 2.10 , on a donc

Y — -_ & -
44 (u) Y x (xmr} Hrm U, cafa
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Revenons & la démonstration de la formule (x) . Supposons qu'il existe

h&HR,(SJ y h é— %r(\ R"{S) , avec

am(p) £c ﬂ}.R,, .
_ b i
h=*% exp(x1 Xﬁ, e exp(xN:XﬁJ 5
Comme h%-'ﬁq, A R"(S} y il existe un plus petit m tel que
I (
texp(xy X)) covexplx, | X )€ Hyy(y gu(S)

"
rm¢R ,xm;éO.

-

L

-

,..;101-3 n' = exp (xm Xm) Sl .e_»:n:p(xN XN) vérifie ausei les conditions impocées &

: r

S pi-dessus. Mais par 5.6.2 , la composante de s3(h') ¥ sur ﬂ} m est

T (X)) x X ,si XE€ [M(s,4£). #n vertu de 1'hypothdse sur h et sur m, on a
m m

" donc ;m(X} =0, ce qui est impossible (cear G est supposé sdjoint et =% est done

%ﬂcn nul sur chaque fibre).

‘g@argue 5.6.2. bis. Reprenons les notations de 5.6.2. Si Ad(u) est 1'iden—
© tité sur A et ﬂ}_‘rﬂ‘ e O . En effet, on a

s .+ = O s X +«H =0 si ¢ $2M, T est non nul sur chaque
e B m m X m m

m
- fibre; si T € 2M, alors r; «jf: 2 M* et Hr est non nul sur chaque

fibre; dans chaque cas, cela entraine %, = 0 .™11 en résulte que u=¢e si
Ad(u) optre trivialement sur Q'f, 5

Remarque 5.6.3. Si E est un socus-groupe de typse (R) du groure réductif G .

4 fibres géométriques mésolubles, alors H est fermé dans G et Norm, (H)/E
T

@8t représentable par un S-schéma fini étale.

Trivisl par 5.3.18.
Coroliaire 5.6,4. Scisnt (3,T,M,R) un groupe réductif déployé. i B'C R
est close et si R' M -R' = @, slors R' est conteru dans un cystime de racines
EEEEEEEEE.

En oeffet. R' ast ds tvne [R) vpar 5.4.7.
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Corecllsire 5.6.5. 3Sous les conditions de 5.6.1 , le produit dens ©G induit un
_— ——

isomorphisme
A -

e = o,

r&R!

ol URl est un sous-préschéma en groupes fermé de G , lisse sur S , & fibres

géonétrigues connexes et unipotentes, indépendant du chuix dz llordre sur R,

De plus, HR' est le produit semi-direct T . U (U

UR' R invariant).

En effet, si R' C R+ 4 HR,fW 'J1 (notations de 5.5.6 ) est un sous-

groupe fermé de G de présentation finie, imvariant dans H,, . Par 5.6.1 (iv),
cn a HR' =T . UR' + ce mui entraine les autres assertions.

Remarque 5.6.6. %®n particulier, Uﬁ est le groupe U1 de 5.5.6.
s

Dégageons certzing corollaires des résultats précédents concernant les

groupes du type Uﬁ‘ >

Corollaire 5.6.7. Soient (G,T,M,R) un groupe réductif déployé , R' et R"

deux parties de type (R) , avec R'N -R' = 0.

(i} On a

URr ﬁ Eﬂrﬂé(%u) = URI O R

(i1) Supposons R' elos. Si r&R', scR", r+s € R entraine

r+s £ R' , zalors HR" normalise Uﬁ_ .
En effet, (i) résulte aussitdt de 5.6.5 et 5.6.1 (vi).
Pour prouver (ii), il suffit, vu 5.4.4 , de montrer que T et chaque P, s €

normalisent UR' ; pour T , c'est trivial , pour P3 , cela résulte de 5.5.2

et Exp- XXI 203-5-

Corollaire 5.6.8. Soient (G,T,M,R) un S-groupe déploys, R+ un systéme de

racines positives, r une racine simple de R (i.e. un &lément de H+ tel que

R - ir} soit clos . Notons

Vo= My _Tel -

ok
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(1) U% est un sous—groupe invariant de BR .
+
(i) UR est le produit semi-direct de U2~ par Pr .
-
(iii) P_r normalise U? .
(iv) %_ normalise U .
. fini ma u u
81 on définit de me T T '{”ri s ONn a
a +
» = A . s | S 3 ,
4 -J?-R+ Uswl P_ . Uy

%n effet , (i) est trivial par 5.6.7 (ii), (ii) est évident par
5,5.5 , (iii) résulte de 5.5.2 [ Bn effet, si s é€ R, s £ r , aucune combinai-
son i(-r)+js , avec 1i,J >0 ne peut 8tre négatiwcar s contient au moins une
recine simple # r] , (iv) résulte aussitdt de (i) et (iii) , car P__.T.P_

$a

est schématiquement dense dans Zr . La dernidre assertion est triviale par (ii) .
z

Revenons & la situation génsrale .
g

Proposition 5.6.9. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H wun sous~-

groupe de type (R) , & fibres géométriques résolubles.
(i) DS(H) = Hom gr(H,_{}m S} est représentsble par un S-groupe constant
G
tordu, dont le type en s €S est 2 rgred( s) . Le morphisme de biduslité

(®xp. VIII 1)
. Y
f: H — DS(DS(n,)

est lisse et surjectif

(1ii) Le noyau - de f est le plus grand sous-préschéma en groupes

invariant fermé de E , lisse sur S , & fibres géométriques connexes et unipotentes.

i : ; - R u
On 4it gue c'est la partie unipotente de H . On note aussi H = rad (B) . C'est

8ussi le faisceau des commutateurs de H : tout morphisme de groupes de H dans un
Préfaisceau en groupes cormutatifs, séparé pour (fppf), s'annule sur H et se

factor; T o b
8ctorise donc par H/H = D_(D.(E))
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(4ii) Si T est un tore maximal de H , le merphisme T — H induit
_— ————

- & 5 s et o i Fow Yy - . -
des isomorphismes D (H) &5 D (T) et T = PSI:DSI‘ET"‘ De plus, H s'identifi,
e a e————
au produit semi-direct de =& P T
(iv) Dans la situation de 5.6.1 , si H=7H,, , alors H =T, .

Les assertions de la proposition sont locales pour la topologie étale,

(Bxp. X 5.5 ) . On peut donc se ramerer 2u cas de 5.6.1. On sait (5.6.5 ) que

%, est le produit semi-direct de Uaj par T . Montrons que U,, est le faisceay

des commutateurs de H,, : comme X ./"‘R' =T est commutatif, il suffit de prouver

que tout morphisme de groupes g : F?,-—? V comme dans (ii) sTannule sur Uqa >
I1 suffit de prouver que g s'annule sur chague P_, T €R' . Or si £ e7(s"),

X E‘ﬁ(ﬂ}r) (s*) , ona

e = glt exp(X) t”eth(—-X)} = glexp(x(x(t)-1)) -

fia

B ey

Comme r : T — gm est fidelement plat, on en déduit aussitdt que h s'annuled

S

* ] . * 8
sur Pr ; mais toute section de Pr est localement somme de deux sections de Pr .
Cn a denec

Hom g_r(H,v) = Hom. (H/U_,,V)

— ——S5-gr R’
pour tout V comme ci-dessus. Appliguant ce résultat a V= gm g+ onen déduit |
aussitdt (i) et (iii) , puis (iv) et la seconde assertion de (ii) . I1 nous §H
suffit maintenant de prouver la premiére assertion de (1) 3 le seul fait non
trivial est gque tout sous-groupe U fermé invariant de H , lisse sur S & fibredH
géométriques connexes et unipotentes est un sous-groupe de EY, Or on a d'abords

w

Lemme 5.6.10. Soit G un S-groupe réductif, T wun tore maximal , U un sous~ 3§

préschéma en groupes de G , lisse sur S, a4 fibres géométrigques unipotentes,

normalisé par T . 4lors UNT = ¢ .
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T ;
¥n effet, comme T = Cen‘tg(T) sona UNT = U (invarients sous

1 (1) ). 4ppliquant Exp. XIX 1.4 , on en déduit que UNT est lisse sur S ’

. s il est aussi radiciel sur S : pour tout se 5, U(g) N T(-;} est fermé

Si U est un sous-groupe invariant de H comme ci-dessus, le produit
h Bo:

. semi-direct T . U est donc un sous-groupe de type (R) de G, & fibres géo-

"métriques résolubles. On peut donc le supposer de la forme H‘R" 3 aveec R"C R' .,

I1 suffit de prouver U = UR" et on est donc ramené aucas ot H=T . U ; mais le

quotient H/U étant commutatif » U est un sous-faisceau du faisceau des commu-
>

tateurs de H , qui est H , cqfd.

Remarquons que nous venons en fait de prouver :

Proposition 5.6.11. Soient S um préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore

maximal de G . Les applications
B ey B
U > T.U0

sont des isomorphismes inverses l'un de 1'autre entre 1'ensemble des sSous-groupes

de type (R) de G, contenant T et & fibres geométriques résolubtles, et 1'ensemble

des sous—groupes fermés (ou rétrocompacts) de G, lisses sur S , normalisés par

T, & fibres géométriques connexes et unipotentes. En particulier, si (¢,T,M,R) est

déploysé, EH.' et Up, se correspondent.

Corollaire 5.6.12. Socient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déployé

(regp. et R+ un systéme de racines positives de R ddfinissant le groupe de

E‘EE_E B) . Tout sous—préschéma en groupes lisse et de présentation finie de C ,
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4 fibres gérmétriques commexes et unipotentes (resp. tout sous—préschéma en gro
s q UDe

lisse et de présentation finie de B") normalisé par T est localement sur S de

la forme UR' y ou R' est une partie de R contenus dans un systime de Tacines

positives (resp. une partie de R+) de type (R).

Pour le cas "resgpé", il suffit de remarguer gue les fibres géométrique
groupe donné sont unipotentes et connexes par BIBLE 13-05, th. 1, 4).

La proposition 5.6.9 a d'autre part le corollaire suivant :

Corellaire 5.6.13. Soient S wun préschéma, G un S-groupe réductif, H un

sous-groupe de type (R) & fibres géométriques résolubles, Tor(H) le foncteur

des tores maximaux de H :

Tor(H) (5') ={tores maximaux de HS’}'

Mors Tor(H) est représentable par un S-préschéma affine et lisse, qui est un

fibré principal homogdne sous H© pour la loi évidente ( (h,T) p=> int(n) T ) .

En effet, si T et T' sont deux tores maximaux de HS* sy 11 existe
. : u : A 7
une unique section h & E (S') telle que int(h) T = T' . L'unicité de h résul
aussitdt de Nbrmg(T) rYVH Y ww (of par exemple 5.6.1 ); il suffit de prouver
l'existence de h localement pour la topologie étale et on peut supposer T et
econjugués par une section de H ; mais on conclut alors par H = E* . 7. I1s'e

suit que Tor(H) est un faisceau principal homogéne sous i , qui est affine et

lisse sur S , ce qui entraine aussitdt 1'énoncé.
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Théortme de Bruhat

" . ye o :
" Rappel 5.7.1. Soient k wun corps algébriquement clos , G un k-groupe réductif,

"ﬁ un groupe de Borel de G ; T un tore maximal de B, N = I\'Iormg(T). Alors

G(k) = B(kx) N(k) B(k) ;

o'est le théordme de Bruhat (BIBLT 13-11, cor. 1 au th. 3); plus précisément, avec

les notations de 3.6 , les ensembles
'5 3 _ u : \ u
B(k) Q\q(k* B(k) = B (k) qw(k, B (k)

ferment, lorsque w parcourt (N/T)(k) une partition de G(k) . Si B' est un
sutre groupe de Borel de G contenant T , les ensembles B'(k) Qw(k) B(k) for-
ment aussi une partition de G(k) . ®En effet, si w & N(k) est tel que

int(wc) B=B', ona

w. B(k) @ (k) B(x) = B'(k) Q. () B(k) .
o

Définitien 5.7.2. Soient (G,T,M,R) un S—-groupe déployé, R un systéme de

racines positives de R , B' = BR le groupe de Borel qu'il définit. Pour wé& W,
on note
R" = R N w(R)
BtY = U = I | P (ef. 5.6.5 ) .
W R W r
- reﬁ_

Si n_ €& Norm (T) (S) est un représentant de w (3.8 )y on peut aussi
écrire

B™ = B OV ameln) g
W W
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Lemme 5.7.3. Soient (G,T,M,R) un S-groupe déployé, R un systéme de Tacing
eI —_— — + £

positivesde R, R_=-R_, B (resp. B') le groupe de Borel de G défini par
R (resp. R ). Soient wé& W 3 -S:w et B'; les sous—-préschémas de G COTTespor
+ = - E—— i —_—

dants (3.8 et 5.7.2 ).

(i) Le faisceau B'.Q .B , image du morphisme

B 5 g *x. B —/8> @&
I w’'S

irduit par le produit dans G est représentable par un sous-préschéma de G (ot

en fait un sous-préschéma fermé de 1l'ouvert n L.

(ii) Le morphisme

,u 5 u
B'W'XS -..ﬂ,waB —_— G,

induit par le produit dans G , est une immersion d'image le sous-préschéma

précédent.
Montrons d'abord que le morphisme de (ii) est une immersion. Par défi-
nition, int(nw)_1 induit une immersion fermée de B':’: dans B'™ , donec le

morphisme

(4,) > o un. b

W W
induit une immersion fermée

B'uxB —-ﬁ-—()— B
w S R+

Cela entralne immédiatement que le morphisme de (ii) induit une immersion fermé

du premier membre dans 1l'ouvert n i . Pour prouver (i), il suffit de voir

R
+

gue

B'(S) Q,(s) B(s) = BI™(s) q(s) BY(s) .

[ =T
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, si T €ER, rm a int(nw) Pr(S) = Pw(r) (S) ; donc si w_1{r] “ R+ y
P () q(s) B(s) = P_(s) n_7(s) BY(s) =
= n, Py (S) T(s) B E) = n B(s) = g(s) 8%(s) .

Cela entraine aussitdt, vu la définition de Rf l'assertion cherchée.

Théordme 5-7-4. Soient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déployé, B

le groupe de Borel défini par le systd®me de racines positives R_, B' le groupe de

Borel défini par R_=-R_.

(i) (Théorsme de Bruhat) . Les sous-préschémas B;u. Qw . B forment,

pour w parcourant W , une partition de 1l'ensemble sous-jacent & G .

(ii) Soit pour chague w & W , un représentant n_ de w dens

Eoms('l‘) (8) (3.8 ) ; les ouverts n 3 = n B'".7,B"% forment, pour w parcou-

rant W , un recouvrement de G .

Les deux assertions se vérifient en effet sur les fibres géométriques, ol
q

on conclut par 5.7.1 et 5.7.3.

Remarque 5.7.5. (i) entralne que si S est le spectre d'un corps, G(S) est la
réunion disjointe des B;u(s}. T(s) . BY(S) . L'assertion correspondante pour un S

queleonque (méme local ou artinien) est évidemment fausse. Remarquons ceprendant que

(11) entratne que si S est local , G(3) est bien la rdunion des anl(S} "
En fait :
Corollaire 5.7.6. Soit Ro un systéme de racines simples du groupe déployé G

Sur le schéma local S . Alers G(S) est engendré par T(S) et les
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Pr(S) , T & ROU -R_- 851 G est simplement connexs, G(S) est dé3ik engendré par
L R

les Pr(s) » TER R

En effet, soit H le sous-groupe de G(S) engendré par les Pr(S) ,
r & Ro U-—Rn - Remarquong 4 'abord que H contient un représentant de chague
s, (r ei'{h) dans Norms(T)(a) (8xp. XX 3.1 ) , donc un représentant n_ de
chague w &€ W . Comme tout r & R s'derit w(ro) avec wE€ W, r€R_, ona
PT(S) =“Fnk (nw} Pr (8) ¢ H. Le sous-groupe engendré par H et T(S) contient
donc S2(S) et est donc G(S) tout entier, par la remarque faite antérieurement,

Si maintenant G est simplement connexe, prouvons que H D T(S) . Par. Bxp. XX

2.7 , H contient r*@m(s)) pour tout r& R, et il suffit d'appliquer 4.3.8,

Remarque 5.7.6.1. Au lieu de prendre pour chaque r & R, PT(S} et ?_r(S),
on peut se cortenter de prendre Pr(S) et un représentant w_ de la symétrie

*
s, ou bien Pr(S} et une sectionde P _ , ...

*
Corollaire 5.7.7. S5i G est de rang semi-simple 1 , choisigsons un u & Prf,S)

Alors i) et ur—Q- forment un recouvrement de G .

En effet, si u_ est la section de P—-r apparide 2 u,, ona, par
Sas4 (1)
g B Uy o0

-r T -T :

d "o 1
G= u_G=u_A U uu N=SU 4, 5,
T r -r T

-1 —_

Corollaire 5.7.8. Soient S wun préschéma, G un S-groupe réductif. Alors G

est essentiellement libre sur S (Bxp. VIII 6.1 ) .
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En effet, 1'assertion est locale pour 1a topologie (fpgc) , on peut sup-

poser G déployé. Alors G admet un Tecouvrement par des ouverts isomorphes &

!
GN %, G donc essentiellement libres.
S 5= m S

Lemme 5.7.9. Sous les conditions de 2-T.4 , soit r une racine simple de R+

£ B(8) . Poir touk € P (s)
+ w € P «» Pour tout =+ _\S) , on a

—j’l.VC-}’Z.Uuroﬂ

On a & comparer deux cuverts de G , il suffit de le faire lorsque §

est le spectre 4 'un corps k . Il faut done Prouver

(k) v e @) u U Si(x) .

L) v = B %x) T(x) B¥x) v

Il

A 3 ) 1 Ua [
U—r(k) P_r(k‘ T (%) Pr(x) U&(E) v
-~ o .‘i ~ ‘l
< U 2(k) z_(x) U~ (k) v

(On utilise 1a décomposition de 5.6.8 ).

=

Appliquant maintenant 5.6.8 (1i1) et utilisant 5.7.7 pour le groupe Z_ , on
obtient

'!l ~ e i ‘,l . i (1) '~ ‘5
LK) v C U_r{k) Zr\k) v Ur(k, C.. J_r(k) z_(x) Ur(k, <

Use) P__ () 2(k) 2_(x) Up ) U U o) u P () 7(x) PL(k) Ua() .

Utilisant de nouveau 5.5.8 (1ii) (pour R su lieude R_ ) , on obtient le

résultat.
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Propositien 5.7.10. Sous les conditions de 5.7.4., choisissons pour chaque

gy

3) engendrd

S
racine simple r un ur &;Pr(S) . Soit U1 le sous-monoide de E

par les u_ . Les nuverts wu 51—, pour u & U, , forment un recouvrement de G

Encore une fois, on peut supposer jue S est le spectre d'un corps k ;

en vertu de 5.7.6 , il suffit de prouver que Lh_) u JL(x) est stable par

multiplication & droite par T(x) , l-r{k) g B r(k} (pour r simple). Dans les

deux premiers cas, c'est trivial. Dans le dernier, cela résulte du lemme.

arg 5.7+11. Signalons un cas particulier de 5.7.2. Si w= s, est la

LTy

symétrie par rapport A4 la racine simple T , alors

RN s (R) = R_—lt—r}

(Bxp. XXI 3.%.1 ), et, dans les notations de 5.6.8 , on a done

u

B! = U a .
8 -1
2

4
i

Remarque 5.7.12. ¥%n fait, la démonstraticn de 5.7.10 donne aussitdt 1'énoncé
suivant : scus les conditions de 5.7.10 , soit [ le sous-monofde de G(S); pour
que les ouverts g £r fg € r‘} forment un recouvrement de G , il faut et il suffit

que pour tout s €5 et toute racine simple r , on ait

()= %G ¢ M. 3% e).2(E) 2% .

Remargque 5.7.13. Par 5.5.5 (iii) , raisonnant comme dans 5.7.1 , on obtient
aussit®t la variante suivante de 5.7.4 ; soient (G,T,M,R) un S-groupe déployés
B et B' deux groupes de Borel de G contenant T ; pour tout we W , le fai

B'.Qw - B est représentasble par un sous-préschéma de G ; ces sous-préschémas
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b

" forment, pour W & W , une partition de 1l'ensemble sous-jacent & G . On peut aussi

donner l'analogue de 5.7.3 (ii) : il faut poser

; B oA s el |
Bw = B 1nt(nw) B s

o
oh B est le groupe de Borel "opposé" 2 B relativement & T (cf. 5.9.2 ) .

Proposition 5.7.14. BSocient S un préschéma, G un S-groupe réductif,_ei

£ & ——— Gl (!’JJ)
ﬁ

sa représentation adjointe. Alors Ker(4d) = Cent(G), (en d'autres termes,

1'homomorphisme canonique déduit de A4 par passage au quotient :

L LD
ﬂs ( J!

ad(G) = G|Cent(G) —>
est un monomorphisre .

On peut supposer G déploys$. Choisissons sur PO(R) une structure
d'ordre total compatible avec la structure dz groupe et =oit H+ l'ensemble des
racines positives. En vertu de 5.7.4 (ii) et de 4.1.6 , il suffit de prou-
ver que si n_ est un représentant de 1'élément w de W, si u € U(s) ,

t<2(8) , ve U(s), et si Ad(nwvtu}=1d. yalors w=e , V=g, U=2g o

Pour chaque m = R tJ{O} y posons
>m n ¢ m n
% = _\_L CJ, ] EH/ = i | {q’ s
n»m n<nmnm

Seit X & P(S,ﬂ,m) ; dcrivons 44 (% uj X = Ad( v-1 n;1,1 X.
Or
24(t)Aa( v) X - m(t) X £ 1 (s, ’Em} 5
=4

: —1. -1
M n ') x - ﬁ.d(nw1j ¥ & r(s,gjw (m) ,

Si w £ e, ilexisteun r &€ R tel gque w-1(r)<r,etfaisant m=r,

on en tire ure contrzdiction car

\ m >m v (m) —T'f'r)
ﬁ.d(t u) X { i (3, a(‘ % ﬁ(}f m : n 1:0} I, W
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On a done w=¢e , et on peut choisir n = e j} on a aloys

a(vt) x - x er{s,{ﬂ(m N (Cg 'l ,
Id

d'oli A(v) X = X et donc Ad(v) = . - De mdme 2Ad(u) = Id . On conclut
alors par 5.6.2 Dbis.

5.8. Schémss associds & un groupe rdductif .

Théordme 5.8.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Soit 16 le

) 20
foncteur des sous-groupes de type (r) de G : pour tout 35'— S, (:S') est

-
l'ensemble des sous—groupes de type (R) de G, (5.2.1 ). 4lors M ost repré-

b'

sentable par un S-préschéma quasi-projectif., de présentation finie sur 5 .

En vertu de EBxp. XII 7.12 , on peut supposer que G est adjoint.

Considérons alors le morphisme
u: ¥ —s E-I‘_@._g_%(g,)

qui associe & chaque sous-groupe de type (R) son Algdbre de Lie (qui est un sous-
Module locslement facteur direct de q'f, ) . C'est un monomorphisme par 5.3.3 Il
suffit de prouver qu'il est représentable par une immersion de présentation finie,
autrement dit de prouver l'assertion suivante : étant donné un sous-Module localemer!
facteur direct ‘g de Ig’ y les 8' — S tels que 'gs' soit 1'Algibre de Lie d'v
sous-groupe de type (R) de Ggy sont exactement ceux qui se factorisent par un
certain scus-préschéma de présentation finie de S . On peut évidemment supposer
S noethérien et ‘5 de rang constant r . On doit d'abord écrire que ‘E; g est

une sous-Algdbre de Lie de GS‘ » i.e. gque si on considére le produit fibré du

diagramme

=%
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fod Sin g

A

Vg est un isomorphisme. Comme 'g est localement libre, cette cordition s'exprime
par le fait que S5' —> 3 se factorise par un certain sous-préschéma ouvert de S .
On remplace donc S8 par ce sous-préschéma et on doit maintenant écrire (5.3.1 )
que si on note H = M_ma("%) (qui est un sous-préschéma en groupes fermé de G) ,
HS’ est lisse le long de la section unité. Introduisant 1'image réciproque IEH/G

du fazisceau conormal EH,/G Par le morphisme ey ¢ 5 —» H, on doit exprimer

(SCA IT 4.10 ) que le morphisme canonigue

Wt —_— w !
/6 —G/s

est universellement injectif sur S' (i.e. que Wy, est universellement injectif)

1 3
et que Q“HfS By Q5+ est localement libre de rang r . La premidre condition
|

est encore équivalente au fait que S'—> S sze factorise par un certain sous—
préschéma ouvert de S ; remplagons S par ce sous-préschéma. La seconde condition
s'exprime par le fait que S'— S se factorise par un sous-préschéma 2 de S
(ToT® IV 3.6 ). Remplagant S par 2 » 11 ne nous reste plus gu'Za exprimer gue
{Nomgf‘g'}o)s, est de m8me rang réductif que GS1 en tout point s'€ S', ou, ce
qui revient au méme, que Hs est de m8me rang réductif que GS en tout point s
de l'image (ensembliste) de S' dans S . Or cette cordition définit un sous—

ensemble owert de 3 (Exp. XIX 6.2 ).

Remarque. En général, il n'est pas lisse sur S. Il 1l'est cependant si 6 est inver-

sible sur S, ou s'il existe p € Spec Z tel que p_lS = 0.
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Corollaire 5.8.2. Seient S5 un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
e e =ios L e e BN — =5

groupe de type (R) de G (On rappelle (5.3.10 ), cue Norm.{H) est représentabl
e op s gue a I ole

Par un socus-préschéma en groupes ferme de G , lisse sur S ). Alors le faisceau

quotient G/Norm (H) est représentable par un S-préschéma quasi-projectif, lisse
T N ——

i 5 ;i T P i i = 2
et de présentation finie sur S (qui est en fzit un ouvert de Lo

BEn effet, considérons le morphisme

: G fr%

Corollaire 5.8.3. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Considérons

£ '
défini ensemblistement par f{g) = int(g} H. Bn vertude 5.3.2 , ce morphisme i
egt lisse et de présentation finie, donc ouvert. Soit U = f(G:l muni de sa structure §
de sous-préschéma owert de &"E « Le morphisme G —» U est couvrant et de noyau i
.'.f
4
NormE(H), ce qui prouve que G/Normg(l-l} est représentable par U . |

les foncteurs Tor(G), Bor(G), Kil(G) définis par

Tor(G)(s') = {Tores maximaux de G, } S
Bor(G)(8') = {Groupes de Borel de GS'} i
ki1(G)(s') = {Couples de Killing de G, , (of. 5.3.13 )} :

(i) Tor(@), Bor(G), Kil(G) sont représentables par des S-préschémas 11338

et de présentation finie, & fibres géométriques int2gres respectivement affine, -i

-4

projectif, affine sur S.
(ii) Le morphisme canonigue Kil(G) — Tor(G) (resp. Kil(G)—>Bor(G) )

est étale fini surjectif (resp. affine lisse surjectif).

(1ii) Soit T un tore maximal de G (resp. B un groupe de Borel de G

resp. B2 T un couple de Killing de G ). Le morphisme
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e 2
( resp. & ——> Bor(e) |,
resp. § ——— milEy )
géfini par
& F——> int(g) T
( resp. g bF——=> int{g) B 4
resp. & |p——>3 (int(g) B, int(g) T ) )

induit un iscmorphisme

G/¥orm (1) ——"—»  Tor(a)

( resp. G/B —==—>  Bor(@) ,
G/T ———>  xiile) ) .

On voit d'abord que (iii) résulte du théordme de conjugaison des tores
maximaux (resp. Borels, resp. couples de Killing) et du fait que Ncrm:(B) =3B,

E_@G(E) N gg_mc[@) = T, tous résultats éteblis précédemment (5.1.2 , 5.3.12 ,
5.3.14 , 5.6.1 )
I1 s'ensuit d'abeord que les morphismes cenoniques

Tor(G) — 90

Bor(6) ——s P
sont représentables, localement pour la topologie étale, par des immersions ouvertes
(5.8.2 et 5.12, resp. 5.5.5 ), donc par descente que Tor(G) et Bor(G) sont
représentables par des owerts de A% . De méme Kil(G) est localement (pour (et))
représentable par un préschéma affine sur la base (Dxp. IX 2.3 ), donc représente-
ble par un S-préschéma affine, par descente des schémas affines. Les assertions de

(i1) résultent aussitdt de 5.5.5 (ii) et 5.6.13. Il s'ensuit déja que Tor(G)
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est affine sur S (BGA II 6.7.1 ). Il ne reste donc & prouver que le fait que
Bor(G) est projectif sur S . On sait d€jk qu'il est quasi-projectif, reste &
prouver aqu'il est propre; or il est & fibres commexes, donc EGA IV 15,7.10.
est ramené & le prouver sur les fibres géométriques; si S est le spectre d'un
corps algébriquement clos, on a Bor(G) = G/B pe= (i) ot on conclut par BIBLE,

6-09, th. 4 .
Remarque 5.8.4. Sous les corditions de 5.8.3 » Scit Q un sous-groupe central at
de type multiplicatif de G . Les morphismes évidents définissent des iscmorphismes

Tor(G) = Tor(6/Q) , Bor(G) = Bor(e/Q) ,

Kix(e) =~ kii1(c/Q) .

Corollaire 5.8.5. Soient 8 un préschéma, G un S-groupe rdductif , P un sous-

préschéma en groupes de G , lisse et de présentation finie sur S . Les conditions

suivantes sont €quivalentes :

(i) Pour chague se S, F_ est un sous-groupe parabolique de G

(_i-g- le préschéma guotient GE/'P§ est propre sur s, ou encore F_s» contient un

groupe de Borel de G , ef. BIBLE , 6-09, th. 4) .

(ii) Le faisceau quotient G/P est représentable par un S-préschéma &

-

lisse et projectif sur S .

De plus, sous ces corditions , P est fermé dans G , % fibres connexes ot
P = Nor‘ms(P) . |
On a évidemment (ii) =3 (1) . 5i (i) est vérifis, P~ est connexe et 1]

I‘JormG(_é) (PE) = P(8) , comme il résulte aussitdt de la conjugaison des groupes de
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(pour le second point, of. BIBL®, 12-06, lemme 4); il s'ensuit que P est
ype (R) , et que P = Norm (P) , donc est fermé dans G . Par 5.8.2 ,
fp = G/Norm (P) est représentable par un S-préschéma quasi-projectif. Ses fibres

#ont connexes et propres, il est donc projectif par le raisonnement de 5.8.3.

-

Reperque 5.8.6. Les énoncés 5.8.1 , 5.8.2 , 5.8.5 sont évidemment wvalables
pour un S-groupe de type (RA) , ou pour un S-groupe de type (RR) wérifiant

5.1.8.

marque 5.8.7. Par 1'intermédiaire des automorphismes intérieurs de G , on a

des opérations canoniques :

G — E.utE{Tor(G}) .
G —s Aut;(Bor(G)) "

¢ —> sut (Kii(g)) ,

qui, dans la situation de 5.8.3. {(i11) y s'identifient aux opérations canoniques
G ——>s Aut (G/}!omrJ{T)} ;
G ——— aut_(6/B) ,

3 ——= Aaut_(G/T) i

=t
On en comclut en particulier que
Ker(G —> .&uts(Tor(G)}) =
= G — &) ) =
Ker( Aut_{Bor(&)))
= Ker(G — aut_ (Ki1(@))) =

= Cent:\ G’} -

Il est en effet clair que Cent(G) opgre trivialement sur chacun des trois schémas.
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Réciproquement, le roysu de G —» Aut_(Kil(G)) est "1'intersection des tores maxie

ooy

maux de G au sens ¢

=¥

- y ¥ o 5 x
e 4.1.7 , donc Cent(G) (loc. cit.). Pour 3or(G), on Tew

n

marque dque "l'intersection des groupes de Borel de G" est aussi "1'intersection

ses tores maximaux " (veir n°® suivant). Pour Tor(G) , on utilise Exp. XII 4,11,

5.9. Propriétés particulilres sux zroupes de Borel .

La plupart de ces propriétés seroni généralisdes dans ®Exp. XXVI aux

groupes parzbcligques.

Définition 5.9.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B et B!

deux groupes de Borel de G . On dit que B et B' sont en position générale

(ou que B' est en position générale relativement & B ) gi B M B! est un tore
on gue 51 egy un

P

(maximal) de G . Si T est un tore maximal de G contenu dans

B et B', ondit que B et B' sont ovposés (relativement & T) si BNB' =T.

Proposition 5.9.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B un gro

de Borel de G , T un tore maximal de B . Il existe un unique groupe de Borel B

de G, opposé & B relativement & T . 5i (G,T,M,R) est un déploiement de G

per rapport & T et si B = BR (5.5.1 ), alors B' = Bp -

+ -

Par descente fidelement plate, il suffit de prouver la proposition dans™

cas déployé, B = By (5.5.5 (iv) ). Alors B n st bien opposé 3 B (4.1.2 )i
+ 4

montrons que c'est le seul groupe de Borel de G contenant T qui est opposé 2 I

Si B' est un groupe de Borel de G contenant T , B' est localement sur S de
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";.—ﬁ-forme BR‘ , ©Ou R_:_ est un deuxi®me systdme de racines positives de R (5.5.5
+

: _ s : 2 (2 | 1
('i.ii))' Si R_; pa R+ s 1l existe r & R_;_ R+ y donc tel que PrC.. BR_._ﬁ BR_:, .

w 5.9.3. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, 3B un

ﬂ:n_u_pg_de Borel de G .

(1) Si B' est un groupe de Borel de G , les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) B' est en position générale par rapport & B (5.9.1)

() B2 B = e .

(') B'> N B &

(¢) Le produit dens G induit une immersion ouverte

B'“st il

(a') Le morphisme canonique

1
B st G

est une immersion ouverte.

(11) Le fonctéur Opp(B) :

S' pp {groupes de Borel de Ggq en 'L

position générale par rapport & BS ')

est représentable par un sous-préschéma ouvert de Bor(G) (5.8.3 ). Le morphisme

GoulB) ———— %  DoxlB)

défini par B' }—3 B NB' est un isomorphisme. Bn particulier (5.6.13) les

‘ o o s u . - 3 i o
automorphismes intérieurs de B~ munissent Opp(B) d'une structure de fibré prin-

Ty

cipal homogéne sous B .

Examinons d 'sbord (i). On a (a) = (¢) , en effet, (c) est loczl pecur
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la topologie étale; par 5.5.5 (iv), on se ramdne au cas ou G est déployé par

rappert & B /M1 B' et B de la forme BR 3 par 5.9.2 , on a zslors B'Y = U--R
+ +
et on est ramené & 4.1.2 . On a trivialement (c')¢&= (c) = (b!) =(b) . I1
reste donc & prouver (b) =>(a) . Démontrons d'abord (ii) ; 1la seconde assertion
est une conséquence formelle de 5.9.2 , la troisi®me en résulte aussitdt par
5.6.13 ; démontrons alors la premiére; elle est locale pour la topologie étale et
on peut done supposer que B posside un tore maximal T ; soit Bé l'opposé & B
relativement & T (5.9.2 ).
D'aprés ce qui précdde le morphisme B" —3 Bor(G) induit par le morphisme cano-
nique G — G/Bé —> Bor(G) (5.8.3 ) induit un isomorphisme BY —> Opp(G) .

On a donc un diagramme commutatif

B — 6/B}

,[,5 J,‘*

Oop(B) ——— Bor(c) .

Or le morphisme B~ —> G/Bclm est une immersion ouverte (par (i) (a) = (")) ,

ce qui ach&ve de prouver (ii) . Notons tout de suite le corollaire

Corollaire 5.9.4. Soient G un S-groupe réductif et B et B' deux groupes !

de Borelde G . Si s & S est tel que By et EL scient en position générale, |

il existe un ouvert U de S contenant s tel que BU et E{I soient en posi-

tion générale.

I1 ne nous reste donc qu'a prouver (b) => (2) . Bn vertu du corollaire
précédent, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d'un corps k algébri-

quement clos. On peut supposer G déployé par rapport & un tore maximal T de B .
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Soit B! 1le groups de Borel opposé & B . Les groupes de Borel de G sont
0
conjugués, donc il existe g & G(k) avec int(g) B! = B' . Par le théordme de

Bruhat, on peut écrire g=Dbnbd', avec b€ B(k) , b' & Bc')(k) ; n & Norm (T)(x).

—=
On & donc
B' = int(b) int(n) B!
et B'MB = int(b)(int(n)B! M E) . Si né& T(k) , int(n) B;}“ﬂB“Jé e (ef.
preuve de 5.9.2 ); il en résulte que (b) entraine B'MN B = int(b)(BénB) -

= int(b) T , cqfd.

Proposition 5.9.5. BSoient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B un

groupe de Borel de G , B 52 partie unipotente. Il existe urne suite de sous—

groupes de B :

possédant les propridtés suivantes :

(1) Chaque Ui est lisse, & fibres connexes, caractéristique dans B ; les

automorphismes intérieurs de 3" opérent trivialement dans les (faisceaux) quotients

Ui/Ui+‘r y 1 30.

(ii) Pour chague i >0, il existe un QOsModule localement libre E,

et un iscmorphisme de S-faisceaux en groupes

=1 - —— T _;: \
U /Ui —> W) .

(111)Pour tout s&€S, U _=e pour n3 dim(3)) .

Supposons d 'abord qu'il existe un déploiement (G,T,M,R) de G et un

systéme de racines positives R+ de R tel que B = BR « On note Ro 1'ensemble
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des racines simples de R ; pour chaque r € R_, on note ord(r) la somme des

coefficients de T sur la base Ro de J_'O(R) » c'est l'ordre de r relativemeny

(l\) l'ensemble des

3 R . Ona ord(r) € Card(RJ . Pour tout i > 0, soit R

racines d'ordre » i , c'est un ensemble clos de racines positives, on peut done

b

construire (5.6.5 )

(1)

Si TER et seR, rs € RO

o

« I1 s'ensuit, par 5.5.

g

e chague

?
U, est un sous-groupe invariant de B et que les automorphismes intérieurs de

opérent trivialement dans Ui/Ui+ - Ce groupe s'identifie d'azilleurs &

1

TV »

rrd(r) = i+l T
et est donc muni 4 'une structure vectorielle. Si B est de la forme By, pour
un autre déploiement (G,T',M',R') de G , montrons que les groupes Ui+ cons-
truits comme ci-dessus & l'aide du nouveau déploiement coincident avec les Ui et
que les structures wectorielles sur les guotients successifs cofncident également.
Par 5.6.12 , il existe b€ BY(S) aveec T' = int(b) T ; 1'assertion & démontrer 4
est locale sur 5 et on peut donc supposer que l'isomorphisme T =5 T' dnduit
par int(b) oprovient par dualité d'un isomorphisme de domndes radiclelles

n: (MM RL,RY) 25 (u,mT,R,RY)
I1 est clair que les racines de R! sont les r o int(v) = n(x) , re& R+ ; que les
racines simples de R! sont les ro int(b) = hir) , r & R, , donc que
ord(h(r)) = ord(r) pour r e R_ . D'autre part, il est clair par transport de

structure gue les groupes vectoriels ne sont autres que les int(h) Pr .

1"1(r)

Cn a donc int(b) Ui = U:_: y OT Ui étant invariant, cela donne Ui = U:.: .
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De méme 1'isomorphisme de groupes vectoriels

x - I = " '
int(p) : U'i/ui+T S S Ui/Ui+1

“egt 1'identité, en vertu de ce qu'on & déja démontré.

Traitons maintenant le cas général. Il existe une famille couvrante (et)
{5_ — S}} et pour chagque i un déploiement {Gi,Ti,Mi,Ri) et un systéme de
4

racines positives R, de R, tel que B x4 5, = BR+i (5455 , (iii) ). Pour

chague i , on a donc une fapille

B = 1, 20U, ;w2 32 o
5. i,o s iyd

et des structures wectorielles sur les L W Par descente, il suffit de
] »

/U
{

prouver gue pour tout couple (i,i') et tout j , on a

e X% Beuy o= ik . X S...
b Si 33 it,3 Si1 o
{on note Sii' = Si xs Si’ ) et gue les structures vectorielles sur les gquotients
(O I 3 g t (U U 3 3 Yncident. Or si
( i,j/di,j+1 ) xsi ;0 et i‘,j/ it 3417 xsit ;41 coinciden si
851 = P, clest trivial ; si - S £ B , alors on est dans la situation dtudide
ii
précédemment : B Xy Sii' est défini par le systeme de racines positives R+i
. R _.,) 4 Sploier ( : s R.) ( '
(resp ,51) dans le déploiement ‘GS,_,’TixS, 5,4 1MsR)  (resp
ii i
(@ T, .z S .M R ).
iit i
——— - 5 : . : s G
Corollaire 5.2.6. S5i S est affine , ¥ (S,B”) = e : tout fibré principal sous

3

pY N .
POssede une section.

En effet, S se décompose en somme directe de sous-préschémas sur chacun

desquels E est de dimension relative constante. On peut donc, par (iii) suppo-

1 -
T ¢ 0 Ta 2 el £x fes o 1 f
ser gu'il existe un n tel gue U =e . Comme H (3,U./U. .) il i)
. n i i+t 5 &

g - 2 o Ay | e
par TITR B o o a H :\D,f_‘-d,' = 0
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Corollaire 5.9.7. Si S est affine, B pessdde des tores maximaux. 8i T est

.
tore maximal de B , H'(S,T) = H'(S,3) .

La premiére assertion résulte aussitdt de 5.9.6 et 5.6.13 ;5 la seconde

s'en déduit de mani&re standard,.

Corollaire 5.9.8. Si G est un S-groupe réductif, le morphisme canonigue f5.8.3)

Kil(G) ™ Bor(@)

e

posstde des sections au-dessus de teut ouvert affine.

Corollaire 5.9.9. Sous les conditions de 5.9.5 , supposons S affine, alors il

existe un QS—Module localement libre E tel que B" soit, comme préschéma,

S-isomorphe & W(E) .
En effet, démontrons par récurrence sur i que Bu'/Ui est 5S-isomorphe

a W(ED Qe 931-1)' C'est clair pour i = 0 . Supposons L8, S BU‘/Ui est un

fibré principal homogdne de base B /U, sous le groupe (U, _/U.)_y .
im1 i-1 "1/BY/U,_,

Comme I'll'l,r"lii__‘I est affine par 1'hypnthd®se de récurrence et Ui—1/Ui = W@i 1} s
ce fibré est trivial, on a donc (au moins) un isomorphisme de S-préschémas

u —~ u . == -
B/Ui—-;»B/J. 1 Xy W@i_1) = WE, e .. e N

D=

e

On conclut aussitdt par la condition (iii) de 5.9.5.

Corollaire 5.9.10. Soit S un schéma semi-local , { si’t ses points fermés ,

B un groupe de Borel du S—groupe réductif G ., L'application canonique

\

BY(s) ——> | ! BY( Spec k(s,))
*

est surjective.

En effet, si S = Spec(a) , k(si) = A/pi et si E est donné par le
A-Module W , on a
Bu(S) =Bm A, Bu(Spec k(si)} =E 2, A/pi .
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I 'assertion résulte alors aussit®dt du fait que A — 111 A/pi est surjectif.

5.10. Sous-groupes de type (R) & fibres réductives .

Proposition 5.10.1. Scient (G,T,M,R) un S-groupe déployé, R' une partie de

R de type (R) (5.4.2) , H‘R' le sous-groupe de G correspordant. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) H , est réductif (i.e. & fibres géométriques réductives) .

(ii) Ona R' == R', i.e. R' est gymétrigue.

De plus, sous ces conditions, (I{RI,T,H,R') est un déploiement de H,ﬂ, ; pour

tout systéme de racines positives R+ de R, R_:_ =R'MN R+ est un systtme de

racines pogitives de R? et

BR+ﬁ o = HR;_

est un groupe de Borel de HR' ; dont la partie unipotente est

On 2 évidemment (i) = (ii) (il suffit de le vérifier fibre par fibre

et R' est un systdme de racines de HR* par repport & T ) . Pour prouver

(i) =(1) , on remarque par 5.4.3 , que H‘;{I M z, = Q_—gnﬁqﬁ (T.) =2 pour
I H,. Yz =

tout r € R' <t on applique le critédre de %=xp. XIX 1.12. Si R+ est un systéme

de racines positives de R ., R_'_"‘\ R!' est évidemment une partie close de R' telle
qQue R!'N-R'= R' et R'N -R! =g, donc un systdme de racines positives de R' .
- -+ w ¥

T = . .- = - oy = £
Les deux autres assertions résultent respectivement de 5.6.1 (vi) et 5.6.7 (i).
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Coreollaire 5.10.2. Soient 3 un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
e e ——.

préschéma en groupes réductif tel que pour tout s € 3, :E et n-s- aient méme r 2

an
réductif. Alors H est fermé dens G , Norm (H) est ligse sur S, Norm (H)/H est
b 1z

—

représentable par un S-préschéma fini dtale. Si T est un tore maximal de H et
t. ——

B un groupe de Borel de G contenant T , alors B N H est un groupe de Borel de

)LJ. u

E , dont la partie unipotente est (BAH) =B NH .

Les premidres assertions résultent aussitdt de 5.3.10 et 5.3.18 ,
via le fait que les groupes de Weyl de G et de H sont finis (Exp. XI% 2.5 ).
Les autres assertions sont locales pour la topologie dtale et se remdinent au cas

étudié dans 5.10.1.

Proposition 5.10.3. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif.

a) Si Q est un tore de G, Can‘tG(Q) est un sous-groupe de type

(R) de G & fibres réductives. Si Q C Q' sont deux tores de G ,

3 Il
cent:(q, > Cen‘tg(Q ) I

b) Si H est un sous—groupe de type (r) de G & fibres réductives ,

rad(E) (4.3.6 ) est un tore de 6 . Si HC H' sont deux sous-groupes de type

(R) de G & fibres réductives , rad(H)> rad(H') .

e) Si Q est un tore de G, on a

radfCentS{Q}) > Q et

Cen‘t}(rad{CentG{:Q)) = Cent (Q)

d) Si H est un sous—groupe de type (R) de G & fibres réductives,

=
Cent, (rad(H)) > H et

rad{Centq.(rad(H)) = rad(H) "
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En effet, a) résulte aussitdt de Wxp. XIX 2.8. Pour prouver b) ,
j1 suffit de remarquer cue rad(H')< H , car H contient (localement pour
(fpge)) un tore maximal de G , donc de H' . La premidre assertion de c)
(resp. d) ) est triviale, la seconde s'ensuit par le raisonnement habituel.

Cette proposition conduit & la définition suivante

Définition 5.10.4. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. On dit que

le sous-tore Q@ de G est un tore critigue s'il est le radical de son centrali-
e el == s

sateur. On dit gue le sous-groupe réductif de type (R) I de G est critiaue

s'il est le centralisateur de son radical.

On a alors:

Corollaire 5.10.5. Pour tout sous-tore Q de G, Cen‘t:(-a) est critique. Pour

tout sous-groupe de type (R) & fibres réductives H de G, rad(H) est un tore

critique de G . Les applications

Q p——» Cent (Q)
H b——3 rad(n)

sont des isomorphismes inverses 1'un de 1l'autre entre l'ensemble des tores criti-

ques de G et celui de ses sous-groupes réductifs de type (R) critigues. Si Q@

est un tore de G, rad CentG{Q)) est le plus petit tore critique de G contenant

- - g . ' = ~ 1. i P -
Q.5 H estun sous—-groupe reductif de iype (R) de ¢ sy Cean (x22(H)) est le

L

Plus petit sous-groupe réductif de type (R) critique de G contenant H .

Proposition 5.10.6. Soient (6,T,M,R}) un S—groupe déployé, R' une partie de

R . Les conditions suivantes sont dguivalentes :
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(i) R' est de (R) , H,, est réductif et critique.
R

(ii) 11 existe un systéme de racines simples Rp de HE et une partig

R! de R telle quse R' s0it l'ensemble des éléments de R combinaison lindaire

des €léments de HC', .

(1ii) R' est clos étrique, et tout systdme de racines simples de
y Sym Y

R' est 1l'intersection avec R' d'un systdéme de racines simples de R .

Bn effet, d'sprés Exp. XXI 3.4.8, (ii) et (iii) sont &quivalents et
équivalent aussi au fait que R' soit l'intersection de R avec un sous—;.g-espace
vectoriel de M = Q . Or cette derniére condition est entrainde par (1) : si
e ='gg§§G(q) y, R' est llensemble des éléments de (R) qui s'asnnulent sur Q
(Bxp. II 5.2.3 (ii) ). Enfin, cette corndition entraine (i) , car (HR,) est
le tore maximal de r(;\R, Ker r , done ggng(rad(HR,)) n'est autre que H,,

oi R" est l'intersection de R avec le sous-espace vectoriel engendré par R' .

5.10.7. Résumons certains des résultats précédents : soient (G,T,M,R) un

S—groupe déployé€, Ro un systime de racines simples de R, R le systime de

racines positives correspondant; cheisissons une partie Ré de RO s notons R'

ltengemble des éléments de R combinaison linéaire des £1éments de HC'r et posons

R! =R' N R, . Soient Ty le tore maximal de (' Ker r et 2, = Cent (TR,)
o) o

Tr€ R(‘} 3 o

Alors Zp, est un sous-groupe réductif de G , de radical T 3 {E;R,,T,M,R') est
) o 0

un S—groupe déployéd ; Bq N ZR' est le groupe de Borel de ZR' défini par le
s fo] o

systéme de racines positives R' (ou bien le systime de racines simples Rc:) et sa

= Up

partie unipotente est U, (& 27{'
+ o +

R
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Remarque D5-10.8. Sous les conditions de 5.10.4 , soit Q un tore critique de G ,
G, L= Cen’t:}(Q) son centralisateur. Comme o = rad(L) y @ est un sous-groupe
caractéristique de L ; il s'ensuit aussitdt que

Iuom:(L) = NomG(Q) y

donc aussi

Ncrma(L)/L = TiormG(Q)/Cenj‘.}(Q) = WG(Q) .

Psr 5.10.2 , on en déduit

Proposition 5.10.9. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif, Q un

tore critique de G . Le groupe de Weyl WG(Q) est(étale) fini sur S .

Remargue 5.10.10. Sous les conditions de 5.10.7 , on pesut expliciter

H'G(TR') — !\Iorm;(ZR,)fZR, « C'est le groupe constant assccié au quotient w1/w2 ’
-] o] o
ol 19«'1 est le sous-groupe de W formé des éléments qui normalisent le sous-groupe

de M engendré par RC: et W2 le sous-groupe de W engendrd par les S, » rER;}.

5.11. Sous-groures de type (RC) .

Définition 5.11.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Un sous~

Préschéma en groupes E de G est dit de type (RC) s'il est de type (R),
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(i) E est lisse et de présentation finie sur S , & fibres connexes .
(i1} Pour tout s & S, E- cortient un tore maximal de G- ,

et s'il vérifie en ou*re Ja erndition suivante :

(iii) pour tout s € S et tout tore maximal T de H—, l'ensemble des

racines de H—- par rapport 2 T est un sous—ensemble clos de 1'ensemble de touteg

= —

les racines de G- par rspport & T .
=

Remarque 5.11.2. Comme nous 1l'avons déji signalé en 5.4.8 , la condition (iii)

est conséquence des autres lorsque 6 est inversible sur 3

i)

¥
4
[N

Lemme 5.11.3. Secient (G,T,M,R) un S-groupe déployé et R' une e close de

R . Soient

R, ={reR*,—-r(¢R'}
R e X ot ool
By B qFERT , ~EERYE .
Alors R, et R, sont clos. Considérons les groupes Hoy s B, et UR,, (5.4.7
=

et 5.6.5 ) qui sont lisses et & fibres connexes.

(1) Le groupe U est invariant dans HR' » Hy, est le produit semi-

Ba
direct de UH par HR .
2 1
(i1) Hy est rdwtif, U, est & fibres géométrigues unipotentes;
1 2

=

tout sous-groupe invariant lisse et de présentation finie sur S , & fibres géome=

triques connexes et unipotentes de Bq1 egt contenu dans UQ y tout socus-groupe
F Ry
réductif de qu contemant T est contenu dans i
— 4 - 1
Py ‘1| g A
(iii) On a URQ o NGrmngR1) = @ .
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On a d'abord (4iii) par 5.6.7 (i) . La premidre assertion de (i)
résulte de 5.6.7 (ii) . Comme UR2 N Hﬁ1 = e (par (iii), le produit semi-
direct H'R1 -Hﬁz est un sous-groupe de Hp, ; mals ce sont deux sous-groupes de
type (R) de G, contenant T , et ils sont méme algtbre de Lie : Q,LR' ; ils
coincident done par 5.3.5 , ce qui ach®ve de prouver (i) . Démontrons maintenant
(4i); les deux premidres assertions ne sont autres que 5.10.1 et 5.6.5 ; soit U
un sous-préschéma en groupes de HR‘ s lisse et de présentation finie, inwvariant
(donc normalisé par T) , & fibres géométrigues connexes et unipotentes; par ‘%.6.12 B
on a, localement sur S5, U= UR" , o R" est une partie de R' telle que
R" N —R" =g .81 U ¢_ UR,. , alors R" ¢_ R, , donc il existe T €R" avec
-r ER' . Alors ZrC_ HH' ‘ES.4-3 ), donc Zr normalise U . Mais U contient
Pr et Z_ possdéde une section w telle que int(w) Pr =P__; cela entraine
-r € R" , contredisant 1'hypothése R" N -R" = @ . Bnfin, si L est un sous-groupe
réductif de H”ﬂ' contenant T , on a localement sur 35, L = HR"' s &vec RM!

gymétrique, donc contenu dans R1 .

Proposition 5.11.4. Soient S un préschéma, G un BS-groupe réductif, H un

sous-préschéma en groupes de G de type (RC) .

(i) B est fermé dans G, Norm.(H)/H est représentsble par un S-préschéma

en groupes fini é&tale.

- N - ~ - A r s . -
(11) =®H Possede un plus grand sous-préscheéma en groupes inveriant lisse

et de présentation finie sur S, & fibres géométriques conrexes st unipotentes;

on dit que c'est le radical unipotent de H et on le note rad (H). lLe faisceau—

i 3 e [ e i = i .
quotient H/rad \n} gst représsentable par un S-groupe réductif.

(iii) 31 T est un tore maximal de H, E posséde un sous-groupe
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réductif L contenant T de type (RC) possédant les deux propriétés suivantes .

—

-

ta; Tout sous-groupe réductif de H contenant T est contenu dans L :

(b) H est 1le rroduilt semi-direct H = L . radu(H:l, i.e:, le morphisme

canonique L —> H/rad"(H) est un isomorphisme .

De plus, L est 1l'unigue sous-groupe réductif de H , contenant T et

vérifiant 1'une ou 1'autre des deux corditions précédentes. Enfin, on a les rela-

tions suivantes :

Norm (L) = L
Norm,(T) = XNorm (T) ,
@ = W@
en particulier WH(T) est fini sur S .

Démonstration. En vertude 5.3.18 , (i} qui est local pour la topologie étale,
est une conséquence de la dernidre assertion de (iii). les assertions de (ii)
sont locales pour la topologie étale. On peut donc supposer &tre dans la situation
de 5.11.3 ol on conclut aussitdt par (i) et (ii). Bn vertu des assertions
d'unicité qui y sont contenues, (i1ii) est également local pour la topologie étale
et on peut encore se ramemner & la situation de 5.11.3 ob les propriétés (=) et (b)
ont été vérifides. L'unicité d'un L vérifiant (a) est triviale; 1'unicité d'un
L vérifiant (b) est évidente , vu (2) . La relation @EH(L:} =L n'est autre
que 5.11.3 (iii) ; si une section de H normalise T , alors elle normalise L ;
par unicité de L , donc est une section de L par ce qu'on vient de démontrer,

ce qui prouve la deuxidme relation; la troisidme est zlors triviale.
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proposition 5.11.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif , %c

1e forcteur des sous-groupes de type (RC) de G , qui est un sous-fonsteur du

—

Ho de 5.8.1.
foncteur I de

(1) é'ec est représentable par un sous-préschéme ouvert de Af,, lisse,

quasi-projectif et de présentation finie sur S .

(ii) Il existe un S-préschéma fini étale OC et un morphisme

cE:gfg —s ¢F
c =

lisse, quasi-projectif, de présentation finie , surjectif et & fibres géométriques

connexes, ayvant la propriété suivante

Pour tout S'—> S et tous H,H' & gt'@c(s') y B et H' sont conjugués

dans G (localement pour la topologie éizle, ou (5.3.11 ) sur les fibres géomé—

triques) si et seulement si ci(H) = cL(H') .

(iii) CL ot cf sont déterminés (& un isomorphisme unigue prés) par

les conditions précédentes.

(iv) si (G,T,M,R) est un déploiement de G , il existe un isomorphisms

C1 Zs gy [0‘_11 By est le schéma constant défini par 1'ensemble E des classes

de conjugaison modulo W de parties closes de R] tel que pour ftouie partie close

R' de R, cE(HB,} corresponde & 1'irage canonique de R' dans

ES(S) = Hom (S,E} =

loc. const.
, - ; 40 . 5
Il est d'abord clair que 2 ect un faiscea: (et) et gque (ii)
entraire que CL n'est autre que le faisceau-guotiept de légc per la relation
d'équivalence définie par la conjugaison. Cela entradns d'sbord (iii) . ainsi que

le fait qu'il suffit de vérifier (i) et (ii) localement pour la topologie étale.

On se ramdne donc & la situation de (iv) ; construisons d'abord un morphi sme
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£ MW e W .
c S

(S

I1 suffit de construire une application %:C(S} —_— ':SJ fonctorielle en S ; soj

3
donec H un sous-groupe de type (RC) de G ; comme H posside loczlement pour la
topologie étale des tores maximaux, et comme les tores meximaux de G sont conju-

gués localement pour la topologie étale , il existe une famille couvrante

isi —_ S} et pour chague i un gi& C—(Si) et une partie close Ri de R tels

- X 1 S

. _ . R ——_—— . ‘ =
que 1nt(gi) (B Xg Si} Hﬁi x, S, ; chaque définit une section r. de :

i.e. un élément de ES(Si); il suffit maintenant de prouver que la famille (ri)
provient d'une section r = f(H) de F]s sur S5 , et que celle-=ci ne dépenﬁ que de
H . Pour ce faire, on est ramené & prouver que HR' et I-'IR,, sont conjuguéds locale
ment pour la topologie €tale si et seulement si R' et R" sont conjugues par w
€lément du groupe de Jeyl W , ce qui est trivial.

Pour tout A € B, il existe un HOE MC(S) tel que f(Ho)=°< il suffit de
prendre Ho = RR‘ o1 R' est une partie close de R dont 1'image dans B est K
Si HE %Q{S’) , S'—> 3 , E est conjugué & H ~localement pour la topologie
étale si et seulement si f(H) = £ ['comme on le voit aussitdt par 1'argument pré-
cédent | ce qui montre que f_1(9‘i) s'identifie au quotient G/E_cg@_G(HO) , qui p&
5.8.2 est un ouert de 'jie , lisse, gquasi-projectif de présentation finie sur

S , & fibres connexes et non vides. Comme T‘S est 1la somme des sous-préschémas
ouverts images des sections correspondants aux o € T , jl(?c s'identifie & la som
dos £ (() ok € B , ce qui prouve (i) et [(if) - Bufin (Iv] est vérifié

par construction.

Corollaire 5.11.6. Si ue cf (s') , s'— s, c.l—T(u) est un S'-préschéma lis

quasi-projectif de présentation finie & fibres connexes non vides; c'est un ouvert
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4 #@ et un préschéma "homozdne" sous GS‘ (par sutomorphismes intérieurs). En
; ¢

jculier, si HE e1”'(w)(s') , le morphisme Gg, — ‘a‘f’g g1 4éfini par

4 : o > ~1
b - int(g) E identifie C-S,/Normss‘ () 2 el '(u) .

’

5 m}fé 5.11.7. En particulier, on a deux sections canoniques Uy de C4
c-orre@mﬂ ant respectivement aux tores maximaux (R' = f) et aux groupes de Borel
(R' = systéme de racines positives). Les S-préschémas 01-1(ut) et c,2-1(ub) ne
gont asutres que les S-préschémas Tor(G) et Bor(G) introduits en 5.8.3.

Nous verrons dans Exp. XXVI d'autres exemples.

Remarque 5.11.8, On peut construire un S-préschéma cf, de présentation finie et
non ramifié et un morphisme 55—3-— el lisse et surjectif, a fibres géométriques

connexes jouissant des propriétés analogues 2 5.11.5 (ii) et (iii).

6. Le groupe dérivé .

6011 E’I‘éllminai‘res.

Dans ce n®, on se fixe un préschéma S , un S-groupe déployé (G,T,M,R), un systéme

de racines positives R+ de R , on note
B =8 , B = By ; Twd®, T = 7% .,

J"L:Qq = O, T U
T+

*
€.1.1. On note T' 1le sous-tore de T "image de la famille r , r € R" ; autre-

ment dit T' est 1'image du morphisme de groupes
R

<0 s

== T
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défini par (z) —> fely T (zr,. On voit aussitdt que si R désigne 1'ensemdl,

des racines simples de R+ y le morphisme

R
¢c® —— m
= s

défini de la méme maniére est surjectif et de noyau fini. Si on identifie T a
* #, 1
DS(I"[) , alors T' s'identifie & DS(M/I\T) you N=M N V(R) (on note V(R)™

* *
1'orthogonal de V(R ) dans la dualité entre V et V

—

Lemme 6.1.2. Le morphisme défini par le produit dans T

rad (@) T ——s
est une isocgénie.

BEn effet, le morphisme canonique rad(T) —> T/T' provient par dualité

du morphisme de groupes commutatifs

M N VRS — w M NnvER) ,

@le 1l'on voit aussitdt &tre injectif de conoyau fini (ef. Exp. XXI, 6.3.) .

Définition 6.1.3. Onpose L1' =T .T'.U; c'est un sous-préschéma fermé de

=T T T

Lemme 6.1.4. Soient r une racine simple et wre NormS(T)(S) relevant 8,

intw) L'n L c Q' .

I1 nous suffit de prouver que si g & _‘;l'(S) et si intl:wr}g & _ﬂ.(s) ’

alors int(wr)g e fL1(s) . Par 5.6.8 , dcrivons

g =a exE{EY) £ expr{X) b,
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avec 2 €U A(S), YE r‘(s,o},'r) ; £ ETVS) , XE (s, (5’”) » b€ U(S) .
On a alers

int(wr) z = int(wr) a . int(wr) (exp(Y)t exp(X)). int(wr) b .
%n vertu de 5.6.8 (iv), on a int(wr) a & U_,:E(S) 4 int(wr) b & U?(S) .
I1 en résulte les équivalences (en posant h = exp(Y) t exp(X) )

int(wr) g e f1(8) & :'mt(wr) h & SL(s)

int(w ) g €SL1(s) & int(v) n€SL1(s) .
On est donc remend aucas ot g =h . Comme on a (4.1.12 )

g 0Ll o F_oge

P -r b
z NS _ p mp
T -r r
on est ramené A prouver l'assertion suivante :
. ¥ — t
1n‘t(wr) h & (P_T.T.Pr)(s) — 1nt(wr}hé: (P_r.T .Pr)(S} .

Or cette derniére résulte aussitdt de Txp. XX 3.12 , qui montre que la composante

sur T de int(w )h est de la forme t.r (z) € T1(S).

Lemme 6.1.5. Pour tout w & Nomg(T) (s) , il existe un cuvert Vw de G,

contenant la section unité, tel que

intlr) O N v C n o,

Choisissons pour chague racine simple r un W, & NomS(T) (S) relevant

8, - Pour tout point s & S , il existe un ouvert U de S contenant s , un

t € T(U) et sur U une relation

w o= W sewas W t , les Ty simples .
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On peut évidemment se contenter de faire la démonstration pour U = S ; elle ss

fait par récurrence swr n . Si n=0, alors w & T(S) et on prend V.=6;
[

supposons donc wW = wr » w!' , w' wvérifiant la conclusion du lemme; il existe
donc un ouvert V. , de G , contenant la section unité, tel aque
W 1

int(w') N1 0O Vw,C_ Ly | om peut alors écrire

int(w) SL* N int(w ) v, N S o

,Jnﬂ.ﬁ
int(wr) flvn 5k o€ v,

I

int(w ) |int(w") 2 D v
T W

par 6.1.4. Cn prend alors Vw = in‘t{wr} Yw' N 1L et ona terminé. ‘

Lemme 6.1.6. 1l existe un ouvert Vo de G , contenant la section unité, tel

que pour tout S'— 35, on ait

u(s) U(s?) N v (she Sfui(s) .

Soit en effet w_ un $lément de Norm;(T)(S) relevant la symétrie du

groupe de Weyl et wi € T(S) , c'est-3-dire tel que int(wo) U=1U, (5xp. XX,
3.6.14 ). Montrons que 1'ouvert vo = Vw de 6.1.5 répond & la question .

0
Bn effet

u(s') U (s)

int(wc)(int(wor*u(sr).int(wo)" u(s")

:'mt(wo)(U-(S’). u(s')) ¢ int(wo) Dty

D'on

U(s') UT(s") N v (s) ¢ int(wo) (s n v (sh) < Lor(sy) .
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Tout morphisme de groupes de G dans un préfaisceau en groupes commutatifs sur g

]

séparé pour (fppf) , s'annule sur Ker f .

La premiére assertion résulte aussitdt de 4.1.11. On a immédiatement
Ker £ N SL - Qo » ce qui prouve que Ker f est lisse sur S . Tout morphisme g
de G dans un préschéma en groupes commutatif séparé s'annule sur U et U , par
5.6.9 (ii). Il s'ennule donc aucsi sur T! par ®EBxp. XX 2.7 , donc sur JSL' ,

Prenant les notations de 5.7.10 , on voit que U, & Ker £(S) , ce qui montre que

Kerf:L_j u__r;’_',

U.F:U1

donc que Ker f est & fibres connexes et que tout g comme ci-dessus s'annmule sur

Ker £ .

6.2. Groupe dérivé d'un groupe réductif .

Théoréme 6.2.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

. " z t
(1) DS(G) @S—gr(a’g'm S) est représentable par un S-groupe constan

tordu, dont le type en s& S est ;rgred(ga) -rgss(G)

(ii) Notons corad(G) = DS(DS(G)) qui est donc un S-tore. Le morphisme

de bidualité

fo: G ——> corad(G)

(Bxp. VIII 1) est lisse et surjectif.

(iii) Le morphisme composé

rad(G) ~— & — corad(G)

est une isogénie.
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(iv) Le noyau de fo s noté
der(@) = Kér(fo}

est un sous—préschéma en groupes fermé de G , semi-simple sur S + gue 1'on

gppelle le groupe dérivé de G . Si G est semi-simple, der(G) = G .

(v) Tout morphisme de groupes de G dans un S-préfaisceau en groupes

commutatifs, séparé pour (fppf) ; s'anmile sur der(G) et sge factorise donc

per fo

Démonstration. Toutes les assertions du théordme sont locales pour la topologie

étale; on peut donc se ramener au cas oi G est déployé sur S . Considérons alors
le morphisme f de 6.1.8. Par la dernidre aggertion de 6.1.8 s On a aussitdt un
isomorphisme

N : 1
Homs gr(GLEm S) — ,EEES_gT(T/T i§m S} )

ce qui démontre (i) , puis (ii) et donne un disgremme commutatif

On a alors (v) par 6.1.8 , (iii) par 6.1.2. On a sussi Ker(f) = Ker(f ),

ce qui par 6.1.8 entraine que der(G) est lisse sur S et & fibres connexes;
il reste & vérifier que ses fibres sont semi~simples; or elles sont réductives par
Bxp. XX 1.7 , comme sous-groupes invariants de groupes réductifs. Par (iii)

rad (G) M der(G) est fini, ce qui entralne bien que les fibres de der(G) sont

semi-simples.

Remarques 6.2.2. a) Par construction, dans le cas oii & est déployé, der(G)
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est le sous-faisceau (fppf) de G engendré par les P .. T€R. (I1 suffit mime
de prendre les Pr o Rc Ut RO}.

b) Par (v) , der(G) est bien le faisceau (fppf) des commutateur.
de G (et mBme le préfaisceau séparé (fppf) ...).

¢) Lorsque S est le spectre du corps k alaébriquement clos,

der(G) (k) est le groupe des commutateurs de G(k) (Ixp. VI).

6.2.3. Considérans maintenant les deux suites exactes
e — rad{) — 6 —> ss5(G) —s e ,
e — der(G) —> G —> corad(@) —> e .
Comme rad(G) est central dans G , le produit dans G définit un morphisme de

groupes
u : rad(@) xsder((}} —> G

gui est couvrant en vertu de 6.2.1 (iii) , done surjectif, donc plat (Wxp. VI).
Son noyau est iscmorphe & rad(G) M der(G); qui est aussi le noysu de

rad(G) —> corad(G) , donc est un sovs-groupe fini de type multiplicatif de
rad(G) .

On raisonne de méme pour le morphiame

G ————> corad(G) Xg ss(G@) ,

dont le noyau est der(G) M rad(G) . On a donec la

Proposition 6.2.4. Soit G un S-groupe réductif. Les morphismes

rad(G) Xo der(G) — > G
G —— corad(G) Xo ss(G)

rad(G) ——————> corad(G)
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gont des isogénies centrales, leurs noyaux sont isomorphes.

Corolleire 6.2.5. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est le produit d'un groupe semi-simple et d'un tore.

(ii) G £ rad(G) X der(G) .
(1ii) 6 = corad(G) xg ss(G) .

(iv) rad(G) M der(@) = e .

6.2.6. Revenons provisoirement au cas d'un groupe déployé. Gardons les notatimns
* b -
de 6.1. Posons N=M N VR )L On a done 1= D WN) . Onavaque U.T' .U

était un voisinage ouvert de la section unité de der(G) . On a donec

Lie(aer(e)/s) =4r@ L1 007 .

rER
Comme les caractéres irduits sur T' par les r & R sont non nuls et distinets
(cf. ®xp., XXI 1.2.5 - on a d'ailleurs déji utilisé ce fait en 6.1.2 ) » R ast
un systime de racines de G par rapport & T . Il est alers immédiat (par
Perer(G}} que les morphismes c.p de der(G) "cont" ceux de G et de mBme
pour les coracines.

I1 en résulte :

Proposition 6.2.7. Dans les notations précédcatss, (do,‘-t‘("l:l_.T';}[/N,R'} est un

groupe d¢ployé de donnde radicielie der(R (G)). Le morphisme canonique der(G) — G

donne par fonctorialité le morphisme canonique de données radicielles

R(e) —> der(R(G)) de Exp. XXI 6.5.

N.B. Le lectsur pourra & titrs ¢ exercice construire le diagrarme de groupes
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déployés correspordant aux trois colonnes de gauche du diasramme de donndes radi-

cielles de BExp. XXI 6.5.7.

Proposition 6.2.8. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, der(G)

son groupe dérivé.

(i) Powr tout tore maximel T de G, T M der(G) est un tore maximal

de der(G). Pour tout tore maximal T de der(G) , Cent (T') = rad(G) T' est un

tore maximal de G . Les deux constructions précédentes sont inverses 1'une de

1l'autre et €tablissent une correspondance bijective entre tores maximaux de G

et de der(G) .

(ii) Pour tout groupe de Borel B de G, B N der(G) est un groupe de

Borel B' de der() . Ona B'" =B" . Pour tout groupe de Borel B' de

der(G) , Norm.(B') = rad(G) B' est un groupe de Borel de G . Les applications

précédentes sont inverses l'ure de 1'autre et &tablissent une correspondance bi-

Jective entre groupes de Borel de G et de der(GC) .

Par le théor2me de conjugaison locale des tores maximaux et la construc-
tion du groupe dérivé, la seule assertion qui reste & prouver dans (i) est 1la
suivante; si T est un tore maximal de & , alors T = (T N der(G)).rad(C) =
= EQEEG(T N der(G)) . La premidre assertion est triviale (car on se ramdne au cas
déployé); la seconde en résulte aussitdt, car rad(G) est central dans G , donc

- Centg(T) = Cents(T M der(G)) . On raisonne de mdme pour (ii).
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6.3. Sous—groupes & guotients commutatifs.

6.3.1. Soit G un S-groupe réductif. Si H est un sous-faisceau en groupes de
G , les conditions suivantes sont €quivalentes :
- H contient der(G) .
- H est distingué ; G/H est commutatif.
Alors le morphisme canonique £: 6 — corad(G) envoie H gur un sous—faisceau
fo(H} de corad(G) ; on a
G/E =~ corad(G)/’fD(H) ]
H/der(H) =~ £ (E , der(6) = der(®) ,

E

-1

£ (fO(H)) .

Comme der(G) est lisse sur S et & fibres connexes, H > £ _(E) établit une
correspord ance biunivoque entre sous-préschémas en groupes fermés (resp. rétro-
compacts) de G , contenant der(G) ; lisses sur S et & fibres connexes et sous=
préschémas en groupes fermés (resp. rétrocompacts) de corad(G), lisses sur S et &
fibres connexes. Or corad(G) est un tore, donc un sous-préschémza en groupes lisse,
a4 fibres comrexes et rétrocompact de corad(G) en est un sous-tore (Exp. X 8.2 },
donc est fermé dans corad(G).

6.3.2. Si H est un sous-préschéma en grouves fermé de G , lisse sur S , & fibres
comnexes et distingud dans G , alors H est réductif. Si de plus H o der(G) ,

alors der(H) = der(G) et i‘o(i{} s'identifie & corad(H). On a donc démontré la

Proposition 6.3.3. Soit G un S-groupe réductif. Tout sous-préschéma en groupes

Hde G, distingué dans G , & guotient commutatif (i.e. contenant der(G) ) , lisse
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sur S , 4 fibres connexes et rétroeompact dans G est fermd et rédductif. On a

der(H) = der(G) , fo(H) s'identifie & corad(H) ; on a

G/E 2 corad(G)/corad(H) ,

H = (HNrad(e)). der(s) .

De plus, H }-—»fD(H) définit un isomorphisme entre l'ensemble des sous-groupes H

de G possédant les propriétés précédentes et 1'ensemble des sous—tores de

corad(H) .

Par une nouvelle application du thdordme de Noether, on en déduit la

Proposition 6.3.4. Soient § un préschéma, G un S-groupe réductif, T un

tore maximal de G . Pour tout sous-gzroupe H de G comme ci-dessus, T MNH est

un tore maximsl de G et on a

G/H

/T NH,

H (T N H). der(c) .

De plus, HPF> TNHE est un isomorphisme entre 1l'ensemble des sous-groupes H

de G comme ci-dessus et 1l'ensemble des sous-tores de T eontenant TNder(G) ,
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GROUPES REDUCTIFS; UNICITE DES GROUPES EPINGLES

par M. DEMAZURE

Le but de cet exposé est la démonstration du théordime d'unicité
(Théoréme 4.1 ). Celui-ci a $té démontré par CEEVALLEY dans le cas d'un corps
algébriguement clos; la méthode de réduction asu rang deux utilisde ici est éé;ale-
ment due & CHEVALLEY (voir BIBLE, exp. 23 et 24). Chemin faisant, nous obtencns

une description explicite des groupes réductifs par générateurs et relations (3.5).

T‘ -4 i l B.

Définition 1.1. Soient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déployé (XXII, 1.13),

On appelle épinglage de ce groupe déployé la donnée d'un systéme de racines simples
*
R, de R et pour chaque r € R, dlune section X €T (S,G}r} ]

Autrement dit, un épinglage du groupe réductif G sur le préschéma

non vide S est la donrnde :

(i) d'un tore meximal T ,

(11) d'un groupe abélien ¥ et d'un isomorphisme T == DS(M),
(iii) d'un syst®me de racines R de G par rapport & T ,

(iv) d'un systime de racines simples R de R,

(+) d 'un Xr & r‘fs,fgr]* pour tout r & Ro ; clest=2~-dire 4 'un
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n = ) 5
., - eIPr(Xr; & Pr(S) pour tout rg R_,

vérifiant la ecordition (D 1) de Bxp. XXII , 1.13 (en effet la conditien (D 2)

de loc. cit. est automatiquement vérifide).

Tout groupe déployé posside un €pinglage; en particulier, tout groupe

réductif est localement épinglable pour la topologie Stale.

t.2. 8i G est un S-groupe €pinglé, c'est-z-dire un S=-groupe déployé muni
d'un épinglage, il est muni canoniquement du systdme de racines positives H+
défini par Ro s du groupe de Borel B = B correspondant, du groupe de Borel

i
U u

opposé B = B_- y des groupes unipotents =B , U = 5 , de l'ouvert U .T.U .

R
ete... . De méme, pour chagque Tre& Ro » Oon a un iscmorphisme canonique de groupes

vectoriels

[4éini par
p (x) = emfxXx) = u X ] ’

normalisé par T avec le multiplicateur r , et dont la donnde équivaut & celle
de X_ (Bxp. XXII, 1.1 ).

S »*
Par dualité, on en déduit un X I_é L” (S,Q}' N7 et un iscmorphisme
= v

p_: G —_—— i P

-r  =—a s o

qui est le contragrédient du précédent (%xp. XXII, 1.3 Ve
On posera (Exp. XX, 3.1 )

=
il
=
Il

p (1) p__(-1) p_(1)

. -1)
p_r( 1) pr(1) p_r( 1) .
Cn a alors (loc. cit. 3.1 , 3.7 )

2 * * ~1
= - i - > (I )
W r (-1) , mt(wr)t = sr(t, =t r (r(£)) "
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> {hint(wr) p(0) = p_ (%) =p 7",

M) X, = -X_ ,

int(w ) p__(x) = p_(-x) = pr(x)“" ,

Ad{wr) X _ =-Xk_ .

Neous utiliserons systématiquement les notations précédentes dans la

suite.

Définition 1.3. Soient S un préschéma, (G,T,H,R,RO,(Xr]) et (G';...) deux
S-groupes épinglés. On dit que le mcrphisme de groupes déployés (Bxp. XXII, 4.2.1 )

fi16 —— o

eat compatible avec les &pinglages, ou définit un morphisme de groupes épinglés

EL (notations de loc. cit.) u(Rc) = R'O et si, pour tout r & Ro s On a

f(expéxr)) - expu(r)(xiz(r))’i'e' f.‘ur) = utlz(r) ‘

1.4. Si on note gf{r) 1l'entier de loc. cit. , on a donc

£lp (x)) = p&(r)(xq(r)} pour T & R,
done aussi

£ () = bl &),

f(‘d’r) = w:z(r) -

Rappelons fExp. XXII, 4.2 ) que l'on a pour tout r& R , et tous zégm(sr) .
te T(s") :
$() = w0 @M - u@* 1)

1

u(zr) £(t)) = =(t) a(x) s
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1.5. Appelons donnée radicielle épinglée une donnée radicielle munie d'un sy
de racines simples, et p-morphisme de données radicielles épinglées un p-mor
dedonnées radicielles (Exp. XXI, 6.8) transformant racines simples en racima
simples., Si G est un S-groupe épinglé, on note R(G) la donnée radicielle épi

correspondante (c'est la donnée radicielle de Exp. XXII , 1.14 munie de Ro)'

p l'entier défini en Exp XXII, 4.2.2. On a alors

Scholie 1.6. G +—>M(G) définit un foncteur de la catégorie des S-groupes

réductifs épinglés dans celle des donndes radicielles é€pinglées (avec p-morphiam

1.7. Les groupes épinglés ZE-‘( i
1

Soit R1 une partie du systéme de racines simples Ro du groupe épinglé G .

Soit TR le tore maximal de ﬁ Eer T, ; posons
1 TE RT

231 = (Cent (TR1) 2

Notons R' = Z . R1 M R ; on sait (Bxp. XXI1I, 5.10.7 ) que ZR est un S-group
N 1
réductif, de radiecal TR y que (T,M,R') en est un déploiement et R?
1
de racines simples. Il en résulte que fZR1 " T,!"I,R',I’vl1 ; (xr)reR1) est un
S-groupe €pinglé. Nous munirons toujours ZR de cet épinglage. En particulier,
1

un systém

on considérera les groupes

T {r} r B = z{r,s}

On notera B, =B N Z, 3 on sait (loc. cit.) que c'est le groupe de Borel
1 1
canonique de ZR » et gue sa partie unipotente est UR = UN Z, + En parti-
1 1 1
culier, on a
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On notera

U =0 = U 2 - T 1 By o

rs gr,a}_ Ts £ & A
* “ra

ot j,.rs est 1'ensemble des racines positives combinsison lindaire de r et de s .

Soit maintenant f : G —G' un morphisme de S-groupes €pinglés. Si
wi R— R' est la bijection correspondante et si R1 est une partie de Ro 5

} = R! est une partie de Ré , et il est clair que f envoie 'I‘R1 dans
1,, donc ZR1 dans Zé; « Le S-morphisme correspondant
fR‘i PR T ARy
est compatible avec les épinglages cancniques; il définit un morphisme de données
radicielles épinglées

R (fg ) 2 R(2h,000) — R (zy,...)
1 1 1

et les morphismes M' — M sous-jacents & R (f) et R (fR ) coincident.
1

1.8, Etude du groupe Nomg{T) .

Pour chague couple (r,s) de racines simples, notons :'1r l'ordre de
1'élément (ar 35} du groupe de Weyl W . ®n particulier, on a n,, = 1 « On a donec

n,.
A ®e 1(s).

(wr W

Définition 1.8.1. Pour tout (r,s)& Rr} x Rc , on pose

I
Irs
tL. = ('n'r W) € T(s) .

De plus, on pose (Bxp. XX, 3.1 )
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Proposition 1.8.2. Soit H un S-foncteur en groupes transformant sommes direct

de préschémas en produits (par exemple un faisceau pour la topolozie de ZLariski),

Soient
fT ¢ T —3 H

un morphisme de groupes et h (r e RD) des éléments de H(S).

Pour qu'il existe un morphisme de groupes (nécessairement unique )

fy ¢ Norm () ey ®

qui induise f, sur T et tel que flw r} =h,6 pour re& R, » il faut et i1

suffit que les dewux conditions suivantes soient vérifides :

(1) Pour tout r& Rc , on a

Coi = B B =
fals (t)) = h, £,(t) n

pour tout ¢t & T(s') , 3' —> s {:i._e_. fp 0 s, = int(hr) o f, ).

(i1) Pour tout (r,s)¢ R xR , ona

- w Y rs i
j':.TL“ (trs) (hr na’

Munissons en effet (Sch) de la topnlogie G engendrée par la prétopo-
logie dont les familles couvrantes sont les sommes directes; 1'hypoth®se de 1'énon
dit que H est un % -faisceau. Soit L 1le groupe libre de générateurs (mr) i
et L, le sous-groupe invariant engendré par les £1éments (m m ) il

-

(r,s) & R x R« Seit g: L —> W le morphisme défini par gl:m ) =8, on
sait (":xp. KKI 5.1 ) Que g induit un isomorphisme g de L/L1 sur W .
Faisons opérer L sur T par l'intermédiaire de g (ou, ce qui revient au mépe,
par m_t = sr(t} ). Soit Ly le groupe constant défini par L , considérons le

produit semi-direct T'LS = N pour l'opération précédente. On a un morphisme de

S—groupes
: T = N )
h: T LS i) _*_O_IEG\T,
unique tel que h(mr} =, h(t) = t pour tout t € T(s'), 8' —> s,
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* i N.‘ le sous-faisceau en groupes distingué de N engendré par les

n
-1 rs
Aa .(mr ms} (r,s) & R xR, .

On & évidemment N,I C Ker h ; considérons le morphisme induit

h, : N/N

; ———3  Norm.(T) .

1 T

Prouvons que h1 est un isomorphisme. Comme h dinduit sur T 1'immersion cano-

nique gui est un monomorphisme , le morphisme canonique

IS i

est également un monomorphisme, donc induit un isomorphisme de T sur T N‘I/N‘l -

Pour la méme raiscn h1 induit un isomorphisme de T N1/H1 sur T ; pour prouver
que h1 est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que le morphisme corres—

pondant

hy ¢ N/ T B, s NomG(T)/T

est un isomorphisme. Or T N1 est le sous-— c?.s‘-?—faisceau en groupes distingué de
N engendré par T et les (mrmsﬁnrs , c'est-2-dire le sous- O —faisceau engendré
par T et L1 s c'est-&~-dire T.L1 S - Le morphisme h2 s'identifie donc au
morphisme

_a L \ g
g'LS/1S > W

qui est un isomorphisme par construction.
La démonstration de 1.8.2 est maintenant facile; les conditions sont
évidemment nécessaires; prouvons gu'elles sont suffisantes. La condition (1)

montre qu'il existe un morphisme

s N ———» H

tel que u{mr) pour I‘é‘.RD »et u | T= f . Lacondition (ii) dit que

i

=h
iy
U sg'annule sur N

]

;0 Ce gui entraine aussitdt le résultat.
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1.9, Fidélité du foncteur (R .

Proposition 1.9.1. le foncteur (K de 1.6 est fiddle : si

£ . —
f,g : G G!

sont deux morphismes de groupes épinglés tels gue KR (f) =R (g) , alors f = g .

En effet, f et g coincident sur T , P (r & ac} et P_r(rE-.Ro};
il suffit donec d'appliquer :

Lemme 1.9.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif épinglé , H un

S-préfaisceau en groupes, séparé pour (fppf). Soient

f,&g% & _._.__..__*___:;. H

deux morphismes de S—-groupes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(ii) ¢ et g coincident sur T , sur chague P {rG_Rn), sur cha-
que P_r (r & Ro) g

(i1i1) f et g coincident sur T , sur chague P (re_no) et
= ) c q R .
f(wr) g(wr; pour chaque r & 5

%n effet, (i) =) (ii) est trivial, (ii) = (iii) résulte aussitdt de
la définition de W (1.2 ). Reste & prouver (iii) =3 (i) . Si r& R, il existe
une suite {r.J’-C..R avec T = =8 s ... 8_ (r .,) donc

i -] T T rn n+1

P =int(w_ ...w )P p
r r Ir r
1 n n+1

ce qul prouve que f et g coincident sur chaque Pr . I1 s'ensuit que f et £
coincident sur -SL , donc coIncident (Exp. XXII, 4.1.11 ).

Remargue 1.9.3. S5i G est semi-simple, on peut, dans (ii) et (iii) supprimer
1'nypothése que f et g coincident sur T . Bn effet, G est engendré comme
faisceau (fppf) par les Pr, r €R (®xp. XXII, 6.2.2 a) ).
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Générateurs et relations pour un groupe épinglé .

Dans ce n®, on se fixe un S-groupe épinglé G . 3i r,s £ Ro , on

emploiera les notations zr " zrs , Urs ) A de 1.7

phéoreme 2.1. Soient S un préschéma , G un S-groupe épinglé, H un S-faiscesau
Théoreme 2ELBcead

en groupes pour (fppf). Soient

: N —_——
for 3 I\:om&.(T) H

£ @ P e ; re<R,
r T

des morphismes de groupes. Pour qu'il existe un morphisme de groupes (nécessaire-

ment uni u_ue)

f: ¢ — > =

- prolongeant £y et les fr(r & R) , il faut et il suffit que les conditions sui-

vantes soient satisfaites :

(1) ©Pour tout r & R et tout s€R, ona
F; \\ — -
1nt(fN(wr” of = fsr(s} o 1nt(wr) R

(ii) Pour tout re Ro s 1l existe un morphisme de groupes

. gig. =3 H
r T

prolongeant f.0 0 w8 £ g{omzr(T) .

P = Fa . = 3
(iii) Pour tout couple (r,s)& R, xR_, il existe un morphisme de

3 {5 P, U Y.
rs - t rs

e
jw

groupes Ur3 ~——3> H induisant ft sur P, pour T C

Démonstration. 2.1.1. Les conditions de 1'énoncé sont &évidemment nécessaires.

. i . - - - f .
Choisissons d'autre part une structure de groups totzalement ordomné sur i'"OI\R} de

maniére gque les racines > O soient les didments de R (Bxpe. XXT. 3.5.€6 }: 1oui
broduit index€ par une partie de R sera pris relativement & cet ordre. Notons T
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la restriction de fN 2 T et considérons le morphisme

f:-—r)_ = H

défini ensemblistement par

e (T T gy .¢. T T x)= 1T £ (). fot).-rrfr(xr)

-
<

reR rc R -

Tout morphisme vérifiant les conditions de 1'énoncé doit prolonger f ; d'au:re
tout morphisme de groupes T & —5H prolongeant f prolconge aussi f’-\i P en
IC"wr) et 41 |

prolonge f, par hypothdse. Par ®xp. XXII, 4.1.11 (ii) , on est domc ramens

effet, prolongeant fr et T , il vérifie t (wr) = Fr(wr} = £
prouver ;

Proposition 2.1.2. Le morphisme f : L — 5 H défini ci-dessus est "g#éné
quement multiplicatif'; plus précisément, pour tout S'—> 3 et tous x,y & E 2 )
tels que xy &€ SL(S') , ona flxy) = £(x) £ly) .

Lemme 2.1.3. Si né& Norm (T)(S') , ' — S, et si r,8 € R avec

int(n) P_ =P , i.e. 1nlr) = s, ona
T s ' =% _
mt(fﬂ(n)) of = f_o int(n) .

En effet, il suffit de vérifier la formule pour un systdme de générat
du faisceau Normg(T) i elle est vraie pour chaque w_, T€ R (par (i) ) , i1
suffit donc de le faire pour n € T(S'). C'est trivial par (ii) si r est sir
sinon, on prend un w & W tel wl(r)e& Ro ; écrivant w comme produit de
symétries fondsmentales, on est ramené & prouver que si la formule est vraie pot

X

r et pour tout n , elle l'est aussi pour w. (r) et t € T(3') on ro-‘- 3
(o]

OI', par (1) sy O & @

- ) = 3 - i -
int £.(t)o £, () = int £yt w, ) o £, 0 int (v ) = £, (z)°int (tw,)e int (v
I‘O O o] I'o o
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Lemme 2.1.4. La restriotionde f & U (resp. U) est un morphisme de

groupes: ®n particulier, cette restriction est indépendante de 1l'ordre choisi

gur les racines.

I1 suffit de faire la démonstration pour U . ®n vertu de ®xp. XXII,
5.5.8 , il suffit de vérifier que pour tout couple r « s de racines posi-

r(s-} ) x € PS(S‘) s S'—38

gl

tives, on a pour tous xré_

-1 -1
v =
fs (x) fr(xr) fs(xs ) = f(_xs x X ¥ :

Fn vertu de Exp. XXII, 5.5.2 il existe des x, € Pt(s') (t = ir+js € R ,
i, 3 > 0) avec

et on doit donc vérifier la relation

]

] ftfxt) .

t = irtjs
i,j >0

£(x) £ (x) £ (TN

Par ®Bxp. XXI, 3.5.4 , il existe un w& W tel que wlr) = roé Rn i

wis) € & _ (notationsde 1.7 ) oi s € R_. Relevant w enun
oFo =

n € Norm (r)(s) (par Bxp. XXII, 3.8 ) il suffit de vérifier la relation pré-
cédente aprés conjugaison par fw(n). Par 2.1.3 , on est donc ramend au cas oh
rs € A , cas o on conclut par la condition (iii) .

00

Lemme 2.1.5. Soit n¢& Nom:_(T}(S} tel gque int(n) U = U (1__. . oue n

B0oit la gymétrie du grouve de Weyl (Ixp. XXI, 3.6.14 )).

Pour tout u& U(s') , 8' —>5 (resp. u€ U (s') ,S8'=8), ona

Irmédiat par 2.1.3 et 2.1.4.
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Lemme 2.1.6. Soient u & B(s') , ve B (5", gefL(8'),s'5 8.
Alors
flvgu = £lv) £flg) £l .
En effet, posons v = v, t1 3 B va t2 u2 g U= t3 u3 y  avec
L U (s , ty & T(8') , u, e U(8'). On a
» = Y e { { { 3 R
flv) flg) flu) = f(v1, fT\tT) f\ve) katE) £(u,) fT(t3; £ ()

d 'une part et

f(v g u)

1T 1 2

]

Utilisant 2.1.4

expression, on obtient

tvgu) = f£lv,) f(t1v2t:1) £0 £ 4 f(t;' u, t5) £lug) .

On est alors ramené aux formules

-l
f(t1 v, t, )
i

L I -

£t uy ts)

qui résultent de la définition de f

Lemme 2.1.7. Soient r€ R et g en(s') O int(wr)'1 2

Alors

-1
f(wr g 'r )

En effet, scit g € QL (8")

v, €, v tT b, bl b, ' w ty vy )

1 t w237y Ta

évidentes

1]

£.(,) £(v)) £.(6)7"

-1

()" £u) fp(e5)

et de 2.1.3.

(st)

= fN(Hf) £(g) fN(wr)-1 .

y 3' —5 5 . Ecrivons
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£( Wyt s ) fT(t,] t, t3) £{ ty u, ts o 03) A

pour décomposer les deux termes extrémes de cette dernidre
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T o e U (), x €P_(5), te&mn(s) , x € P(S), b& USs') par

- Bxp. XXII, 5.6.8. Par 2.1.3 , 2.1.4 et le feit que s, permute les racines
positives £ v (cf. Exp. XXI, 3.3.2 ) , int(vw ) a € U o(81) , int(w) b€ U (s)
et la formule & démontrer est vraie pour g=a ou g=5b . Par 2.1.6 , on

est donc ramené & démontrer 1'assertion cherchée lorsque g = x t R & Zr(S’} .

-r
Mais alors "tout se passe dans Z " et on conclut par les condition (1ii) de

2.1

Lemme 2.1.8. Soit n € N';I‘EG(T}(S). Pour tout S'— S5 et tout g € N (8')
tel que int(n) gen(s'), ona

tngn) = fy(n) 2(a) £,(0)7" .

C'est trivial si n € T(S) (par 2.1.3 ). Les deux membres de la formule,
précédente définissent des morphismes de LN intl:n}_1 SL dans H ; pour véri-
fier qu'ils coincident, il suffit de vérifier qu'il existe un ouvert ‘In de SL,
contenant la section unité tel que int(n) v < 2, et que £ o int(n) et
int fN(n) o f coincident sur V_ . En vertu de la structure de NLT'EG(T) i
il suffit de prouver que si 1'assertion précédente est vraie pour un

' y i = R 5 i = n' "
n'e NomE(T) (S} et si r» & 5 @ elle est vraie pour n n wr Posons

vV o= _Q-r"int(w)'”v,
n e o I

Ona int(n) V. ¢ int(n) v..& £k . si gV (3" , ona
n n n !

int(n} &= in‘tfn') int(wr) g .

Or int(wr) g & Vn,fS'] , donc par hypothdse

s f A .
f‘(lnt (n') int

w) g = int(fy(n')) f(int(w ) &) ;

comme int(wr) g € SL(8') , on peut appligquer 2.1.7 , qui dorne
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tlint(w) &) = int(e,(w)) £(&)

et on conclut zussitht.

Démontrons maintenant 2.1.2 ., Soient z,x'&  (3') ; écrivons comme

d thabitude
X = vtau g XV o= T grow?
d'ol

xx' = vt (uv?) £ u' .

Par 2.1.6 et la relation U (5') fr(s') U(s'") = 2 {(5') , on est ramend a

prouver que si uv'€ 2 (8') , eona flur') = flu) £(v') .
Soit n& Norm (T)(S') comme dans 2.1.5 (ii) . On a
£w) = £, t(nun) £,
= w
flv) = fN(n} flnv'n ) fH(n) ;
par loc. cit., d'ou
£(u) £(v)) = £,(0)7 flowm Dilava ) £@) .

Mais nun @ & U (8') , ) & U(s') , de sorte que

f(nun“1) f(nv'n#T) = f((nun-1)(nv‘n*1)} = f(nuv'n-1) 5

ce qui donne

£(w) £(v?) = £, £l w' 1) £(n) .
Si uv'e Q(S') , on peut appliguer 2.1.8 et on a terminé .

Remarque 2.2. An lieu de se donner fN » on peut se donner un morphisme de
groupes fT : T—>H , des sections hr € H(s) (r e.Ro) y vérifiant les condi-

tions de 1.8.2. Il faut alors remplacer la condition (ii) du théorime par
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(ii') Il existe un morphisme de groupes Fr : Zr —> H qui prolonge

fr i f—r . fT et vérifie Fr(wr) = hr .

Nous allons maintenant donner au théorime précédent une forme plus expli-

cite. Gardons les notations précédentes.

Théoreme 2.3. Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé . Soient

HE un S-faisceau en groupes pour (fppf) ,

fT:T —_ » H N

fr:Pr—---h—> H ,rf&Ro

des merphismes de groupes et

hI' € H(S) ) (I‘ S Ro) ’

des sections de H . Pour qu'il existe un morphisme de ocupes
(225

f: 6 —— s H

(nécessairement unique) induisant fp et les f_ (r(-_-.Ro) et vérifiant

f(wr:' = h_  pour tout r € R, il faut et il suffit que les conditions sui-

vantes soient vérifides :

(i) ©Pour tout S'—3»S , tout t € T(3') , tout r & R, et tout
x&P (5) , ona

-1 l »
(1) fT(t) fr(x} :’;D(t] = f (int(t) =) .

(ii) Pour tout r & R, , tout 8'—> 5, tout t & T(s'), on a

- ; -
(2) h fT{t} nr1= fTisrft)) [: fT(t.r*r(t} )] ;

(iii§ Pour tout (r,s} € Ro x R{__ y ON a
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n
\ ra _
(3) (hr hs} = fT(tra) .

~~

iv) Pour tout r & RO , on 2 (rappelons qu'on note W expr(xr)).
'*
(4 CHP T DI

(v) Pour tout (r,s) & Ro xR , r # s , il existe un morphisme de

groupes

. T I
frs'Lrs E—

vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Ona

(5) flP:f,f'P:f i

b) Pour tout t & At A1 (resp. t £ 8) , et tout

x(:Pt[S') y S'—>8S , on a

Il

(8) int(hr) frs(x) frs( int(wr) xY 3

( resp. int(hs) frs(x) frs(int(wr) x ) .

Démonstration. L'unicité est claire par 1.9.2. Prouvonas 1l'existence.

Lemme 2.3.1. Il existe un morphisme de groupes

s )
it Nomg(T, —> H

prolongeant f, et vérifiant fN(wr) = n .

r
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C'est en effet ce qu'affirme 1.8.2 , compte tenu des conditions (2) et

(3)-

Lemme <2.3.2. Il existe un morphisme de groupes

F:2 — 5 5, r€R_,

prolongesnt £ , £ et vérifiant Fr(wr} = h_, donc prolongeant

£y Norm, (1) -

r

C'est clair par Exp. XX, 6.2 et les conditions (1) , (3) et (2)

Lemme 2.3.3. Pour tout (r,s) € R0 x Rc’ ris , tout ne EprmErS(T}(S)

tel que ';(r) =T (resp. .;(r) = 8 ), i.e. int(n) Pr = Pr (regp.

int(n) P = PS) y tout S' =2 S et tout x & PT(S') , on a

I

int(fN(n)) fr(x) fr( int(n) x)

(resp. int(fn(n)} fr(x)

Il

fs(int(n) x) ) .

En effet, il existe un t & T(S) et une suite { ri} & { r,s} tels que
n=1% W eee LA La condition est vérifide pour n =t par_la condition
k 1
(1}. On peut donc supposer n = W oeee W Faisons la démonstration par
k 1
récurrence sur k , i.e. supposons l'asssertion prouvée pour tout n qui

s'éerit comme un produit de moins de k-1 symétries fondamentales (et vérifie

les hypoth®ses du lemme). Considérons les racines

Si tous les u, sont positifs, i.e. € A » on peut appliquer la condition (v)
de 2.3. ; prenant les notations de 2.3 (v), on conclut sussitd+ par récur—

Tence gue
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3 Y iy o« v
int fN(Wr. . WI‘ :] fr(x, — f""‘s \ mt'(wr + e 5“1) X

1 N 1 1

soit pour i =k la propriété cherchée. Si tous les u, ne sont pas positifs,
-

il existe un j < k avec

¢ R

uj € R+ 2 uj-m i g
Comme L sr.(uj} , il s’ensuit aussitét que u, = rJ. s PAET BExp. XXI,
3.3.2 , donc que Ju est r ou s, et on peut décomposer n en

J

n = * « I 2
nt = wr i ot wr 3
i - j+1
n"= w e e W »
=
J 1

n' et n" vérifiant les hypoth®ses du lemme et &tant produit de moins de
k-1 symétries, donc vérifiant par 1'hypothdse de récurrence la conclusion

du lemme.

Lemme 2.3.4. Soit r € R. §i n,n' € NormE(T)(S) et ss'e R yéri-

fient E(r) =8 et a'(r) = s » On a
int f (n)"1 f (nx n-1) = int T (m')"1 f (n'xn'-1)
T s - T s' 4

pour tout x & Pr(S'}, S'3s.

Il suffit de vérifier que si n(r) =s, =r,s € R_, alors
int fT(n) of =f_oint n. Or d'eprés le lemme de Tits (Exp. XXI, 5.1 ),

il existe une suite de racines gsimples r =1 , r1,...,rm = 8 , una suite

o
d 'éléments W, € W, i=0,140sym1 , avec

T
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:‘_--Tla condition suivante étant en outre vérifide: pour tout i = 0,1,... m-1
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s IL
-existe une racine simple S:i. telle que

W, W r, = P, & s,
:Lé' TS ' i+1 g s T e

On est alors ramené par récurrence au cas traité dans le lemme précédent.

2.3.5. Il existe ume famille f! , t< R, de morphismes de groupes
Lemme £ pe
f% : P, —> H vérifiant

t
(i) Pour r€R ,ona f'=f ,f' -F ’P ot F_ est défini
= [o] A———— r =T r -1 el 5 ] ——————
dans 2.3.2.
(ii) Pour r,s€R_ et tears,ona fil;zfrsrpt'
(iii) Pour tout n €& Norm,(T)(S) et r,s € R tels que n(r) = s,
on a
int fﬁ(n) f;(x) = £l ( int(n) x)

pour tout xéPr(S'} , 8' —» 5 .

Pour toute racine r€& R, il existe un n € N_or_yG(T) (8) tel que
n(r) € Ro . Définissons alors fl'_(x) comme l'expression de 2.3.4. Celle-ci
est indépendante du cheix de n et f;_ est bien un morphisme de groupes. La
propriété (iii) est vérifide par construction. La premidre assertion de (i)

est claire (prendre n =e ) , 1la secorde aussi (premdre n = w_ et appliquer

- r
n(t) =r ou s; on applique alors (iii) et les conditions (5) et (6) et on

& prouvé (ii) .

2.3.2 ); 5i t €A, (r,s € Rb}’ il existe n ¢ Norm, s(T)(s) tel que

2.3.6. Démontrons maintenant le théorime en prouvant que les conditions de

2.1  sont vérifides , pour les morphismes £y et £! , x € R .

287




2.1. (1) résulte de 2.3.5 (iii) ,
2ol (ii) résulte de 2.3.5 (i) et 2.3.2 ,
2.1. (1ii) résulte de 2.3.5 (ii) et du fait que £, estun

morphisme de groupes.

Un corollaire évident est !

Corollaire 2.4. Soient 5 un préschéma , G un S-groupe épinglé de rang

semi~simple » 1, H un S-faisceau (fppf) en groupes.
Pour chaque (r,s) & Ro x Ro s soit

F : 2 D H
Trs TS

un morphisme de groupes. Pour qu'il existe un morphisme de groupes

£: G > H

induisant les Frs y il faut et il suffit que pour tout (r,s)e€ Ro x Ro y

on ait

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifide.

. I
= = - F
Posons fT Fﬂ_ | T (qul ne dépend pas de T , car Frr | g Fral T 5

T).»
5|
Posons p =F_ |P , b = Frr(wr) y fo=F. iUrs . Les conditions de 2.3
sont évidemment vérifides : (1) , (2) , (4) "se vérifient" dans Z, ., (3 ,
(5) et (6) dans er . Il existe donc un morphisme f : G—> H prolongeant
& p— = L sl
fT , les fr s TE Ro et vérifiant f(wr:} hr ; i1 coincide avec Frs sur

des générateurs de Z__ , donc vérifie f | Z =F .
rs Ts rs

On a également le corollaire technique suivant :
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Soient S un préschéma, G et G' deux S-groupes épinglés

h: R(G') — R (G) un ogmorphisme de donndes radicielles

A =
" gpinglées. Choisissons pour chame r € R, un X € T (s, %r) —_——

*
I'( ) e (s, aJ,u(r)) (prolongeant les choix canoniques pour r & R .
. ulT

Supposons réalisées les conditions suivantes :

(i) S‘_i- RO = {r, B} y ON a Ds(h) (tI‘E) = tlll(r)ul:s)
(ii) Pour tout r & R, et tout s€R _, s Ar (d'on Sr(s)e a+),
‘gl z & Em(S) est défini par

Ad(wr) X, = =z xsr(s) )

on a aussi ( )
Ad(w&(r)) Xigy = z 1S x&(srisn .

(iii) Il existe un morphisme de groupes f : U — U' tel que pour

tout r&R_'_ » On ait pour tout =x éga(S'), S3'—5 .

CL(I'} Xt ) i

f(expxxr)=exp(x G

Alors il existe un morphisme de groupes épinglés G —£ 5 6t tel que

R(g) =n.

En effet, on définit fr : Pr —> G' par

£ (expxx ) = exprq[:r) Xtea)

u(r)
on f = ) h = ) " =) nditi . iri-
pose f, Ds(b, , LA Les conditions de 2.3  sont véri
fides (remarquer que q(sr(s)) = q(s) (Exp. XXI, 6.8.4 ) et que 1'on a tou-
‘O = ' (o i .
Jours Ds(h:' (tr) tu{r)) et on conclut aussitdt

Remarque 2.6. On peut préciser ainsi la condition (v) de 2.3. On doit

d'abord vérifier
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(a) : pour tout mot en w_ et w_ tel que le mot correspondant trans-
forme T ou 8 en r ou s, la rglation du type 2.3.3 corresporidante
est vérifide. ®n fait la démonstration de 2.3.3 montre gqu'il suffit de le
vérifier pour les mots en LA et L qui sont minimaux (au sens que tout

sous—mot initial non trivial ne vérifie pas les conditions imposdes).

8i la cordition (&) est vérifige, on peut maintenant définir pour chaque

te Ars un ft i Pt -—> H comme en 2.3.5 ; non doit alors écrirs

(b) : le morphisme

0. = 1 [ 2, —> B

. T8 tE A
Irs

défini par les f, est un morphisme de groupes.

t
Par Bxp. XXII, 5.5.8 , (b) est entrainé par

(v') 1le morphisme précédent respecte les relations de commutations
entre Pt et lf’tr pour t,t'€ Ars , t>¢t'" (i.e., les relations en
c EXDa I 52 =
Lt 0 B N 58 )

I1 est clair que réciproquement, l'ensemble des conditions (a) et
(b') est équivalent 2 (v) .

On peut méme réduire les conditions précédentes i des conditions portant
uniquement sur les éléments hr,hs,fr(ur},fsfus) de H . Une condition du

type (a) s'éerira par exemple, si 8. s_ STCS) =71
- A1 - .
(1) 1nt(hr h_h) fs(x) = fr( lnt(wr w_ wr) x ) 3

pour tout x & Pr(S'] s 3'— 5 . En particulier, pour x = us s On a

2 z
t = ! G t la rela-
in (wr '-rs wr) u.S ur pour une certaine section =z de (S) y & (=3

tion précédente donnera

I

(11 int(n_ B h) fs(ua) rr(ur}z s
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Montrens que réciproquement, en tenant compte des conditions (i) 2a (iv) de
2,3 , (1') entratne (1) . sSi te T(s') , S'— S, faisons opérer
int(t) sur (1') ; tenant compte des conditioms (i) et (ii) , on obtient
(1) pour x = int(t) u_ = u:(t:} . I1 suffit de remarquer maintenant que
g: T — _(_}_m s est fid‘ilement plat, donc que la condition (1) est certaine-
ment vraie pour x & Pr(S') y S'— S5 . Comme elle est additive en x et que
toute section de Pr s'éecrit localement comme somme de deux sections de P; 5
on en conclut bien que (1') + (i) + (1i) = (1) .

On raisonne de méme avec les conditions du type (b) . I1 faut alcrs se
gpervir du fait que si t et %' sont deux racines positives distinctes (et
2

donc linéairement indépendantes sur Q) , le morphisme T — _{gm de compo—

s
gsentes t et t' est fidélement plat. Nous laissons au lecteur les détails de

cette transposition.

#J. Groupes de rang semi-gimple 2 .

3.1. Géndralités.

Lemme 3.1.1. Soient S un préschéma , G un S-groupe épinglé , r et s

deux racines de G , avec T + s 15 C .

(1) =i r+s¢-_R,nna

\ 0
exp(:{r, uxp(xs)

exp(X ) exp(X))
pour tous X_ £ w(g,r)(s') , X_€ w(%ts)(s') , B =g

(i) Si r+s et r- s ne sont pas racines, on a
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N -
pour tous Xs (S W(Q,SJ(S'} y 2z € W(g,r) (s , sv-aig ., et
YV ow

3y - b S 3 3y
W Z W z ; = W \Z ) z )
r( r’ s' s s' s 2

g ig 2 -
pour tous z_ € w(ﬂ} Y*¥(s1) et z_€ w(q}s} (') , 8'—3 5 .

I *® =
(iii) Soient X, € w(%} (s") , X € T.v(q,r}*(sr} » et we Norn (T) (s

tels que w(r) = s ; définissons z & Qm{S'} par
Adw) X = z X .
T s
Alors

i

int(w) exp(x Xr) exp(x =z XS) :

int(w) exp(y x21)

[l

exp(y 2z~ X:} ,

int(w) w (X) = s (z) w (X) .

En particulier, si z=+ 1, on a

Il

5 N Z
1ntfw‘ wr(Xr) WS{XB) .

(iv) Sionpose t = =x (-1), t_ = s (=1) , ona
(B*; )
Br{:ta) = tB tl" *. »
s(t) = (=1)Ee)

Démonstration. (i) résulte aussitdt de Bxp. XXII, 5.52 , (ii) de
Fxp XX, 3.1 et de (i) appliqué & (s,1) , (sy-1) , (-s,7) , (-s,-r), (iii)
est évident sur les définitions; pour la dernidre assertion de (iii) , remar-

quer que s (-1) = ws(xsj'z . Enfin, (iv) est trivial .

Proposition 3.1.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe €pinglé de type

A1 - A‘r y notons Ho =R+ ={r,s} .
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2
tra = (wr ws)

I
ot
o

2

(ii) On a

m(wr} X, o= X, Ad(ws) o= X .

(iii) Pr et Ps commutent (i.e. U est commutatif).

Bn effet, par l'assertion (ii) du lemme, on a

oW o= W W_
r s s T
dtor (w_w Y o R S o o , soit (i). Par 1l'assertion (ii) du
r g T 8 r 8

lemme, on a également (ii) ; enfin (iii) est 1l'assertion (i) du lemme.

3.1.3. ®Bxplicitons ici la condition (v) de 2.3. En utilisant la méthode

exposée en 2.6 , on obtient les deux groupes de conditions suivants; en

posant
v = ff{u), r&RrR :
T rr o
TR A
T & T 8
(8) N
h v h = ¥
I | xr 3 Ir
(B) {-v ¥ =Y ¥ .
r 3 s xr
3.2. Groupes de type A2 F

Proposition 3.2.1. Scient S un préschéma , G un S-groupe épinglé de type

A, , notons R_= {r,sf - ::{r,s,r+s‘} i in
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(i) On a

- = (w w}3~e=(w -r}3=t "
rs r a3 Yy sT
(ii) Posons 4dlw ) X = X . Alers
e 2 T 43
Ml ) X = - X .
r T+8
" Tr+s 8
Ad(w ) X = =X
s I+ r
swwy _ / _ .
(1ii) Posens pr+s(x) = explx Xr+3) = lnt(ns) pr{x) . On a
p. () p.(x) = p_(x) . p, (=) .
* *
3.2.2. Ona (s '?) = (xr,8) = =3 y dlol rfts) = sftr) = =1 .
Posons Mw) X = X ; on a aussitdt
s ‘T T+S
Mdlw ) X = ) X = =X
s’ “r+s 5 “r T
Posons
Ad{wr) X, = zX__, z egm(s) 5
a'ted 1 -1
Mdw ) X = 8t)2 X = =z "X .
r “r+s r ) s

Neus savons (®xp. XXII, 5.5.2 ), qu'il existe une unique section A & GE(S),

avec
+) () p(x) = r.(x) p.(v) p (4 x) .

I1 s'agit donc pour prouver (ii) et (iii} de montrer que A =-2z =1,

3+2.3. Faisons opérer int(wsj sur la formule (+) précédente, on obtient :
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(+) p_ (5 p () = p () p__(+) p_(-axp)

3,2.4. Par définition de P, On 8

-1
g p(x) W, o= pr+s(x) .
ce qu_i s 'derit

p (1) p_ =1 p (1) p(x) p (1) p__(1) p_(~1) = P () .
Comme PB et Pr+s commutent, r+2s n'étant pas racine, cela s'derit aussi
p (1) 2, (x) b (1) = p_(1) b (&) p_(-1) .

Utilisant maintenant (+) dans le premier membre et (++) dans le second,

on obtient :
p.(x) p (1) p (&x) p (=1) = p_ (=) p__(1) p (&x) p__(-1) ,
ce qui, r+2s et r -5 n'édtant pas racine, s'derit

p.(x) p,  (ax) = P, o(x) »_(ax) ,

done 2r + s n'étant pas racine, donne A = 1 .

3.2.5. Paisons maintenant npérer int(wr) sur la formule (+) , on trouve,

en utilisant le fait que A= 1,

(+++) p_ (2y) p (=x) = p (=x)

=
r+8 fer -r pr+s(zy) ps{—z ) .

3+2.6. W®erivens maintenant comme tout-i-1 'heure

=
) - =
Yy 93(3; "y N pr+3{ )
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p () p () o (1) = »_ (0, (=) p (-1) -

Utilisant maintenant (+) et (+++) , cela s'écrit sussi

et donne donec z =-1 .

3,2.7. On a donc prouvé (ii) et (iii) , prouveons (i) . On =2

-1 2 -1
W W W = W_ W_ W w = W t_
r 8 T r s r T s T
d'ol
-1 -3 =1
W W, W W_W._ = W_ W t W o= w_w w_.8(t).t =
8 TIr+s T 8 s T+s E s
-1
= w ek B et = w_ %t = W y
r T X T
ce qui donne
G %)= Gewd)’ = o ;5
3 44 3 s r

ce qui achdve la démonstration.

Remarque 3.2.8. La condition (v) de 2.3 se traduit ici par (notant

v, = fr(ur))

e

A {h AR o wow Ry
T 8 E
-1
v = v. v Jh wv_0h 3
a T r ' 8 s r s
B vob v o ma e KVy,
8 3 xr s ] r 3
V_ «h_ ¥ hfi = v h_‘| v «
r’a r s & r 8 X
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Ve = :i_nt{hsjvr , les trois derni®res conditions s'écrivent sussi
s
v = ¥
s T r 8 r+s ’
v v = v v
B r r™+8 r+s T !
v v = v v .
s T3 r+s s

3.3. Groupes de type B2 .

Proposition 3.3.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé de type

32 s notons Rc = {r,s} " R+ - {r,a,r+s,2r+a} a

(i) ©On a

4 4
Pog = (wr ws) = B = (ws wr) = Jgs

(ii) Si on pose

Ad(ws) Xr = Xr+s ! M(Wr) XS = xzns !
on a :
Jeld(wx-]I Rvw = Ry 3
M(wr} Xe:-—n-s . Xs k
M(ws) xI“-I-S - 7 Kr d
Ad(ws} X e = Eorag
(iii) Posons pr+s(x) = exp(xxﬂs) - in‘t(ws} pr(!t)
p2r+9{x} = exp{x x2r+s) = int(wr) ps":x) .
Alors :
p, ) p(x) =2, () 2 () p ) 2, (=)
... p.(x) =p (x) p, ) Po J(20) .
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*
3.3.2, Ona (s ,r) =-=1, ,8) = =2, d'oh rfts) = -1, s(tr} = 1.
Notons en passant que sftr} =r{t) =1, ce gui montre gue tr est une sec-
tion de Gent(3) . Posons

T O Y ¥ —
Ad(wsJ X, = xﬁs , Aﬂ(wr, xs = )’.Er+s .

On a aussitdt

Il
|
B

ﬁd(ws) xr+s rkts) XT

Ad(wr} - s(tr) X, = X_ .

a8
Comme (2r+s)+s et (2r+s)-s ne sont pas racines, on a

Ad(ws} x2r+s = x2r+3
I1 existe un scalaire k ¢ gm(s) , avec
Mdw) X = k X .
r T+8

I+s

D'autre part, par =®Exp. XXII, 5.5.2 , il existe des sections A,B,C & QE(S] »

avec

(1) P, p(x) = () p_(v) p, (axy) b, (%) ,

@ p O p ) =p &) p, ) v, (o) .
I1 s'agit donc, dans (ii) et (4ii) , de prouver A=B =1, C =2, k = =1
3.3.3. Faisons opérer int(wr) sur la formule (2) . On trouve

(3} o e® p_(x) =p_(2) b, () b (aexy) p_(By) .

Transformant de méme (2) , on obtient

(4) Prys) p_ (%) =p_ (=) p () p_(Cxy) .

298



293

P ensformant (1) par int(ws} , on a

p_(-v) p (x) = P ) p_ (-v) p_(-2xy) par+s(Bx2y) .

£ 5,3.4. Terivons

I

-1
w, p(x) L pr‘-!-s(x) =

Comme T+2s n'est pas racine, cela donne
- _ ( 2
p (D p.(x) p (=) = p (Np  ()p_(-1).
Utilisant (1) au premier membre et (5} au second,
p_(x) p_(1) p_ (&x) p,  (Bx°) p _(-1) =
r 8 T+s Zr+as a

= Po® p_J(1) p (ax) p, (-Bx®) p__(-1) .

Comme P commute & P et P d 'une part, et P commute & P
g 8 r+s 2r+s -S r
i ] [P s
et P2r+s d'autre part, cela s'éderit
p_(x) p_ (&x) p (32®) = p_ (x) p_(ax) p (=B}
r T+3 2r+s T+s ) 2r+s g

Transformant le second membre par (2) ,

3
r+s(x’ Pory

—
d
B

=
I

p.(x) p, (&) p

r+a 2r+s ¢ pr(ﬁx) %

2
S{(AJS—B}I),

d'oli enfin

3.3.5. Eerivons maintenant

sy =1
W | w = p .
r P/ Wy F2r+5\Y)

Comme 3r+s n'est pas racine, cela donne
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(=1)

I

=
p (1) p_(¥) p,

) <,
r (0o, G2 (1) .

- - r - .
Utilisant (1) au premier membre, (3) &u second, on obtient

LY i, oas
) A B - - Alor)
p. () v, (-4 b (BY) =p,. () p, (4k) p_(By)
Comme P 7 Bz , et P commutent, cela donne aussitdt
s 2r+s ]

B: = § -A=Ak

d'oli enfin

3.3.6. On a done prouvé (ii) et (iii) . Prouvons (i) :

W W W = W_.W_ W 2 7 = W £ 5
8 T = r e 2r+s T
W W_ W W W = W W w—1 s (¢.).% W
s s r s s 2r+s £ Bghpltitg 2r+s
=1
W_W_W_W_W_ W W = W_ W W .8 (tt). t =
r 8 g r 8 ¥ r 2r+s r s

d'ou

~_
=
Hﬁ
o
.
Il
ot

et
4
(w., ws) - sr(tr) =t.

ce qui achdve la démonstration .

Remarque 3.3.7. La condition (v} de 2.3 se traduit ici de la maniére

suivante
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int(h. h»_h)v = v ,
i T s r s s
int(h- h h)v = v ,
8 r 8 r r
: ant v = dintlh v et s = int(h v
F ot pos ™8 ( s) r 2r+s o r) g
v v = V.V V v
s T r 5 I+3 2r+s
v Y. =V_ Vv v< 5
s T r Tr+s 2r+s
v vy =v v ;
B T+3 =3 8 T+s
v Y. =W W
2r+a T T er+s
v v — 2k g v
2r+s s s 2r+s !

v v
2r+s  T+s

3.4. Groupes de type G2 :

Proposition 3.4.1. Soient S un préschéma, G un S—groupe épinglé de type

GE , notons Ro = [ r,s} . R+ = { r,s,r+s,2r+s,3r+s,3r+2s}--
(i) On a
- % _ s = £ .
trs (wr ws’ e (ws wr) . tsr

(ii) Si on pose

]
g

p Ad(w ) X,o = X ;

Ad(ws) Xr s 2r+s

s

|( b X - { ‘-EL 'r \ . - 7
Al ) &, h3r+3 § NG K3r+s £3r+2s ?

on a :
Ad(wr} Totes™ =~ Fpig ? Ad(wr} X3r+s =&, 3
Aalw ) X3r+2s - X3r+Cs » adlv) X +s = 7 Xr A
hdrﬂa: Xér+s = Tor+s ’ Ad(w ) £3r+25 - x5r+s .
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(1i1) Si on pose

¥ = T Y Y
PI‘-PS(x'. = aXp (XXI‘-I-S) & mt(ws; Pr(xx L]

{ = ' = 1 WY (
p2r+s\x) = exp{xxar+s) = ;nt(ﬂ‘rdsj PT\X:‘ ’
Pxp (%) = exp(xXy ) = int(w ) p_(-x) ,

L

{ — -
Pxp0g(x) = exp(xgﬁas = int(w _w ) ps( z) ;

on a @

2. p (=) =

= p.(x) 2,0 P @)y, ) by V) by, (YD)

P o) =) =p (x) p (¥) p, . (2x7) p3ma(3x23r) pjﬁzaii‘xyg) .

(¥) p_(x)

\
Poies pr(x) sz-s(y) pjﬂszxy, "

p3r+3(y) p (x) =p_(x) p3r+a(y) Psryog=¥) -

Porie ) Py d®) = 2. () 0, ) B, (Bxw)

3.4.2. Ona (8 ,2) ==1, (& ,8) =<3, d'6d s(t) = =(t) = -1 .
Nifinissons XT+S ) 32r+s , X3r+s et X3r+23 comme dans (ii) . On a
aussitdt

Ad(wa> X'r+s = r{ts) Xr == IR Xr i

Ad{wr) X s = r(tr} s(tr) R~ B o 5

Ad{wr) X3r+s e S{tr) Ty = Ks '

100 Ko = 7t o6 Ky = = Ty -

Bnfin, comme (3r+2s)f r et (2r+s)f s ne sont pas racines, on a :

_ b 5
Ad[:W:t') X3r+23 . x3r+2s ? Ad(ws, X2r+s x2r+s ?

ce qui achdve de démontrer (ii).

ataliars
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z,4.3. En vertu de BExp. XXII, 5.5.2 , il existe des scalaires

4,B,C,D,%,F,G,H,J € g (s) ,

tels que

(1) ps(F) Pr(x) =

=»p.(x) p () p, (4xy) paﬁs(ﬁxzy) pjﬁs(sty) P3H23{Dx3y2}
2 r..® .= =502, G p,, (=) pEr+S(Fx2y) p3r+29(9w23
(3) o P ) =2 () b, ) Py, (Bxy) .

(4)

i f
p3r+s(y) ps(x) =p_(x) pjﬁs(y}’ p3r+2$(-Tny

3.4.4. Faisons opérer int(ws) sur (1) , (3) et (4) :

(5) »o_ (¥, () =

3 2)

2 3
=P () p_ () p (bay) v, (B=Ty) py o (0x7y) py (-Dxy

I+

(6) pgr+5(y) pﬂs(x) = Pﬂs(x} p2r+5(y3 pgﬂzs(&w} ;

) . ) -
(M Pypas® p_ (=) =p__(=) py ) b, (7).

Faisant de méme opérer int(w_) sur (1) , on trouve

®  py ., (3 p_(=x) =

3 2

- Foi \ By (Cx2 (Do)
p_.(=x) Py () by (axy) D (<Bx%y) p_(Cxy) py (Dx7y")
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soit , r + 28 n'étant pas racine : il
A Y i R \ Y
p (1) p () o (-1) =p__(1) p (%) p__(~1)

Transformant le premier membre par (1) , puis (4) :

p (1) p (x) p (-1) =

— ¢ ~  {AxY
= o (x) p_(1) o~ (ax) p, (82°) p

’U
—
I

2y 3 3
s (1 B (s ( Y
=D, (x) psu) P !B(Ax) 138 .s( x) p\ 1) P, o (0% ) s .25((D'GJ)" )

i

pr(x) pms(ﬁx) pENS(BxQF o (cx°) ((2-03)x) «

Sr+s p3r+25

Transformons le second membre par (5) , puis (7)

p_ (1) o, &) p__(-1) =

b, &) p_ (1) B (ax) b, (-Bx%) g, (-0) by (-2x%) p_ (~1) =
=p_, (0 p (&) p,  (-B<%) p,__ (<o) p, _ ((cI-D) ©) .
Utilisant maintenant (2) . ce sccond membre devient
p(&x) o () by (aEx®) by (4%Fe”) py , (a6r)...
**Pores

(-Bx%) by, (-020) by ((cT-D)2%) =

p,(ax) o (0) p, ((a8-B)2®) by ((4°F+0o-D)x) by, ((AG-C)x)

Identifiant les résultats obtenus, on obtient :

taf

izt , B=2B, BH=-REr , T=08 .

3.4.6. Eecrivons maintenant

-1

£ _ to
p () v ' = (=)
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' poit, 4r+s n'étant pas racine :
i - - - .
p_(1) p () p (=1) p_.(1) py, (=) p__(~1)
frensformant le premier membre par (1) «
Sf)
pr(ﬂ Ps(y} p_(=1)

2
[
= psiy) p. . (~&) p ., (By) p3r+s(—0y) 1s3H23(—Dy

pransformons le second membre successivement par (8), (6) et (4) :
b Y <
p_ (1) Py () p_(-1)

Pypal) Pop &) 2, (BY) B (C¥) Py, (05 =

Psms(‘ﬂ P, . (-BY) p,,, (&Y) p3H23(~ABHy2) p_(Cy) Psmes(m'a) =

3 / - 3
ps(cyl‘ pjﬂs\-:r) 2, . (~By) pzms(&v) p3H29((D-Cu-ABH)F) =

; .
= 55 (o) ¥ ( ) (D0 JI—ARE i
- ps(“y, pms( BY) Doy, o &) P, (9 p3r+23{aD-CJ ABH)y")

Identifiant :

B = ¥ o b =3B ;3 Pl il
Tenons compte des résultats d4éja obtenus :

A=B=0=1 , B8=2,F =06 ,

D+ 1="+J , 2D = H+J .
3.4.7. Ecrivons

w_ P (x) R o) (
g “3r+s” s 3r+28 0 7
seit
(1) p %) p (=1) =p (1) b (=4} .
Bghtd Py g™ D=1 Tes p}r+2a(x p-s"
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Transformant le premier membre par (4) , le second par (7) , on cbtient :

f F i Y / Vo
X -Jx ) = P - X =X ’
Ireg ) Papiogh ! FZpilgt ) Pzrpa'™ )

scit J = = 1.

3.4.8. Berivons enfin

-1
k. 3 .‘.: v = \]
s pr+s(f' Wy p2r+s(y’ 1
scit

, . N & f Yy o ( (-1} .
A - L= =p_ (1) p (1) by () p (1) p__(~1)
Transformant le premier membre par (2) , le second par (3) , on obtient :

. B
Prs¥) Pop J(-B¥) s (F¥) By, (-Gv7) =

=p_ (Do, ) oy (H)p (1) .

I1 est immédiat de voir que si l'on fait commuter p_r(—1) avec p3r+s(5y) ’

puis P2r+s(y) s on n'introduit pas dans le second membre de nouveaux termes
en Pxrpg * Celui=ci g'derit done, en notant par des parenth®ses vides les

quantités dont la wvaleur exacte ne nous importe pas :
pI"'FS( ) P2r+s( ) ps( ) pBI'-PS(Ey} P3r+2s( ) =

Comparant avec le premier membre, on a aussitdt F = H , d'oh par les résultats
H =2D~-J = 3,

ce qui achéve la détermination des coefficients A,....,J et la démonstration

antérieurs 2D =D+ 1, seit D=1, et enfin F =G

de (iii) .,

3.4.9. Prouvens enfin (i) & la manidre habituelle :

o) -
W.
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2 -1 -1
W (wr W)= w LS A ss(tr). t, =
O £t t el t
. = Wamoe® Yp te * Ta = 3r+2s © »
. -1 =1
e (wa wr} =y “31&+—25 M “3r+25
-1 -1
f 4 — v » = % " -
ws ‘wr ws} T"rs; w3r+25 1"s ts H3r-s ts
y2 % t ). = «Eh
Y (w w‘, rWBIH-s T sr( s} ts g =
-1
= W -
=]
D'ou
6 &
brow)® = G w)® = e .

Remargue 3.4.10. La condition (v) de 2.4 est formée de

1l
<

int(th. h = h h) v
r 8 T 8 T 2 3
(&)
int(h. b b h h) v
8 T 8 T

‘.

1]
-

b o ¥
et posant
v = int(h v v = intlh h v
r+s ( s) r 2r+s ( r 's) r?
int (h ) = int(h h ) 2
v = in v 3 v h ) v
3r+s T s Ir+l3 a v s !
des relations de cormutation @
v Y. =¥V v v v v
s T r 's r+s 2r+s 3r+s Sr+2s |
(8) 2 3 3
'\P — 17 ‘_’ A‘-r,-. YJ‘ ‘\T y
s T r r™s Z2r+s Ir+s Zr+2s
2 o s Vann,
2r+s T r 2r+s 3T+3
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i ” o
= -3 a
T v = v
2r+s s
b v = v
3r+s 8
v ~ ¥ =7
3r+2s s
(B) <
v v =
2r+s 1+s
w y —
2r+s 1+s
. 'S
3r+2s T+s
h's v =
3r+s 2r4s
V. b =
3r+2s 2r+s
v v =
\ 3r+2s Br+s

35,

=WV

3r+s
" .
r 3r+2s
Y_.' y
s r+s
’ - »
5 2r+s

s v3r+25 .

';
v v WL
s 2r+s 3r+l2s 7
' W
r+3 3r+s !
:

r+3 V3m25

v v
2r+s 3r+s 7

V2r+ s v31:~-|-2 s

Y3r+s V3r+2s

Forme explicite du théordme de

générateurs et relations.

Théoréme 3.5.1. Soient 8 un préschéma, G un  S-groupe épinglé , T son tor

*
maximal , Ro son gystéme de racines simples , ure: PI(S} et

£5 g G e \
w, & Norn, (?)(8) 1les €léments définis par 1'épinglage (r & R)
Soient
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-;‘M;himes de groupes, H étant un S-faisceau en groupes pour (fppf) ;

" goient h € H(8) , (re Ro} des sections de H , posons v, = fr(ur) » TER .

Pour qu'il existe un morphisme de groupes
f: 6 —>» H

Y - f -
BrolﬂEEEant fT ¥ fr (r R0, et vérifianmt fkwr) = hr (re Re) (?E_

alors nécessairement unique), il faut et il suffit gue les conditions suivantes

soient satisfaites :

(i) Pour tout S'— S, tout re R, tout t e T(S') et tout
xéPJSﬁ,ona

2 F r(t)
(1) int fT(t} fr(x) = fr( int(t) x) [: fr( x ) ] %
(ii) Pour tout r € R, tout S'— S et tout t &€ T(S') , on a
. 7 % ;.o
(2) 1nt(hr) fT(t) = fT{sr(t)) L = fT(t. r r(t) ) ] .
(1ii) Pour tout r & Ro , on 8
2 '
' = -d )y
(3 ) hr e f W ( 1.rJ
\ 3
{ s
(4) b vr) = & .

*
(iv) Pour tout couple (r,s) € R x B % £s, tel que (r ,s) =0

* e * c * .
(regg. (I‘ :E} = \38 Jr} = -1, Iesp. I:r 35) = =2, Tosp. [:I‘ y8) = = 3} ’
on &
a) la relation
(3n) (n_n)% = £.(z7(=1) s"(-1))
(rosp. (B H) = o
r 8
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H
(1]
T
o
oo
m\.

Il
w
3]

]

*

Pt

I
—r

b) Les relations (4) de 3.1.3 (resp. 3.2.8 , resp. 3.3.7 ,

—

resp. 3.4.10 ) ;

c¢) 1la (resp. les trois , resp. les six, resp. les quinze)

relation(s) (B) de 3.1.3 (xesp. 3.2.8, resp. 3.3.7 , resp. 3.4.10 ).

Cela résulte aussitdt de 2.3 , 2.6 et des calculs fa‘ts dazn: che-

que cas particulier.

Remargue 3.5.2. On peut présenter de manidre légérement différente les ré-

sultats précédents : on se donne des morphismes

; " ¢
a, :T.F  ——s = (reRr)
br : Hormzr{T) — % H (r& Ro) :

les conditions & vérifier sont les suivantes :

1)  tous les a_ (re RO) et tous les b (rERO) ont méme

regtriction & T :

2) pour tout r'E,RO , posons
- = Y .
b= br(wr) s v, = a(u);
cn a pour tout = &RO la relation
3
(hr "?) = e )

et les conditions de (iv) ci-dessus sont vérifides.

310



' 305

o

3,5.3¢ On donnera dans l'exposé suivant diverses applications de ce théorime.
gignalons—en ici une : le théoréme 3.5.1 donne une description per générateurs
et relations de G dans la catégorie des S-faisceaux pour (fppf} ; autrement
dit, considérons pour chaque S'—3 S le groupe H(S') engendré par T(S') ,
P (s') , r€R, et LA re¢ R, soumis aux relations analogues &

(1) eve- (3"),(4) , (B) ; alors G n'est sutre que le faisceau associé au
préfaisceau S'—> H{S'). En particulier, si S' est le spectre d'un corps
algébriquement clos k , on a G(8') = H(S') (conséquence immédiate du
Fullstellensatz sous la forme : "un crible d'un corps algébriquement clos,
couvrant pour (fppf), est trivial "), de sorte que 3.5.1 donne sussitdt
une description explicite par généreteurs et relations du groupe "abstrait"

6(x) .

4, Unicité des groupes é€pinglés : théordme fondamental.

Théoréme 4.1. Soit S wun préschéma non vide. Le foncteur R de 1.6 est

Pleinement fiddle : scient G et &' deux S-groupes épinglés, q un entier

0 tel que = iI—> x 2 soit un endomorphisme de G s b :J{(G') i J\’.(G) un

g-morphisme de données radicielles épinzlées.

Il existe un unique morphisme de grouves épinglés

f ¢+ G —> G

teluueo‘t(f) = h .

L'unicité est démontrée en 1.9. Il suffit de démontrer 1'existence.
Par hypothese, on a une bijection uw : R =2y R' et une application
N
8: R —> & telle que

h(u{r'} }

il
|
P
8
+

(%
th(r*" = g\r) u\ry H

4
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pour tout r € R . BEn particulier, les rangs semi-simplss de G et G

coincident.

4.1.1, Supposons rgss(G) = rgss(G') = 0. Alors G et G' sont des tor
cna G= T= DS(I-E} s B =T = 33{?-'5'} et h est simplement un morphisme
groupes ordinaires h : M' —s M . On prend slors f = Ds(h) s
4.1.2. Suvposons 7rgss(G) = rgss(G') = 1 . Considérmns alors
£, = D.(h) 3 P ————s v,
T 3
Par hypothése. on a un diagramme commutatif (' = ufr) ) .
*
T r

By~

E,G?

L L (L %
S 4 L

alxr) fT alr)
rr¥*

BIG}

Cn zpplique alors BExp. XX, 4.1.

4.1.3. Supposons rgss(G) = rgss(G') = 2 . Alors, par Exp. XXI, 7.5.3
on connalt toutes les possibilités pour h :R (G') — & (@) . EBtudions-les

successivement, en vérifiant chaque fois les conditions de 2.5.

Notons Eo = Er,s} N R; &= {r‘,s'} de fagon que u(r) =r', u(s) =s'.

4.1.4. G et G' de type A1+A1 . On a alors

h(r'): g h(s') = 1, s .

Montrons que les corditions de 2.5. sont vérifides. Par 3.1.2 (ii) (resp

(iii) ) , (ii) (resp. (iii) ) est trivial. Prouvons (i) .
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na |
Dg(m) £, = Dgln) ¢t = "a(z*)(-1) *n(s*)(-1) - |
= TN a0 o 2et) e = 8, , .

.1.5' G Lt G! de tEEe Az . Cn a alors
h(r'):qr » h(s'):qs .

asone xr+s = Adfws) Xr s X]:”_'_S, = M(w5r> Xr‘ » Vérifions les condi-
jons de 2.5. Pour (i) , on raisonne comme ci-dessus, & 1l'aide de 3.2.1
1) ; pour (ii) , c'est immédiat par 3.2.1 (ii) ; reste & vérifier (iii) .
na & vérifier que

p.(x) p &) b, (2) — ), (=% p;.(yq) p;,+s,fzq)

st un morphisme de groupes. La seule relation de commutation neon triviale

st celle de 3.2.1 (ii1) qui s'derit

7

p,(¥) p(x) = p_(x) pS(:r) P )

N\ METRG0R

p;,(yq) p;,(xq) =, p;,(yq) p;.m,(quq) .

+1+6. On raisonne de méme pour G et G' de type B, (resp. 02) ;
orsque les exposants radiciels sont égaux, % 1'aide de 3.3.1 (resp. 3.4.1 );
1 reste donc 4 traiter, pour achever le cas des groupes de rang 2 , les deux

4s exceptionnels de EBxp., XXI, 7.5.3.

1. Te @ et G' sont de type 32 s+ S est de caractéristique 2 , on a

(I‘) = 2g , H(S} =aq -

=
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les recines positives sont | r,s,r+s, 2r+c et {ri,si,r'+s!,r'+2s8
oy »

(remaraquer gue les racines "ccurtes” sont 1 et s Yo Ona

h(r') = 2qr , h(s') = qa , h(r'+s’)

I

q(2=+s) , n(r'+2s') = 2q(r+s) ,

ce gqul donne

u(r+s) =r'+2s' , alr+s) = 27 ,
u(2r+s) =r+s' , (2r+s) = q -
Posons
Xm—s = Ad(ws) Xr i x2r—=-s = M(wr) xs '
Ky = R00) X 5 By = MO K

Vérifions maintenant les conditicns de 2.5.

(i) Comme S est de caractéristique 2 , ona =-1=1 sur S, don

+* »*
= = — = = 1 - = g = ! CTl. o te i .
trs_tr_-r(ﬂ e = 8" (-1) &2, 5 (et 5.3 (&) )
(ii) On a par construction
= w! :::' — i = X! -
Ad(wr) Xs K.?r-i-s x j!Ld("‘rx") at Xr‘+s’ u(2r+s)
P 1 T S 1 e ]
A.d(ws) A B xr—n—s ) M(ws') xr' = Kr+25‘ - Xu(r—t-s) '

Par 3.3.1 (ii) et le fait que -1 =1 sur S, on a de part et d'autre

ey 1 ot - H i
A.d(wr) heom N xr+s 3 Ad(wr’} “alres) © Ad(wr') X1~’+-’2s'
L L] =2 i -
= Blysa = xu(:m-s) ’

'&d(wr) JI:21*+s - Xs

|
E
FY
H =
Rt
l‘.“.q
g9
)

= Ad(w;') X1,

r+s) +s'
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— 1 1 - 1] ]
M(Ws) Xy = % ’ M("a') Xu(r+s)_ M(ws’) I{1"-1-2'
i 1 - L -
T - Ku(r) .
— ] 1 = 1 1 =
Ad(ws) Xorés = Porps ? Ad(ws|) Xu(2r+s) - M(ws‘) T
s 1 s ]
o Kr'+s' - J(:1.J.l:2:r'+s)
(iji) Par 3.3.1 (iii) , on voit que la seule relation de commuta-
t¢ion non triviale dans U (resp. U') est
=
p (3 p(x) = p () p (v 2, G, ¥
(resp-
2
1 T ] 1 . 1] 1 1 1 L] 1] 1 1 1 1
(" pl,(x") =p!,(x") PLIET) Bl g EY) pr,+2s,(x y1) Yo
I1 nous faut vérifier que le morphisme
&) p.) b (2) b, (8) —> 57,G2Y p1 &Y 22, (2D 2, (Y
Py 8 r+53 2r+s 3 s' “r'+2s! Y Frt+s!

est un morphisme de groupes; on voit aussitdt que cela revient & voir que

Q 2q 2q qQ 2q 2 \a
PO 22, D = 20, 6™ 21D 2o LT 2L W (EWD 5
ce qui n'est autre que la seconde relation ci-dessus (en posant y' = xaq s
x!' = yq :'.

4.1.8. G et G' sont de type GZ » 3 est de caractéristique 3 , on a

aflr) = 3 g , als) = a .

Les racines positives sont zr, r,s,r+s,2r—=—s,3r—s-s,3r+zs} d ‘une part,
L X
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Les racines positives sont {r, s,r+s,2r+s,3r+—5,3r+25‘ﬁ d 'ume part,

{r’,s',r*+s',r‘-'—2s',r’+33‘,2r’-.-33'} d'autre part (comme dans le cas pré-
cédent, les racines courtes sont r et s' ) On a
= i
h(r') =3qr , h(s') =as , nlr'+s') = q(3r+s) ,

n{r'+2s') = q(3r+2s) , h(r'+3s') = 3q(r+s) ,
h(2r'+3s') = 3q(or+s)

ce qui donne

u(r+s) = r'+3s' , alr+s) = 3q ,

u(2r+s) = 2r'+3s! : _g_(2r+a} = 3q

u(3r+s) = r'+s’ i 3’:31‘4-5) = aq

u(3r+2s)= r'+2s! ’ __0_(31'-!-23) = q 5

Posons

Ria = Ad(ws) x. ! Lipes = Ad(wr) Eim ?
x3r+s - -M(wr) xs ’ x31w23 = M(ws) x31'4—5!. c
riggr =MLY KL 1 Thgges ML) X,
W igzge = Malvl) X, Xorisar = Ad(wl,) Kprgzgr -

Vérifions maintenant les conditions de 2.5.

(i) Ona % = e, t
b 3

5 e (par 3.4.1 (1) ).

r
r's!

(ii) On a par construction

Ad(ws} Xr - Xr+s ! .&d(w;,) XI’" = XI‘"+3S’ = XLII(HS) 5

Ad(wr) R = K M(wr"} v =" Bggr =~ Xi(3rss)

JM(ws} 'x3r+s: X3:‘-!—25'. d M(Wé'} XL;.Br-i-s) = Ad(wé,) XI,"'Q'S' =
le~'+2s' = X‘LTI(BI‘-I-ZB) ;
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M(wr) X:m-a = ? M(W:Ir":} XIJ.I.(:IH-B) ~ Ad(wxf") xz'"+3s' =

1 e ]
X23:-‘+3:=1’ = xu(2r+s)
Tl (i1) , on a de part et d'autre :

ﬁd(wr) X

e 1 1
2r+s xr+s ! M(wr') xu

(aree) = 200 Kpiisgr=

¥ — ¥
Xr'+33"' xu(r-&-s) ’

3 = ) [ — " 71 -_
Aa[ws) X3r+2s - x3r+s L ﬂd(ws" xu(F:H-Es) - Ad(ws') lr'+23" -

)

B - XI;lBlH-s} ’

"(Les pointillés remplacent 4 vérifications du méme genre).

(iii) Les seules relations de commutation non trivialesdans U et U

pont par 3.4.1 (iii) (et compte tenude 3 =0 sur S ) :

ps(y) p(x) = p(x) pS(y) pﬁsixy) p2r+s(x2y) Pxrie (x¥) p3r+25(x3y2) ’

I

\ y »
pr+5(y) p_(x) p_(x) ) G ) paﬂs( xy)

(y) ps(x)

I

f = .
Pxrq ps.x) pjﬁs(sf) P 25( ) ;

3r+

5 s 2
pl,(y") p;,(x‘) =p;,(x'_‘! pl,(y") pr'.+s.(-x’y‘} Plrag x T

pr’+33'

(xy") BYo1 zai-x"¥")

r*) 22" =91, &= 02, ) oL YD,

p! (y") p]'?,(x'} = p;,‘:x') p;,ﬁs.‘()"f‘ pe‘r,+38_i'xfyf} 8
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Nous avons & vérifier que le morphisme @ de U dans U' défini par

¢ (Pr(l’:" psﬁy) p. (%) paﬁs(uﬁ p3ﬂs{v3 p

w0 pl.. qul‘ p!

(w?)

3q 2
= pl,(x"%) p;,{yq) 1:1',,+-5S = P}

r'+2s!

est un morphisme de groupes. Or nn vérifie immédiatement que les trois der-

nidres relations de commutation s'derivent aussi

4 1 3 ' 3 3 2 3"
ps.(yq) pl,(x 9 - pl,(x 9 p! Ly Biday 35.(&3‘ Y PSrysgr (X))
Pl +S,((x y)q) S stf(gyz) L
S6k . 15 3ay 3y -
pr +331(y q) p]:,q(x q) e (x q) Pr _'_33.,(}" q} p2r1+33,(-(x}’) q} ]
Playg &Y pé,(xq) = pl,(x (%) p’,+s,(yq) I )Y

ce gqui montre que "-F est bien un morphisme de groupes et achéve la démons-
tration de 4.1.7.

4.1.9. Cas ou G et G' sont de rang semi-simple > 2 « Pour chague racine
T & RO , notons r' = ulr) & Rr; = u (Ro) . Pour chague (r,s) € Ro X Ro 5

congidérons les groupes épinglés de rang semi-simple £ 2 , er et ZII'IS‘ "
Le morphisme de groupes M' —) M sous-jacent & h définit un o-morphisme d

dnnnées radicielles

hrs: ﬂ(zm) e (z;,,SJ .

En vertu des résultats précédents, il existe donc un morphisme de groupes

épinglés

£f 12— 7'
rs rs r's

tel que (R (frs) - hrs . Prouvons que les frs vérifient la condition de
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: 5 fet f t i
collement de 2.5 ; en effe ey Zr 2 frr sont deux morphismes de

1<) épinglés

par le résultat d 'unicité déja démontré. Par 2.5 il existe donc un
- :1~§0n° -

" gorphisme de groupes

f: ¢ —3 G

prolongeant les frs » Celui=ci est évidemment un morphisme de grcupes épinglés

tel que R()=n s ce gui achédve la démonstration du théordme.

5. Corcllaires du théoréme fondamental.

Le plus important est :

-

Corcllaire 5.1. Soient S wun préschéma non vide, G et G' deux S-groupes

épinglés, h un isomorphisme de données radicielles épinglées

he Rifey)y —22. 5 @@

I1 existe un unique isomorphisme de S-groupes épinglés

tel que R(f) = n.

Notons que 5.1 se déduit aussi de 3.5.1 (les relations de

3.5.1 peuvent s'dcrire en utilisant uniquement la donnée de R (@); notons

aussi que 5.1 se déduit de la partie la plus élémentaire de 1z démonstration
de 4.1 (on n'a pas besoin de considérer les "isogénies exceptionnelles" ds

4.1.7 et 4.1.8).
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Corollaire 5.2. (!Théortme d'Unicité") . Soient S wun préschéma, G et G

deux S-groupes déployables (Exp. XXIT, 1.13). Si ¢ et G' sont de mlrme type

(Exp. XII, 2.6), ils sont isomorphes.

#

Corollaire 5.3. Secient S un préschéma, G et G' deux S-groupes déployableg,
et et =hles

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G' sont isomorphes.

(ii) G et &' sont iscmorphes localement pour la topologie (fpqe).

=

(iiif Il existe un s € S %2l gue les s-groupes GO— t Gtg soient
. S - ey i
de mdme type. .

En effet, on a évidemment (i) = (ii) =3 (iii) . D'autre part, (iii)
entraine que R (G) = G{fﬁgl - 6%(&%} =R(G') , donc que G et G' vérifient
la condition de 4.2.

Corollaire 5.4. ("unicité des schémas de Chevallez"). Scient G et G’

deux Z—groupes réductifs possédant des tores maximsux triviaux.(1). Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ et G' sont isomorphes.

(i1) Il existe s & Spec(Z) tel que G, et G. soient de mfme type.

(1ii) G, et G} sont de méme type.

En effet

[ ]

et G' sont déployables par BExp. XXII, 2.2.

Corollaire 5.5. ("Existence d'automorphismes extérieurs"). Scient S un

=
-
préschéma, G un S-groupe épinglé, h un automorphisme de la donnde radicielle

épingléde R (G) . I1 existe un (unique) automorphisme u de G respectant

son épinglage et tel que @& (u) = n .

Explicitons le corollaire précédent :

(1) ®Bn fait, on peut prouver gue tout E_tore est trivial.
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orollaire 5.5. bis. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif

R+ un gystéme de racines positives de G . Choisissons pour chaque

.‘--;--.M r , un isomorphisme de groupes vectoriels P, _C;a s &,Pr %

! IBoit n un automorphisme de M permutant les racines positives et les
ooit

i Vi # -
EEEEEEEES correspondantes : si r&R_, n(r) € R+_ et n'(r") = n(xr)":

—

11 existe un unique automerphisme uw de G induisant Ds{h) sur T et

tel que 2 OpP = ph(r} pour toute racine simple r .

Corollaire 5.6, Soient G et G' deux S-groupes rdductifs. Les conditions

guivantes sont équivalentes :

(1) G et G' sont isomorphes localement pour (fpge) .

(i bis) G et G' sont isomecrphes localement pour la topologie €tale.

(1i) Pour tout s €S, G- et GL sont isomorphes.

(1ii) Les fonctions s —> type de G; et s> type de GL sont
égales.

En effet (i bis) =p (i) trivialement, (i)== (ii) par le principe
de 1l'extension finie , (ii) =3 (iii) trivialement, reste & prouver
(i1ii) => (i bis). Or on peut supposer G et G' déploysbles (Exp. XXII, 2.3 ),

auquel cas l'assertion résulte de 5.3.

Corollaire 5.7. Scient S un préschéma, G un S-groupe réductif, G' un

S-groupe affine, lisse et 4 fibres conmeXes. 30it s € 8 tel cue G- et
—_— s

G,é soient isomorphes; il existe un S5'—>» S étale et couvrant s tel que

Gy, et G4, soient isomorphes .

En effet, par Exp. XIX, 2.3 et Txp. XXII, 2.1 on peut supposer
Y & ] 2 = ] y 8 &+

G et G' réductifs déployables et cn est ramend & 5.3,

Dans le cas oi S est le spectre d'un corps, on déduit de 5.6 et
5.7 »
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Corolleire 5.8. Scient k un corps et G et G' deux k—groupe réductifs.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G' sont de méme type.

(11) @ ® . k et G'=z k sont isomorphes.

(iii) I1 existe une extension séparable finie K de k telle que

G ﬂk K et G 2, K scient isomorphes.

Corollaire 5.9. Soient 3 un préschéma non vide et R une donnde radicielle

Les conditions suivantes sont dquivalentes :

(i) 1I1 existe un S—groupe é€pinglé de type R .

(ii) Il existe un S—groupe de type XR .

(1ii) Il existe localement pour (fpac) un S-groupe réductif de
type & .

Il s'agit évidemment de prouver (iii) =—= (i) . Pour simplifier la
démonstration,supposons qu'il existe un morphisme fidélement plat quasi-compact
S' —> S et un S'-groupe réductif G' de type & . On peut supposer G
déployable; fixons un épinglage ®B' de G' ; notons AR = R (G',8') . les
deux images réciproques de (G',E') sur S" = S! g 3" sont des groupes
épinglés (G",E?) . (G;,Eg) 5 on a des isomorphismes canonigues
D, : Gt-(G;,E;) —= 5 (R, d'oi un isomorphisme
-1

= = "nomn n @) i
p=p, op, = R (e},7) —>s R (c},5Y

Par le théordme d'unicité, il existe un unique isomorphisme

g "o Nt nomny
;A (G1 ’E‘l) S {:G2!E2.t

tel que R(f) =p . On a done sur G' une donnde de recollement; c'est une

donnée de descente. En effet, il faut vérifier une condition de compatibilité

entre les images réciproques de f sur S"!' , mais il suffit de la faire sur
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transformés Ide ces fléches par CR » car ce dernier est pleinement fid2le. Or

: est bien une domnée de descente, par congtruction, ce gui montre que f en est
_ une. Comme G' est affine, cette donnée de descente est affective; comme
1épinglage de G' est stable par la donnéde de descente, on vérifie aisément

. qu'il existe un S-groupe épinglé {G,E} qui donne (G',E") Par extension de

Qla vase et qui est donc de type CR. .
+.

3
.~ N.B. Naturellement, dans le langage des catégories fibrées, la démonstration

précédente se simplifie (et se comprend).

Corollaire 5.10. Soit S5 un préschéma non vide. Seit (R une donnée radi-

cielle épinglée telle gu'il existe un S-groupe réductif de type R.. Alors il

existe un S-groupe épinglé de type R s unigue & un isomorphisme unigue preés.

Définitien 5.11. Sous les conditions précédentes, on notera Eps(ﬂﬁ’_) 1'unique
S-groupe épinglé de tyve A , TS(CR} son tore maximal cancnigque, Bs(ﬂ) son
groups de Borel cancnique, ... .

51 on a un morphisme S'-— S (S' non vide) , on peut identifier

ms,{ﬁ} 2 Epg(R) X5 S', ... . En perticulier, si Tp (R) existe

Spec(Z)
(on verra que c'est toujours le cas), on le note Ep(R) et on &

B (R) = Ep(R) S

*spec(2)

On dit que ®=p(R) est le schéma de Chevalley de type R .

5¢12. Il revient donc au mlme de dire gue le S-faisceau en groupes G est

un  S-groupe réductif de type R ou de dire qu'il est localement isomorphe

(pour 1a topologie étale ou (fpge)) a E‘pS{CR.) . De mBme, en vertu des théorimes
de conjugaison, il revient au méme de dire que (G,T) est un S-groupe reductif

de type R muni 4tun tore maximal ou qu'il est localement isomorphe &

(E‘PS(R:‘ 3 T,j_f._'ﬂ?f-} i de méme avec groupes de Borel ou couples de Killing.
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6. Systémes de Chevalley

Les calculs explicites du n® 3 ont des conséquences nurériques importan.

tes. Posons d'abord 1la définition suivante

Définition 6.1. BSoient S un préschéma, (G,T,M,R) un S-groupe déploys.

On_appelle systdme de Chevalley de G une famille (X )

d'éléments

' & R
. € M (s, 05)*
X € (8, (g, )
vérifiant la condition suivante :
(3C) pour tout couple T, € R, on a
Ad(wr(}{r)) xs =z Is () °
T
On rappelle (Exp. XX, 3.1 ) nque
( " ) = 3
v (X) = exp(X) exp(-X_") exp(X) . :
Remarquons gque (SC) entraine en particulier X =t X, pour TER, en
vertu de la relation (Exp. XX, 2.10 ) Ad(wr(){r)}xr s s

a

Proposition 6.2. Tout groupe déployé posséde un systime de Chevalley. Plus
précisément, soit (RO, (xz;)ré_ R ) un épinglage (1.1 ) du groupe déployé

[

Ny PESEHECOWPINSL = S R

% i " o]
(6,7,M,R) ; il existe un systdme®de Chevalley (Xr)ré_ g de G tel gue
= X' p .
Ir - our r € Ro
Montrons d'sbord qu'il suffit de vérifier la condition (SC) pour

R . . . -
T €R_; pour tout r & R, il existe une suite {ri}(_ R avec

=3 #sses 3 (I'

" n+‘|) » d'oll en appliquant la condition (SC) pour chacun
1 n

- .&u'r e AWMl

X
v o

It

+ Ad(wr (Xr)... wr (Xr )) X "
n

1 1 n rn+1
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3.1.1 , (iii) , on a

-1 =
‘H’r (xr ) R} wr (Xr ) 'H'r (XI' ) Wr (Xr ) “aw Wr (XI‘ ) =
i 1 n n 1 e+ n n 1 1

*
3 X .
=T {'_"_' 1,.1 wr( r}

1 *
Maintenant, il suffit de remarquer que w. (X.r ) — ri(-ﬂ W (Xr ) et que
i i i i

% "\
pour tout couple de racines (u,v) , on a ulv*(=1)) =(-1) (v*,a) = % 1

- 3

ce
qui entraine que si (3C) est vérifié pour les couples {ri,t}' (t ¢ R) , i1
1'est pour tout couple (r,s) ,(s € R). Construisons maintenant un systime
(x )r £ R de la mani2¢re suivante. Pour tout r &€ R , choisissons une suite
{r'i c P.O comme ci-dsssns et définissons Xr par
i
= j X CR K X'
X, =aalw (X)) w o (x_)) .

1 1 n Tn T

Pour vérifier (SC) , il suffit de prouver:

Lemme 6.3. BSoit (G,T,H,R,RO,(Kr)reR

) un S-groupe $pinglé; seit T,
(o £i( n+1) une suite de racines simpges telle gue

- f | ‘\]
intis siliiss S LT = r
Mo, r T+t n

Aors

Raisonnant comme dans 2.3.4 % l'aide du lemme de Tits, on est rzmené
& vérifier 1= lemme 6.3 dans lesdeux cas suivants :

1) G est de rang semi-simple au plus 2 ou 2) W ... W est une section

| n
de T. Dans 1z ¢2s 1), remarguons gue 6.3 est une conséquerce de £.2 et
Que 5.2 a &t vérifid en 3.1.2 {resp. 3.2.%1, Tesp., 3.3.1 , resp. 3.4.1 ),
sy = % = ks B : e
fll!- Reste donc & prouver 6.3 dans le cas 2) g OU, £e gul revient au meme,
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que si {rik est une suite de racines simples telle que S, e+ S = Il g
1 n
alors t = W meeW vérifie r{t) =+ 1 pour toute racine T € R . En vertu
1 n -
de la structure du groupe de Weyl (Bxp. XXI, 5.1 ), le mot S, +eee 8 du
1 *n !
groupe libre engendré par les S_ e Rc est dans le sous—-groupe invariant
'}

. { y I's \ e . . B
engendré par les \8,, 8 ) » (r,8) RO X 30 + On est done ramené au cas ofy
5 sess S est de la forme

r T
1 n
o T
s csee S (s = b T s P - %
T T, : ) ¥, r. - o
1 i i+ it+e i 1
Alors on a
t = =5 .. 8 (‘t \f )
r T, p S
1 i i+17i+2

et on est ramené & vérifier que pour tout couple de racines simples (rT,ra)

et toute racine s& R, on a s(tr - ) =+ 1, ce qui est trivial, vu les valeurs.
e =2 -

de ¢ calculées au n° 3 (partie (i) de 3.1.2 , 3.2.1 , 3.3.1 , 3.4.1 ). 3

r,T, :

Proposition 6.4. BSoient S wun préschéma, (G,T,M,R) un  S-groupe déployé,

un systéme de Chevalley de G . Soient =T et s deux racines non

(xr)ré R
proportionnelles; supposons

long(r) ¢ long(s) , i.e. | (s4,2) | £ | (z%,5) i

Soient p et g les entiers }, 0 tels gue l'ensemble des racines de la forme

s+kr, k€2, soit

{3-(]}-1}1‘, »es 3 S 3 eesrse S + !:.I_r} -

(cf. Bxp., XXI, 2.3.5 ; on a donc (loc. cits) =(r*,8) = q=p+ 1) . Alors

la relation de commutation entre Pr et Ps est donnée par le tableau sui-

vant (qui épuise les cas possibles, car la longueur de la chaine de racines
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p Qquelconque , q =0,

p.(¥) p (x) =p_(x) » () .
pu= ] » a=1 ,

Ps{.‘f} p (x) = p_(x) ps(y) P (¢t ) .
D= F) =2y

P, 2,(x) =p () 2,3 b, _(+ ) b, () .

p2r+s
r=1 , =3 ,

2, (y) p (x) =

2 3 2
=p,(x) p (¥) o, (& =) Popyslt X 7) Pap gt X7) P3r. 05 ©y9).

P=2 y q=1 »

p, ) p () = p (=) p () P (¢ 2xy) .

p=2 ,q=2,

r () Pr(x)

2 2
=2, p () & 2xy) p,,, (& 3x%) Buooult 3 2y ) s

PI‘-’F—S

P, p(x) = p.(x) p (¥) b [+ 3xy) .

Démonstration. Tn vertu de Bxp. £XI , 3.5.4 , il existe un systime de racines

simples Eo de R tel que T & Ro et qu'il existe r'€ R et a,b > O

e
&vec s = ar + br' . Considérons 1'épinglage (R ,(X ) ) de G . La
o] rr & Ro
Telation de commutation & vérifier est une relation entre éléments de U ;

On est donc ramené = calculs explicites du n® 3, et on conclut aussit®t par

la condition (sC) .
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Corollaire 6.6. Soient S un préschéma tel gue 6.1 # 0

Corollaire 6.5. (Régle de Chevalley). Soient S wun préschéma , (X ) un

ot (B
systeme de Chevalley du S-groupes déploys & 31 r,s,7+3 & R , alors
[.a , X } = %5 X 5
£ =] r+s

cu p est le plus petitentisr » C tel gue s - pr ne soit pas racine.

En effet, comme l'assertion est symstrigue enm r et s, on peut sup-

poser long(r)  1long(s), et on est ramend & 6.4.

i
ot
)
()
3
-
=
)
i

un S-groupe déploy€. Si R' est une partie de R telle que

I =te LL g

ré&e R

soit une sous-Algebre de Lie de 0} , alors R' est une partie close de R

(Exp, EXI, 3.1.4);

6.7, Il est possible de priciser la valeur sxacte des divers + de ce n°%,

grice & 1'détude du groupe }\Iom:{T} et plus précisément, du "groupe de Weyl
étendu"

‘g.]* = NOMJP ('-R)(T(&)} (E}

qui est une extension de W(R) par un groupe zbélien de type (2,2,... 2), qui

est "responsable des signes", (%),

(*) J. Tits : Bur les constantes de structure et le théoréme d'existence

des alg®bres de Lie semi-simples, Pub, Math, I,H,E,S. n° 31

328

)



———

AUTOMORPHISMES DES GROUPES REDUCTIFS

par M, DEMAZURE

La premiére partie de cet exposé (n° 1 & 5) est une conséquerice
directe de 1'existence pour un groupe réductif de "suffisamment d'automor-
phismes extérieurs", résultat qui est une conséquence de la forme la plué
faible du théoréme d'isomorphisme des groupes épinglés, La seconde partie
(n® 6 et 7) expose deux applications des résultats plus précis de 1'exposé
précédent; en particulier, le n° 7 utilise le théoréme de générateurs et
relations sous sa forme explicite. Enfin, nous avons donné en appendice

(n° 8) des résultats de cchomologie "galoisienne" utilisésdans le texte.

Précisons nos notations cohomologiques : si S wun préschéma
et G un S-préschéma en groupes, on notera Hl(S,G) le premier ensemble
de cohomologie de S & coefficients dans G , calculé pour lz topologie
(quc); c'est aussi 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux
(fpac) principaux homogénes sous G . On notera Hét(S,G) 1'ensemble
correspondant pour la topologie étale; c'est donc la partie de HI(S,G)
formée des classes de faisceaux homogénes sous G qui sont quasi-
isotriviaux ( = localement triviaux pour la topologie étale). On notera
Fib(S,G) 1la partie de H1(S,G) forméedes classes de faisceaux représen-

tables (fibrés principaux homogines).

329



On a donc les inclusions
He (8:8) ¢ ®(se)
Fib(5,6) <  HY(S,8) .

Si tout faisceau principal homogéne sous G est représentable (par exemple
si G est quasi-affine sur S ecof. SGA VIII 7.9), on a donc

Fib(S,G) = Hl(S,G) . S5i 8' —>» S5 est un morphisme couvrant pour la
topologie (fpgc), on note 1—11(5';'5,@) le noyau de 1l'application canonique
Hl(S,G} — HI(S',GS,). On sait que Hl(S'.-’S,G) peut se calculer de manidre

simpliciale (IDTE, II, A,4), ce qui implique gque lorsgue S' —=> § est”

couvrant pour la topologie étale, c'est aussi le noyau de Hét(S,G) — H%t(s',
=

Enfin, on appelle "théordme OO" 1l'assertion suivante : "tout faisceau

principal homogéne sous G, g est représentable et localement trivial".

(Exp. VIII, 4.5) , assertion équivalente & " Hl(s,g_m g) = Pic(s) ",

ou encore & " Hl(S,gm S) =0 pour S 1local (resp. semi-loecal) ".

l. Schéma des automorphismes d'un group2 réductif.

1.0, I1 convient d'abord de préciser certaines définitions de 1'exposé

précédent. Soient S un préschéma non vide, G un S-groupe réductif,
R sv(M,M*,R,H*,RO} une donnée radicielle réduite épinglée. On appelle

épinglage de G de type 0-{ 3 ou@. -épinglage de G , la donnée

s

(i) d'un isomorphisme de DS(’M) sur un tore maximal T de G (ou, c€

qui revient au méme, d'un monomorphisme DS(M) — ¢ dont l'image soit
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un tore maximal T de G ) , identifient R & un systme de recines de
¢ relativement & T (Exp. XIX , 3.6 ) et E* & l'ensemble des coracines

correspondantes ,
(ii) pour chaque r & R, , d'un )trf: r (S,Ojr)* i

Pour que G posséde un lﬂ.-épinglage, il faut et il suffit qu'il soit

déployable et de type R (Exp. XXII, 2.7 ).

Si w : G —» G!' est un isomorphisme de S-groupes réductifs,
a tout @--épinglage e de G correspond par "transport de structure"
un R-épinglage u(e) de G', Si viR' —> R est un isomorphisme
de donmnées radicielles épinglées, & tout ij.‘-épingla.ge e de G cor-

respond par transport de structure un Ol-épinglage v(g) de G .

Appelons groupe épinglé un triplet (G,R,e) ot G est un
S-groupe réductif, O une donnée radicielle réduite épinglée, et e un

épinglage de G de type R . on appelle iscomorphisme du groupe épinglé

(c,R,e) sur le groupe épinglé (G'y,R', é') un couple (u,v) ol u
est un isomorphisme u :t G —> G' et v un isomorphisme de données
radicielles épinglées v : Rt' —> 0, tels que ule) = v(et)

N.B. 81 § est non vide, v est uniquement déterminé par u , et on

dire aussi par abus de langage que u est un isomorphisme des groupes
épingléds « En particulier, si (G,R,e) est un groupe épinglé, un automor-
phisme de (G,R,e) est donc un automorphisme u de G tel qu'il existe un
automorphisme v de R tel que u(e) = v(e) ; c'est donc un automorphisme

de G, normalisant T, induisant sur T un automorphisme de
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la forme Ds(h), el h est un automorphisme de M , et permutant entre eux
les éléments i T € By o (comme on le voit facilement, les conditions

précédentes caractérisent d'ailleurs les automorphismes de (G, 5{,2) Yoo
On a un foncteur contravariant évident
R : (G)ﬁnﬁ,)  — R, (u,v) >V

et le résultat principal de l'exposé précédent (Exp. XXIII, 4.1 ) nous montre
que c'est un foncteur pleinement fiddle (nous verrons d'ailleurs dans
lt'exposé suivant que c'est une équivalence de catégories).

Il s'ensuit en particulier gque le groupe des automorphismes de (G,@l,g)'

est canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de la donnée ra-

dicielle épinglée (R (of. Exp. XXIII, 5.5 ).

1.1, Soit S un préschéma; munissons (Sch)/s de la topclogie (fpaqc)

et considérons le S-faisceau en groupes (G) , ot G est un

Auts gr
S~-préschéma en groupes. On a une suite exacte de S-faisceaux en groupes

6 — Cent(G) — G .__1.1_1_2_, Auts_gr((‘r)

3
3

qui définit un monomeorphisme

3 3 G/Cent(G) —» Auts_gr(ﬁ) "

Le faisceau image de j est le faisceau des automorphismes intérieurs
de G 3 pour gu'un automorphisme u de G soit intérieur, il faut et
il suffit qu'il existe une famille couvrante { S; —> S{ et pour
chaque i un g; € G(Si) ‘tel gque int(gi) = ug « 8i v est un eutre
automorphisme de G , on voit aussitdt que int(v) 3 = vu ¥ est 1lauto-

morphisme intérieur défini par la famille gl = v(gi) « I1 s'ensuit que
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1timege de J est distinguée dans Auts_gr(G) . Le faiscemu en groupes
quotient, noté Autext(G), est le faisceau des automorphismes extérieurs

de G . Om a donc une suite exacte
e — G/Cent(G) —> Aut (G) — Autext(c) — e .
I — S-gr D

Les définitions précédentes sont toutes compatibles avec les changements

de base. Elles sont naturellement wvalables dans tout site.

1.2, Soient S un préschéma et (G,"?\-,g) un groupe réductif épinglé:
Soit E 1le groupe (abstrait) des automorphismes de la dommée radicielle
épinglée 3 y, i.e. le groupe des automorphismes de (A normalisunt Ro .

Par Exp. XXIII, 5.5 , on a un monomorphisme canonique
E ——> 4utg ..(G)

qui associe & h € E 1l'unique automorphisme du groupe épinglé G tel
que *. (u) =h . Ce monomorphisme définit canoniquement un monomorphisme
de faisceaux

a 3 Eg —>  Autg gr(c) .

Pour qu'un automorphisme u de G soit une section du faisceau image de

a 5 i1 faut et il suffit que les conditions suivantes scient vérifides

(i) u neormalise T ., On sait alors que u permute les racines de

G relativement & T . Si r€ R, alors u(r) : t — r(u_l(t)) est

donc localement sur S de la forme ¢t >s(t) , s € R . La seconde

condition s'écrit a&lors comme suit

(ii) si r ¢ R et si U estun ouvert de S tel gque u(r)U(: R,
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alors u{r)U € R, etona

Lie(up) (XJ)y = (Xypyly -

I1 résulte aussitdt des définitions que les sections de a(ES) normlisent

- -

les sous-groupes de G définis par 1'épinglage : T By B 5 U 5 U %

Ces définitions posées, on a :

Théoréme 1.3. Scient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

Considérons la suite exacte canonique de S-faisceaux en Zroupes

e —> ad(G) —> Aut gr(G) =) - Autext(G) — e .

(1) Auts_gT(G) est représentable par un S-préschéma lisse et

sépars.

(ii) Autext(G) est représentable par un S-préschéma constant

tordu & engerdrement fini (Exp. X, 5.1 ).

(iii) 8i G est déployable, la suite exacte précédente est

scindée. Plus précisément, pour tout épinglage de G , le morphisme

(cfe 1.2 )
poa 3 B, ——3 Autext(e)

€3t un isomorphisme.

Montrons d'abord comment le théordme se ddduit de

Lemme 1.4. Dans les notations de 1.2 , AutS-gr(G) est le produit semi-

direct a(ES).int(G) s

Le lemme entraine aussit8t le théorime lorsque G est déployable.

Comme G est localement déployable pour la topologie &tale (Exp. XXII, 2.3 )
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o)

-. donc aussi pour la topologie (fopf) , et que celle-ci est "de descente
effective" pour le catégorie fibrée des morphismes constants tordus
(Bxp. X 5 5-5 ) , on en déduit (ii) dans le cas gnéral (ef. Exp. IV,
4.6.8 ) . Pour en déduire (i) , on remarque que int(G) 2 ad(G) est
affine sur S , donc le morphisme p affine lorsque Ms-gr(g} est
représentable, et on conclut par descente des schémas affines.

I1 ne nous reste donc qu'a prouver 1l.4. Pour ce faire, il

guffit de prouver :

Lemme 1.5. Si (&,g) et ((R',_gz_’} sont deux €pinglages du S-groupe

réductif G , il existe un unique automorphisme intérieur u de G sur

S transformant un épinglage en l'autre (i.e. tel gu'il existe v :R ' R

avec u(e) = v(e') , ef. 1,0 ).

1.5.1. Unicité . Il suffit de prouver que si G est un S-groupe pinglé
et si int(g) est un automorphisme de groupe épinglé ( g & G(8) ),
alors int(g) = id . Or on a d'abord int(g) T =T, int(g) B =B , donc
€ € Norm (T)(s) N Norm.(B)(S) = T(S) (cf. par exemple Exp. XXII,

5.6.1 ). Il s'ensuit que int(g) normalise chaque P_ et que

Lie(int(g)) X, = Ad(g) XI, = r(g) X, pour r & R, . On a donc
r(g) =e pour r e R, , donc g€ (N Kapp (s) = cgent(c)(s)

r(—RO
(Exp. XXII, 4.1.8) , cqgfd.

1.5.2. Existence. Il suffit de la prouver localement pour la topologie
(fpgc) . Soient
(TsM'rRaRO!(x-r)r &R ) et (T',Ii',R’,R‘O,(XI"’) )

o =Y. GRTO
les deux épinglages.
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Par conjugaison des tores maximaux, on peut supposer T = T!' . Quitte &

restreindre S , on peut supposer gue l'isomorphisme Dg(3) = 38-"_’.1"
provient d'un isomorphisme M ¥ WM' +transportant R sur R! s et
on est ramené & la situation T =T' , M =M' , R =R! . Comme les

systémes de racines simples sont conjugués par le groupe de Weyl (Exp. XTI,

3.3.7 ), on peut également supposer Ro =R! . Il existe alors pour chaque

|
o]

. - 1 =
r € R, un scalaire z € gﬂ(s) tel que X' =2z X

5 » o &t il suffis

de construire (localement pour fpgc) une section t de T +telle que
R

) . i o
r(t) = Z, DPour chaque r € R . Mais le morphisme T-—;)- G, g de

composantes {r sy T E RO} est le dual d'une injection Z 0—-——) M,
donc est fidélement plat, ce qui achéve la démonstration de 1.5.2 et

donc de 1-3.

Corcllaire 1.6. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Aut (6) est affine (resp. de type fini, resp. de présenta-
2255 o L

tion finie, resp. quasi-cdmpact) sur S .

(ii) Autext(C) est fini sur S .

(iii) Pour tout s € S, on a rgred(GS)-rgss(GS) =1

En effet, comme 2d(G) est affine Plat et de présentation finie
sur S , le morphisme p est affine, fiddlement plat et de présentation
finie,

Si Autext(G) est fini swr S, il est affine sur S y donc aussi

Auts_gr(G), ce qui prouve (ii) > (1) . si Auts_gr((}) est quasi-

compact sur S, il eet de présentation finie sur § (étant de toute fagon
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joocslement de présentation finie et séparé sur §S) ; par Exp. V, 9.1 ,
Autext(G) est alors de présentation finie sur S , done fini, ce qui
prouve (i) == (ii). Enfin, pour prouver l'équivalence de (ii) et

(ﬁ.i) y on peut supposer G déployé, et on est ramené & Exp. XXI, 6.7.8 .

gorollaire 1.7. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif.
e ————— —_—— it

Alors Aut ©)° = int(6) X ad(c) .

S-gr

Corollaire 1.8. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H

un S-préschéma en groupes lisse, affine et & fibres comnexes sur S .

Alors le S-foncteur

Isogs_gT(G JH)

est représentable par un S-préschéms lisse et séparé (qui est affine sur

S si G est semi-simple).

En effet, soit U 1l'ensemble des points t de S tels que
Ef soit réductif; o'est un ouvert (Exp. XIX , 2.6 ) 3 si S!' est un
S-préschéma, Hy, est réductif si et seulement si S! —> S se
factorise par U . Il s'ensuit que le morphisme canonigue

Iaoms_gr((} yE) —> S se factorise par U . On peut donc supposer S =T et

on est ramené a:

Corollaire 1.9. Soient S un préschéma, G et G' deux S-groupes

réductifs. Alors

o 1
F = Isoms_gr(G,G )

est représentable par un S-préschéma lisse et séparé (affine si G ou

G' est semi-simple). De plus, S se décompose en somme de deux sous-
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Roee M

préschémas ouverts S5, et S, tels que Fsl =f et que F82 soit un
fibré prinecipal homogéne & geuche (resp. droite) scus Aut G, )
Sz—gr 52

(resp. %Q‘ET(GSQ ))

En effet, scit 82 l'ensemble des points de S ot G et G!

sont de méme type, et soit S1 ‘son complémentaire.

Comme le type d'un groupe réductif est une fonction localement constante,
Sl et 32 sont ouverts. Il est clair que Fsl =@ , et on peut supposer
S = S, . Par Exp. XXIIT , 5.6 , F est un faisceau principal homogéne
sous Autg {G-) localement trivial pour la topologie étale. Il s'ensuit
que Fc = F/ad(G) est un faisceau principal homogéne sous Autext(G),

localement trivial pour la topologie &tale , donc représentatle (Exp. X,

5.5 )+ Comme ad(G) est affine, F est donc aussi représentable.

Remarquons qu'len cours de démonstration, on a obtenu ;

Corollaire 1.10. Soient S un préschéma, G et G' deux S-groupes

réductifs de méme type en chague s € S . Alors ad(e) opdre librement

(2 droite) dans Isom, (G G1) , le faisceau quotient

Isomext(G,61!) = Isoms (G,G')/ad(G)

est représentable par un S-préschéma constant tordu, gui est un fibré

principal homogdne sous Autext(G) (et qui est donc fini sur S si G

est semi-simple). De plus, 1'isomorphisme

IsomS (C,G1) == Isom, (G G)

1

défini par uj}—-su” induit un isomorphisms

Isomext(G,G') 2« Isomext(G',G) .
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Remarque 1.11, On dit que G est une forme tordue intérieure de G! =i

Isomext(G,G')(S) £ f ; alors G! est une forme tordue intérieure de G

H
on peut alors réduire le groupe structural de Isomg gr((} Gt) & ad(c).
Plus précisément, soit u ¢ Isomext(G,G')(S) , considéré comme une seo—

tion u 3 S8 ———> Isomext(G,G!') . Notons

Isomint (G,G!')

1timage réeiprogue par le morphisme canonigue Isomg gr(G’G') —> Isomext(G,G")
du sous-pré schéma fermé de Isomext(G,G') imege de wu . L'opération natu-

, ; i ~I : :
relle de ad(G) sur Isomint (G,G') munit ce préschéma d'une tructure

de fibré principal homogéne; par extension du groupe structural

ad(¢) —> Autext(G) , Isomint (G,G') redonne Isogs_gr({},t}l} .

Par le lemme de Hensel (Exp. XI, 1.11) , 1.8. donne aussitdt :

Corollaire 1.12, Soient S un schéma local hensélien, G un S-groupe
Lroasre e et

réductif, G' un S-groupe lisse affine & fibres comnexes, S le point

fermé de S . Si G, et G! sont des k(s)-groupes algébrigues isomorphes,

+ et G' sont isomorphes. Plus précisément, tout k(s)-isomorphisme

‘g = G! provient d'un S-isomorphisme G ¢ gt ,

Aprliguant meintenant 1.7 (resp. 1.12 ) su schéma des nombres

luaux sur un corps, on a par Exp. IIT, 2,10 (resp. 3.10 )

orollaire 1.13. Soient k un corps et G un k-groupe réductif.

Jdors

B'(G,Lie(6/k)) = E2(c,Lie(c/k)) = O .

-emarques 1l.14. (i) L'assertion concernent le HY était connue (CHEVALLEY);

2 e g
elle concernant le H a ete démontrde dans la plupart des cas de la
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classification par CHEVALLEY.

(ii) En fait, la conjoncticn de 1.13 et du théordme d'unicité
sur un corps algébriquement clos ect essentiellement éguivalente au théordm
dMunicité. Une démonstration directe de 1.13 donnersit donc une maniére
de déduire le théoréme d'unicité général du théorzme d'unicité de CHEVALLEY

Sur un corps.

(iii) L'existence de groupes réductifs de tous les types sur tow
les préschémas (Exp. XXV) montre que les obstructions au rel dvement d'un
k-groupe réductif G au-dessus des anneaux artiniens 2 corps résiduel k
(qui par Exp. III, 3.8 sont des $léments de H-(G,Lie(G/k)) V) ou V
est un certain k-espace vectoriel ) sont rnmlles. Ceci semble suggérer
que HE(G ,Lie(G/k)) = O . L3 encore, une démonstration directe de ce fait
(s'il est vrai) donrerait sans doute une manidre de déduire le théordme
dl'existence général du théordme d'existence sur un corps (Tohoku de

Chevalley ).

Corollaire 1.15. Soient k wun préschéma, G wun k-groupe réductif.

Consid€érons k comme G-module trivial. Alors

g*(e,kx) = H?(G,k) = O .

Considérons en effet le k-groupe réductif H =G Xy G K * On
a Lie(H/k) = Lie(6/k) ® k , décomposition stable sous H . Pour un
H-Mcdule quelconque M , ona HY(H,M) = HY(G,E°(Q_ M) (cela résulte:
de la caractérisation des Hi(H,.) - comme foncteurs dérivés de
B°(8,.) = E°@c,HE°(C K o ) 5 et du fait que le foncteur H°(GC Koo )

est exact , of. Exp. I , n® 5) . En particulier, on a
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g (#,Lie(H/k)) = 5'(G,Lie(6/k)) (D H(G,k) pour 1 > o . On conclut

glers en appliguant 1.13 au groupe réductif H .,

péfinition 1.16. Soient S wun préschéma , G wun S-groupe réductif .
——--_--_ —_—

On appelle forme de G sur S un S-préschéma en groupes G! localement
——— wan— — —_—

igsomorphe & G our (fpgc) (il revient au méme, Exp. XXIII, 5.6 y de

dire que G' est localement isomorphe &4 G pour (ét) y OU encore gue

G!' est un S-groupe réductif de méme type que G en chague point de S ).

Corollaire 1.17. Soient S wun préschéma, G un S-groupe réductif .

Le foncteur

G' ¢ > Isoms_gr(G,G 1)
est une équivalence entre la catdgorie des formes de G sur S et la
catégorie des fibrés principaux homogénes sous Aut (@) .

=——S-gr

Si S' —» 5 est un morphisme couvrant, formes de G +trivialisdes par

8' et fibrés trivialisés par S' se correspondent.

Tout faiseesu prinecipal homogéne sous Auts_gr(c) est représentable et

quasi-isctrivial (localement trivial pour la topologie étale).

La premiére assertion est formelle dans la catégorie des fais-
ceaux (pour (fpge) par exemple). D'autre part, tout faisceau localement
isomorphe & G (pour (fpgc)) est représentable (car G est affine sur
S ) et localement isomorphe & G pour (ét) . Enfin, pour toute forme
G' de G , le S-faisceau Isoms_gr(G,G') est représentable (1.8 ).

Le corollaire en résulte aussit8t.

Corollaire 1.18. L'ensemble des classes d'iscomorphisme de formes du

groupe réductif G sur S est isomorphe &

341




Hl(s,éggs (G)) = Hz (s,Aut, ge(8)) = Fiv(s,auts  (6)) .

Si 8! —> 5 est un morphisme couvrant, le sous-ensemble formé des formes

trivialisées par S' est isomorphe & HT (s/s, Autg (G))

Corollaire 1.19. Soient S un préschéma et R une donnée radicielle ré-

duite épinglée telle que EES(U{) existe (condition automatiquement véri-

fiée , Exp. XXV). Notons

45(R) = autg  (Epg(R)) = ad(@g(R)).E(R)g .

L'ensemble des classes d'isomorphisme de S-groupes réducitifs de type

R (Bxp. XXI1, 2.7 , ef. Exp. XXIII, 5.12 ) est isomorphe %

(s, 4(R) ) = Hi (s, a(R)) = Fib(s, a4(R) )

Si S' —> S est un morphisme couvrant, le sous-ensemble formé des classes

de groupes déployables sur S!' est isomorphe & Hl(Si/S, és(fR 1)

Remargue 1.20. Avec les notations précédentes, & tout S-groupe réductif

de type R est associé cancniquement un fibré principal homogéne & droite

sous gs(@-)

Isoms_gr(&s(ﬁ), G) = P,

Remarquons que P s'interprite comme le "schéma des épinglages de G de

type & (1.0 )", Drailleurs P est également un fibrd principal homogéne

(& gauche) sous Auts_gr(G) y structure qui apparait aussitdt dans la

description ci-dessus,

Proposition 1.21., Scient S un schéma local hensélien , s son point

fermé . Le foncteur
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G /> G

g

induit une bijection de la classification des S~groupes réductifs sur

celle des k(s)-groupes réductifs. En particulier, pour tout S-groupe
cellie ces

réductif G , il existe un morphisme étale fini surjectif S!' —3 S tel
requotrs xel

que Gg, soit déployable.

Utilisant l'existence des .EES(G{) (Exp. XXV) , on est ramené

a prouver que si on note FH = és(ﬁi) s l'application canonique

Fib(S,H) —> Fib(k(s),H )

est bijective (et que tout £lément de Fib(S,H) a la propriété indiquée
ci-dessus). Or, toute partie finie de H est contenue dans un ouvert
affine (c'est en effet trivial pour un grotipe constant, et H est affine
au-dessus d'un groupe constant); on peut donc utiliser le résultat démontré

en appendice (8.1 ).

2. Automorphismes et sous-groupes.

Introduisons une notation : si H = Auts_gr(c) s et si X est

un sous-foncteur de G , on note

_A_ujs__gr((},x) . &D_I:EH(X) ]
Aut _gr(G,id. sur X) = CentH(X) s

On définit de méme Autg gr(G,X,Y),... : Isoms_grﬁ},X;G‘,X1),... .

Propesition 2.1. Scient S un préschéma , G un S-groupe réductif ,

T un tore maximal de G (resp. B un groupe de Borel de G , resp.
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B DO T un couple de Killing de G ) . Notons 2 (resp. B*") le tore

maximal (resp. le groupe de Borel) de ad(G) correspondant & T (resp. B)

52 ~ B/Cent(c) = B/Cent(3) ,

™% ~ 7/cent(c) .

Alors ﬂuts_gr(G,T) (resp. Auts-gr(G’B) y resp. Autg _gr(G!B?T) ) est

représentable par un sous-préschéma fermd de AuES_gT(C-) s lisse sur 5§,

et la suite exacte de 1.3. induit une suite exacte

d +
e —> Norm d(G)(Tu ) — Aut :-gr(G’T) —> Autext(G) —> e

(resp.

ad
€ > B B _&113_8_31.(@;3) —> Autext(G) —» e,

resp.
e —s md i _gg_ts_gr(G,B,T) —> Autext(C) — e ) .
Par descente des sous-préschémas fermés, on se ramdne aussitdt au

cas ou G est épinglé et ol B > T est son couple de Killing canonique

(Bxp. XXII, 5.5.5 (iv)). Comme 1le groupe E de 1.2 normalise B et

m

T , le résultat se déduit aussitdt des théordimes de normalisation dans

ed(G) (Exp. XXII, 5.3.12 , 5.6.1 ).

Utilisant maintenant les théorimes de conjugaison (cf. Exp. XXIII,

5.12 ), et raisormant comme au n°® 1 , on en ddduit :

Lorollaire 2.2. Soient S5 un préschéma, G et G' deux S-groupes

réductifs de méme type en chaque point.

(i) Soit T (resp. T') un tore maximal de G (resp. G') ., Alors

le S-foncteur Isoms_gr(G,T;G',T‘) est représentable par un sous-préschéma
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fermé lisse de Isoms_gr(G,G‘) qui est principal homogéne sous Autshgr(G,T)

De pius, Norm (Tad) opére librement sur ce préschéma, et on a un
Je P v ==1d(G)

jsomorphisme canonigue

Isogs_gr(G,T;G',T‘)/Norm d(G)(Tad} ~ Isomext(G,G1')

(ii) Soit B (resp. B' ) un groupe de Borel de & (resp. G!)

Alors le S-foncteur Isoms_yr(G,B;G',Bf) est représentable par un sous-
L=

préschéma fermé lisse de Isoms_gr(G,G') gui est principal homogéne sous

(G,B) . De plus, Bad opére librement sur ce préschéma et on a un -

Auts_gr

isomorphisme canonigque

Isom (G B;G',B')/ 534 ~ Isomext(G,G!') .

(i1i) Soit B D T (resp. B' D T!') un couple de Killing de G

(resp. G') . Alors le S-foncteur Isqgs_gr(G,B,T;G‘,B’,Tl) est représen-

table par un sous-préschéma fermé lisse de Isoms_grﬂ},G’) gui est prin-

cipal homogéne sous Aut (G B, T) . De plus, Tad opére librement sur

ce préschéma et on a un 1somcrphlsme canonique

Isom ({} B,T3a!,B',T7')/ 29 ~ Isomext(G,G')
Raisonmant encore comme au n® 1 , on en déduit :

Corollaire 2.3. Soient S un préschéma, G un S=groupe réductif,

B3> T un couple de Killing de & . Le foncteur
(g ) Isom, (c T3G1,T!)

(resp.

G',B'") —mm 5 IsemSﬂgr(G,B;G',BU :

resp.

@By, 20} pb—— 5 Isom, {u,z T3G1,Br,Tr) ),
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est une équivalence entre la catégorie des couples (GJT') (resp. des

couples (G',B') , resp. des triplets (G',B',T') ) , ol G' est une

forme de G et T' un tore maximal de ! (resp. B' un groupe de Borel

de G'y, resp. B' @ T' un couple de Killing de G') , et 1a catégorie des

fibrés principaux homogines sous le S-groupe H , ol H = Auts_gr(G,T)

(resp. H = Auts_gr(G,B) » resp. H = Autg gr(G,B,T) .

De plus, tout faisceau principal homogéne sous H est représentable et

quasi-isotrivial, de sorte gu'on a

HY(S,H) = H, (S,H) Fib(S,H) .

Remarque 2.4. Sous les conditions de 2.2 y le morphisme noté ensem-
blistement u > u(T) (resp. u —> u(B) , resp. u +—> (u(B),u(T)) )

induit un isomorphisme

Isong ..(G,6')/Auts  (6,T) =~ Tor(c')

IR

(resp. Isoms_gr(G,G’)/Autsmgrﬂ},B) Bor(G') ’

resp. Isomshgr(G,G’)/Auts_gr(G,B,T}:: Kil(G') 1 »

La démonstration est immédiate : il suffit de la faire localement

pour (quc) y on peut donc supposer G =< G' , et on est ramené 2

Exp. XXII , 5.8.3 (4ii)).

Remarque 2.5. Les résultats précédents g'interprétent aussitbt en termes
de restriction du groupe structural : si G' est une forme de G , cor-

respondant su fibré principal Isoms_gT(G,G') y se donner une restriction

du groupe structural de ce fibré a Auts_gr(G,T) revient & se donner un

tore maximal T' de G' , les bijections suggérées ci-dessus dtant celle
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de 2.4. d'une part, 1'applicatidn T" ——> Isoms_gr(G,T;Gl,T!) dlautre

part. De mdme pour groupes de Borel et cocuples de Killing.

proposition 2.6. Sous les corditions de 2.2 (i), m%4 op2re librement
- [} -
sur Isoms_gr(G,T,G ,T') , le gquotient
d
P = Isogs_gr(c- ,D3G,Tt) /T

est représentable; c'est un fibré principal homogine sous

d
4 = éEﬁs_gr(G!T)/TE ’

o A est représentable par un S-préschédma constant tordu, extension de

a.d)

d a . :
Autext(G) par wad(G)(T = Norm d(G)(Ta )/T*® . De plus, si on fait

opérer A sur T de la maniZre évidente, le fibré associé & P nlest

autre que T' .

La premiére partie de la proposition résulte aussitdt des résul-
tats précédents. Pour prouver la seconde, on remargue qu'il y a un mor-
phisme évident P xg T — 5 T' (défini par (u,t) —>u(t) ); pour
démontrer qu'aprés passage au quotient par A il induit un isomorrphisme,
on peut encore une fois supposer (G,T) =< (G!',T') , auquel cas c'est
immédiat.

De manidre absolument semblable, on & :

Proposition 2.7. Sous les conditions de 2.2. (ii) s 81 on fait opérer

Auts_gr(c,s,'r)/mad > Autext(G) de la manidre évidente sur T , le

fibré associé 2 Isomext(G,G!) n'est autre gque T! ,

Corollaire 2.8. Soient € et G' deux BS-groupes réductifs qui sont

des formes tordues intérieures 1l'un de l'autre; soit B J T
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(resp. B! D T') un couple de Killing de G (zesp. G!').

Alors T et T! sont isomorvhes.

Remargue 2.5. I1 n'est pas vrai en génédral que 3B et B! scient

[11]
0
1_!
9]
=1
L
L

isomorphes; ce sont cependant des formes tordues intérieur
l'autre (cf. n°® 5) .
On peut développer des variantes "Isomint" des résultats

précédents. Signalons-en une i

Proposivion 2.10. Sous les conditions de 2.2 (iii) , soit

u & Isomext(G,G')(S) ; considérons
Isomint (G,B,T;G',B!',T!') =

Isoms_gr(G,B,T;G',E',T') O\ Isomint (G,G!') .

C'est un S-préschéma lisse et affine qui est un fibré principal homogéne

sous 1% ., En particulier, Isominta(G,B,T;G’,B',T!)(S) £ 0 siet

seulement 1'élément correspondant de Hl(S,Tad} est nul.

Pour teminer ce n° , démontrons deux résultats qui nous seront

utiles par la suite i

Proposition 2.11. Soient S un préschéma s G un S-groupe réductif,

T un tore maximal de G . Le morphisme €vident

pd PR Au'ts_gr(G,id. sur T)

est un isomorphisme.

Cela résulte des énoncés précédents; d'ailleurs, on a donné une

démonstration directe au cours de la preuve de 1.5.2,.
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Corclleire 2.12. Sous les conditions précédentes, il existe une équi-
____——-—-'

walence entre la catégorie des couples (G',f) , ol G' est une forme

de G et f un isomorphisme de T sur un tore maximal de G , et la

catégorie des fibrés principaux homogénes sous Bl o

Corcllaire 2.13., Si Hl(S,TE'd) = 0, et si G' est une forme de G
possédant un tore maximal isomorphe & T , G' est isomorphe & G .

Corollaire 2.14. Soient S un préschéma tel que Pic(S) =0, et G un

S—groupe réductif de type constant. Pour que G soit déployable, il faut et

il suffit que G ©posséde un tore meximal triviel.

Soient G wun groupe réductif , rad(G) son radicel (Exp. XXII,
4.3.9 )3 comme rad(G) est central et oaractéristique dans G , on a un

morphisme canonique Autext(G) __.i__, Auts_gr(rad({})} i

Proposition 2.15. Soit ¢ un S-groupe réductif. La suite suivante

est exacte 3

e — ad(G)._,Auts_gr(G;id. sur red(G)) 2, Autext(c) _%, Auts_gr{rad((;))

L]
De plus, Ker(q) = Im(p) est un sous-préschéma ouvert et fermé de

Autext(G) , fini sur S.

OCn peut supposer G déployé, La premidre assertion est immé-

diate; la seconde résulte de Exp. XTIy 6275 et BT

Notant H = Aut _gr(G,id. sur rad(G)) , on en déduit :

—3
Corollaire 2.16. 1I1 existe une édquivalence entre la catégorie des couples
(G',f) , o G' est une forme de G et f un isomorphisme de rad(G)
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sur le radical de G' , et la catégorie des fibrés principaux sous un

certain S-préschéma en groupes H , o H est tel gqu'il existe une

suite exacte

e —ad(G) — E — F —3 e,

ol le S-groupe F est étale et fini sur S .

3« Schéma de Dynkin d'un groupe réductif,Groupes guasi-déployés.

3.1, On rappelle (Exp. XXI, 7.4.1 ) qu'un disgramme de Dynkin est

un ensemble fini muni de la structure définie rar un ensemble de couples
d'éléments distincts (liaisons) et d'une application dans [ 1,2,3 }
(longueurs). A chaque dommée radicielle réduite épinglée R est associée un
disgramme de Dynkin D((R) , dont l'ensemble sous-jacent est 1l'ensemble

des racines simples,

3.2, Soit 5 un préschéma. Un S-schéma de Dynkin est un S=schéma

constant tordu fini, D muni de la structure définie par un sous-schéma
L de D Xg D d'intersection vide avec la diagonale, et d'un morphisme
Dy {1,2,55 g + Pour chague S'—3 S5, D(S') est muni naturellement
d'une structure de disgramme de Dynkin,

On définit aussitdt les notions suivantes isomorphisme de deux schémas
de Dynkin, extension de la base d'un schéma de Dynkin, schéma de Dynkin

constant associé & un diagramme de Dynkin. Toute
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donrée de descente sur un schéma de Dynkin pour la topologie étale est

effective.

T On se propose d'associer & chaque S-groupe réductif G un
S-schéma de Dynkin. Supposons d'abord G déployable sur S ; pour tout
épinglage E de G , notons D(E) 1le schéma de Dynkin constant associd
& la domnée radicielle épinglée définie par E ; si E et E! sont deux

épinglages de G , il existe par 1.5 un unigue automorphisme intérieur

de G sur S transformant E en E' ; cet automorphisme de G définit un
isomorphisme a_., 1 D(E) =3 D(E') ; les agpy forment évidemment un
systéme transitif, de sorte qu'on peut identifier les D(E) (i.e. prendre
la limite inductive); le résultat est un schéma de Dynkin constant noté
Dyn(G). Si mmintenant G est un S-groupe réductif quel conque, il existe
une famille couvrante pour la topologie &tale { Si —> 5 } telle gue
Gsi soit déployable. Raisomnant comme précédemment, on a donc une donnée

de descente canonique sur les Dyn(Gq ) , permettant de construire par
i

descente un S-schéma de Dynkin Dyn(G) .

34 Cette construction vérifie les propriétés suivantes (qui d'ail-

leurs 1a caractérisent essentiellement) 3

(i) A chaque S-groupe réductif est assccid un schéma de Dynkin
n(G) ; & tout isomorphisme u : ¢ —> G' est associé forictoriellement
rp

un isomorphisme Dyn(u) : Dyn(G) =< Dyn(G') .

(ii) Si S' est un S-préschéma et G un S-groupe réductif,

on g
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Dyn(G xg ') 2=~ Dyn(G) xg S' .

(iii 81 E est un épinglage de G , définissant la donrée radicielle

épinglée de diagramme de Dynkin D , on a
Dyn(Gc) D2 Dy .

(iv) 8i wu est un automorphisme intérieur de G , Dyn(u) est

1'automorphisme identigue de Dyn(G) .

350 Scient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Il est clair
que le foncteur Aut, n(gxn(G)) des automorphismes de Dyn(G) pour la
structure de schéma de Dynkin est représentable par un S-schéma constant

tordu fini. Par 3.4 (i) et (ii) , on a un morphisme canonique
Autg .(6) ——  auty (@yn(s)) ,

qui, en vertu de (iv), se factorise par un morphisme
Autext(G) —m Autnyn(gxn([})) :

Plus généralement, si G et G' sont deux S-groupes réductifs, on a

un morphisme canonique

Isomext(G,G1) m—— Isogﬂin(M(G):M(G')) :

en particulier, si G' est une forme tordue intérieure de G (1.11 ), les

schémas de Dynkin Dyn(G) et Dyn(G') sont isomorphes.
3.6, Si G est semi-simple (resp. adjoint ou simplement connexe), le

morphisme

Autext() ——> Auty  (Dyn(G))

352



347

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). En effet, on peut supposer
¢ épinglé et on est ramené au résultat correspondant pour les données ra-

dicielles réduites épinglées (cof. Exp. XXI, 7.4.5 ).

On a un résultat analogue pour les Isom j d'ol il résulte en particulier
que deux S-groupes semi-simples adjoints (resp. simplement connexes) sont
des formes tordues intérieures l'un de ll'autre si et seulement si leurs

schémas de Dynkin sont isomorphes.

3.7 On peut donner une construction différente du schéma de Dynkin
associé & un groupe réductif. Soient R une donnée radicielle réduitg
épinglée, G un S-groupe réductif de type O\ ; notons D(R) le diagramme
de Dynkin défini par la domnée radicielle R . On a (3.5 ) un morphisme
canonigue

45(R) = sutg o (B (R)) — uty  (D(R)g) .

Le S-groupe réductif G correspond (1.17 ) & un fibré principal homo-
giéne Isoms_grjéms(ﬁl),G) sous és(G{} . Le fibré sous nutDyn(D(Gl)s)
associé correspond & une forme sur S de D(G{)s : c'est Dyn(G) ; en

dlautres termes, ce fibré associé n'est autre que Isom, n(D(ﬁl)S,ggn(G)}.

Sous cette dernidre forme, la démonstration est immédiate.

3.8, Schéma de Dynkin et couples de Killing. Soient S un préschéma,

G un BS-groupe réductif , 3 D T un couple de ¥Killing de G . Il existe

un morphisme canonigue

Hom (P,

|4
&
o

|
78]

T
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qui identifie ggn(!}) au "schémz des racines simples de B relativement
2 T " ; ce morphisme se définit aussitdt par descente & partir du cas

e

ol

épinglé. Remarquons d'ailleurs que la donnde de T et de i permet
reconstruire B (" correspormdance biunivogue entre systédmes de racines
simples et systémes de racines positives").

Il résulte de la description précédente de Dyn(G) = D , qu'il existe

. . T : i
une racine canonigue de By par rapport a Ip ¢ cette racine ry est

1'image par i(D) du morphisme identique de D . On en déduit un

%—Module inversible canonique GA,D

D

%

Dans le cas épingléd, on a

r
o= 0)? .
(C}QS_D

1 =

reRo

D

]

D
ol chaque Sr est une copie de S5 , et 0‘} est le QD-L’Eodule qui

: r
induit OJ’ sur S, r & Ry »

3.9 Quasi-épinglages. Groupes quasi-€pinglés. Si G est un S-groupe

réductif, on appelle guasi-épinglage de G 1la donnéde :

(i) 4d'un couple de Killing B D T de & ;
(ii) d'une section X €[ (Dyn(c), %D)* .

On dit gu'un S-groupe réductif est quasi-déployable s'il possdde un

quasi-épinglage.

On appelle groupe quasi-€pinglé un groupe réductif muni d'un quasi-

épinglage.
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Si B 2 T est un couple de Killing du S-groupe réductif G '
G . est quasi-épinglable relativement & ce couple de Killing si et seulement
si Q}D posséde une section non nulle en chaque point, i.e. si 1'élément
de Pic(Dyn(G)) défini par Q}D est mul, Supposons en particulier S
semi-local; alers Dyn(G) est également semi-local, donc Pic(Dyn(G)) = 0.

Utilisant en outre Exp. XXII, 5.9.7 , on en déduit *

Proposition 3.9.1. Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe

réductif. Pour que G soit quasi-déployable, il faut et il suffit qu'il

posséde un groupe de Borel,.

Remarquant maintenant que pour un S-groupe réductif quelconque
le S-préschéma 3Bor(G) est lisse et projectif (Exp. XXII, 5.8.3 ¥
donc posszde des sections aprds extension étale finie surjective de la

base (EGA IV, § 24), on en déduit 1le

Corollaire 3.9.2. Soient S un schéma semi-local , G un S-groupe

réductif. Il existe un morphisme S'-—3 S é&tale fini et surjectif tel

que GSI scit quasi-déployable.

Remargue 3.9.3. Sous les conditions précédentes, soit T un tore
maximal de G (Exp. XIV, 3.2C ); alors on peut supposer en outre que Gg,
est quasi-déployable relativement & TS' : il suffit d'eppliquer le rai-

Sonnement précédent au "schéma des groupes de Borel contenant TV qui

est fini et étale sur S (Exp. XXII, 5.5.5 (ii) ).

3.10. Soient E et E' deux guasi-épinglages du S-groupe réductif G .

Il existe un unique automorphisme intérieur de G transformant E en E!' .
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En effet, on raméne aussitdt au cas déployé, ol l'assertion a déjh &1té
démontrée (1.5 , il suffit de remarquer en effet qu'il revient au méme pour
un automorphisme intérieur de G de respecter un Spinglage ou le quasi-
épinglage sous-jacent). On en conclut comme au n° 1 gu'un guasi-épinglage

du S-groupe réductif G définit un scindage h de la suite exacte

h
& ——3 G0 ) Auts_gr(G} T Autext(G) —s e ,
P

l'image de h é&tant le sous-groupe de Auts_gr(G) qui laisse invariant

le quasi-épinglage.

De m@me si G et G! sont deux S-groupes gquasi-épinglés, on

définit de manidre naturelle le sous-foncteur

Toong gy q.6p. 00"

de Isogs_gr(G,G') 3 la projection de Isoms_gr(ﬁ,ﬁl) sur Isomext(G,G')

induit un isomorphisme

Isoms_gr.q.ép.(s,ﬁ') 2~y Isomext(G,G!') .

Théorgme 3.ll. Soient S un préschéma, R une donnfe radicielle réduite

épinglée telle que EES(UR) existe (ecf. Exp. XXV), E 1le groupe de ses

automorphismes. Considérons les trois catégories suivantes @

(i) La catégorie Rev des rev8tements principaux galoisiens de S

de groupe E (les morphismes sont les isomorphismes).

(ii) La catégorie Redext dont les objets sont les S-groupes réduc-

tifs de type (R (Exp. XXII, 2.7 ), les morphismes de G dans G' &tant

les é1léments de Isomext(G,G')(S) .
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(iii) La catégorie Q8ép des S-groupes rdductifs quasi-épinglés de

type G{ (1es morphismes sont les isomorphismes respect-ont les guasi-
Ll

épinglages) .

Ces trois catégories sont gouivelentes : plus précisément, on a un dia-

gramme de foncteurs, commutatif & isomorphismes prés

aép
PLE? —_—

=N

Redext

Nous allons décrire ci-dessous ces trois foncteurs, en laissant

au lecteur le soin de vérifier la commutativité du diagramme.

3.11.1. Le foncteur i . C'est le foncteur évident : i(G)

i(f) = image de f par le morphisme ddcrit en 3.10.

3+11.2. Le foncteur gép. Soit S' un revétement principal geloisien

de S5 de groupe E . L'homomorphisme canonigue

h: E —;Auts,_gr(gs,(@)} = A(R)(s?)
définit une opération de E sur EES,(G{) s, opération qui respecte le
Quasi-épinglage canonique de _Egs(ﬂi] . Comme S' —3 S est couvrant

pour la topologie (fpge) , c'est un morphisme de descente effective

pour la catégorie fibrde des morphismes affines, et on note
p ; _
qe?(s ) Q'EE""F/S(CQ)

le S-groupe guasi-épinglé obtenu par descente galoisienne.
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Fa11.3, Le fongteur rev . Scit G un S=-groupe réductif de type ®..

On note

rev(G) = Isomextgggs(ﬁl),G) i

c'est un fibré principal homogéne (1.10 ) sous Eq 5 c'est--dire un
objet de Rev .

Développons un des corollaires de 2.1l =

Corollaire 3.12. Pour tout S-groupe réductif G ; 11 existe un

S-groupe guasi-épinglé Gq & et un "isomorphisme extérieur"
u € Isomext(G @) (8) . Le couple (Gq & yu) est unigue 3 un isé-

q.6p.
morphisme unique pras .

En effet, on peut supposer G de type constant R sy et on prend
Cq.6p. = LElioy(g)/s(R) .
3.12.1. Remarquons que la donnée de u permet de définir de manidre

canonique le S-préschéma (1.11 )
Q = Isemint(Gq.ép.,G} x

Qui est un fibré principal homogine sous ad.(Gq éu ), et dont la donnée

"équivaut" 2 celle de la forme tordue intérieure G de Gq &g ?
- .

D'ailleurs Q n'est autre que le "schéma des quasi-épinglages de G",

définition qui rend compte de sa structure de fibrd principal homogéne

(2 gauche) sous ad(G) (3.10) - comparar avec 1.20.

Proposition 3.13. Soient 8 un préschéma, G un S-groupe semi-simple

adjoint (resp. simplement connexe) , B O T un couple de Killing de G ,
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M{G} le S-schémg de Dynkin de G . Il existe un isomorphisme canonigue

de S-préschémas en groupes

* J(G-)/S EEM(G) :

(On rappelle, Exp. II , 1, gque le second membre est par définition le

S-foncteur qui & S' —> S associe ¢_(Dyn(G) A S') , ou, ce qui re-

vient au méme g—_ﬂ(yn(l}s.)) 8

18T 3dmonstration. Faisons-la pour simplifier dans le cas adjoint. Consi=-

dérons le morphisme composé

T ———}l[ T — || G
D/s 2 D/s =D 7

ol le premier morphisme est le morphisme canonique, le seccnd est 1/‘ Ty
D/s

(on a noté D = Dyn(G)). Pour vérifier que ce morphisme est un isomorphisme,

on peut supposer G déployé; or, dans ce cas, ce n'est autre que le mor-

phisme T — (G S}Ro de composantes r , r € Ro’ et celui-ci est un

isomorphisme (Exp. XXIT,y 4.5.8 }

EEmedémonstrg.tion. D'apres 2.8 , 3.5 et 3.11 , on peut supposer que

G = @S,/S(‘R) sy T étant le tore maximal canonique., Sur S' , on a
rar Exp. XXII 4.3.8 , un isomorphisme TS' — (G S,)Ro s défini
rar les racines simples (resp. les coracines simples). Le groupe E opére
au second membre par permutation de R_ . Or le fibré associé 2 S'/S

par E — Au't(ﬁo) est Dyn(G) (3.7 ) , et on conclut aussitdt.

Utilisant 8.1 , on en tire :

Corollaire 3.14. Sous les conditions précédentes, on a

H'(S,?) % 2N(Dym(6),8. ) 25 Pic(myn(e)) .
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En particulier, Hl(S,T)

I

0 lorsque 38 est semi-loeal.

Remarque 3.15. Scient S un préschéma, G (resp. G') un S-groupe
réductif , B 2 T (resp. B' O T' ) un couple de Killing de G (resp.

G!') , u & Isomext(G,G')(S) . Posons (2.10 )
P = IsomintJ(G,B,T;G',E',T')

clest un fibré principal homogéne sous ’i‘ad (par (£f3t) =1 int(t))

Soit d'autre part D = Dyn(G) = Dyn(G') (identifiés grlce & u (3.5 ) ),
!

et soit L = IsomD( (E,D U} D) le fibré principal homogdne sous {_}-m

S
1
défini par le Op-Module inversible Hom, (B} CH:D) = %D x%D .

L
Chaque f €& P(S') définit un isomorphisme de %D 2y Oy, sur 21 D
=S
de 9~S' y d'ol un morphisme canonique

P —0s 11 1.
/s

Ce morphisme est un isomorphisme , compatible avec l'iscmorphisme d'opé-

rateurs

™ — s TT e 5
/s

défini ci-dessus. En effet, il suffit de le vérifier dans le cas ol les
deux groupes sont épinglés, oll c'est facile.
I1 s'ensuit en particulier que dans 1'isomorphisme
al(s, 1) — 2o pic(Dyn(e))

1
de 3.14 , la classe du fibré P est transformde en Cl(g D) = cl(g,D).
1
Le fibré P est donc trivial si et seulement si % D et O}D sont

isomorphes.

si (G,B,T) est quasi-déployable, par exemple si on prend pour G 1le
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groupe Gé. ép. ? avec son couple de Killing canorique, il s'ensuit gue
1'image de la classe de P n'est autre que 1l'obstruction au gquasi-

déploiement de G' définie en 3.9.

3.16. Symétries .

3,16.1. BSocient S un préschéma , G un S-groupe réductif, B 2 T un
couple de Killing de G . On rappelle (Exp. XXII, 5.9.1 ) gqu'il exisze
un unique groupe de Borel B de G tel que B M B = 7T,

gt T ET (D,d}D)* définit un quasi-épinglage de G relativement &
(ByT) (3.9 ) 4 T == xler (D, fg.ﬂ)* définit un quasi-épinglage de

G relativement & (B ,T) ; on dit que c'est le quasi-épinglage opposs.

si R est une donnée radicielle réduite épinglée et si e est un
(R-—épinglage du S-groupe réductif G , on définit un (R-épinglage e

dit opposé 2 e de la manidre suivante : on garde le méme tore maximal

T , on prend 1l'opposé de 1!isomorphisme DS(M} 2 T, et on "épingle" par
Y, =- X__:l & (s, (g-r)*, r & R, . Le quasi-épinglage sous-jacent & g~

est le quasi-épinglage opposé au guasi-épinglage sous-jacent & e .

Remarque . Dans les notations de Exp. XIX, 3.1 , si on pose

w. (X)) = exp(X) exp(-x;l) exp(X,)

on a w_(X = w (Y loc. cit. 1 vi .

L) = W () ( 3.0 (vi) )

Proposition 3.16.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif .
(1) Soit T un tore maximal de G ; il existe un unique
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iy € (futg , (@,1)/Ns) € autg (1)

: -1 i - o .
tel que lT(t) =1 pour toute section t de T .

(i1) Soit (B,T) un couple de Killing de G ; il existe une unigue

section

L, € (Norm, (T)/T)(S) = WG(T}(S)

telle que int(w, T)(B) = B" (avec l'abus de langage évident) .
e L]

(iii) Soit g = (B,T,X) un quasi-épinglage de G , o = (37,T,Y)

le quasi-épinglage opposé; il existe un unique automorphisme intérieur

de G

ny € Norm d(G)(Tad)(S) = Auts_gr(ﬂ-)

tel que ng(_q_} = g , clest-a-dire n_q(T) =T, n_q(B) =B , nﬁ(X):Y ;

(iv) soit (R ) un épinglage de G , (R »€ ) 1l'épinglage

opposé; il existe un unigque automorphisme de @

ug € Auts_gr(G,T) = Auts_gr({})

tel que ue(g_) = e , clest-d-dire u (t) = T pour toute section %

—

de T, Ad(u_e_) Kr=Yr pour r€R_ .

Démonstration . (ii) résulte de Exp. XXII, 5.5.5 (ii) ; (dii)

résulte de 3.10 , et (iv) résulte de Exp. XXIITI, 4.1. Enfin pour
prouver (i) , on peut supposer G &pinglé. L'existence résulte de (iv)
par exemple, l'unicité du fait qu'un automorphisme de G qui induit

1'identité sur T est donné par une section de T°% (2. 31 )s
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llaire 3.16.3 On a 12 = w =n 2 . u2 = e , De plus
Coroz282I= 2+2°:2+ T2 p TV, T fy e Coemlent
ip (resp. u,) est fe si G Fe, et wg,p (zesp. n ) est fe

si G n'est pas un tore.

Corollaire 3.16.4. Dans la situation de (iii) (resp. (iv)), n, Sse pro-

jette sur Wwg nq (resp. u, se projette sur iT} par le morphisme cancnigue
L]

Norm d(G)(’I‘ad) PO ¢ wad(G)(Tad) 2= W (1)
(resp.

autg G0 —— st (e,1)/P0 ) .

Corollaire 3.16.5. Les définitions précédentes sont compatibles avec

l'extension de la base, et sont fonctorielles par isomorphisme (en un

sens évident),

Proposition 3.16.6. (i) On peut définir de manidre unique pour chaque

groupe réductif G sur un préschéma S un élément

s, € Autext(G)(S)

de telle manidre que cette construction soit fonctorielle en G par iso-

morphisme, scit compatible avec les changements de base et que chagque fois

que T est un tore maximal du S-groupe réductif G , s

o soit 1l'image

de i, par le morphisme canonigue

_— A

Auts_gr(G,T)/Tad ——  putext(c) .

P

(4ii Ona s, =e s, est un élément central
s » 5

2
G

de Autext(G) .
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(iii) Sous les conditions de 3.16.2 (ii) ,

si on identifie Aut (G4B,T)/T% 2 Autext(G) (2.2 ), on a

W 3 = i We = 3
B,T T : B,T G *

(iv) Sous les conditions de 3,16.2 (iv) ,

si on identifie Auts-grhép ¢,R,e) A& Autext(6) (1.3 (4iii)), ona
W Wy = W n, = 8 -

Démonstration . (i) se prouve sans difficulté par descente.
D'autre part, comme iT est évidemment une section centrzle et de carré e
dans ggjs_gr(T) y (1i) en résulte immédiatement ; (iii) est une consé-
quence de (iv) par descente. Enfin, sous les conditions de (iv) g Il

est clair que L P n, et que cet automorphisme de G respecte

1'épinglage; modulo 1l'identification faite, il est donc égal & son image

dans Autext(C) ; mais n, est intérieur et u, se projette sur s, .

Remarques 3.16.7. (i) On détermine explicitement e

cas de la classification grfce & (iii) : il suffit pour chagque domnée

dans chacun des

radicielle irréductible épinglée de composer la symétrie par rapport &
l'origine avec la symétrie dans le groupe de Weyl (i.e. 1'élément du groupe
de Weyl tel que w(Ro) = - Rc ). On trouve les résultats suivants :

ona § = 1 sauf pour A [ ag2) ., D, ( n impair ) et Eg »
auguel cas S, est 1l'unigque "automorphisme extériew’ non trivial,

(ii) L'automorphisme u, est celui qui sert &

fabriquer "les formes réelles compactes" dans la théorie des algébres de

Lie semi-simples.
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Remargue 3.16.8. On a défini en 3.16.1 wune involution dans le

S-préschéma Q = Isomint(G_ . ,G) des quasi-épinglages de G (3.12.1 );

Q.Sp.
par transport de structure de Gq &p & G , on voit aussitdt gua cette
involution est donnée par l'action d'un &lément de ad(G YS) :

11€lément n défini (3.16.2 (iii) ) par le quasi-éplnglage canonigque

De la méme mani2re, on a défini une invelution dans le S-préschéma

P = Isom. Q=gs(ﬂl) G) des G{—épinglages de G (1.20 ). Raisomnant
comme precedemment, on voit gue cette involution est donnée par l'action
de l'automorphisme u_ de EES(GK} défini (3.16.2 (iv) ) par 1'épin-

glage canonigue de Egs(d{)

4. Isotrivielité des groupes réductifs et des fibrés principaux sous les

groupes réductifs.

4.1, Définitions. Théoréme d'isotrivialité.

Définition 4.1.1. Soient S un préschéma , G un S-préschéma en groupes,

P un fibré principal homog®ne sous G . On dit que P est localement

isotrivial (resp. semi-localement isotrivial) si pour tout point s ¢ S

(resp. tout ensemble fini F de points de 3 contenu dans un ouvert

affine) il existe un ouvert U de S contenant s (resp. F ) et un mor-

phisme €tale fini surjectif 8'— U tel que PS' soit trivial.

Définition 4.1.2. Soient S5 un préschéma , ¢ un S-groupe réductif.,

On dit que G est loc.isot.(resp. semi-loc. isot.) si pour tout point
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s € S (resp. tout ensemble fini F de points de S contenu dans un

ouvert affine) il existe un cuvert U de S contenant s (resp. F )

et un morphisme étale fini surjectif St ——> U tel que GS‘ soit
déployable,

Remarques 4.1.3. (i) L'équivalence de catégories de 1.17 respecte

par définjition 1l'isotrivialité locale (resp. semi-locale,)

(ii) Ajoutons aux conditions de 4.1.1 : G localement
de présentation finie sur S ., Alors le fibré principal P (ou le groupe
réductif G) est localement-isotrivial (resp. semi-local ement isotrivial)
s1 et seulement si pour tout S!'-— S, S' local (resp. semi-local),

P

gt est isctrivial (ou G isotrivial), c'est-a-dire s'il existe

St
S" — 8' étale fini surjectif tel que Pgy soit trivial (ou Ggu
déployé).

(iii) Dans le cas des tores, la définition 4.1.2

colIncide avec celle de Exp. IX, 1.1.

F O Rappelons (Exp. XXII , 4.3 et 6.2 ) que pour tout groupe
réductif G , nous avons introduit les groupes 1rad(G) , corad(G) et
der(G) . Les groupes rad(G) et corad(G) sont des tores, qui sont
triviaux lorsque G est déployé; de plus, il existe une isogénie
rad(G) — corad(G). Le S-groupe der(G) est semi-simple , on a
G/der(G) = corad(G) ; il s'ensuit que pour tout fibré principal
homogéne P sous G , P/der(G) est un fibré principal homogéne sous

corad(G) . Ceci dit, on a
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Théoréme 4.1.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe rdductif do tyrr-
————————

constant.
constant

(i) Les conditions suivantes sont équivulentes

(a) G est localement (resp. semi-localement) isotrivial.

(b) Le tore rad(G) 1l'est.
(b') Le tore corad(G) 1'est.

{e¢) Le revétement galoisien de S associé & G (3.11 ) ltest.

Si T est un tore maximal de G , ces conditions sont également édguiva-

lentes &
lentes &

(d) Le tore T est localement (resp. semi-localement) isotrivisal

(ii) Soit P un fibré principal homogéne sous G ; pour que P soii

localement (resp. semi-localement) isotrivial, il faut et il suffit que

le corad(G)-fibré principal P/der(G) 1le soit .

Corollaire 4.1l.6. Les conditions de (i) sont vérifides lorsque G

est semi-simple ou lorsque S est localement noethérien et normal (ou

plus généralement géoms triguement unibranche). Les conditions de (ii)

sont vérifiées lorsque G est localement (resp. semi-localement)

igsotrivial.

Pour (i) , la premidre assertion est triviale sur (v) , 1a
seconde résulte de c) et Exp. X , 5.14 et 5.15 Pour (ii) , il suffit
de remarquer gu'en vertu du théorime 90 y un fibré prinecipal sous un tore

trivial est semi-localement isoctrivial.

4.2, Démonstration : le cas semi-simple

Démontrons d'sbord, en vue d'une référence ulisrieu

re.
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Proposition 4.2.1. Scient S5 un préschéma, G un S-groupe rdéductif,
T un tore maximal de G (resp. B un groupe de Borel, resp. = > T

un couple de Killing de G), P un fioré principal homogéne sous

G' la forme tordue de G associde & P (via le morphisme

int 1t G —>» Auts_gr(ﬂv)) « On a un isomorphisme canonigue

P/Norm, (T) 2> Tox(c')

(resp. P/B —— 3 Bor{c') 5

L

resp. P/T ——— Zil(a?') )

Par construction, G' est le quotient de P Xs G par une cer-
taine opération de G ( (p,g') g = (pg,ghlgfg) ); on a donc un morphisme
P Xg G —> G' , c'est-&-dire un morphisme

P ——— Hom.(c,6') ,
qui, comme on le voit aussitft, se factorise par un morphisme
f+P —>» Isom, (6,6'),

(pour vErifier cette assertion, on peut suppcser G =P , auquel cas
ona G' =6, f = int ). L'application ensembliste p—>5 £(p)(T) définit

un morphisme
Pour v€rifier que ce morphisme induit un isomorphisme P Norm (T) = Tor(c!')
comme annoncé, on peut de nouveau supposer P =G augquel cas on est ramené

4 Exp. XXII, 5.8.3 (iii) (En fait, loc. cit. devrait &tre remplacé par

l'énoncé ci-dessus). On raisonne de méme pour Bor et Kil .
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Proposition 4.2.2. Socient S5 un schéma semi-local, G un S-groupe

gemi-simple de type constant.

(i) G est isotrivial.

(4i) Tout fibré principal sous G est isotrivial.

Prouvons (i). Quitte & faire une extension étale finie surjec-
tive de la base, on peut, par 3.9.2 supposer G gquasi-déployé. Mais alors
G est isotrivial par conmstruction (3,10 , le groupe E est fini). Pour
prouver (ii) , on peut, en vertu de (i), supposer G déployé; on est

alors ramené a :

Lemme 4.2.3. Soit S5 un schéma semi-loczgl. Tout fibré principal sous

un groupe réductif déployé est isotrivial.

En effet, avec les notations de 4.2.1 , ot B D T désigne
le couple de Killing canonique de G déployé, le S-préschéma Kil(G')
posséde une section, aprés extension étale finie surjective de la base,
en vertu de 3.,9.2. On peut donc réduire le groupe structural de G &

T, or T est trivial , donec Hl(S,T) = 0 (théoréme 90) .

Corcllaire 4.2.4. Scient 3 un préschéma et

e —> G _— G —_— GV — 3 e

une suite exacte de S-préschémas en groupes (pour (quc}L G étant

Semi-simple de type constant. Soit P wun fibré principal homogéne sous G!' ,

supposons le fibré associé P/b représentable (par exemple G" affine

sur S). Pour gue P sgit localement isotrivial (resp. semi-localement

isotrivial), il faut et il suffit que P/6 1le soit (comme fibrd scus G').

Si P est trivial , P/ 1'est aussi, ce qui montre que la
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condition est nécessaire. Réciproquement, supposons S loecal (resp. semi-
local) et P/G isotrivial, donc trivialisé par une extension S' de §

étale finie et surjective. Etendant la base &2 S' , on peut réduire le

groupe structural de PSI & GSI « Mais 8' est encore semi-local et
GS' semi-simple de type constant, donc le fibré obtenu est isotrivial
(4.2.2 ).

4.3. Démonstration : cas s8rdral.

Remarquons d'abord que 4.1.5 (ii) résulte aussitét de -

l'application de 4.2.4 & la suite exacte
e —> der(6) —» & —>» corad(G) —s e .

Démontrons done (i) . Si G est déployé , rad(G) et corad(G) sont

triviaux, ainsi que rev(G); on a donc (a) => (b),(b'),(c) .

4.3.1, Ona (c) => (a) . Soit R 1e type de G ; on a une suite

exacte
e —> ad(@s(@)) —_— é_S(Gl) —> By —> e.
Appliquant 4.2.4. au fibré P = Isoms_gr(ggs(@}) et au fibré associé

rev(G) = P/ad%(G)) y ona (e) = (a) .

4.%.2, Ona (b) = (a) . Il nous suffit de prouver que si rad(G)
est trivial , G est semi-localement isotrivial. Or soit G, = ES(CR)’
considérons la catégorie des couples (G',f) ol G' est une forme de

G, et f un isomorphisme de rad({}o) sur rad(G) .
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On sait (2.16.) que cette catégorie est équivalente & la catégorie des
fibrés principaux homogénes sous un certain S-groupe H extension d'un
groupe constant tordu fini par un groupe semi-simple. Il nous suffit de
prouver gque tout fibré principal sous H est semi-localement isotrivial,

or cela résulte sussitdt de 4.2.4.

44343 na (b') =(a) . On peut raisonner comme précédemment (ce
sera d'ailleurs le méme groupe H qui s'introduira). On peut aussi voir
que (b) et (b') sont dguivalentes; un tore isogéne & un tore locale-

ment trivial est également localement trivial (ef. Exp. IX, 2.11 (iii) ).

4.3.4. Ona (d) =p(a) . Il suffit de prouver gu'un groupe de type
constant possédant un tore maximal trivial est semi-localement isotrivial;

or cela résulte aussitdt de 2.14.

4.3.5. Ona (a) ==;(d) « Il suffit de prouver qu'un tore maximal d'un

groupe déployé est semi-localement isotrivial. Or on a plus précisément :

Lemme 4.3.6. Soient S un schéma semi-local , G un  S-groupe réductif,

T, un tore meximal trivial de G , W= Norgb(To)/To (ctest un S-groupe

localement constant, et constant si G est de type constant , par 2.14 ),

T un tore mximal de G . Il existe un morphisme 8S! — S5 qui est

Principal homogéne sous Wo (done étale fini et surjectif - et méme

Principal galoisien si G est de type constant) » tel gue TS' soit

conjugué i TaS' par un élément de G(S') (et donc en particulier

trivial),
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En effet, on sait gue Transp (TO,T) est un fibré principal

b - m ) o - ™ T = s AT R | - 2
homogéne sous T-lO-_"'\:t-. (_--'O ) l.fc: » Par exemple Exp. XI, 5.4 bis). Pecscns
—~ At P 5 4 3 . s - -~ =
S' = TranspE{To,TJ/;ﬂ $ clest un fibré principal homogéne scus L

Etendant la base de S & S!' , on peut réduire le groupe structural de
EEEPSEG(TO:T) & T, . Or 5' est semi-local et T, trivial , donc

Transpb(To,T) posséde une section sur §! y cafd.

4.4, Utilisgticn de l'existence de tores msximaux.

En utilisant le théor2me d'existence de tores maximaux de
Grothendieck (Exp. XIV, 3.20 )y on peut préciser considérablement les

résultats précédents. Enocngons tout de suite :

Théortme 4.4.1. Scient S un schéma semi-local, (R une donnée radicielle

réduite épinglée, W son groupe de Weyl, E 1le groupe de ses automor-

phismes (On rappelle gue E opdre naturellement sur W et gue le produit

semi-direct A = W . B sa'identifie au groupe des automorphismes de R

non épinglée, cf. Exp, XXI, 6.7.2 ).

(i) Tout fibré principal homogéne sous EES(GL) est trivialisé

par un revétement principal galoisien S' —s S de groupe W .

(ii) sSoit @ un S-groupe réductif de type R ; soit

rev(G) = Isomextgggs(ﬂk),G) le revétement galoisien de S de groupe E

associé. Soit W_ 1la forme de Wy associée & rev(G) . Il existe un

morphisme S' — S, qui est un fibré principal homogé&ne sous WO y tel

que Gg, soit guasi-déployable (i.e. posséde un groupe de Borel).
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(iii) Tout S-groupe réductif de typefj{ est déployé par un

revétement principal galoisien S — 5 de groupe A .

Enongons d'abord :

Proposition 4.4.2. Scient S un préschéma , G un S-groupe réductif,

T un tore maximal de G , P un fibré principal homogéne sous G , G

la forme tordue de G associée & P (on a alors, 4.2.1 , un isomorphisme

canonique P/NorgG(T) 24 Tor(G')) . Soit T' un tore maximal de G!

définissant un morphisme composé

8§ — Soplpt) 24 P/Norm, (T) .

Considérons les morphismes canoniques

P —— P/T ——> P/Norm (T)

et prenons-en les images réciprogues par le morphisme précédent

P ——> P/T ——> P/Norn (T)

! T !

H ———— 5 —_— S .

Alors S' (resp. H) est un fibré principal homogeéne au-dessus de S

(resp. S') sous WG(T) (resp. TST) . De plus, si on fait opérer W, (T)
. -

sur T de la manidre évidente, le fibré€ associé & S' est isomorphe &

Tl -
Les deux premiéres assertions sont triviales, la derniére se

Prouve comme l'assertion correspondante de 2.6,

Corcllasire 4.4.3. Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe

réductif, T wun tore maximal de G . Supposcns l'une des deux conditions
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suivantes satisfaites :

(i) T est trivial.

(ii) T est contenu dans un groupe de Borel de G , et G est

soit adjoint, soit simplement commexe.

Soit en outre P un fibré principal homogéne sous G . Il existe un

S-préschéma S', qui est un fibré principal homogéne sous Wﬁ(T) , tel

que Pg, s0it ftrivial.

En effet, si G' est la forme de G associdée & P , G!
possdde un tore maximal T' (Exp. XIV, 3.20 ). Repremant les nctations de
la proposition précédente, on voit gque Hl(S',TS,) =0 (en vertu du
théordme 90 pour (i) , de 3,14 pour (ii) ). Le morphisme H — S!

posséde une section, donc PS' posséde aussi une section sur S' , cqfd.

Démontrons maintenant le théoréme. L'assertion (i) est un cas
particulier du corollaire précédent (prendre G = Egs(ﬂk) , muni de son
tore trivial canonique). Prouvons (ii) . On sait (3.12 ), que G est

une forme tordue intérieure de

6y = S:Ep,. ev(G)/S((R) .

S5i T0 est le tore maximal canonigue de Go ’ WEO(TO) est bien le

groupe Wo décrit dans l'énoncé, La forme G de Gc correspond & un
fibré principal homogéne F sous ad(Go) (P = Isomint(Go,G) Y

Le groupe wﬁd(GO)(Tzd) est canoniguement isomorphe 2 Wb s et on obtient
le résultat voulu en appliguant 4.4.3 & la situation (adﬁ}o),Tid, P),

l'hypoth&dse (ii) de 4.4.3 étant bien vérifide. Démontrons enfin (iii).
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Reprenons les notations de (ii) ; on a un diagramme

rev(G)
Eg J/
S €— st
W

o

On sait que Gg, est isomorphe & G et que G est déployable.

o3!

Si on pose S = Stxg rev(G) , Gz est bien déployable, et il ne reste

plus qu'a vérifier que S est bien un revétement principal galoisien de S

o rev(G)

de groupe A , ce qui résulte du lemme plus général suivant (naturellement

valable dans tout site) :

Lemme 4.4.4. Soient S un préschéma , G et H deux S-préschémas en

groupes , G —> Auts__gr(E) une opération de ¢ sur H, E un G-fibré

principal homogéne, F un Ho-fibré principal homogéne, ol Ho est la forme

de H associde & E . Alors E Xg F est muni naturellement d'une structure

de fibré principal homogéne sous le produit semi-direct H . G .

Notons (e,g) —> eg (resp. (f,u) s fu ) l'opération
(2 droite) de G sur E (resp. de H, sur F ). Notons
P ¢t E Xg H ——— H0
la projection canonique (Ho est par définition le guotient de E Xg H
par G y opérant suivant la formule (e,h) g = {eg,g_lhg) Y

Considérons le morphisme

r s ExSFstxSG ———->-ExSF

défini ensemblistement par

r(e,f,h,g) = (Egl f ?(e:h) )
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Le morphisme r définit bien une opération du produit semi-direct H .G

sur BE Ky F , En effet, on a ensemblistement

r(r(e,f,h,e)ht,g') = (egg', £ ple,h) pleg,h')) ;
Mais

p(e,h) pleg,h') = p(e,h) ple,gh's™ ) = p(e,h g bt g™1)

d'olr
-1
r(r(e!f!h!g) phligt} = r(e,f,h gh! g vgg':] y

ce qu'il fallait ddmontrer.

Pour prouver maintenant gque cette loi est bien une loi de fibré principal
homogéne, on peut supposer gque E et F sont triviaux, auquel cas on voit

aussitdt que E Xg F est également un fibré trivial,

5+ Décomposition cancnique d'un groupe adjoint ou simplement connexe.

Dans ce n®, nous allons utiliser les résultats du n° 1 pour
généraliser au cas des préschémas une décomposition classigue des groupes
adjoints (resp. simplement connexe). Pour ne pas surcharger indéfiniment
la rédaction, les démonstrations sont esquissées et le détail en est laissé
au lecteur; en fait il s'agit toujours de démonstrations absolument stan-
dard de théorie des fibrés principaux : réduction du groupe structural,

torsion,... .

R I Rappelons (Exp. XXI, 7.4 ) qu'un disgramme de Dynkin est réunion

disjointe de ses composantes connexes, qui sont des diagrammes de Dynkin.
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De plus, tout diagramme de Dynkin connexe non vide correspondant & une
donnée radicielle est isomorphe & 1'un des diagrammes type (An,Bn,...,GQJ
qui ont été exhibés en Exp. XXI, 7.4.6. . Dans la suite, nous ne nous
intéresserons qu'ad des diagrammes de Dynkin dont les composantes connexes
sont de l'un des types précédents. Soit T 1l'ensemble de ces diagrammes-
type. Pour tout diagramme de Dynkin D , soit n(t) le nombre de compo-

santes cormexes de D disomorphes & t , o t €T . Le type de D

est par définition Z_n(t) £ .,

terT
Un diagramme de Dynkin de type t est dit simple de type t , un diagramme

de Dynkin de type n t est dit isoitypigue de type t .

Soit D, 1l'ensemble des composantes connexes de D et soit

a:Do——-—-—)—

3

lvapplication évidente. Le type de D n'est autre que E a(x) .
x ED
o

542 Soient S5 wun préschéma, D un S-schéma de Dynkin (vérifiant la

condition restrictive énoncée ci-dessus). Le conoyau du couple de morphismes
i om0 ( R = schéma des lisisons de D ) est noté D, - Clest le
"schéma des composantes connexes" de D (il existe trivialement lorsque

D est constant; le cas géndéral s'en déduit par descente; c'est wmmS-schéma

constant tordu fini). On 2 un morphisme canonigue

a 1 DO _— ES H
Pour t € T , posons a_l(t) = Do,t ; c'est un sous-schéma de D,
dont l'image réciproque dans D , notée Dt , est la composante isotypigue
de type t du schéma de Dynkin D . Chague Dt est un sous-schéma de D ,
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et on a
D = [ A
+
t €T
Remarquons gue le degré de D, en s €S est n(s,t) , si le type de
2

D en s est Zn(s,t)t a

5¢3. Dans la suite, nous re considérerons gue des groupes semi-
simples adjoints (resp. simplement connexes). Pour simplifier le langage,

nous énoncerons les résultats pour des groupes adjoints ; tous les énoncés

resteront valables si on y substitue partout simplement connexe & adjoint.

-

Rappelons qu'une domnée radiciclle réduite adjointe est déterminde &
isomorphisme pr&s par le type de ses diagrammes de Dynkin. On dira donc
qu'une donnée radicielle adjointe KR (resp. un groupe semi-simple adjoint
G) est de type = n(t) t si ses diagrammes de Dynkin le sont (resp. si
son type est donné par une donnée radicielle adjointe de type 2 n(t) t).
On dira que R ou ¢ est simple de type t (resp. isotypigue de type t),
si son type est t (resp. n t , #5350 ).

Si G est un groupe semi-simple adjoint, on utilisera les symboles

Dyn (G) et Dyn t(G} dans le sens défini en 5.2,
?

54 Soient ty»1=1,2,...,n, des éldments distincts de T,
et soit &i une donrée radicielle adjointe épinglée isotypigue de type
t; . Considérons le produit (R = (P\l x ceee x B (Bxp. xx1, 6.4.1 ).
Seit S un préschéma tel que les différents _EES((Ri) existent. On

vérifie aussitdt qu'il existe un isomorphisme canonique

(* @S(a) = ES(G{].) Xg eeen Xg Eés( rl)\n) .
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De plus, si E; désigne le groupe des sutomorphismes de (R.i s B le

groupe des automorphismes de {R A Di (resp. D ) le diagramme de Dynkin

de ﬂ}kﬂ_ (resp. 0"\) s on & des isomorphismes 3
D =A1lp , E =1_!"Ei .
E ¢ aut(D) , E, X Aut(Di) .
Combinant avec (%) et 1l.4. , on voit que (%*) induit un isomorphisme

ﬁéS((R) ~ és(@l) Xg +e Xg gs(@\n) .

Proposition 5.5. Scient S un préschéma , G un S-groupe semi-simple

adjoint. Il existe une décomposition unique

G = I i G

T€T

t

ol Gt est un S-groupe semi-simple adjoint isotypique de type + .

De plus, la décomposition précédente induit des isomorphismes

Mt(c) = M(Gt)

Autg gr(lG) o~ t]efr{ Auts_gr(Gt) :
Cela a en effet été démontré ci-dessus lorsque G est déploys.
Dans le cas général, on peut supposer G de type constant &
Utilisant la décomposition précédente de is((R) et 1.17 , on en déduit
la décomposition voulue de G . Les autres résultats se prouvent alors

par descente.,
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Remarque 5.6. Plus généralement, si G et H sont deux groupes Semi-
simples adjoints, on a comme suit des isomorphismes canonigues (le diagramme

est commutatif) :

Isomg gr(G,H) ol ie T[ Isoms_gr(ct,h't

J | y

Isomext(G,H) -~~~ l ! Isomext (G,,H.)
E ot RS —_— t e —_— i A

[ -
Tsom, nmwn,mm_(mmt} o b Isemy (rm(@.),hyn(E) .

=

Remarque 5.7. On peut donner une caractérisation intrins&que de Gt p
que nous énongons ci-aprés sans démonstration : c'est le plus grand scus-
groupe réductif de € invariant (et d'ailleurs caractéristique) et

isotypique de type +t .

La proposition précédente permet de ramener 1'étude des groupes
semi-simples adjoints & celle des groupes semi-simples adjoints isotypiques.

Cl'est cette étude que nous allons faire ci-dessous.

5.8. Soient R une donrée radicielle réduite épinglée adjointe simple de
type t , I un ensemhle fini non vide, G{I la donr€e radicielle produit
de copies GRi de R y Pour 1 € I . Notons E le groupe des automor-
phismes de 62 s+ quil s'identifie au groupe des automorphismes du diagramme
i R , ; RI : S o
de Dynkin D de » Le diagramme de Dynkin de s'identifie & D ,

ce qui montre que 1l'on a une suite exacte :

e '——i'Aut(D}I E— Aut(DI) — Aut(I) —s e,
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ou Aut(I) désigne le groupe des permutations de I . Il s'ensuit que

1tisomorphisme canonigue
E__gs(@.)l o gS(CR.I)
induit une suite exacte
e —> QS(CR)I —_— {_L'S((P\I} e M(IS) —> e,

le demier groupe étant le S-groupe constant associé & Aut(I)

Remarquons d'autre part que I s'identifie canoniquement & l'ensemble des
composantes connexes de DI «. 51 G est un BS-grcupe semi-simple de type
RI , @éfinissant (1.17 ) un fibré principal homogdéne P sous &_S{O{I)

la définition de Dyn(G) par descente (3.7 ) , et celle de MO(G)

(5.2 ), montre que le fibré associé & P par le morphisme

As(m.I) -——9-Aut{IS) niest autre que Isomg S,L(G)) correspcendant &
la forme MO(G) de Ig . Utilisant & nouveau l'équivalence de catégories
1.17 et la suite exacte précédente, on en déduit par un raisonnement

formel qu'il existe un Dyn (G)-groupe réductif de type R y SOit Go y

et un S-isomorphisme G 2 1 I G .

Dyn (6)/s °

Proposition 5.9. Soient S5 wun préschéma , ¢ un S-groupe semi-simple

adjoint isotypiaue de type t . Il existe un Dyn (G )-groupe semi-simple

adjoint simple de type t , et un S-isomorphisme (uniques)

G e, | l G .
Dyn (G)/s

o}

De plus, cet isomorphisme induit une suite exacte

e | ut 11 —3 Au ) e .
_—_)MO(G)/ISE (G ) — Aut. (G) Aut (Dyn (6)) —>
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On peut évidemment supposer G de type constant n t . la pre-
midre assertion a déja été démontrée (1l'assertion d'unicité est évidente).

La seconde se déduit alors du cas déployé par descente.

On peut regrouper 5.5 et 5.9 :

Proposition 5.10. Soient S un préachéma , G un S-groupe semi-simple

adjoint, D = Dyn(G) son schéma de Dynkin,

(i) Il existe une décomposition canonique.

e = T b Gyt 53 [ ] G
tE€T D, 1;,f’s > Dyn (G)/s
o= ¥
ol1 chague G, . est un Dyn t(G)-groupe simple adjoint de type t
2% _cangud ,t =2 80 aym,

(resp. ol G, est un Dyn (G)-groupe semi-simple adjoint dont le type

en x €Dyn (G) est a(x)€ T (le morphisme a : Dyn (G) —> I, a été
défini en 5.2 ) ).

(ii) Les décompositions précédentes induisent des suites exactes

isomorphes (notées verticalement).
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ot Auts’a(Do) dénote le schéma des automorphismes de Dyn (G) qui commu-

tent au morphisme a : Dyn (G) —> Ty -

Corollaire 5.11. Scus les conditions précédentes, les trois catégories

suivantes sont €quivalentes :

(1) la catégorie des fibrés principaux homogénes sous G .

(ii) la catégorie des fibrés principaux homogénes sous Gy -

(iii) 1la catégorie produit, pour t € T , des catégories des

fibrés principaux homogénes sous les Cg.op @
’

Cela sedéduit formellement des décompositions précédentes et de 8.4.

Corollaire 5.12. On a des isomorphismes cancniques

Tor@e) 2~ [ T T lore, ) ~ T T mee@e),
tET Do,t/s G Dyn_(6)/s &

et de méme en remplacant Tor par Bor (resp. Kil ).

Trivial & partir du cas déployé.

Remarque 5.13, Le morphisme canonigue

Dyn(G) —> Dyn (6)
permet de considérer Dyn(G) comme un Dyn (G)-schéma de Dynkin ; en
: i 5 .
fait c'est le schéma de Dynkin gzn(Go) de G_ .
De méme si T € B est un couple de Killing de G , correspordant cano-
niguement au couple de Killing T, < B, de G_ , on vérifie que les
obstructions au quasi-déploiement de G et G, qui se trouvent (3.9 )

dans Pie(Dyn(c)) = ?ic(@yn(Go)) coincident. On en déduit
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Corollaire 5.14. Les conditions suivantes sont égquivalentes

(i) G est gquasi-déplecyable,

(ii) G, est quasi-déployable,

(iii) chaque G,y t €T, est quasi-déployable.
Faque , =

6. Automcrphismes des groupes de Borel des groupes réductifs.,

Lemme 6.1, Soient S un préschémes, (G,T,M,R) un S-groupe déployé , R

o

un systéme de racines simples de R , B le groupe de Borel correspordant.

flors BY est engendré comme faisceau (fppf) en groupes par les Pr ,réRc.

Soit H le sous-faisceau en groupes de B engendré par les
P.y r €R_ . Prouvons H =2 P par récurrence sur l'entier > O ,
ord.R (r) (Bxp. XXI , 3.2.15 ). L'assertion est vérifiée par hypothise
pouro ord(r) = 1 . Supposons donc ord(r)> 1 et P, C HE d&s que
ord(r) > ord(s). Il existe r, € R, tel que r -r € R (Bxp. XXI ,
3.1.1 ). Soit p 1le plus grand entier tel que 1 - pry =T

5 & B 6

On a Prl’Prz & n o, T, = Ty ¢ R . On est donc ramené & prouver:

Lemme 6.2, Reprenons les notations de Exp. XXIII , 6.4. Suppesons

p =1, c'lest-A-dire s - r non racine. Si H est un sous-faisceau en

groupes de BY  tel gue Pr’Ps C H, alors P ¢ H chague fois

ir+js
que ir+js € R, 1> 0, J > 0.

Distinguons quatre cas suivant la valeur de gq = 0,1,2,3. Dans
la suite x et y désignent deux sections arbitraires de g_a g 13'— 3 .

Si @ =0, il n'y a rien & démontrer.
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siq=1, ona p_ (+x)=p,(-L)p (-x)p (L)p_(x) € H(s'),

donc Pr-hs c H .

Si g =2 , on a de méme
5 n 5 e
Pryed ) By, (¢ ¥¥) = p(-¥) 2 (-x) p (¥) p.(x) € H(5') ,
d'olu, quitte & changer certaine signes
2
F(xyy) = Prelw) po(xy) € H(SY) .

. 2 ; -
Or on a aussitdt F(x,1l) F(-1,x) = p2r+s{x -x) . 81 ag 23(8) i
l'éqguation x2 - X = a définit une extension libre et surjective de S
(ctest Spec Oq {x] i (Xz -X-a) ) ; ona done pgr_'_s(aJ € H(s'))

donc P, ~C E, doncaussi P __C H (car F(1l,a) & H(S!')) .

Si g = 3%, ona de méme

F(x,¥) = g () Do 7)) 05, (5%) pyns (%) € H(s1) 5

mais

Psrs(t ¥) = F(1,1)70 p (-x) F(1,1) p (x) & H(s') ,

donc aussi

K(x,y) = p_, () 9y, (%) (x%y) e ®u(s")

? T+5 2r+s Y/ Praigh® ¥ .
On a donec déj& prouve P5r+23 ¢ H . Calculant alors
el -1
K(xﬂf’l:} K(—x,l) K(lﬂf)

modulo P3r+28 y On trouve

z > N ;
(v° + 3" + %y - y) € H(S').

2 B
Porss(2X +3¥° + 2% - y) by

S8i ma & G, (s) , les "éguations"
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X

Il

-Xy -y + 1 - &a

2
J

¥ -2 + 3a

4

définissent une extension libre et surjective de S ; 1l'expression précc

G

dente donne alors p3r+s(a) & H(S') . On a donc prouvé

2 :
ParvarParses © B » () v, (%) € H(SY) ,

et on est ramené au calcul précédent.

Remarque 6.2.1. La démonstration précédente montre qu'on aurait pu rem-

n

" 1]
placer 1'hypothése H D Pr’Ps rar HDO Pr ou Ps et H - est

n
invariant sous int(Pr) et :'_nt(Ps) .

Théoreme 6.3. Soient S un préschéma, G et G' deux S-groupes semi-

simples , B (resp. B') un sous-groupe de Borel de G (resp. G!') .

Tout isomorphisme B 3 B' est induit par un unique isomorphisme

G5 60,

L'assertion est locale pour la topoclogie étale et on peut sup-
poser G déployé : G = (G,T,M,R) , B é&tant défini par le systime de
racines positives R, de R . L'isomorphisme dormé u : B 225 B! induit
un isomorphisme de T sur un tore maximal T' de B! y Gone de G1' .,
L'isomorphisme dommé T o~ DS(M) donne un isomorphisme T'!' 22 DS(M)
dans lequel les #léments de R+ deviennent les racines constantes de B!
par rapport & T' , donc les éléments de R 1les racines constantes de
G' par rapport & T' , Comme G et G' sont semi-simples, les coracines
sont déterminées par dualité (Exp. XXI, 1.2.5 ) , ce qui prouve que

(T',M,R) est un déploiement de G' el que B2 () =R (g1) .
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=]

Appliquant Exp. XXIII , 5.1 (Théoréme d'unicité), on en déduit qu'il
existe un unique isomorphisme G =23 G! coincidant avee u sur T et
les Pr . Ro « Par 5.1 , la restriction de cet isomorphisme & 3B

est u , cqgfd.

Remarques 6.3.,1. (i) Utilisant Exp. XXII, 4.1.9 et raisomment comme
dans loc. cit. 4.2.12 , on peut dans 1l'énoncé du théoréme remplacer

visomorphisme" par "isogénie" (resp.isogénie centrale)'.

(ii) Le théorgme est faux pour les groupes réductifs.

Prendre par exemple G =G! = SL2 x gm identifié au groupe des mtrices
a b o
¢c d o 3 2d - bec =1 , h inversible ;
o o h

prendre pour B = B! le groupe de Borel défini par ¢ =0 et pour u

l'automorphisme de B : u(a,b,d,h) = (a,b,d,ah) .

Corollaire 6.4. Le foncteur (G,B) —> B de la catégorie des couples :

(S-groupes semi-simples, groupe de Borel) dans la catégorie des

S-préschémas en groupes (les morphismes sont les isomorphismes) est

pleinement fidile.

Corollaire 6.5. Soient S un préschéma , G un S-groupe semi-simple,

B un groupe de Borel de G , B! un S-groupe localement isomorphe & 3B

pour (fpgec). Alors B' est localement isomorphe & B pour la topclogie

étale finie locale, et il existe un S-groupe semi-simple G'!' dont B!

Soit un groupe de Borel ; G! est unique & un unigque isomorphisme prés

induisant 1'identité sur B! .,
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Corollaire 6.6, Soient S wun préschéma , G un S-groupe semi-simple,
B un cupe de Borel de G , Alors Aut B est représentable par un
group x -'S—gr( ) P P

S-préschéma affine et lisse , Autext(B) est représentable par un

S-préschéma étale et fini, et les morphismes évidents induisent un

isomorphisme de suites exactes

e ——> B i —> Auts_gr(G,B) —> Autext(G) — e

| 5 i

e —s B, —> Auts_gr((}) ——> Autext(B) —> e .

Cela résulte aussitdt de 2.1 et des résultats précédents.
On laisse au lecteur le socin de développer les analogues des résultats

des N® 1,2,3,4 dans le cadre ci-dessus.

Remarque 6.7. Si S est un préschéma et B un S-groupe, B ne peut
donc &tre groupe de Borel que d'un unigque groupe semi-simple, bien
déterminé par B . Il reste donc & caractériser les S-grocupes B qui
sont bien groupes de Borel de groupes semi-simples. La question ne semble
pas comporter de réponse simple. Signalons par exemple gu'il existe des
S-groupes lisses, affines, extension d'un tore trivial et de groupes
additifs (définissant méme un demi-systéme de racines), dont toutes les
fibres sont des groupes de Borel de groupea semi-gimples, meis qui ne
sont pas groupe de Borel d'un groupe semi-simple. Par exemple, prenons le
groupe de Borel canonique d'un groupe de type B, déployé sur le schéma
des nombres duwaux sur un corps k , et modifions la constante 2 de 1la

seconde relation de commutation de Exp. XXIII, 3.3.1 (iii) en 1a
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remplagant par un scalaire différent, &gal & 2 sur la fibre
spéciale. La fibre spéciale du groupe obtenu sera bien un
groupe de Borel d'un groupe semi-simple, mais le groupe lui-méme n'en
sera pas un. La traduction cohomologique de ce fait (cf. Exp. III, 3.10 )
est le suivant :

soient k un corps, G un k-groupe semi-simple de type B, , B

un groupe de Borel de G ; alors Hz(B,Lie(B/k)) #0 .

7. Représentabilité des foncteurs Homs_gr(G,H) s, G réductif .

7.1. Le cas déploy€.

7.1.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe épinglé, T son tore

maximal , Ro 1'ensemble des racines simples ,
. - -
u, € PI(s) w, & Norm (T)(S8) , = €R, ,

les éléments définis par l!'épinglage.
Soit d'autre part H un S-préscuéma en groupes; nous nous intéressons

au foncteur Homs_gr(G,H) , et plus précisément au morphisme
q : Homs_gr(G EH) ——>n Homsmgr(T,H) )

Soit donec
&£
i

rt T — H

a

un S-homomorphisme , considérons qul(fT) = «7 . C'est le foncteur
défini par

F (s')

I

- H T ! It m
{ f e noms'_ngES,,hS,J g B (fT)S' sur Tg, } .
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On a un morphisme de S-foncteur
= g _ }1.211 <
ot n = Card(Ro) y défini ensemblistement par i(f) = (f(ur),f(Wf)) .

En vertu de Exp. XXIII , 1.9 , i est d'ailleurs un monomorrphisme .

Proposition 7.1.2. Si H egst séparé s 8 CF'est représentable et

i est une immersion fermée.

La technique habituelle de représentabilité relative nous montre

qu'il suffit de prouver qu'édtant donndes des sections

vr,hrEH(S) » T €R, ,

les S-préschémas S§' tels qu'il existe un S'-homomorphisme

f: 65 —> Hg,

prolongeant (f et vérifiant f(ur) = v, f(wr) = h sont

T)S‘ T p !

exactement ceux qui se factorisent par un certain sous-préschéma fermé
de S . On peut évidemment supposer S affine.

Pour simplifier la suite, disons qu'un morphisme X — Y de
schémas affines vérifie la condition (L) ei Y est le spectre d'une
™ (X,0,)-algdbre qui est un r"(x,_qxj-module libre. Il est clair que si
on se restreint & la catégorie des schémas affines, un produit, ou un
composé de morphismes vérifiant (L) vérifie (L) et que (L) est

stable par extension de la base.

Lemme 7.1.3. Supposons S affine, et soit r E,RU . Considérons le

morphisme

a : T Xg i —_— ga s
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défini ensemblistement par a(t,t') = r(t) + r(t') .

(i) a est fidélement plat et de présentation finie.

(ii) Soit R 1le carré fibré de a . Le morphisme structural

R —> S vérifie (L) .

I1 est d'abord clair que le morphisme a est surjectif ,
r: T =& o l'étant. I1 est trivial que a est de présentation finie.
Comme r vérifie (L) , il suffit, pour prouver (i) et (ii) de

montrer que le morphisme

2
vislag > S48

défini ensemblistement par u(x,y) = x +y vérifie (L) . Autrement dit,
il suffit de vérifier que pour tout anneau A , l'anneau 4 [X,Y,X-l,'f"l]_
est un module libre sur son sous-ameau A [X+¥] . Or les éléments

(x¥)? , (x¥)P X, p € 2 forment une base. En effet, il suffit de véri-
fier que pour tout q € Z , et toute famille {aij € 4, i, € 5} ,
il existe des €léments b

n,p’cn,pEA Dsngq,peg,uniuues,

tels que

_S_ By ® ¥ s E Ibn’p (X )M OIPK + o (x+7 )™ (xx )P ]
0« £q

~qi-j La+l

-~

&n
rE

e

Démontrons cette assertion par récurrence ascendante sur gq . Elle ezt
triviale pour q £ -1 ; supposons gq > 0 (et donc g+l > =-g) et sup-
Posons l'assertion vraie pour g-1 . Prensnt dans les deux membres les
termes de la forme Xx* Yb avec a - b = g+l 4, puisavec a - b =- q ,

on obtient immédiatement
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a_ . . = b . & o = ¢ . :
q+i+l,i q,i 7’ i,i+p q,1

Cela démontre d'abord que s'il ¥ a une solution, alors les bG 5 et B o
1% -

sont déterminés par les relations précédentes. Scustrayant alors des deux
F : L. i 2
membres o 3 (x+)xe)* x + °4,i (x+¥)2 (x¥)* , on est ramené aux
» ]
assertions d'existence et d'unicité déja prouvdes par 1l'hypothése de

récurrence.

Lemme 7.1.4. Soit »r € Ho s €t soit b : T KS T — H le morphisme

défini ensemblistement par

b(t,t') = (int fT(t) v, )(int (%) vr} 4

Soit fr 3 Pr —> H un S-morphisme. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) f,. est un morphisme de groupes; on a fr(ur) = v, ona
-1
£p(t) £.(x) £,(8)77 = £ (2(t) x)

pour tous t & T(s') , x € Pr(S‘) i B iy B 5

(ii) Ona fr(ur) = v, et la relation

£.0a(tyt1) v ) = b(t,t')
pour tous t,t'e T(St) , St— § .
Si f, vérifie (i) , ona £ (x(t) ur) = int £,(t) Vo o

ce qui entraine aussitét (ii) . Réciproguement, supposons (ii) wvérifide
et démontrons les différentes conditions de (1) ; prouvons d'abord la

derniére. Comme a est couvrant pour (fpge) , il suffit de prouver gue si

tytt,t" € T(S') , on a
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£(8) £(a(t,8) u) £(8)7 = £ ( 2(t) altr,t) u) ;
or ceci s'éerit aussi
fT(t) b(tr,t") fT(t)'l = bw{ttr,tt") ,

propriété évidente sur la définition de b . Reste 34 prouver que £y

est un morphisme de groupes. Or la propriété précédente donne aussitdt
= i i 1
fr(r(t) ur) £, (r(t') ur) int fT(t) fr(ur) o T8 fT(t ) £ (ur)
= r =
b(t,t") £ (x(%) u + r(t) vr) .

On a done fr(x+x1) = fr(x) fr(x') s chaque fois que x et x' sont
des sections de l'ouvert P; de Pr » qui est schématiguement dense; on

conclut alors par Exp. XVIII, l.4.

T«l.5. Fixons nous proviscirement un r & RO . Le morphisme a est
fidélement plat quasi-compact, donc ga s s'identifie au quotient de

T Xg T par la relation d'éguivalence R définie par a . Soit

i1, + R ;“*TXST

cette relation d'équivalence.

Pour que le morphisme b se factorise par a , il faut et il suffit que
bo il =b o 12 ; autrement dit, si on note K 1le noyau du couple de

morphismes

boi; ,boi, t+R —3 H,

il faut et il suffit que X =R .

Or H est supposé séparé sur S , donc K est un sous-préschéma femé

de R . D'asutre part, R est essentiellement libre (7.1.3 ) .
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Tal.6. Si 8' est un S-préschéma, pour gu'il existe sur S' un fr
vérifiant les conditions de (i) (et alors nécessairement unique), il

faut et il suffit que K = R y et gue le morphisme fr obtenu vérifie

S St

fr(ur} -,

la premigre condition est dguivalente au fait que S'!' —» S se factorise
par un certain sous-préschéma fermé de S (Exp. VIII, 6.4 ); si on
remplace S par ce sous-préschéma fermé, la seconde condition définit &
nouveau un sous-préschéma fermé de S (égalité de deux sections de H -
or H est supposé séparé).

Quitte & remplacer S par ce sous-préschéma fermé, on peut donc supposer
qu'il existe un morphisme fr-= Pr — H vérifiant les conditions de
7.1.4 (i) . Prenant l'intersection des sous-préschémas de S obtenus
pour chagque r & Ro » On peut supposer cette condition vérifide pour

tout = e_Ro &

Telu7. De méme, considérons pour chague r € Ro les deux homomorphismes

T — > H ’
fp o int(wr) et int(hr) © £y » Comme H est séparé sur S et T
essentiellement libre sur S , le méme raisonnement que précédemment

montre que, quitte & remplacer S par un sous-préschéma fermé, on peut

Supposer que pour tout r & Ro on a

fp o int(wr) = in'{:(hr) o fn .

TaslaBi Utilisant meintenant le théoréme de gérérateurs et relations

(Exp. XXIII, 3.5 ) , on voit qu'il existe un homomorphisme de groupes
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£ : G —> H wvérifiant les conditions exigdes si et seulement si un cer-

tain ensemble fini de relations algébriques

R{(n ), (v), (£p(x*(-1))) = e
(entre les sections h_ , v, , fT(r*(-l)) (re Rc’) de H ) est vérifié.

Comme H est séparé sur S , cela définit encore un sous-préschéma fermé

de S , et on & terminé.

Corollaire 7.1.9. Scient S un préschéma , G un S-groupe réductif

déployé, T son tore maximal, H un S-préschéma en groupes séparé sur

S . BScit d'autre part P une propriété de morphismes telle gue

(i) Une immersion fermée vérifie P .

(ii) Le composé de deux morphismes vérifiant P vérifie aussi

nd
L]

(iii) P est stable par changement de base.

(iv) Le morphisme structural H —» S vérifie )

Alors le morphisme canonigue

Homs_gr(G,H) —_— Homs_gr(T,H)

est représentable par des morphismes séparés vérifiant P .
En effet, on peut supposer G é€pinglé ; le morphisme structural

Hzn’———) S vérifie P , et on conclut par 7.l.2.

Corollaire 7.1.10. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif

-

déployé, H un S-préschéma en groupes lisse et quasi-séparé sur S &

fibres affines. Alors le foncteur Hom, *r(G’H) est représentable par
=g

un S-préschéma localement de présentation finie et séparé sur S .
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En effet, comme H est lisse et quasi-séparé sur S , On peut
e . .,0 ; p ; . 5 : 5
considérer sa composante neutre H » Qui est séparée, de présentation finie
et & fibres affines (Exp. VI) . Comme G est & fibres comnmexes, on peut
remplacer H par 5° . Comme G et H sont alors de présentation finie,
on peut supposer S noethérien, et on applique 7.1.9 en prenant pour
P 1la propriété ‘"de type fini". Mais, par Exp. XV , 8.9 , on sait que
HomE gr(T,H) est représentable par un S-préschéma séparé et localement

de type fini.

Remargue 7.l1l.11. Si H est affine sur § sy on peut remplacer la réfé-

rence & Exp. XV par Exp. IX, 4.2.

Te2e Las g€néral .

Proposition 7.2.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

T un tore mximal de G . Soit d'autre part H un S-préschéma en

groupes, tel que le morphisme structural H — 3 S +wvérifie la condition

suivante

(+) Chague point s € S possdde un voisinage ouvert U tel que le

morphisme HU — U s0it quasi-projectif .

Alors le morphisme canonique

Homg _gr(G,H) —_—> Homs_gr(T,H)

est représentable par des morphismes vérifiant (+) .

Lorsque G est déployable relativement & T , on applique T.1.9

en prenant pour P la propriété (+) ci-dessus. Lorsque G est localement
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jsotrivial, par exemple semi-simple (4.2.2 ) , on remarque que l'asser-
¢ion du théoréme est locale pour la topologie étale finie locale (en
effet, la propriété d'@tre quasi-projectif est locale pour la topologie
étale finie globale et assure l'effectivité de la descente pour cette
gopologie, SGA VIII, 7.7 ). Enfin, dans le cas général, on utilise le

lemme suivant :

Lemme 7.2.2. Soient S8 un préschéma, G un S-groupe réductif, T un

tore maximal de G , G' le groupe dérivé de G (Bxp. XXII, 6.2 ),

Tt =T (\ ¢ le tore maximal de G' correspondant & T (Exp. XXII,

6.2.8 ). Alors le diagramme

C &——mm !
T e— T

est une somme amalgamée dans la catégorie des S~faisceaux en groupes :

pour tout S-faisceau en groupe H , le carré suivant est cartésien :

Homs__gr((} ,H) —— Homs_gr( T,H)

!

Homs_gr(G’,H) — Homs_gr(T*,H) .

En effet, si rad(G) est le radical de G , rad(G) ¢ T , donc
rad(G) M G!' = rad(G) M T' =X , et le produit dans G induit des

isogénies (Exp. XXII, 6.2 )
i: G' xg rad(C) ——> G

&+ T'x; rad(¢) ——> T .
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Soient fG' t G —3 H , fT : T —s H , f7p + T' —> H des homomor-
phismes tels que fG" ™ = fp |T' = f., . Montrons qu'il existe un
unigue homomerphisme f : G —> H induisant £ et T, . Soit

G T

S f‘Tlrad(G) ; soit

Ly = £y o fr : G oxg rad(G) — H .

Pour que f existe (et il sera évidemment unique), il faut et il suffit
que f, induise l'identité sur le noyau de i s clest-a-dire que To
et fr coIncident sur K ; mais 1l'existence de fT montre par le méme

raisonnement gque fmy et f. coIncident sur X . Il n'y a plus qu'a

remarquer que fﬁ' et th coincident évidemment sur K c T!' .

Raisonmant maintenant comme en 7.1.10 s on déduit de 7.2.1:

Corollaire 7.2.3. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

H un S-préschéma en groupes, lisse et quasi-projectif sur S & fibres

affines. Alors Homs_gr(G,H) est représentable par un S-préschéma loca-

lement de présentation finie et séparé sur S .

T+3. Phénomines particuliers & la caractéristigque 0O .

Si G et H sont deux S-groupes lisses , (g et t’; leurs

Algébres de Lie , on a un morphisme canonigue

Lie ¢ Homy . (G,H) —> @Egs_ﬁlg.de Lie(g’ﬁ) :

olt le second membre a une définition évidente.
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Proposition 7.3.1. Soient S un préschéma de carectéristique O (i.e.

un Q-préschéma), G un S-groupe réductif, H un S-préschéma en groupes

lisse et guasi-projectif sur S & fibres affines.

(i) Hogs_gr(G,H) est représentable par un S-préschéma lisse et

séparé sur S ,

(ii) Si G est semi-simple. ce préschéma est affine et de présenta-

tion finie sur S .

(iii) Si G est simplement connexe (Exp. XXII, 4.3.3 ), le morphisme.

canonique
Lie : Homs_gr(G,H) == EEEQS-Alg. de Lie(Q}’Jﬁ)

est un isomorphisme.

Lemme 7.3.2. Soient k wun corps de caractéristique 0 , G un k-groupe

réductif, V un k-espace vectoriel de dimension finie , G —s GL(V)

une représentation lindaire de G dans V . On a

HO(G,V) . HO{LB ,"J') ]

1t G,v) o, iyo0 .

La premi&re relation est vraie en général pour un groupe lisse
et connexe (Exp. VI) ; dans le cas d'un groupe réductif, on peut la
démontrer comme suit : on peut supposer k algébriguement clos, done G
déployable, done G engendré par des sous-groupes isomeorphes & G o
et il suffit de vérifier llassertion pour ce groupe, ce Qui est facile,

De cette premidre relation résulte que H°(G,V) est un foncteur exact en

V lorsque G est semi-simple ; ﬂ} est en effet alors une Algibre de Lie
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semi-simple et on applique Bourbaki, Lie, chapitre I,§ 6 s exercice 1 , b).

on intro-

-

L'assertion reste vraie lorsque § est rdductif; en effet,

m

duit le radical R de G et le quotient G/R qui est semi-simple, on
s B%e,v) = B%(c/®.m%(R;V)) , et H(E, . ) est composé de denx fonmes
teurs exacts. Appliquant alors Exp. I , 5.3.1 , on en déduit

H'(G,V) =0 pour i) O .

Remargue 7.3.3. Sous les conditicns précédentes, si 0 est semi-simple,

on a Hl(n}, V) = HE((g,v) = 0, cf. Bourbaki, loc. cit. b) et d) .

Te3.4. Démontrons maintenant la proposition., On sait déja, par T.2.3

que Eggs_gr(c,ﬁ) est représentable par un S-préschéma localement de

présentation finie et séparé sur S 5 pour montrer gqu'il est lisse, il

suffit de prouver gu'il est infinitésimalement lisse (BExp. XI, 1.8 ¥

ce qui résulte de Exp. III , 2.8 (i) par 7.3.2 On a donc prouvé (i).

Montrons que (ii) résulte de (iii) . Il suffit d'abord de prouver que

Eggs_gr(G,H) est affine sur S , il sera alors de présentation finie sur

S , car il est lisse sur S par (i) ; de toutes facons

39395-A1g. de Lie (Q};@ ) est regjésentable rar un sous-préschéma fermé

de Hom, . . (0395) = W (gv =, %) qui est un S-préschéma affine,
=S -5

et la conclusion voulue apparait lorsque G est simplement connexe. Dans

le cas général, on peut supposer G déployé, donc G 2 QES(G{) ; introdui-

sant la domnée radicielle simplement commexe scon(R) (Exp. XXI, 6.5.5 ),

et utilisant le théor®me d'existence (Exp. XXV, 1.1 ) , on construit un

S-groupe simplement connexe G et une isogénie centrale C—G .

Le noyau K de cette isogénie est un S-groupe diagonalisable fini
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(done un S-groupe constant tordu, S étant de caractéristique Q) et

Hom -gr(K’H) est (trivialement) représentable per un S-préschéma séparé
: . n

(si K == (E/n?__)s y Hogs__gr(K,H) est isomorpne & Ker(H ———5 H)).

On e une suite exacte de "S-préschémas pointés" :

W . —
e —> Homs_gr(G,H) —_— ﬂoms_gr(G,H) = HOmS-gP(K’H) .

done u est une immersion fermée, donc Homs_gr((},'r!) est affine sur S

Te%:5s Démontrons enfin (iii) . Raisommant comme dans la démonstration

de (i) et utilisant 7.3.3 , on peut montrer que le S-préschéma

HO?QS-Alg. de Lie (q&,‘)) est lisse sur S . Pour démontrer (iii) ,

on peut donc supposer que S

Spec(k) , oi k est un corps algébriquement
clos de caractéristique © ; il suffit méme de prouver que Lie est
bijectif sur les points & valeurs dans k et qu'il induit une bijection
sur les espaces tangents en deux points correspondants. Montrons d'abord

que

Homk-gr(G’H) —_yHomk—alg.de Lie((g ”5)

est bijeetif.

Si u est un homomorphisme de G dans H , le graphe de u est un sous-
groupe connexe de G ka qui est déterminé par son algébre de Lie qui

est le graphe de Lie(u) ; l'application est donc injective.
Réciproquement, si v 3 0} S 'g est un homomorphisme d'Algébres de Lie,
le graphe . de v est une sous-algdbre de Lie de g-x % : comme 0}
est sa propre algibre dérivée, ‘1{, est sa propre algkbre dérivée, donc

(CHEVALLEY, Théorie des groupes de Lie, Tome 2, § 14, Th. 15) est algébrigue.

401



Elle est donc l'algtbre de Lie d'un sous-groupe connexe K de G X, E .
Comme dim(K) = dim(k) = dim(4 ) = aim(G) et comme K (N H est fini
(car son algébre de Lie est nulle), le morphisme canonigue pry + K — G
est fini et dominant; comme G est comnexe, il est surjectif; c'est donc
une iscgénie. Comme G est simplement comnexe, c'est un isomorphisme
(cf. Exp. XXI, 6.2.7 ) et X est le graphe d'un homomorphisme de groupes
u: G —»H tel que Lie(u) = v .,

Enfin, soit u : 6 —> H un homomorphisme. L'espace tangent &

Hom _(G,H) en u s'identifie d 2'(G,%) (of. Exp. II, 4.2 ;C
opére sur jg par AﬂH ou ); de la méme manisére, on peut prouver gue
l'espace tangent 2 M{-alg.de Lie(g ,6) en Lie(u) s'identifie a
Zl(gF,ﬂB). I1 nous faut donc prouver que l'application canonigue

zl(G,ﬁ) — zl(g,ﬁ) est bijective. Mais Hl(c,ﬁ) = Hl(D},DP) i
(7.3.2 et 7.3.3 ) et cette application s'identifie & l'application
évidente

£/5°6 ,8) — 4 £y, %),

et on conclut par 7.3.2,

Remarque 7.3.6. Il est vraisemblable gue si S est un préschéma loca-
lement noethérien , G un S-groupe semi-simple simplement connexe s H

un S-préschéma en groupes lisse , 6 et H leurs complétés formels le
long de la section unité, tout homomorphisme de ¢ dans H provient d'un
unique homomorphisme de G dans H , ce qui généraliserait 7.3.1 (iii) .
Lorsque S est le spectre d'un corps et H est affine et de type fini,
cela résulte d'un théorime de Dieudonné (Lie groups and Lie hyperalgebras

eeey VI, Am. J. of Maths, 1957, p. 369, th. 4) . On notera cependant gque,
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si S nl'est pas de caractéristique rmulle, la conjecture précédente devient
fausse si on abandonne l'hypoth&se gue S est localement noethérien (car
gutrement on en déduirait que Homs_gr(G,H) serait toujours affine sur S ,

ce qui n'est pas le cas, comme nous le verrons dans 7.4 ci-dessous),

T.4. In exemple.

A titre d'exemple, nous allons déterminer

Hom gr(SLE s» SLo S) i

Totlad.o On rappelle (Exp. XX, n® 5) , que SL, 5 est le S-schéma en

groupes formé des matrices (i 3) sur S vérifiant ad-bc =1 .

i Lo ; %
Un tore maximal T est défini par le monomorphisme r¥: gm 3 — §EE s

™(z) = (5 ;) .

Une racine de G par rapport 2 T est définie par r(r*(z)) z° , un

monomorphisme
Pig s —> Sy g

correspondant étant défini par

X =
p(x) t(o 1 ) x
Enfin, le représentant du groupe de Weyl correspondant & u = p(l) est

w a:(_jc_) é) &

Rappelons d'autre part (Exp. XX, 6.2 ) que SL, 5 est engendré par

Ty p(ga et w , soumis aux relstions

-
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-1 2

r*(z) p(x) r*(z"") = p(=® x) ,

£ T e
w I‘*(._., w = N ) H
"72 b I‘*{-l) ’

z
(w u)” = 1 i
Tedo2, Soit f wun endomorphisme de SL2 5 I1 définit d'abord un

homomorphisme f o r* 3 G g — SL, 4 « Le noyau Ker(f r*¥) est un
sous-groupe fermé de gm 5 2 donc est localement sur S €gal & un
/.l. n S (n>0) oua . g + Quitte & restreindre S , on peut done

supposer qu'il existe un n € N et un monomorphisme

thao g —> 8 o

tels que f o r*(z) = f£i(z7) ,

En vertu de la conjugaison des monomorphismes g_m 5 —> SL2 5 s On peut,
aprés extension couvrante pour (ét) de 1a base, trouver une section g
de G telle que f o r*z) = int(g) o r¥z") .

Transformant £ par int(g) , on est donc ramené au cas ol il existe

un n& N tel que f o r*(z) = r*(z") ,

Tede3, Considérons mainternant le morphisme
figp 3 Q_a g ——» S 5

I1 vérifie 1la condition

r#(z™) £ o p(x) r*(sn)"l = fop (223:) .

51 n =0, il s'ensuit aussit®t que f o P est invariant sous les homc .

théties de G, g » donc constant. Si n £ 0, on peut appliquer Exp. XXII,
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n ; : ;
4.1.9 5 x—>x est un endomorphisme de gﬂ_s , 1l existe un k £ G
tel que

n
fop(x)=p(kx) ;
cette relation est d'ailleurs valable pour n =0 , en prenant k =1 .
Quitte & de nouveau étendre § , on peut trouver un z & gm g @avec
z° =k . Remplagant f par int(r*(z)) o £ , on est donc ramené au cas ol

on &

£for*(z) = rv¥z") , £ o p(x)=p(x")

Tededo Enfin, on deoit avoir
£(w) (=) £(w)" = ez,
(£(w) u )5 = 1 .

En vertu de Exp. XX , 3.8 , cela entraine f(w) = w2 ,

Comme G est engendré par T , p(G S) et w cela entraline gue pour tout

b
(¢ g)ec(s'), s' —> s, ona
n .n
_.-.&b _ a b
£, q) = (o gn)
Tsd5, Résumant la discussion précédente, on voit que localement sur S

pour la topeclogie étale, on peut trouver pour tout endomorphisme f de

SL un automorphisme (intérieur u de 5 - et un entier n 0 tel
=2 3 P ot 3 L]
gque
f=uo¥F ol
n
S

F (2% = (®n 2n)

n*e & c d
Remarquons que si f =u o F_, l'entier n est bien déterminé par une fibre

i1

fs de I , par exemple par Her £, « Il s'ensuit gque n est une fonction

localemernit constante sur S .
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T.4.6. On en déduit aussitdt que si f est un endomorphisme de SL, 5

S se décompose canoniquement en somme de sous-préschémas ouverts et fermés

S0 y S1 y S . (ol pn décrit l'ensemble des puissances > O des nombres

premiers) tels que @

(i) fy est le morphisme nul,
o

(ii) fg  est un isomorphisme ( = un automorphisme intérieur)
1

(iii) s - est de caractéristique p , fS n S€ décompose de maniére
P e

: n : s
unique sous la forme u o F_D » ou u est un automerphisme intérieur et

. ; By
Fp 1'endomorphisme de Frobénius de SL2 zp .

Tt En d'autres termes, Homz_gr(gég 7 SL z) est le préschéma

=

somme 3

(1) d'un schéma isomorphe & Spec(2) ,

(ii) d'un schéma isomorphe & .&ﬁé_gr(il'_g E_.J =~ ad(gl, g) 2

(iii) pour chaque nombre p et chague entier > O d'un schéma isomor—

phe & Aut, (Bl 5 )} 2 ad (8L, E) a

=p =P =P
Telle8Be Il s'ensuit en particulier que
(1) Eom, —grtgéé r 5L, @ ) & un nombre infini de composantes

connexes, et donc n'est pae.s guasi-compact.

(ii) Si S est un schéma d'inégales caractéristiques,

Hogs_grtSL2 52SLs S} n'est pas plat sur S .
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8., Appendice : Cohomologie d'un groupe lisse sur un annesu hensélien.

Cohomologie et foncteur T .

Proposition 8.1. BSoient S wun schéma local hensélien , & son point

fermé , G un S-schéma en groupes lisse tel que tout scus-ensemble fini
ierre =

de G soit contemu dans un ouvert affine (1). Alors

(1) Si P est un fibré principal homogine scus G , il existe un

St —> S étale fini et surjectif gui trivialise P . On a

Fib(S,H) =~ Hét(S,H) i

(i1) Pour tout morphisme S' — 8§ étale fini et surjectif,

llapplication canonique

HI(S'/S,G) _—> Hl(STESk(s)/k(s), c—s)

est bijective.

(iii) L'application canonigue

Fib(S,6) —> Fib(k(s),Gs)

est bijective.

8.1.2. Si K est une extension séparable finie de k(s) , il existe
un S!' —» S5 étale fini surjectif tel que K =~ S =g k(s) .

Si P est un fibré principal homogéne sous G , P est lisse sur S ,
donc PS lisse sur k(s) ;3 il existe donc une extension séparable finie

K de k(s) tel que PK posséde une section. Représentant ¥ comme il

11

a été dit ci-dessus, on voit gue Pgy posséde une section par le

"lemme de Hensel", ce qui prouve la premiére partie de (i) .

(1) Cette dernigre condition est en fait inutile (cf. Grothendieck, Groupe

de Brauer III, in Dix Exposés sur la cochomologie des schémas, North Holland,
1968, théorgme 11.7 et remarques 11.8.3).
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Réciproquement, si P est un faisceau principal homogéne sous G pour la
topologie étale, il existe un S'—s 8 étale fini surjectif qui trivia-
lise P (en effet toute famille couvrante d'un schéma local hensélien
pour la topologie étale est majorée par une famille réduite 3 un morphisme
S' —> 5 de la forme wulue).

En vertu de 1'hypothése de descente faite sur G y I est représentable
(SGA 1 VITI,7.6) , ce qui achdve de prouver (1) , et montre gue (ii)

entraine (iii). Il ne nous reste donc gu'a prouver (ii) .

B.1.3. L'application de (ii) est injective : soient P et Q deux
fibrés principaux homogénes sous G +trivialisés par S' . Considérons le
S-faisceau en groupes H = ISOEb-fibrés(P’Q} ; comme HST est isomorphe
a GS, » H est représentable, en vertu de la deuxiime hypothise sur

G cf. ci-dessus . 51 H(k(s)) # # , H(S) # 4 par le lemme de Hensel,

donc P et Q sont isomorphes.
8.1.4. Prouvons enfin que l'application de (ii) est surjective, ou
encore que l'application canonigue

21(51/8,6) —> z1(s' =g k(s)/k(s),6 )

est surjective. Scit E} le S-foncteur défini par
1L 1
z(r) = z (srxSTl/T,GT)
ltapplication précédente s'identifie & l'application
1 1
Z7(s") —> z7(s' =g k(s)) ;

par une nouvelle application du lemme de Hensel, il suffit de prouver gue

g? est représentable par un S-préschéma lisse.
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8.1.5. Prouvons que g} est représentable par un S-préschéma locale-
ment de présentation finie. Soit gl s i =0,1,.4. 4 le S-foncteur défini
par

i i

ci(1) = c¥ (st xg T/T6y)

clest-a=-dire

) = o((st xg /D) = o5/ xg D)

cu erncore

b = Hom{(st/s)*c) .

Comme E} est ocbtenu & partir de E} et E? par produits fibrés, il

suffit de prouver que El y 1 =1,2 , est représentable par un S-préschéma

localement de présentation finie.

8.1.6. Si T —>» S est un morphisme étale fini surjectif qui décompose
i - Sy i+l 3
st , £ xgT= @ET((;:.' X T/T) ,GT} est représenteble par un pro-

duit de n copies de G , O n est le degré de (S'/S)1+l -
Appliguant une nouvelle fois 1lthypothése sur G , on en déduit que gl
est bien représentable par un S-préschéma localement de présentation

finie (SGA 1 VIII loc.cit).

Bela.T. Pour prouver gque El est lisse, il nous faut maintenant, par

définition, prouver que si T est un S-schéma affine , TD le sous-
préschéma fermé défini par 1'Idéal J de carré mul , l'application
canonigue

zH) —> z'(1)

est surjective. Comme C est lisse, l'application canonique G(T)—aG(TO)
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est surjective, et il suffit de prouver gue l'application canonigue
HY(S' xq T/T,6,) —s H(S! x T /T G, )
: B S o* I,

est bijective.

Changeant légdrement de notations et généralisant les hypothéses, il nous

suffit maintenant de prouver -

Lemme 8.1.8. Scient S et S' deux schémas affines, S'— S un mor-

phisme fidélement plat, J wun Idéal de carré nul sur S y S, le sous-

préschéma fermé qu'il définit, G wun S-groupe lisse. Posons

Sé:S’xS

g S, GO =G xg So + L'application canonigue

2i(s1/3,6) ———:.H]'(s‘;/so,so,)

est bijective.

Remarque 8.1.9. 8i on suppose G commutatif, la m@me assertion est vala-

ble pour tous les H~ y 1 >0, avec une démonstration analogue,

Soit M le QB;Module quasi-cohérent

_M_D=Lie(GO/So} =y, I .
-—SO

Pour chaque So -pré schéma, To (resp. chaque S-préschéma T) , posons

M(T) = BT , M =m ;T
o' o o? =g QS —'I'o
[6]
(resp. M(T) = M (T.) ) . Soit d'autre part G =1 | ¢ 1e
o'\ o s/s )
(o]

S-foncteur en groupes défini par E}_(T) = GO(TD) .

On sait (Exp. III , n® 0) , qu'il existe pour tout S-schéma affine T
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une suite exacte, fonctorielle en T :
8 3 M(T) ——u'G (D) sy GT) ass ® 5
Nous avons & étudier 1l'application
1 1 L resy =
B(S'/S,6) —> H(S!/S ,6_)) = H(S'/S,6) .

Supposons d'abord G commutatif. On & alors une suite exacte de

cohomologie
Hl(s'/’s,mj — Hl(S'/S,G) — HY(S5'/8,5) —» HZ(S'/S,M) ;
mais
HY(s'/s,M) = EX(sy/s,M ) = HY(SL/S_,M.)
et on sait (TDTE II , B , Lemme 1.1 ), que H (SY/S_,M ) = O pouri £0 .

Si maintemant G n'est pas commutatif, il nous faut utiliser la
suite exacte de cohomologie non abélienne. Si u €& Zl(s*/S,G) , on sait
que les éléments de Hl(ST/S,G-} qui ont méme image dans Hl(S'/S,(T) que

la classe de u sont dans 1l'image de l'application cobord correspondante :
1 1
BO(S'/S,M)) —> H (s!/s,6) ,

ol M, est le S-foncteur M "tordu par u" . De m@me, si v est un

élément de Zl(S'/S,E) , il existe un "cobord"
2
L (v) & fi(SI/SQMv) ’

-

ou M_ est le S-foncteur M "tordu par v" , tel que A(v) = 0 si
et seulement si la classe de Vv est dans 1l'image de HZ(ST/S,G) .

I1 nous suffit de prouver que l'on a 'HI(S’/S,Mu) = Hz(S'/S,Mv) =0 .

Or rappelons (Exp III , n® 0) , que l'opération de G sur M
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définie par la suite exacte n'est autre gue celle gqui se déduit forctoricl-

lement de la représentation adjointe de G_

ad : G — _f‘;utgs {T_-ie{Go/So}) .
o

L1'élément u (resp. v) opire donc dans LIS’:: par ll'intermédiaire

St
=

oF

dtun S xso S}-automorphisme de Lie(GO/SO) . Comme u (resp. v es3

un cecycle, cet automorphismec est une donnée de descente 3 noions I

Lo

(resp. L, ) le Oy -Module quasi-cohérent obtenu. On vérifie aussitot
o

que pour T —> S, on a

_ o}
Mu(T) = B (To » Iy 2 I E, O )
-5 s e}
o} e
et la méme relation en remplagant u par v . 0On a donc

]

Hl(S’/S,Mu) Hl(Sc')/SO, L =J )

=u

52(31/s,r_1v) Hz(s(;/sD »L,=®J ) ,

et les deux sont bier nuls en vertu du résultat déja utilisé.

Proposition 8.2. Socient C une catégorie possédant des produits fibrés,

munie d'une topologie moins fine que la topologie canonigue, S! —s S

un morphisme de C , G! un S'-faisceau en groupes, G le S-faisceau en

groupes _FE G' . Soit Hé(S',GI) & H]‘(S',GI) l'ensemble des classes
. iy Sl
de faisceaux principaux homogdnes sous G! qui sont trivialisés par un

crible de S' obtenu par changement de base & partir d'un crible cou-

vrant convenable de S . L'application canonique Hl(S,G) == Hl(S',G 1)

définie par le foncteur

P — sz 31

412



407

uit une bijection

gi(s,e) 2> Hz(8',6') ;

"1 bijection réciproque est définie par le foncteur P' +——> T g,

Pour tout cbjet X de gfs y On a par définition un isomor-

phisme fonctoriel en X
HomS(X,G} B 'S HomS,(X Xg S1,6') .

On a donc pour chaque S-objet T une bijection fonctorielle en T

e

Hl(T/s,G) =5  al(m/sr,er) .

Remplacant mainterant l'unique morphisme T — S par une famille
couvrante quelcongue de S et passant & la limite inductive, on en dé-
duit la premidre partie de 1l'énoncé. La seconde partie s'en déduit sans

difficultés.

Lemme 8.3. Socus les conditions de 8.2 , l'assertion Hé(S',G'} = Hl(S',G')

est locale sur S : supposons gu'il existe une famille couvrante

: : 1 ik
{Si — 3 } telle que pour tout i , on ait HSi(S'xSSi,G') =E (S'xssi,G');

Alors Hé(S',G'} = Hl(ST,G') p

En effet, soit P' un faisceau principal homogéne sous G!' ,
Posons Py = P Xg (st Xg Si) ;s en vertu de l'hypothése, il existe une
famille couvrante { Sij _ Si} telle que pour chague j ,
P‘ ‘ a . - s -

xS,(S xg Sij) posséde une section. Mais { Sij — S_} est une
famille couvrante de S , et P' est bien trivialisé par la famille

Couvrante de S' obtenue & partir de celle-la par changement de
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Proposition 8.4. Scit S!' —=> S un morphisme étale fini de préschémas.

Soient G' un S'-faisceau en groupes , G le S-faisceau en groupes

TT &
st/s
les foncteurs

- Pour 1a topologie £tale (resp. étale finie locale, resp. (fpge)),

P ee— > sz St

I =8 é'—"'_"'__l PI
St/s

induisent des bijections réciprogues l'une de 1l'autre

l(s,e) 2o ®l(s',er) .
4 . 1 1
Par 8.2 , il suffit de montrer que HS(S',G') = H(s',6') .

Par 8.3 , il suffit de le faire localement pour la topologie étale finie
locale ; on peut donec supposer gue 3' est une somme directe finie de
copies de S5 , soit IS s ol I est un ensemble fini convenable.

Alors G' est donné par une famille (Gi)iel de faisceaux sur S

et

i(s1,er) =~ | | Hl(S,Gi)
ie1

Dl'autre part

Bis6) =~ | T mlse,) ,
ier

d'od, en vertu de 8.2 , Hg(S',6') = HY(5',6') , oqfd.

Remarques 8.5. On peut interprdter 8.2 et 8.3 par la suite exacte

suivante (f est le morphisme S' — S donné)

1 —s ®(8,5, (61) —> BN(S',61) —> BO(s, B2 (61)) .
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Dans le cas commutatif, cette suite exacte résulte de la suite spectrale
de Leray ; elle est encore valable dans le cas non commutatif (cf. Thése

de Giraud).

Sous cette forme, on voit gue le résultat est encore valeble si f est
seulement supposé fini, ou simplement entier, la topologie étant la
topologie €tale, car pour tout G' , on a

Hlf*(G') = faisceau final,

en vertu de SGA 4 VIII, 5.3.

D'autre part, ce résultat devient faux si on prend une topologie telle

Spec(k), k corps algébriquement

Spec(k [t]/tg} , G' = dfkb ou

que (fpge) ou (fppf) , méme si S

clos de carectéristique p #0, S!'

MP'

De méme, 8.2. devient faux, méme pour la topologie étale, si on y
supprime l'hypothése que f est fini, comme on le voit en prenant pour
f une immersion ouverte; par exemple si S = Spec(V) , V anneau de
valuation discrete complet & corps résiduel algébriquement clos,, S!
étant l'ouvert induit au point générique, et G' le groupe constant
(Q/ng)sr , avec n premier & la caractéristique résiduelle de V , on a
Hl(S,G) =0, Hl{S',G‘) # 0 . Remplagant d'silleurs S!' par S lLs',
on en déduit un exemple analogue, avec S' —> S étale surjectif, donc

couvrant pour la topologie envisagde.
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LE THEOREME d ' EXISTENCE

par M, DEMAZURE

Pour 8tre complet, nous donnons dans cet exposé une démonstration du
théoréme d'existence des groupes déployés. Comme la démonstration originsle de
CHEVALLRY ("Sur certains schémas de groupes semi-simples", Séminaire Bourbaki,
Mai 1961, n° 219), elle s'appuie sur l'existence de groupes algébrigues semi-
simples complexes de tous les types possibles. Le principe d'une démonstration
plus satisfaisante, prouvant directement 1'existence d'un Z—groupe semi-simpls
déployé simplement commexe correspondant & une matrice de Cartan donnée a &té
dormé par CARTIFR (non publié). Signalons cependant que la difficulté n'est pa:
de donner une construction explicite d'un schéma en groupes, mais de vérifier
que le groupe ainsi construit répond bien aux conditions exigdes, c'est-a-dire

essentiellement que ses fibres sont bien lisses et réductives.

1. Enoncé du thdorzme.

Théordme 1.1. Soit S un préschéma non vide. Le foncteur

& ——s R (c)

est une dquivalence de la catégorie des S-préschémas en groupes réductifs

épinglés avec la catégorie des donndes radicielles réduites épinglées.

En vertu du théordme d'unicité (Exp. XXIII, 4.1 ), 1'énoncé précédent
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est équivalent &:

Corcllaire 1.2. (mxistence de groupes déployés). Pour toute donnde radicielle
réduite (R, il existe un Z-groupe réductif déployé G tel que @ (6) = R .

En particulier:

Corollaire 1.3. Soit k un corps. Pour tout k—groupe réductif déployable

Gk y il existe un Z=groupe réductif G tel gue G 2, I 5= Gk .

Réciproquement, remarquons d'abord que pour prouver 1.2 , il suffit
par BExp. XXII, 4.3.1 , Bxp. XXI, 6.5.10 , et le théordime d'unicité, de consi-
dérer le cas ou la donnée radicielle (A est simplement comnnexe (et méme irré-
ductible si on y tient, par Exp. XXI, 7.1.6 ). D'autre part, sous les conditions
de 1.3 , le schéma en groupes G est de type constant (car Spec Z est connexe)
donc de type R (Gk); par Exp. XXIIT , 5.9 , il s'ensuit que la validité de 1.3
pour un groupe G, domné entraine 1l'existence d'un Z-groupe déployé de type
Gl(Gk) . Pour démontrer 1.2 et donc 1.1 , il suffit donc de prouver 1.3

lorsque k est de caractéristique nulle (par exemple k = g) et G, simplement

k
connexe (et en particulier semi-simple), ainsi que :

Proposition 1.4. Pour toute donnée radicielle réduite simplement connexe liad A

il existe un C-groupe slgébrique semi-simple de type R .

On peut prouver 1.4 de la manidre suivante. On sait d'abord (cf. par
exemple JACOBSON, Lie Algebras, ch. VII, Theorem 5) qu'il existe une algtbre de
Lie semi-simple complexe de type R . Prenant la composante neutre du groupe
des automorphismes de cette algdbre, on obtient un C-groupe algébrique semi-
simple de type aa((R). Par BIBLE 23-01, prop. 1 : on en déduit 1'existence
d'un groupe de type R .

Le reste de cet exposé est consacré % la démonstration de 1.3 pour
k de caractéristique nulle et G, semi-simple. Celle-ci se fera en deux temps :
construction 4'un "morceau de E—éréschéma en groupes" (n® 2), étude du groupe

obtenu par application du "théordme de Weil" (n° 3).
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Pour éviter des confusions, nous n'utiliserons pas dans le numérs 2 la

notation abrégse our désigner le k-preéschéma X = k oz X est un
= (=} + )

Il e

Z-pré scniéma.

2. Théoréme d'existence : construction d'un morceau de Zroupe.
1e Stence : CONSTIUCTION 4 Un morcgau de Zroupe.

2+.1. Choisissons une fois pour toutes un déploiement de Gk , noté
(G, T, ,M.R)

(Exp. XXII, 1.13 ), un systdme de racines simples Ro de R (définiasant_le

. g8 5 f
- X
systéme de racines positives R+), un systeme de Chevalley | r,k)r e R de Gk

(Bxp. XXIII, 6.1 et 6.2 ) vérifiant la condition supplémentaire suivante :
si »r€R, ona Kr,k x—r,k = 1 . Choisissons enfin sur le sous-groupe de M
engendré par R ume relation d'ordre totale compatible avec la structure de
groupe, telle que les racines > 0 goient les dléments de R+ » On notera alors

les racines
- -]
3 <

enn (—r_(r1<r2(...<r .

n—1 | n

Pour r € R, on notera P le groupe vectoriel correspondant & la racine r

Jk
et
: G = P
Pre® s —> S5

l'isomorphisme de groupes vectoriels défini par Xr -
?

2.2. Le déploiement de G comporte en particulier un isomorphisme de k-groupes

"
T, =< I}k(H) .

Posons T = D(M) ; c'lest un g-—tore, et on peut considérer 1'isomorphisme
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précédent comme un isomorphisme

N
Tk — Tm k .

(8]

Homz_gr('l‘,gm S) = M,

et on considérera les éléments de R <€ M comme des caractires de T .
On considérera de méme les éléments de R* comme des morphismes de Z-groupes

G ‘_%‘Tl
e

2.3. Pour chague r € R_, soit ga{r} une copie du groupe G_; considérons _

le Z-préschéma

U = _G_a(r1) X ecusn x_{}_a(rn) :

Si Uk désigne la partie unipotente du groupe de Borel Bk de Gk. défini par

R, , notons
+

. e 1
a: U =, K ey Jk

l'isomorphisme de k-préschémas défini par

a((x;)) = p, ()

v,k 1 Pr ok
1 n

(x )

“n

2e4e La loi de groupe de Uk se traduit par des relations de la forme
a((x,)) . a ((:r'j)) = al(z)) ,

o chaque z_ s'exprime comme un polynSme

oy = N
SRR TR (R AT SARE SIELE: (L B

bt
D
1]
[p]
3
D
3
Hy
[
[
B
ot
o
b
4]

Q_ étent entiers (Zxp. XXII, 5.5.8 et Exp. XXIII, 6.4 )

X, e we il o Us sy =il
1

]

t
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Munissons U de la loi de composition définie par les formules précédentes (qui

lol de groupe,

n

sont bien "définies sur 2"). Comme cette loi induit sur U _ s

K

elle est associative, et (0) en est un 4lément unité (en effet, les deoux asser-

4

tions précédentes s'expriment par des relations entrs les

%

;0lynomes &% ,» et

Z—5k est injectif). Montrons que c'est une loi de groupe : si (xi) est une

section de U (sur un § quelcongue), on calecule 1!inverse (yi) de (x,) par
L

les formules récurrentes

¥ =- Xy - Qi(xl""’xi—i’y?"""yi-1)

qui sont encore "définies sur Z "

En résumé, nous avons construit sur U une loi de groupe telle que 1'isomorphisme

a précédent soit un isomerphisme de zroupes.

Pour chaque r € R, , considérons le morphisme
-

P.: G —> U
k —a
défini par pr(x) = (xi) o (x, = x i T, =T
xi: 0 51 riér .

C'est une immersion fermée et un homomorphisme de groupes; on notera Pr son

image. On a (xi) = P, (x1) ee D (xn) » ce qui prouve que U s'identifie au
produit L ¥
U = Pr g Pr Y Pr .
1 2 n
2.5. Faisons opérer T = D(M) sur chaque Pr par l'intermédiaire du caractdre

r ; on vérifie aussit®dt que cela définit une opération de T sur le groupe U
et on peut construire le produit semi-direct B =T, U. On a2 un iscmorphisme

canonique de k-groupes

(bi}
<
ea
w
o
'
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Si nous prenons maintenant un ordre guelcongue sur R+ s le morphisme

Pr . Ny
re& R+
défini per le produit dans U est encore un isomorphisme. En effet, comme les
deux membres sont des Z-préschémas plats et de présentation finie, on peut se
contenter de vérifier 1Tassertion sur les fibres géométriques; on est alors
ramené & la théorie de Lazard (BIBL®, 13-02, prop. 1) : on considére U comme
groupe & opérateurs T , et on utilise le fait que les Pr sont deux & deux
non isomorphes comme groupes i opérateurs (car les caractdres r € R+ de T

sont deux & deux distincts sur chague fibre).

2.6. Remplagant R, par R = - R+ , on construit de méme des groupes U ,

B, P_ ( r €R_) et des isomorphismes

Introduisons enfin le préschéma produit
£ = U xTxU;
on a un isomorphisme canonique de k-préschémas
KTk "k "k k — k

ﬂxzk-—'f—;“-xTxU‘\'J‘L "

ot .Qk est la "grosse cellule" de G, (Bxp. XXII, 4.1.2 ).

k
4 partir de maintenant, nous identifierons f) z, k & -C'-k par 1'isomorphisme
précédent; nous considérerons U , T , U comme des sous-préschémas de i1, par

l'intermédiaire des sections unités. On nctera e = ((0), e, (0)) 1a "section

unité" de SL .

Notre but est maintenant de mettre une loi de morceau de groupe sur Ji .
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Lemme 2.7. Soit r & Rc y et soit W., L1'élément de Norm, (T_{) (k) défini par
_— —_ = - e &3 p _—
=

Z{r " (rappelons que 1'on a par définition

» k
- { ) 4% L
W = p =1 ) p -1 j
ryk e By ) B 1)

- I.‘I - )
11 existe un ouvert ‘&rr de -+ , contenant la section e 3 et un morphisms

B @ Vo s 43

vérifiant les conditions suivantes :

(1) hie = e .

(ii) (h) ®, k coincide avec la restriction de int(w ) a ~
2 2 o, e —

{Vr) ®, k CG_ .

(iii) Ona T < V. et h envoie T dans T . Pour tout s &R,

ocna P CV et h envoie P dans P s
== s r = p /—@m@™> g /= g [a)

En vertu de la définition d'un systime de Chevalley (Txp. XXIII, 6.1 Yy

il existe pour chaque s € R un entier es =+ 1 tel que
lnt{wr,k} Ps,k(x) - Psr(s),k(es x)

pour tout x &Ea(S) »y S — Spec k

Soit S un préschéma quelconque, dcrivons un élément quelconque de S (S)

sous la forme

7
n =/ I P (x} P (x }, t 4, (Xj . | [ r (I) ’
! 2" s e S o rr s 8
; SER_ seR+
\\a;é—r s£T

o1 on a choisi un ordre (quelconque) sur R_ -{-r} et R+ - fr} (c:f. 25 )
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On définit un morphisme 4 : 5L — Spec(g) par

dtu) = (&) + X xX_. -

Soit V_ 1l'ouvert -Ila (ctest-a-dire 1'ouvert de {1 défini par " d(u) inversible ");

il contient e , T, et chague Ps s s €R . Soit

h =V R V. B
r r

.

le morphisme défini par hr(u) = (a(w),o(u),c(u)) o

a(u} = I | Psr(s) (es xs) . P_r(- xr d(‘-l)_1:] s

s & R_
s £ -r
b(uw) = t o (alw) ,
elw) = p (-x_a™) . [ ] B, (o)l %)) -
N = s & R+ G ot 2
st

Comne s permute les racines positives (resp. négatives) distinctes de r

(resp. =r) , c(u) (resp. a(u) ) est une section de U (resp. U7) et le morphisme
précédent est bien défini. I1 vérifie trivialement (i) et (iii) . Quant &

(i1), cela résulte zussitdt de la définition des e s S €R , et de Exp. X,
.12,

Lemme 2.8. Il existe des ouverts V et V' de St et des morphismes

h: V —0m 2L,
1 v o
Ay ———— e iy
vérifiant les conditions suivantes :
(i) Vv et V' contiennent 2 h(g} = h'{g} = 2 .
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. =1
(i1) Le morphisme induit par h' c h: h (V') — 3 £ est la res-

triction du morphisme identigue.

.

kK =t h! mz k sont la restriction &

v =z, i’ £ Tt =, X 4'eutomorphismes du groupe & .

b

(iii) Les k-morphismes h =

]

I

s b et h' gnvoient U

Soit ?0 1'é1ément du groupe de Weyl de G, qui transforme R_ en

k
R . Ecrivons

W= 8 ves 3 y T. €R
i o

(aucun rapport avec la mumérotation de 2.1 ). Posons

’ ok vk & Nomgk(Tk)(k) .

Définissons par récurrence sur i< n un ouvert V. de XL et un morphisme

h, : V, ——> {0l par
i i

(1es notatiens V. s h_  sont celles de 2.7 ¥a

Prenons V = Vo»h="h . Les conditions de (i), (iii) et (iv) portam:
sur V et h sont bien vérifides; pour (i) et (iii) cela résulte aussitdt
de 2.8 , pour (iv), de ce que h =
V mz k.

Comme @0) 2

k est la restriction de int(wo) A

[}

1, on a aussi
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Posant

3 3
w o= (er,k) _— (wrn,k) y

et effectuant la mBme construction gque ci-dessus, on en déduit un ouvert V!

et un morphisme h! wérifiant dgalement (i), (iii),(iv) . De plus, h' =, k

Z
est la restriction de int(wé) a w B, k . Mais pour chague racine simple
4 = 1 i
r&R , ona (wr,k) = e (ef. BExp. XX, 3.1 ), donc w ot W, =e , ce qui

montre que h' o h dinduit le morphisme identique dans un ouvert non vide de

_ﬁ.mz k . Mais SL étant lisse et de présentation finie sww 2, fw, k est

1l B9

schématiquement dense dans <%, ce qui prouve (ii) .

Proposition 2.9. Il existe un ouvert V, de {L x LI, un ouvert V, de L1,

2
des morphismes

TE R, ey i
iV, — 2,

possédant les propridétés suivantes :

(i) si x € 5L (8) , alors (e,x) (resp. (x,e) ) est une section

de V, et Tlex)= T(xe = x-.

(ii) V, contient e et ¢ & = e .

. = = TE. - . .
(ii1) . &t 0, sont la restriction des morphismes G_x_& — G

et G _—>G_ définis par le produit (resp. 1'inverss).

Démonstration. Soient (v,t,u) et (v',t',u') deux sections de L.

Alors h{u) est une section de U , h(v') est une section de U par 2.8 (iv)
et on psut donc considérer (h(u),e,n(v')) comme une section de fL. Soit ¥
1'ouvert de SL x SL défini par la condition :

((v,t,u),(*:‘,t',u')) = v, (5) & (h(u}re)h(v‘}} & vi(s)

(notations de 2.8 ). 8i ((v,t,u),(v',t",u')) est ure section de

'
=i
N
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n'((h(u),e,h(v')) est défini, c'est une section de L gus 1'on paut décom-
poser :
a'((h(u),e,n(v")) = (v",t",u") .

On posera szlcrs

1 1

T ((vytyw), (v'httu')) = (v vt L6 " 0,617 urer Lur)

vérification de (i) est immédiate (par 2.8 (ii) ). Pour vérifier la

condition de (iii) portant sur T, on voit que
h'((h(u),e,h(v')) = uv' = v"gry"

lorsque u &€ U(S) , veU(S) , S —k, en vertu de 2.8 (iii) et (ii).
Cn construit ¢ de maniBre semblable : si (vyt,u) est une section de

Sy ,h{u_1) est une section de U—,h(vq) une section de U, h(t_1} une
section de T , done (h{u_1),h(t_1},h(v-1)) est une section de {L et on peut

définir un ouvert v2 de f1L par
(v,t,u) € V,(8) <= (a™),n(t™),06")) € vi(s)

et un morphisme 0 : V, ——> [f) par

2
o (v,t,w) = n'((@™),nE"),nG"N)) .

On vérifie les conditions sur 0~ comme ci-dessus.

Corollaire 2.10. U est "génériquement associatif" et 0 est un "inverse

générique": si x,y,z € {L(S) ot si les expressions ci-dessous sont définies

(ce qui se produit toujours au-dessus d'un ouvert de f2 contenant la section

unité), on a :

TC (x, T (y,2)) TC (T (x,y),2)

T{_(]{, U—{K)) = i=5

T (U_(X:] rx)
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En effet, les deux membres de chacune de ces formules définissent des
morphismes entre Z-préschémas lisses et de présentation finie, qui coincident

sur les fibres génériques, par 2.10 (iii).

Corollaire 2.11. Soit r &R . Pour tout 3 et tous =x,y &-Ea(S) tels gque
(pr(x),p_r(y}) (4 vi(s) et 1 + xy € t_:-m(s) (ce gqui définit un ouvert de

gi 3 contenant la section (0,0)), on a
T, 0 =(p_ G-, (1 + =), p F5))

La démonstration est la méme que précédemment, par Bxp. XX, 2.1.

3. Théoréme d'existence : fin de lza démonstration.

Pusons pour simplifier le langage la définition suivante.

Définition 3.1. Soient S un préschéma et G un S-préschéma en groupes.

On dit que G est admissible s'il existe une immersion ouverte de S-préschémas

i J'\-S = x5 —> ¢ vériTiant les conditions suivantes :

(1) Le diagramme

h KS 1
SERSEE W
(V1)S g By g ¢x, €
J/.i . l T,
__r}_s - 3 G ]

ou 1l'on note TI'G le morphisme de multiplication dans G , est commutatif.

(i1) Il existe un ensemble fini de sections ay € JL(5) tel que

les i(aj).i(.ﬁ-:) recouvrent G .
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Par le "théordme de Weil" (Exp. XVIII, 3.13 (iii) et (iv) ), on a:

Lemme 3.2. Si pour tout préschéma S étale et de type Tini sur 2 » tout

S—-groupe admissible est affine, il existe un i—groupe admissible et affine.

Or on a:

Lemme 3.2. Soient S un préschéma et G un S-groupe admissible. Alors G

\

est lisse et de présentation finie sur S , & fibres affines connexes et semi-

simples.

Comme _Q.S est lisse et de présentation finie sur S , & fibres coOnhexes,

il en est de mBme pour G , en vertu de la cordition (ii) . Pour vérifier 3.3,

5

on peut donc supposer que S est le spectre d'un corps K . Identifions _Q'K a

son image dans G . Il est clair que fL_ est le produit

K

l y
lER K

+
(r&€R) de G . L'algdbre de lie de G

des sous—-groupes T et Pr

K YK
s'identifie donc & la somme dirscte

Lie(T,) o | | Lie(Pr,K) 3

reR

Czzme 1'automorphisme intérieur défini par une section de TK opére dans Pr g ?
¥

et donc dans Lie (Pr K)' par 1l'intermédiaire du caractére
]
~H ’ o chian .
r € RCM OmK-gr(TK’Em K) y la décomposition précédente de Lie(G) est
exactement la décomposition sous l'opération adjointe de T . Les racines de

G, par rapport 3 T sont donc les r &R . Appliquons Exp. XIX, 1.13.

X X

Soit Tr le tore maximal de Ker rC.TK et soit Zr = Cent:(Tr) ; L1 nous

suffit de prouver que chagque Z_ est réductif. Or z, N ‘ﬂ'}{ n'est autre que

' } B B | -
B
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mais les racines nulles sur Tr sont les multiples rationnels de r , donc

r et =-r; ce gqui prouve

n = . ) #
zr _ﬂ'K Fur,K TK Pr,K

Pour prouver que ZI_ est réductif il suffit, en vertu de Bxp. XX, 3.4 , de

prouver gue Pr ¥ et P ~x Te commutent pas, ce qui résulte aussitdt de 2.11.
] Ty

I1 résulte de 3.2 et 3.3 que la démonstration sera achevée si

nous prouvons

lemme 3.4. Si 85 est un préschéma localement noethérien de dimension ¢ 1,

et e1 G est un S-groupe lisse et de type fini, & fibres affines connexes et

semi-simples, alors C est affine (et donc semi-simple).

Nota. Dans Exp. XVI, on 2 vu que 3.4 est vrai sans hypoth®se sur S , mais

la démonstration est relativement délicate; comme ici nous n'avons besoin que

du cas particulier 3.4 , nous en donnerons une démonstration directe.

=Module

Considérons 1'Algdbre de Lie g de G, qui est un Oy

localement libre, et la représentation adjointe de &

1;_95(0})‘

Pour prouver que G est affine sur 5§ , il suffit de prouver gque le morphisme

M: G —

I G3

A3 est affine. Comme G est lisse et & fibres connexes, il est séparé sur S
(8xp. VI), donc le morphisme 44 est séparé. Utilisant un résultat démontré
en appendice (4.1 ), il suffit de prouver que le morphisme Ad est quasi-
fini. On est donc ramend au cas ol S est le spectre d'un corps; en ce cas G

est affine, donc semi-simple, et on est ramené & Exp, XXII 5.7.1l4.
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4. Apperdice

Nous avons utilisé en cours de démonstration la proposition suiwvante

Proposition 4.1. Soient 8 un préschéma localement noethérien de dimension ¢1,

G et H deux GS-préschémas en groupes de type fini , £t G —s H un morphisme

de groupes quasi-fini et séparé . Alors f est affine .

Nous re ferons la démonstration que dans le cas o G est lisse sur
S , hypothdse qui est bien vérifide dans l'application que nous svons faite de

la proposition.

4.2. Par %GA II, 1.6.4 , on peut supposer S réduit. Par les techniques habi-
tuelles de passage & la limite, on peut supposer S local. Si 4dim(S) = 0 5
l'assertion est triviale, supposons dim(S) = 1 . Par descente fidélement plate,
on peut méme prendre S5 complet & corps résiduel algébriquement clos. Quitte &
normaliser S , on peut (=GA II, 6.7.1 et EGA OIV 23.1.5 ) supposer 3
normal. On est donc ramené au cas ot 5 est le spectre d'un annsau de valuation

discréte complet 4 % corps résiduel algébriguement clos.

4.3. Soit ? le point générique de S . Considérons 1'image fp (G? ) de
Gv dans H‘p » C'est un sous-préschéma en groupes fermé de H ? - Soit

H' 1'adhérence schématique dans H de f}, (G?) . Comme H' —»> H est affine
(c'est une immersion fermée), on peut remplacer H par H' et donc supposer

H plat sur 35 et f7 surjectif. Comme f}, est fini, G et H plats, on a

& _ - \I _ . 3 _ .
dlm(GO) = d:Ln:(G-y ) = dlm(H}, = dm(HG)
(ol on note par un indice "o" les fibres spéciales).

4.4. Soient HE)O),... Hg") les composantes irréductibles de E_, H£°)

désignant la composante neutre =t zs leurs points génériques. Comme chaque
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annesu local -Q{-I,z, est de dimension { 1 , le morphisme G Ty gﬁ'zi——; gH,zi
est affine car quasi-fini et séparé (cf. lemme ..., Exp. XVI) , donc G est
affine sur E au voisinage de z; - Notant V le plus grand ouvert de H tel

que G|V soit affine sur V , il en résulte que V contient tous les z, -

Dlautre part, V est évidemment stable par la translation définie par un €lément

@uelconque g €G(S) . Mais on a dim(G)) = aim(H) et £ est fini, done

i GE)O) (sg} e e Hgo)(so}

est surjectif. Comme 4 est complet et G lisse sur S , l'application cano-

nique GEO) (3) —> GE’O)(SO} est surjective; on en déduit gque pour tout

h € H{o) (s) il existe un g € G(S) tel que f(g ) = 0 . Comme H(O)( )
opére trans:.tlvement dans chaque H(l)(s )y il en Tésulte que V 2 H (s ),
done ( k 30} étant al gébriquenent clos) v o Ho .

Comme on =z évidemment V = E? 5 f7 dtent fini, ona V=H , cafd.
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S0US-GROUFES PARABOLI UZS DEZ GROUPLS RCEDUCTIFS

par M. DEMAZORE

Cet exposé étudie les sous-groupes paraboliques des groupe
réductifs. Le résultat essentiel en est le théorime de conjugeison
(5.14 ). L'outil essentiel est la notion de position transversale
de deux sous-groupes paraboligues, notion qui est étudiéde systéma-
tiquement dans le n° 4. Un autre fait joue un rdle important :
la décomposition du radical unipotent d'un sous-groupe paraboligue

en extensions successives de groupes vectoriels (2.1 ).

Différents schémas associés & un groupe réductif sont &tu-
diés dans le n° 3; le n® & traite des sous-tores triviaux d'un
groupe réductif et de leurs relations avec les sous-groupes para-

boligues.

Enfin, dans le n°® 7, nous exposons briivement comment se
formule, sur une base szmi-locale, la "théorie relative" des grou-
pes réductifs telle qu'elle est exposée dans le cas des corps dans
l'article de A. BOREL et J. TITS, Groupes Réductifs, Publications
Mathémetiques de 1'IHES, n° 27. Dans cet article cité [BT] dans 1
suite, le lecteur trouvera d'ailleurs, dans le cas d'un corps de

base, d'autres résultats qui n'ont pas 6té effleurés ici.

1. Rappels. Sous-groupes de Levi,

Définition 1.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réduct
P un_ sous-S-préschéma en groupes de G . On dit que P est un
Sous-groupe parabolique de G si
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(1) P est lisse sur S,

(i1) pour chague s &€ S , le G&-préschéma gquotient GE/PE
est propre (i,g: BIBLE, 6-09, th. 4, PE contient un groupe de
Borel de G

) -

Proposition 1.2. (Exp. XXII, 5.8.5 ). Soient S un préschéma,
G un S-groupe réductif, P wun sous-groupe paraboligue de G .
Alors P est fermé dans G , & fibres connexes, on a

P = ﬁormg(P) “

De plus, le faisceau-quotient G/P est représentable par un

S-préschéma lisse et projectif sur S

Proposition 1.3. (Exp.XXII, 5.3.9 et 5.3.11 ). Soient S un
préschéma, G un S-groupe réductif, P et P' deux sous-groupes
paraboligues de G . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) P et P' sont conjugués dans G , localement pour la
topologie étale (resp. (fpac) ).

(ii) Pour chague s g S , ?E_ et Pé_ sont conjugués par
un élément de G(E)

(iii) Le transporteur strict Transt (P,P') de P dans P!

( Transtg(P,P')(S') = g g € G(s5'), int(g) Pgy = P4, )

(=

est un sous-préschéma fermé de (G , lisse et de présentetion finie

sur S , qui est un fibré principal homogdne sous P (& droite) et
sous P! (& gauche).

Proposition 1.4. Soient S un préschéma non vide, (G,T,I,R) un

S-groupe rfductif déployé, R' une partie de R . Les conditions
suivantes sur BR' sont égquivalentes
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(i) ?}R' = t @ | | Q} est 1'Algébre de Lie d'un

Sous-groupe paraboligue de G contensnt T (nécessairement unique,
Exp. AXII, 5.3.5 ).

(ii) R' est de type (R) (Exp. XXII, 5.4.2 ) et contient

un systdme de racines positives.

(iii) R' est une partie close de R et

reR, - ¢ R! —> r & R!

(iv) 1I1 existe un systéme de racines simples Ro y et une

partie A de Ro tels gque R! soit la réunion de l'ensemble des

racines positives et de l'ensemble des racines négatives combinaisons

linéairesdes &léments de 4 .

(v) R' contient un systéme de racines simples de R; de

plus, si Ro <€ R' est un systéme de racines simples de R et si
ocn pose

A = (-r")N R, ,

R' est la réunion de l'ensemble des racines positives et de l'en-

semble des racines négatives eombinaisons linéairesdes &léments de A.

On & (i)<=> (ii) par Exp. XXII, 5.4.5 (ii). On a
(iii) = (ii) par Exp. XXI, 3.3.6 et Exp. XXII, 5.4.7. On a
évidemment (v) = (iv) = (iii). On a (iii) — (v) par BExp. XXI,
3.3.6 et 3.3.10. Il reste donec & prouver que (i) entrafne que
R' est une partie close de R . Or cette derniére assertion peut
ge vérifier sur une fibre géométrique quelconque; on peut donec
Supposer que 35 est le spectre d'un corps algébriquement clos.
Soit P 1le groupe parabolique de G contenant T dont l'algibre
de Lie est ILrr - Comme les groupcs de Borel de P sont les
groupes de Borel de & contenus dans P » 11 résulte de BIBLE,
12-07, th. 1 et de Exp. XXII, 5.4.5 (i), que si on note U
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le radiecal unipotent de P , T . U est le sous-groupe de G conte-

nant T dlalgébre de Lie %R" =t @ _| | (gr , o R" est
T & R"
1'intersection des systémes de racines positives de R contenus

dans R' . I1 en résulte en particulier gque R" est close et gue
R" M (- R") = ﬁ . D'autre part, le groupe H = P/U est réductif,
l1'image canonigue T de T en est un tore meximal (T-—+ E est
un isomorphisme), et on & un isomorphisme de T-Modules, i.e. d'es-

paces vectoriels gradués de type W

Ei._e(H)"_'t@JT]ﬁr’
I
s

ol Rs est le complémentaire de R" danzs R'. Il s'ensuit que Rs

s'identifie naturellement & l'ensemble des racines de H relative-
ment &8 T , et en particulier vérifie R, = -R_ .

T1 s'ensuit aussitdt que l'on a

=8l -

r &£ R'", -r g R! } s

R r&R',-reRt'} :

=3

]

g Y e

Montrons maintenant gue R' est clos. Soient =r,s & R! , r+seR ,
prouvons que r+s € R' , 3i r,s& R" , r+s &€ R" car R" est clos.
31 » e Ra » 3& R" , 2t 81 r+s £ R' , 2iors r+s £ - R" , et on

g -1 = g5 + (-(r+s)) = R" ear R" est clos, ce qui entrafne
-r&€R', done - T £ R, , et contredit le fait que R M R" = ¢ .
I1 reste donec & étudier le cas ou 1,8 & RS . S5i r + ae# RY

alors r+s & - R" . Mais, comme r+s # 0 , il existe un systéme de

racines positives du systéme de racines Hs contenant 1 et = ,

done un groupe de Borel de H = P/U contenant 1'image canonigue de
Pr et PS . Son image inverse dans P est un groupe de Borel
contenant P P e U don 1% P t 2 1i

r? ¥y 1 y donce w 8 Ty '© T-(r+s) , ce nui est

imposeible.
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Corollsire 1.5. 1Un sous-groupe paraboligue d'un groupe réductif
est de type (RC) (Exp. XXII, 5.11.1 ).

"

Proposition 1.6. (Exp. XXII, 5.11.4 ). Soient S un préschéma,

G un S-groupe réductif, P un Sous=-groupe parsbolicue de G .

(i) P opossdde un pluz grand sous-préschéma en groupes in-

variant, lisse et de présentation finie sur S y & fibres géométri-

ques connexes et unipotentes. Cl'est un sous-groupe caractéristigue

de P , appelé le radiczl unipotent de P , noté rad(p) . Le
faisceau-quotient P/rad™(P) est représentable par un S-groupe

réductif.

(ii) Si T est un tore maximal de P s P posséde un sous-

groupe réductif L contenant T » tel que :

(a) Tout sous-groupe réductif de P contenant T est

contenu dans L .,

(b) P est le produit semi-direct L . rad?(p), i.e. le

morphisme canonigue L —3 P/rad” (P) est un isomorphisme .

De plus, L est l'unigue sous-~-groupe (resp. sous-groupe réductif)

de P, contenant T et vérifiant (b) (resp. (a) ). Enfin, on a

Norm,(L) = L , NormP(T) = NormL(T)

T.eTs Un sous-groupe L de P vérifiant la condition (b) ci-des-

sus est appelé un sous-groupe de Levi de P . Cl'est un sous-groupe
réductif maximal de P 3 en effet, il est réductif, car isomorphe
a P/radu(?) s montrons gqu'il est maximal pour cette propriété;
soit L' un sous=groupe réductif de P contenant L ; pour prou-
ver que L' = L , on peut raisonner loecalement pour la topologie
(fpge), et donc supposer gue L posséde un tore maximal T , et

on est ramené & 1.6 (ii) .

Si L et L' sont deux Sous-groupes de Levi de P , L et
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L' sont conjugués dans P , localement pour la topologie (fpgec) .
En effet, locelement pour cette topologie, on peut supposer cue L
(resp. L') possidde un tore maximal T (resp. T'); comme T et
T! sont conjugués dans P localement pour la topologie (fpge), on
peut supposer T = T' , et on & alors L = L' , par 1.6 (ii) .

Mais comme P = L ,rad (P) et NormP(L) = L , on en déduit aussitdt:

Corcllaire 1.8. Si L et L' sont deux sous-groupes de Levi du

sous-groupe paraboligue G du groupe réductif G , il existe un
unique u € rad”’(P)(S) tel que int(u) L = L' .,

Notons Lev(P) 1le foncteur des sous-groupes de Levi de P:
pour S!' —> S , Lev(P)(S!') est l'ensemble des sous-groupes de Levi
de Pgy . On déduit de 1.8 :

Corollaire 1.9. Soit P un sous-groupe raraboligue du S-groupe

réductif G . Alors Lev(P) est un fibré principal homogéne sous

le S-groupe radu(P) , 8t en particulier est représentable par

un S-préschéma lisse et affine sur S , & fibres géométrigues

intégres.

I1 résulte immédiatement de 1.6 :

Corollaire 1.10. BSoit F un sous-groupe parabolique du S-groupe

réductif G . Le foncteur Tor(P) des tores maximeux de P est

représentable par un S-préschéma lisse et affine, la "relation

LD>DT"™ définit un morphisme

Tor(P) ——> Lev(P) ,

la. fibre de ce morphisme au-dessus de L € Lev(P)(S) stidentifie

4 Tor(L) (Exp. XXII, 5.8.3 ).
La premiére assertion de 1.10 est conséquence des deux
sutres et de Exp. XXII, 5.8.3.

437



Définition 1.11. Soient S un préschéma non vide, G un S-groupe

réductif P un sous-groupe parabolicue de G ,
e e o 2 =1
E = (T,EE,E,RG,(KI_}r & Ro} un épinglage de G . On dit cue E est

adepté &4 P ;, ou gue I est un épinglage du couple (G,P) si

PDOT et si 1'Algébre de Liec de P est de la forme A4 G | | e
r= R

ol R' est une partie de R contenznt R .

Q

En particulier, si T C B est le ccuple de Killing défini

rar l'épinglage, ona T CBC P .

Sous les conditions précédentes, on note RO(?) = ROFW(— R').
On a (r e RO{P))<:;.(I' ER, & B¢ B e R, et P_NP# a),
par Exyp. XXII, 5.4.3.

Il résulte aussitdt de 1.4 (v) et Exp. XXII, 5.11.3:

Proposition 1.12. Soient & un préschéma, G un S-groupe réduc-
tif, P un sous-groupe paraboligue de G , (T,M,Ro,(Xr)

re R J 4o
o)
épinglage de E adapté & P , RO(P) la partie de R, définie
ci-dessus.

(i) Le radical unipotent rad?(P) de P n'est autre gue

URII = ] r

I‘E RI?

"o

oi R" est l'ensemble des racines positives gui fz2ns leur décompo-

sition sur R, contiennent 2u moins un élément de RO(P} avec un
coefficient non nul.

(ii) L'unioue sous-groupe de Levi L de P contenant T

n'est autre gue

ZRO{P) = Centg(TRo(P)) 5

ol TR (P) est le tore maximal du noyau commun des r & RO(P}.
o
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Corollaire 1.13., Tout sous-groupe de Levi L du sous-groupe para-

bolique P du groupe réductif G est un sous-groupe critigue de
G, i-e. vérifie (Exp. XXII, 5.10.4 ) :

L = CentG(rad(L)) i

Cela résulte aussitdt de 1.12 , Exp. XXII, 5.10.6 , et du

lemme suivant, contenu dans 1.4 et Exp. XXII, 5.4.71

Lemme 1.14. Localement pour la topologie £tale, tout couple (G,P),

ol P est un sous-groupe parabolique du groupe réductif G , peut
gtre épinglé (1.11 ).

Notons

Proposition 1.15. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,
P un sous-groupe paraboligue de G , E et E'!' deux épinglages de

G adaptés & P . L'unique automorphisme intérieur de G sur S qui
transforme E en E' (Exp. XXIV, 1.5 ) provient de P (par le mor-
phisme

P —s P/Cent(P) = P/Cent(G) ——> G/Cent(G) ) .

En effet, il suffit de raisonner comme dans Exp. XXIV,
1.5 , en utilisant

Lemme 1.16. (Exp. XXII, 5.3.14 et 5.2.6 ) Les tores maximaux

(resp. groupes de Borel, resp. couples de Killing) d'un sous-groupe

parabolique P du S-groupe réductif G sont conjugués dans P

]

localement pour la topologie étale.

Proposition 1.17. Soient S un préschéme, G un S-groupe réduc-

tif, P et P' deux sous-groupes paraboliques de G , E un groupe

de Borel contenu dans P et P' . 8i P et P' sont conjugués

dans G

y localement pour la topologie £tale, alors P = P!
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En effet, on peut supposer qu'il existe g & G(S) tel que
int(g) P = P' . Alors B et int(g)_dI B sont deux groupes de Borel
de P . Quitte & &tendre S , on peut par 1.16 , supposer qu'il
existe p € P(S) avee int(p) int(g"q) B =23 . Alors

P& & Nerm,(B)(S) = B(s) ,

et g & B(S) . p c P(8), done P' = int(g) P =P

Remarque 1.18. Si P et P! sont deux sous-groupes paraboligues
de G contenant un m8me groupe de Borel, azlors P M P' est encore
un sous-groupe parabolique de G . En effet, il est lisse le long

de la section unité (Exp. XXII, 5.4.5 ), et il contient un groupe
de Borel.

Proposition 1.19. 8Soient S5 un préschéma, G un S-groupe réduc-

tif, G' son groupe dérivé (Exp. XXII, 6.2.1 ).

(i) Les applications P—> P'=PN G

et Pt > P!',.rad(G) = Normg(P')

sont des bijections réciprogues l'une de l'autre entre l'ensemble

des sous-groupes paraboligues de & et l'ensemble des sous-groupes

paraboliques de €G! . On a rad?(P) = zad®(>')

(ii) Soient P un sous-groupe parabolique de G et

P' = PN G' . Les applications

L —>L'=LNG!' =1 NP
L' —>L'.rad(C) = (Cent.(rad(L'))

sont des bijections réciprocues l'une de 1l'autre entre l'ensemble

des sous-groupes de Levi de P et l'ensemble des sous-groupes de
Levi de P' . De plus, on a rad(L') = (rad(L) O c1)° .
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La démonstration (par réduection au cas déployé, par exemple)
ge feit sans difficulté et est laissée au lecteur, =insi que celle,
immédiate de :

Proposition 1.20., Soient S un préschéme , G un S-groupe réduc-
t+if, P un sous-groupe parasboligue de G , L un sous-groupe de Levi
de P . Les applications

Q ! > QNL= g

8 g ~ Q' . rad®(p)

sont des bijections réeiprogues l'une de l'autre entre l'ensemble

des sous-groupes paraboligues de & contenus dans P et l'ensem-

ble des sous-groupes paraboligues de L . De plus, les sous-groupes

de Levi de Q! sont les sous-groudes de levi de Q contenus dans L.

On peut compléter 1.6 de la menizre suivante :

Proposition 1.21. Soient & un préschéma, G un S-groupe réduc-

tif, P un sous-groupe paraboligue de G .,

(i) P possdde un plus grand sous-groupe invariant, lisse

et de présentation finie sur S , & fibres géométrigues connexes et

résolubles. C'est un sous-groupe caractéristique de P , appeléd le
radical de P , et noté rad(P). Le faisceau-guotient P/rzd(P)
est représentable par un S-groupe semi-simple.

(ii) Si L est un sous-groupe de Levi de P , rad(P) est
le produit semi-direct de rad (P) et de zad(lL) , on a
rad(L) = L O rad(P), done L = Centg(L N rad(P)) , et
P/rad(P) =~ L/rad(L)

En effet, l'assertion (i) 4&tant locale, on peut supposer que
G possi&de un sous-groupe de Levi 1L , et on est ramené & prouver

que B = rad"(P).r2d(L) posside les propridtés annoncées dans {i);
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ce qui est immédiat. Pour (ii), il ne reste plus qu'a démontrer que
rad(L) = L N r2a(P), ce qui résulte aussiid+ du fait que L M rad(P)
est lisse et & fibres connexes, L é&tant le centralisateur a'un

tore.

2. Structure du radical unipotent A'lun Sous-groupe parzboligue.

Proposition 2.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

P un sous-groupe parabolique de G . radu(P) son radical unipo-

. - - . u
tent. I1 existe une suite de sous-préschémas en groupes de rad (P)

- a ] T D =5 7
U, rad (P) - Uy 2 U5 e D U 2.

possédant les propriétés suivantes :

(i) Chague Ui est lisse, & fibres connexes, caractéris-

tigue et fermé dans P . Le commutateur d'une section de Ui et

'une ti de " t une section d U, ., . ur
d'une section UJ es e section de o (sur un

S'— S variable),

(ii) ©Pour chaque i 3 0 , il existe un Og-Yodule locale-

ment libre gi et un isomorphisme de S-faisceaux en groupes

U /Uy, => W(E;) .

De plus, les automorphismes de P (sur un S' —3 S wariable)
opeérent linéairement sur W(E,) .

(iii) Pour tout s € S , ona U = e pour
n > dim(radu(}-“)s) ;

2.1.7 . Supposons d'abord le couple (&,P) épinglable.
Soit (T,H,R,Ro,...) un €pinglage de G adapté &2 P ; soit RO(P)
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1s partie de R° définie par P . Soient rl,...,rP lezs éléments
de RO(P), Byreers8g les éléments de RO—RO(P) . Toute racine
rec R s'éerit de manigre unique

T = a, r1 + sae F ap rp + b1 sl + e bq sq .

Posons

a(r) = 8y + oo * ap .

I1 résulte zussitbdt des définitions les propriétés suivantes
(ef. 1.12 ) =

(1) @, ¢ Ple=(alr) > 0).

=

(ii) LR, i ra.du(P))cf_:-_)(a(r) > 0).

(iii) a( nr +ms8) = n a(r) + m a(s) nme Z .

Soit R; 1'ensemble des racines r € R telles que a(r) > i
Chaque R; est un ensemble clos de racines vérifiant R, N (~Ri)= Z .

Considérons (Exp. XXII, 5.6.5 ) le S-groupe
g =~ Wy - | | Py o
i rEZRi

Cl'est un sous=-préschéma en groupes fermé de G , lisse sur S , &

fibres connexes.

Soient r,s &€ R , considérons la relation de commutation de Exp. XXII,
B.5.2

p.(x) p(¥) p(-x) = p_(¥) nimé ﬂl Brunet Tamaa ® 7 2o

n,m £ 0

ol chague p, est un isomorphisme de groupes vectoriels S Siﬁa-Pt.
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Remarquons d'abord que si a(r) > i et a(s) > 5, on &
na(zr) + ma(s) > ¥ (i+1) + m(j+1) > i+j+1 si n

et m sont > O . Il s'ensuit que le commutateur d'une section de

a(nr + ms)

B et d'une section de P est{ une section de U, . (sur un
T s i+j+1

S'— S wvariable) , ce gui entrazfne bien (Ui ’Uj) !

i+j+1
Pour chagque i » O , le guontient Ui/Ui+1 est donc commutatif, il

s'identifie naturellement &

U, /U, i i | B, 2= 'f-:(gi) 4

3 -__a(r) =i+l T

o E; est la somme directs des Q}r pour a(r) = i+l .

Revencns maintenant & la formule de cemmutztion ci-dessus,

et supposons a(r) > 0, 2(s) > i . Si n,m € N, nm#O0,

-ou bien a(nr + ms) > i+l

-ou bien a(nr + ms) = i+l, auquel cas on & nécessaire-

ment m =1 .

Cela prouve d'abord que int(pr(x)) respecte U, (donc aussi Ui+l)’
puis que dans l'expression de int(pr(x)) pS(y) n'interviennent
modulo U, , que des termes de la forme pnr+s(cn,1,r,s x2 y)

qui sont donc linéaires en y . Il s'ensuit que les automorphismes
intérieurs de P, opérent linéairement dans le quotient Ui/ni+1
iduntifié & W(gi) - Comme c'est également trivialement vrai pour
les sutomorphismes intérieurs définis rar des sections de T , et

que P est engendréd par T et les Pr ; a(r) > 0, on en déduit :
(i) que chague U; est invariant dans P,

(ii) que 1les automorphismes intérieurs définis par des sec-

tions de P op2rent lindazirement dans ?ifUi+1 o W(Ei}

2.1.2. Soit maintenant (T',H',R',Bé,...) un nouvel épinglage de

G adapté & P . En vertu de 1.15 s 11 existe un antomorphisme
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intérieur de G provenant de P transformant l'ancien é€pinglage
en le nouveau. Quitte & €tendre S , on peut supposer que cet auto-
morphisme intérieur est de la forme int(p) , p &€ P(S) . Si 1'on
reprend les constructions précédentes & l1l'aide du nouvel épinglage,
il est clair que les groupes Ui et les isomorphismes

T 1 — ' = 4 o~ W .
Ui/Ui+1 -l W(Ei) obtenus se déduisent de U, et Ui/Ui+1 2 (El}
par transport de structure & l'aide de int(p) . Il résulte des re-
maerques (i) et (ii) ci-dessus que 1l'on aura donc U} =0, , et
que les deux structures vectorielles construites sur

R B

Ui/ui+l Ui/Ui+1 coincident .
Cela nous montre que les groupes Ui et les structures vectorielles
sur les gquotients Ui/Ui+1 sont indépendants de 1'épinglage consi-
déré (et en particulier invariants par tout automorphisme de P

comme on le voit aisément).

On a donc démontré la proposition lorsque le couple (G,P?) est
épinglable (la partie (iii) est triviale, car l'ensemble des ordres

des éléments de R est un intervalle de Z , donc on ne peut avoir

dim(Uy E) = dim(U,

i+1 s) que si Ui g = = ).

2.1.3. Dans le cas général, il existe une famille ecouwrrante pour
la topologie (fpae) , { 8, —> S } , “elle que chaque couple

(GS. » Py ) soit épinglable (1.14 ). En vertu de ce qui précéde, on
3 i

a des donnédes de descente sur les radu(Pq )i , compatibles savec
les structures vectorielles des quotients, et on conclut par

descents des sous-préschémas fermés (resp. des Modules localement
libres).

Corolla:re 2Z.2. Soient S un schéma affine, G un S-groupe Té-
ductif, P un groupe paraboligue de ¢ . On a

B5(s,rad*(P)) = O ,

i . . " . . ) . u L.
i.e. tout fibré principal homogéne sous rad (P) est trivial.
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n effet, S se décompose en somme de sous-préschémas sur

1

. u i i .
chacun desguels rad (P) est de dimension relative constante. On

peut donc par (iii) supposer qu'il existe un n tel gue U, =e.
Comme E \u,g /U 41l = H'(5,W W(E;)) =0 par TDTE I, B, 1.1 (ou
SGA 1XI, 5.1 ), on conclut aussitdt,

Corollaire 2.3. Sous les conditions précédentes, P possdde un
sous-groupe de Levi L . 5Si L est un sous-groupe de levi de P,

l'application canonigue

H'(s,L) —s H'(S,P)

est bijective (ef. Exp. XXIV, introduction pour la définition de
1
H (s, ) ).

ZLa premiére assertion résulte de 2.2 et 1.9. Ltappli-
cation canonique H1(S,L).__, H1(S,P) est surjective, car P est
le produit semi-direct L . radu(P) » Pour prouver qu'elle est in-
Jjective, il sufllt de voir gue pour tout fibré prinecipal homogine
Q sousl , ona H' (s,rad (P)Q) =0 , o 1'indice Q désigne 1'opé-
ratior de torsion par le L-fibré Q . Ceci peut se prouver de deux
maniéres : on peut reprendre la démonstration de 2.2 y en utilisant
le fait que les structurcs vectorielles sur les U, /Ul .4 sont in-
variantes par L ; on peut aussi remarguer que rad (P)Q s'iden-
tifie au radical uanipctent du sous- -groupe parabolique P de G

Pq o !
Q-

et appliquer 2.2 a P

Corollaire 2.4. Secient S un schémz semi-local s G un S-groupe
réductif, P un sous-groupe paraboligue de G . Il existe un tore
maximal T de G contenu dans P .

En effet, vu 2.3 , P posside un sous-groupe de Levi L .
et il suffit de prouver que L possdde un tore maximal, ce gui ré-
sulte de Exp. XIV, 3.20.
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Corollegire 2.5. Soient S un schéma affine, ¢ um S-groupe réduc-

tif' P un sous~groupe pareboligue de G . Il existe un gs-Module

localement libre E tel gue radu(P) goit isomorphe ‘comme S-schéma
a W(E).

En effet, prouvons par récurrence sur i , que l'on & un
isomorphisme de S-préschéma

radu(P)/Ui ~ WE,®E @...0F ,

)

Clest clair pour i = 0 . Supposons i > 0 , alors radu(P)/Ui est

un fibré principal homogiéne de base radu(P)/Ui sous le groupe

-1

{Ui-1fUi)radu(P)/Ui_T sl W(Ei_1 @5gradu(P}/U#_1). Or la base

est affine (par exemple par l'hypoth2ze de récurrence), donc ce
fibré est trivial (TDTE ou SGA1XI, loc. cit.), et il existe un
isomorphisme de S-préschémas radu{P)/Ui e (radu(P)/ﬂi 1) xg

Ui—1/Ui , ¢e qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.6. Soient S un schéma semi-local, { si; l'en=

genmble de ses points fermés, G un S-groupe réductif, P un sous-

groupe parabolique de G . L'application canonigue

rad (P)(8) —> 1_! rad"(P)(Spec k(s;))

est surjective.

En effet, si S = Spee(a) , k(si) = A/pi , et si E est
donné par le module projectif (done plat) E , il nous faut prouver

que l'application
E —>3 | [E2@® N A/p

est surjective. Il suffit de le faire lorsgque E = A auguel cas

y n® 2,

1

L e

Iai
c’est bien connu (ef. Bourbaki, Aleg. Comm. Chap.

proposition 5).
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Corollaire 2.7. Soient Xk wun corps infini, G un k-groupe réduc-
tif, P un sous-groupe paraboligue de G ; alors rad (P)(k) ect
dense dans rad (P).

Corollaire 2.8. Soient S un schéma semi-local, {si} l'ensenmble

de ses points fermés, G un S-groupe réductif, P un Sous-groupe

paraboligue de G , Li un sous-groupe de Levi de P pour chague
i
i . Il existe un sous-groupe de Levi L de P induisant Li our

chagque 1 .

Soit en effet L, un sous-groupe de Levi de P (2.3 ).
Soit, pour chague i , u; € radu(P)(Spec{k(si)) tel que
] u . : ;
int(ui) L, s =L; (1.8) ;5 si u e rad (P)(8) induit u; ~pour
chaque i (2.6 ) , L = int(u) L, répond & la question,

Corollaire 2.9. Dans la situation de 2.1 , soit de plus H un

sous-préschéma en groupes de G , lisse et de présentation finie

sur S5 , & fibres connexes, tel que P N H contienne localement
pour la topologie (fpge) un tore maximal de G . Alors pour cha-
gque i >0, il existe un sous-Module localement facteur direct
E; de E, tel que l'isomorphisme o, L B W(E;) induise un
isomorphisme de groupes (U; N H}/(Ui+1tq HY 2 W(Ei) i

En effet, H est un sous-groupe de type (R) de G
(Exp. XXII, 5.2.1 ). D'autre part, l'assertion & démontrer est lo-
cale pour laz topologie (fpgc), et on peut supposer & déployé re-
lativement & un tore maximal de P N H ; on peut méme se ramener
dans la situation de 2.1.1 , H étant défini par une partie R!
de R . Reprenant les notations de loc. cit., on voit par Exp. XXII,

5.6.7 (ii) que U, M E= | L P, , donc que Uir}Hfdi+151H
rERiﬁR’
s'identifie & l [ P

ce gqui entrafine le résultat.
reR!' , a(r) = i+1

r ?
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Corollaire 2.10. Dans la situation de 2.9 , les énoncés 2.2 ,
2.5 o 2.6 5 2T sont également valables pour le groupe rad"(P)NH .

%, Schéma des sous-groupes paraboligues d'un groupe réductif.

3.1. Soit E un S-préschéma constant tordu fini (Exp. X, 5.1 ).
Considérons le S-foneteur P (E) , oo J (E)(S') est l'ensemble
des sous-préschémas ouverts et fermés de ES, (ou, ce qui revient
au méme, l'ensemble des parties ouvertes et fermées de ES') 3

alors ;ﬁ (E) est représentable par un S-préschéma constant tordu
fini. En effet, si E =4A_, o A est un ensemble fini, on a
aussitét ? (B) = R (ﬂ); , et on conclut par descente des sous-

préschémas ouverts et fermés. On a évidemment :

B(Eg) = $(@Eg, » B(Ex5E)= BR(E)xg BL(E) .

S e Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif. Le fone-

teur Par(G) des sous-groupes paraboliques de G est défini par

Per(G)(S') = ensemble des sous-groupes paraboliques de Ggy
. En particulier G €& Par(G)(s) , Boxr(G) c Par(c) .
Nous nous proposons de définir un morphisme

t = Pax(6) —> P (yn(6))
possédant les propriétés suivantes :

(1) % est fonctoriel en G (par rapport aux isomorphismes)

et commute & 1l'extension de la base.

(ii) sSi {T,M,H,Ro, .

...) ©3t un épinglage de G adapté au
sous-groupe paraboligue P (1.1

1 ), l'isomorphisme canonigue
(Bxp. XXIV, 3.4 (iii) +transforme (P) en t—:Q(P)q

- o ~ =
I}in(».r) des no g
Tl A oy TAE Y

(notations de
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Soit d'abord P un sous-groupe parabolique de G et

(T,m,a,ﬁo...) un épinglage de G adapté a P . On définit +(P)
par (ii) ;3 le sous-préschéma t(P) de Dy (G) ainsi construit
est indépendant de 1'épinglage choisi. En fet, si (T!,3",R",R!,..

est un asutre épinglage de G adapté a P , l'unigue automorphis
intérieur de G transformant le premier €pinglaege en le second
provient de P (1.15 )3 l'isomorphisme canonigue R B!
transforme donc RO{P) en Hé[?), ce gui entraine le résultat
annonce.

Si maintenant, on ne suppose plus nécesszirement (¢,P)
épinglable il résulte aussitdt de 1.14 et de la définition de
Dyn(G) (Exp. XXIV, 3.3 ) que l'on peut définir par descente un_
sous-préschéma ouvert et fermé t(P) de Dyn(G) , unique, tel gue

pour tout S' —> S tel que (G’P)S' soit épinglable, on ait

E(P)Sl m E{PSI:] .
Théoréme 3.3, Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

t : Par(¢) — B (Dyn(0))

le morphisme défini ci-dessus.

(i) Pour que deux sous-groupes paraboligues

8e G soient conjugués localement pour la topologie (fpac)
(ef. 1.3 ) , il faut et il suffit que t(P) = t(P')

-

(ii) Par(G) est représentable, et 1le morphisme % est
lisse, projectif, & fibres géométrigues intdgres.

En vertu de 3.2 (i), et du fait gue les automorphismes
intérieurs de G opérent trivialement sur Dyn(G) (Exp. XXIV,
5.4 (iv), on a bien t(B) = t(P') lorsque P et P! sont conju-
gués. Réciproquement, soient P et P' deux sous-groupes parabo-
ligues de G tels gue t(P) = t(P') ; prouvons gue P et P' sont

conjugués dans G , localement pour la topologie (fpae); on peut
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d'ebord supposer les couples (G,P) et (G,P') épinglables (1.14 );
par conjugaison des épinglages dans G (Exp. XXIV, 1.5 ), on peut
supposer qu'il existe un épinglage (T,M,R,R_ ) de G adapté a P

et P'. Alors t(P) = t(P') implique RO(P) = RO(P') , donc P = P!
(ef. 1.4 (v)). On a donc prouvé (i) . Pour démontrer (ii)
prenons les notations de Exp. XXII, 5.11.5.

On & un morphisme canonique EEE(G) —_— 3{30 y et il est clair

(par exemple par réduction zu cas épinglé) qu'il se place dans un

; Te-

carré cartésien (oll les fliches verticales sont des monomsrphisnes)

.
Par(s) — =5 P (zym(c))

or (loc. cit.) Ekgc est représentable et le morphisme ¢l est
lisse, guasi-projectif, de présentation finie, & fibres géométriques
intégres, donc aussi t . Il reste & prouver que % est propre;
mais c'est maintenant une assertion locale pour la topologie (quc),
et on peut se ramener au cas épinglé G = (G,T,H,R,RO,...). On a
ulors Dyn(G) =2 R, g » et il suffig ?e prouver cue pour toute
partie R.I de Ho , le S-préschéma g" (31 S) est propre sur S.
Or si P1 est le sous-groupe paraboligus de ¢ contenant T +el
que RO(P1) = R, , il résulte de (i) que le morphisme

G —> Par(G) 4éfini ensemblistement par g +—— int(g) P, dinduit

un isomorphisme de G/NormG(P1) sur 3"1(31 S)' or (1.2 ),

G/Normj(P1) = G/P1 est projectif su

H

o
[ .

Définition %.4. jB(Evn(G}) est appelé le schéma des types de
paraboligues de G ; £(P) est appelé le type de P .

Corollaire 3.5. Le S-foncteur Par(G) est représentable per un
S-préschéma lisse et projectif sur S . La décomposition
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Pex(¢) — P(oyn(6)) —s s

est la factorisation de Stein (EGA III, 4.3.3 ) du morphisme struc-

tural Par(¢) — S
Corollaire 3.6. Pour chaque t € 39 (Dyn(G))(S) , le S-préschéma
s e
Part(G) = % (t}

des sous-groupes paraboliques de G de type t est lisse et Pro-

Jectif sur S , homogéne sous G . Si P est un sous-groupe para-

bolique de G , on a un isomorphisme canonique G/P =% Part(P)(G) .

On a ngg(G) = Bor(e) , EEEQEE(G)(G) = 5 .

Remarque 3.7. Le S-schéma P (Dyn(G)) est muni d'une structure
d'ordre naturelle (relation de domination, ici d'inclusion ensem-
bliste, entre sous-préschémas). Cette structure d'ordre est réti-
culée, en particulier la borne inférieure de deux sous-préschémas
ouverts et fermés de Dyn(G)g, est évidemment leur intersection.
Remarquons d'ailleurs que si B est un sous-groupe de Borel de @ ’
onn peut définir le foncteur X des sous-groupes paraboligues de G
contenant B . Le morphisme X —> P(Dyn(G)) induit par % est
un isomorphisme (pour la structure de "schéma ordonné"), en vertu
de l'assertion P < Q == E(P) Vo g(Q) et de

Lemme 3.8. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, P

un sous-groupe parabolique de G , t' une section de ¥§(Dyn(G})

sur S , telle que 1(P) <€ t' . Il existe un unigue sous=-groupe
parabolique P' de G , contenant P , et tel que t(P') = %' .

Quitte & étendre la base, on peut supposer que P contient
un sous-groupe de Borel B de G . L'unicité de P' résulte alors
de 1.1, Pour démontrer l'existence, on peut se placer dans le

cas déployé, auguel cas l'assertion est évidente, cf. n° 1.
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Remarques (i) L'assertion analogue & 3.8 obtenue en renversant
les inclusions est évidemment fausse. Elle entrafnerait par exemple
que tout groupe de itype A1 posseéde un groupe de Borel, ce qui
n'est pas, cf. Exp. XX, n°® 5.

(ii) 1I1 résulte aussit8t de ce qui précdde que 1(P)c £(Q)
signifie que localement pour (fpge) ot (et), P est conjugué 2
un sous-groupe de @ (il suffit d'ailleurs de vérifier l'assertion
sur les fibres géométrigues). De plus, on verra au n® 5 que l'on

peut remplacer la topologie étale par la topologie de Zariskis

3.0. Les discussions précédentes peuventi se reprendre dans le cas
des sous-groupes critiques. Rappelons (Exp. XXII, 5.10.4 et
5.10.5 ) qu'un sous-groupe réductif H du groupe réductif G est
critigue si H = Centg(rad(H)), gu'un sous-tore Q de G est un
tore critique si Q = rad(CentG(Q)) et que sous-groupes critiques
et tores critiques sont en correspondance biunivogque (par
Hi——>rad(H) et Q}——%}CentG(Q)) . si (e¢,T,M,R) est un S-groupe
déployé, le sous-groupe de G contenant T correspondant & la
partie R' de R (BExp. XXII, 5.4.2 ) est eritique si et seule-
ment si R' est "vectorielle" (c'est-a-dire intersection de R
avec un sous-espace vectoriel de M ® S ) , cf. Exp. XXIT, 5.10.6.
Si ¢ est un S-groupe réductif quelcongue, on définire comme dans

Exp. ¥XII, 5.11.5. un S-préschéma étale fini Elcrit s gqui dans

le cas déployéd sera le schéma constant associé & l'ensemble des

parties vectorielles de R modulo l'action du groupe de Vieyl.

Si Crit(G) désigne le "foncteur des sous-groupes critiques" de
ol

6 , on aura un morphisme canonigue Crit(G) ——_ 5 Cl .44 » aud

se placera dans un diagramme cartésien

Crit(G) — > €15+

{ {

¥ o — L&l
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Proposition 3.10. Soient 3 un préschéma, G un S-groupe réduc-

tif, Crit(G) 1le foncteur de ses sous-groupes c¢ritigues, Clc le

3 o i o
S-schéma étale fini défini ci-dessusg,

el 1 Erit(f) — CL it

le morphisme défini ci-dessus.

(1) Pour que les Sous-groupes critiques H et H' de G

soient conjuguéds (localement pour la topologie (fpage), il faut et
il suffit que cl1(H) = cl(H!').

(i1) COrit(G) est voprésentsdle et le morphisme ¢l est lisse.

affine, & fibres géométriques int&ggres.

Cela se démontre comme 3.3 excepté l'assertion "el est
affine". I1 suffit de prouver que Crit(G) est affine sur S .
Or Crit(G) s'identifie naturellement au S-foncteur des tores

critigques de G , et on a donc un monomorphisme canonigue

ERLE(E) e W

oli M est le préschéma des sous-groupes de type multiplicatif de

¢ (Exp. XI, 4.1 ). Pour prouver que Crit(G) est affine sur 3 ,
il suffit, en wvertu de Bxp. XII 5.3 de montrer que ce morphisme
est une immersion ouverte et fermée, ol encore en faisant le change=
ment de base M —> S , de prouver l'assertion suivante : si @
est un sous-groupe de type multiplicatif du groupe réductif & %
les S' —» S5  tels que Qgy Soit un tore critique de G5, sont
ceux qui se factorisent par un certain sous-préschéma ouvert et
fermé de S . Or dire gue Q est un tore critigue, c'est dire 1)
que @ est un tore, 2) Q étant un tore, gue rad(Centg(Q)},

qul est aussi un tore, est de méme dimension relative que @ .

Or ces deux conditions sont bien du type envisagé,
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Corollaire 3.711. Le S-foncteur Crit(G) est représentable par un
S-préschéma lisse et affine sur S

Corollaire 3.12. Soit H un sous-groupe critigue du S-groupe ré-
ductif G . Alors G/NormG(H} et G/H sont représentables par des
S-préschémas affines et lisses sur S .

La premiére assertion résulte de 3.11

premiére et de Exp. XXII, 5.10.2.

y la seconde de la

Corollaire 3.13. Soit Q un sous-tore du S-groupe réductif G .
Alors G/CentG(Q) est représentable par un S-préschéma lisse et
affine sur S . Il en est de méme de G/NormG(Q) 8i Q est un
sous-tore critigque de G .

En effet, H = Cent;(Q) est critique (Exp. XXII, 5.10.5 ),
et on 2 Norm:(H) = Norm,(Q) si Q est critique (loc. cit. 5.10.8 ).

S i En vertu de la conjugsison des sous-groupes de Levi des

sous-groupes paraboligues de G , il existe un morphisme unique

u. 2 ﬁ (Dyn(6)) — ﬂcrit. ’
tel que pour tout sous-groupe paraboligue P de G , et tout sous-
groupe de Levi L de P, on ait ¢1(L) = u(t(P)), et que ceci

soit vrai aprés tout changement de base.

Be15. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Consi=-
dérons les S-foncteurs suivants :

PL (8') = { couples P> L , P paresbolique de Gg, , L
sous-groupe de Levi de P g )

o
=

PT (8') = { couples PDT, P parabolique de Gg, , T tore

maximal de P ? .
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1T (s') = {‘couples LW ;4

T tore maximal de L

PLT (St!) = {triplets P 3L >0

sous-groupe de Levi de P

ous-groupe critigue de
P peraboligue de
T

L

L,}.

Ge

»
tore maximal de

On a des morphismes évidents entre ces foncteurs et les foncteurs

Par(G) , Crit(G) , Tor(¢)
commutatif en forme de cube trongué

(

déja introduits, et on & un diagramme

voir figure),

IT < g (ét) PIT
a (aff.) b/ (aff.)
k (ét.) S e (isom.)
Crit(G) e« f(éta_ PL
cl |[(aff.) l/
) %
Tor(G) € LAY 2T
Cl .
=Crit. (ét )
\\\\EEl ) r (aff.)
5 da|(afrs.)
u\ (&t.) c{aff.)
p (ét.)
N
t(proj.)
R(pyn(e)) Par (G)
Figure 3.15.1
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Théordme 3.16. (cf. figure 3.15.1 ).

(i) Tous les morphismes du disgramme sont lisses, surjectifs,
et de présentation finie.

(ii) Tous les morphismes du disgramme, & l'exception de

et

sont affines ; le morphisme t est projectif.

(iii) Tous les morphismes du diagramme sont soit &tales

finis, soit & fibres géométrigues intégres : les morphismes

f,g,h,k,p,q et u sont étales finis, les morphismes a,b,c,d,r

et ¢l sont & fibres géométrigues intégres, le morphisme e est

un isomorphisme.

(iv) Le carré (a,b,f,g) est cartésien.

Démonstration. Il est d'ebord clair que e est un isomorphisme,

par 1.6 (ii). D'autre part, (iv) est évident. Le morphisme =a
est lisse, affine, & fibres géométriques intégres : en effet, par
changement de base Cxit(G) —— S , il suffit de vérifier que le
morphisme EQE(LD) —» S , ol L, est le sous-groupe critique
universel, posséde ces propriétés; or Lo est réductif (par défi-
nition), et on est ramené & Exp. XXII, 5.8.3. Le morphisme b
possdde donc les mémes propriétés, en vertu de (iv) . Le morphisme
d est également lisse, affine, & fibres géométriques intégres, en
vertu éde 1.9 ; il en est donc de méme de ¢ = d b e"1 « Le morphisme
r possdde ces mémes propriétés (Exp. XXII, 5.8.3 ), de méme que le
morphisme ¢l (3,10 ). D'autre part, on a déja prouvé que les mor-
phismes p et q sont étales finis surjectifs (3.1 et 3.9 ). Si
nous prouvons que f et k sont étales finis surjectifs, les mémes
propriétés seront vraies pour g (par (iv)) et pour h ({par
h=keg 9_1); comme les propriétés énoncées de t ont &té dé-
montrées en 3.3 (ii) , il ne nous reste donc plus qu'ad prouver

que f (resp. k) est étale fini surjectif; faisons la démonstration

pour k , celle pour f étent analogue. Il nous suffit de prouver
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que si T est un tore maximal de G , le foncteur C des sous-
groupes critigues de G contenant T est reprisentable par un
S-schéma étale fini 3 fibres non vides; on peut supposer ¢ ddéployé
par rapport & T ; soit slors E 1l'ensemble des parties vectoriel-
les de R (systime de racines du déploiement): C est représentable

par Eg (3.9 ), ce qui ach2ve la démonstration.

Corollaire 3.17. Tous les foncteurs du diagramme sont représenta-

bles par des S-préschdmas lisses sur S y et ils sont tous affines

sur S , & l'exception de Par(G) .

Remarques 3.18. (i) Le fait que le morphisme f3: PL — Crit(G)
soit étale surjectif entrafne qu'un sous-groupe de G est critique
8i et seulement si il est, localement pour la topologic étale, sous-
groupe de Levi d'un sous-groupe raraboliguec de G . En revanche,

il ne faut pas croire gu'en général l'application

£(S) : PL(S) —> Crit(G)(S) soit surjective : il peut trés bien
arriver qu'un sous-groupe critique L de ¢ ne provienne pas sur

S d'un sous-groupe parabolique de G ; par exemple, un tore maxi-
mel n'est pas toujours contenu dans un groupe de Borel (exemple :

une forme non déployéde de SL, 5 ef. Exp. XX, n° 5).

(i1) De méme, il peut arriver que le morphisme

u:_;HEEE(G)) —__*g;crit
groupes paraboliques de types distinects peuvent avoir des sous-

ne soit pas un isomorphisme : deux sous-

groupes de Levi de méme type: exemple : dans un groupe de type
A2., il y a deux types de Sous-groupes paraboligues dont les sous-
groupes de Levi sont de rang semi-simple 1 (correspondant aux
deux sommets du diagramme), alors qu'il n'y a gqu'un seul type de
sous-groupes critiques de rang 1 .

L'exemple analogue avec un groupe de type AB montre que. méme
Sur un corps algébriquement clos, des sous-groupes paraboliques

non isomorphes peuvent avoir des sous-groupes de Levi de méme type.

-

Terminons ce n® par une application & la théorie des fibrés

principaux,
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Lemme 3.20. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

F un fibré prinecipal homogine sous G , GF_-la forme tordue de G
correspondante. Identifions Dyn(G) et DE(GF) (Exp. XXIV, 3.5 ).

Soit P un sous-groupe paraboligue de G . On a un isomorphisme

canonigue
F/P 22, Par (GF)
_E(P) ¥

En particulier, pour gue le groupe structural de F puisse se ré-

duire &4 P , il faut et il suffit que GF posséde un sous-groupe

parabolique de type 1(P) .

Lz démonstration se fait exactement comme en Exp. XXIV,
4.2.1.

3.21. Si S8 est un préschéma, G un S-groupe réductif, et si

t € B (2yn(6))(S) , on note H,(S,G) 1la partie de H'(S,0) for-

mée des claszes de fibrés principasux F sous G tels gue le groupe
- F " 4

associé G possede un sous-groupe paraboligue de type t .

Si G posséde lui-méme un sous-groupe parabolique P de type t ,

1 1
HL(S,G] n'est autre que l'image de H (S,P) dans H (S,G) , image
qui ne dépend donc pas du P choisi.

4. Position reletive de deux grounes paraboligues

4.1, Un résultat préliminaire.

Lemme 4.7.17. Soient k un corps, G un k-groupe réductif, P
=}

et P' deux sous-groupes pareboliques de G . Alors P M P! est

lisse, de méme rang réductif gue G et contient un tore maximal
T de G .

Supposons d'abord k galgébriguement clos, Soit B [resp. B!
re

Y
un sous-groupe de Borel de P (resp. P'). On sait qu'il existe
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g € 6(k) avec int(g) B = B! . D'autre part, si T, est un tore
maximal de B et si on pose N = Normg(To}, on sait (théortme de
Bruhat, BIBLE, 13-11, cor. 1 au th. 3) que Gf{k) = B(kx) M(k) B(k) .
On voit donc qu'il existe b,b, € B(k) et n & N(k) tels gque

€= bnb, , donec int(b) int(n) B = B' . On a alors

PNAP' 2 B O B' = int(b) (B M int(n) B') o int(b) T

Supposons meaintenant k guelconque, Appliguant le résultat précédent,
on volit que PE M Pé— contient un tore maximal de GE; rar Exp. XXII,
5.4.5 , on en déduit que (P N PI)E est lisse "le long de la sec-
tion unité", donc lisse puisque 1l'on est sur un corps (Exp. ?IB) 3
donc que P M P' est lisse. Par Exp. VIB, la composante neutre

(p N P’)0 de P M P' est donc un sous-groupe cuvert de P M P!

lisse sur S . On peut alors lui appliquer Exp. XIV, 1.1.

Remarque 4.1.2. On peut prouver ([BT], 4.5 ) que P N P' est
connexe. Nous n'utiliserons pas ce fait.

Remarque 4.1.3. Le lemme précédent n'est pas vrai sur un préschéma
gquelcongue.

En effet, soit par exemple G un groupe rdduc%if sur un corps k
algébriquement clos, et snit B un groupe de Borel de G . Prenons
G = X comme base et considérons les sous-groupes de Borel B, et
B, de Gy , ot B, = By et B, = int(go) B, , g, ¢étant la section
canonique (diagonale) de Gy . Pour chaque g € X(k), la fibre de

By " B, en g n'est autre que B M int(g) B . Si on suppose

B# G, la dimension de cette fibre varie avec g 5 donec B, M B,

1
ne peut €tre lisse sur X .

4.2. DPosgition transversale.
Théoréme 4.2.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

P et Q deux sous-groupes paraboliques de G . Les conditions sui-
vantes sur le couple (P,Q) sont équivalentes :
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(1)  Lie(P/s) + Lie(Q/s) = Lie(G/s) .

(ii) Le morphisme canonique P xg Q — G est lisse .

(ii') Le morphisme canonigue —> G/Q est lisse .

(iii} Le morphisme canonigue Xq Q — G est ouvert .

(iii') Le morphisme canoniqgue —> G/Q est ouvert

B
P
P
P

(iv) Le morphisme canonique xg QL — G est dominant fibre

par fibre.

(iv') Le morphisme canonique P ——> G/Q est dominant fibre
par fibre.

(v) Pour tout s &€ S, " Pg N Q- est de dimension minimum"
i.e. on a dim PyM Qz = dim P; + dim Qs - dim G .

(vi) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale

{Si —> S}, et pour chague i un groupe de Borel B, de

PS et un groupe de EBorel Bi de QS y tels gque
i i
B. N Bi soit un tore maximal de G :

i S.
i

(vii) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale

[Si—_"a' S}-, et pour chagque i un déploiement (Ti,...,Ri)

de GS et un systéme de racines positives R+i de Ri §
=5
tels que Pg (resp. Qg ) soit le sous-groupe de type (R)
i i
gg_G contenant Ti et défini par une partie R§1)

(resp. H( }) de R contenant R_. (resp. = R+i) (voir

Exp. XXIT, 5.4.2 et 5.2.1 pour les définitions).

Démonstration. Nous allons démontrer le théoréme suivant le dia-

gramme logiaue

(i) <: (Vii) <: (Vi)
e K
ii') == (i311) —---} (iv') =5 (v)
|I

{1) ey (W) === (iv) '/7 .
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On a trivialement (ii) == (iii) et (ii') = (31i'%)y 84
(iii) est vérifié, l!'image ensembliste du morphisme

P xg Q => G est un ouvert de G qui contient la section unité;
comme les fibres de G sont connexes, cette image est dense sur

chague fibre, ce qui prouve (iv) . On 2 de méme (1i11) ==> (div').

On a (ii') => (ii) , en vertu du diagramme cartdsien

szﬁa —_—
vy )
P —_— G/Q .
Dtautre part (iv) ou (iv!) entratne (v), en vertu de
la théorie de la dimension (cf. EGA IV 5.6.6 ). On notera gue l'on
peut en effet supposer S = Spec(k), k corps algébriquement clos,
et que toute fibre non vide du morphisme (iv) resp. (iv'), en un
point de G(k) resp. (G/Q) (k), est isomorphe &4 P N Q y (comme 1le
montre un calcul immédiat).

On a (vi) = (vii) , par Exp. XXII, 5.5.1 (iv) et 5.9.2.

On a (vii) => (i) , ocar pour vérifier que Lie(P) + Lie(Q) = Lie(@),
on peut raisonner locelement pour (fpac), donc si (vii) est vérifié
supposer G déployé, P D BP+_ et Q D B g (notations habituelles),

auquel cas on a déji Lie(BR T+ Lie(B = Lie(G)

)
+ R,

Prouvons que (i) dimplique (ii').

Soit u : P —a G/Q 1le morphisme canonique; pour prouver yue u
est lisse, on peut se contenter de le faire pour les fibres géomé-
triques de u , car P et G/Q sont lisses sur o , et on peut
donc supposer gue S est le spectre d'un corps algébriquement clos.
Comme le morphisme u est compatible avec l'action évidente de T
(on a u(p p') = p u(p') ) et comme P est connexe, il suffit
(Exp. VIg) de vérifier que u est lisse en o € 3(k), i.e.

(sGa, Exp. II, 4.7 ) que l'application tangente 2 u en e est
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surjective; meais celle-ci s'identifie naturellement & l'application
canonique Lie(P) —> Lie(G)/Lie(Q) , qui est surjective si (i)
est vérifié.

I1 ne nous reste plus donc gu'ad vérifier la derniére ascertion,
clest-a-dire (v) —= (vi) . Supposons d'sbord que S soit le
spectre d'un corps algébriguement clos. Par 4.71.1 , il existe un

tore maximal T contenu dans P et Q 3 soit R (resp. R1,
resp. Rg) ltensemble des racines de G (resp. P , resp. @) rela-

tivement &4 T .

Oon 2 4dim(G) = dim(T) + Card(R) , dim(P) = dim(T) + Card(R1) ;
dim(Q) = dim(T) + Cerd(R,) , dim(P N Q) = dim(T) + Card(R; 7 R,),
per Exp. XXII, 5.4.4 et 5.4.5 par exemple. La condition de
(v) est donc équivalente &

Card(R, N RE) = Card(R,) + Card(Rz) - Card(R) ,
clest-a-dire R1 L 8B R2 =

en vertu de Exp. XXII, 5.9.2 et 5.4.5 , de prouver que R1fﬁ —R2

contient un systéme de racines positives de R . On est donc ramené

R . Pour démontrer (vi) , il suffit,

& prouver :

Lemme 4.2.2. BSoit R un "systd®me de racines" (par exemple l'en-

semble des racines d'une donnée radicielle au scns de 1'exposé XXI).

Soient R, et R2- deux parties closes de 1R conteneant cliacune un
systéme de racines positives. Si R, |8 B, =R , alors R, 0 -R,,
contient un systéme de racines positives.

En effet, comme R1 e —R2 = 33 est évidemment clos, =2t
en vertu de Exp. XXI, 3.3.6 , il suffit de montrer gue RBIJ -R3 =
Or on sait gue R1LJ -Ry; = R = R, S -R, , et on conclut gréce =a
fait élémentaire suivant : si A,A',B,B! sont guatre parties d'un
ensemble E , et 3i AU A" =BUB' =AU B=4LUB'=E , on a

(AnB)Yu(ar(yB) = E .
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Ceci achgve la démonstration de (v) —= (vi) dans le cas
ou la base est le spectre d'un corps algébriguement clos. Revenons
maintenant au cas général et supposons (v) wvérifié. Soit s & S
en vertu de ce qui précé&de, on peut trouver un sSous-groupe de Borel
B (resp. B') de P (resp. Qz) tel que B M B' soit un tore

maximael de GE

Comme le S-préschéma Bor(P)~~ Bor(P/rad“(?)) des sous-groupes de
Borel de P est lisse, on peut, appliguant Exp. XI, 1.170 et
raisonnant localement pour la topologie dtale (i.e. remplagant S
par un S'— S étale et couvrant s, et 8 par un point de sa
fibre dans S') supposer qu'il existe un sous-groupe de Borel 3B
de P se projetant sur B ; on peut de méme supposer qu'il existe
un sous-groupe de Borel B' de €@ se projetant sur EX

Comme B N B' est un tore maximal de G , il existe un ouvert

U de S contenant s et tel gque BU N ﬁﬁ soit un tore maximzal
de Gy (Exp. XXII, 5.9.4 ), ce qui démontre (vi) .

Définition 4.2.3. Un couple (P,Q) vérifiant les conditions équi-

valentes (i) 3 (vii) du théordme 4.2.1 est dit en position trans-

versale. On dit aussi gue P est en position transversale relative-

ment é_ Q@ , ou, par abus de langage, que P et Q sont en position
transversale (mutuelle).

Vu (vi), cette définition coincide dans le cas des groupes
de Borel avec celle de Bxp. XXIT, 5.9.7%.

Corollaire 4.2.4. Soient S un préschéma , G un S-groupe réductif,

P et @ deux sous-groupes paraboligues de G .

(i) Pour que (P,Q) scit en position transversale, il faut

et il suffit que pour chaque point s de S , le couple (P_S.,Q§ )

80it en position transversale; si S' —> 8 est un morphisme surjec-

tif, et si (PS!’QS') est en position transversale, alors (P,Q)

est en position transversale.
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(ii) Il existe un sous-préschéma ouvert U de S vérifiant

1a propriété suivante : pour gu'un morphisme S' —> 3 se factorise

per U il faut et il suffit que (PS"QS') soit en position

transversale.
WREBNEY s

(iii) Considérons les sous-foncteurs

Gen (G) & Par(G) x5 Par(G)
gen (/Q) < Par(6G)

gen(P/Q) < e

définis comme suit : pour S'—p» S5 , Gen(G)(S') est l'ensemble des

couples de sous-groupes paraboligues de GS' en position transver-

sale, Gen(/Q)(S') est l'ensemble des sous-groupes paraboliques de

G5, en position transversale rclativement & Qg, , Gen(P/Q)(S'")

est l'ensemble des g & G(S!') tels que int(g)PS, soit en posi-

tion transversale relativement 2 QS' + Chacun de ces foncteurs est

représentable par un sous-préschéma ouvert relativement dense (Exp. XVIID du

S-préschéma correspondant Par(G) X Par(G), resp. Par(G), resp. G.

Les sssertions (i) résultent aussitdt de la description
(1) du terme "position transversale". Pour démontrer (ii), on prend
U =85S - Supp(Coker u) oL u est le morphisme canonigue
Lie(P) ® Lie(6) —> Lie(G) .

Comme on = des diagrammes cartésiens

5 —>—» Par(c) Par(¢) — > Par(¢) xg Pex(c)
Gen(P/Q) —> Gen(/Q) Gen(/Q) —m Gen(G)

(o f(g) = int(g) P et f'(R) = (R,Q) ), il suffit de vérifier
(iii) dens le cas de Gen(G) . Soit alors P, 1le sous-groupe
parabolique canonique de G posons X = Par(¢) x. Pax(G) ,

]
=

Par(G) ?
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ux sous-groupes paraboli-

1
ssertion (ii), on construit ua sous-
m

riques; on peut donc supno-
orps zlgébriquement clos; comme Par(G) est

lisse, il suffit de wvérifier gue Gen(Z2) coupe chague composante

irréductinle de 2ar(¢) x. Par(G); autrement dit, par 3.3 , il suf-
fit de voir que si t,t! g ;;(QIE{G))(S)s il existe un couple
(P,P') en position transversale, avec 1(P) = t , HPv) = g1

Or cela est immédiat : on choisit un couple (B,B') de groupes de
Borel de G tel que B ) B' soit un tore maximal (on déploie G
et on applique Exp. XXII, 5.9.2 ) puis on applique 3.8 pour cons-
truire P> B et P' > B! , avec t(P) =t , t(P') = ¢t ; P et
P! sont des types voulus et sont en Position transversale par
4.2.1 (vi) .

Corollaire 4.2.5. Soient S un préschéma, G un S-groupe réduc-

tif, P et Q deux Sous-groupes paraboliques de G , le couple

(P,Q) étant en position transversale.

(i) Soient P! et Q' deux sous-groupes paraboligues de

G , de méme type gue P et @ respectivement. Pour que le couple

(P',Q') soit en position transversale, il faut et il suffit qu'il

soit conjugué au couple (P,Q) , localement pour la topologie étale.

(N.B. On verra au § s qu'on peut remplacer la topologie €tale par

la topologie de Zariski).

(ii) Le morphisme canonigue P x. Q —> G induit un more

phisme lisse et surjectif P Xqg Q@ —> Gen(Q/P) , et un isomorphisme
PxgQ / PN Q1£li Gen(Q/P) (PN Q =R opérant dans P X5 Q@ par
(pya)r = (pr,r7'q)).

(iii) Le morphisme canonique P Y Part(q)(G) (défini

ensemblistement par p —s int(p) Q ) induit un morphisme lisse et

466



461

surjectif P —> Gen(/P) N Parg(Q)(G) y et un isomorphisme

p/P N = gen(/P) N Par, qy(6) .

(iv) Le morphisme canonique G __ Parz(P)(G) xq PErE{Q)(G)

(défini ensemblistement par g —> (int(g) P , int(g) Q) ) induit

un morphisme lisse et surjectif G — Gen(G) N ?aIE(P)(G) xSParE(Q}Uﬁ

. ) B :
et un isomorphisme G/ PAY =~ Gen(G) N ParE(P)(G; xg Parg(q)(s)_

Démontrons (i) . Il est clair que la condition est suffi-
sante; prouvons qu'elle est nécessaire. Soit donc (?‘,Q') en posi-
tion transversale. Comme P et P' gont conjugués localement pour
la topologie étale, on peut supposer P = P' , et il nous suffit
de prouver qgue si @ et Q' sont deux sous-groupes parzboliques
de G , en position transversale relativement & P , et de méme
tyre, alors ils sont conjugués, localement pour la topologie étale,
par une section de P ., Utilisant 4.2.1 (vi) , on peut supposer
qu'il existe des groupes de Borel B,B',B1,B{ de P,P,Q,Q!
respectivement tels gue 3B M B, = T et B M B} = T' soient
des tores maximaux de G . Or les couples de Killing (B,T) et
(B',T') de P sont conjugués localement dans P pour la topologie
étale (1.¥6 ), et on peut supposer B = B' , T = T! , auquel cas on
a B1 = B% par Exp. XXII, 5.9.2 , donc @ = Q! opar 3.8,

Les assertions (ii) , (iii) et (iv) sc démontrent de fagon pa-
ralléle. Démontrons par exemple (ii) ; soit g & Gen(Q/P)(S), i.e.
soit g € G(S) tel que int(g) Q@ soit en position transversale re-
lativement &4 P . En vertu de la démonstration qui précdde, @ et
int(g) Q@ sont conjugués localement pour la topologie étale, par une
seotion de P ., Raisonnant localement pour cette topologie, on peut
supposer qu'il existe p € P(S) +tel que int(g) @ = int(p) Q@ , donc
p"‘I g € Norm.(Q)(S) = Q(S) ; ce qui prouve l'existence d'un gq & 2(3)
a&vec g = p g . On & donc prouvé gue le morphisme envisagé dans (ii)

est couvrant pour la topologie étale. Comparant avec 4.2.1 (ii),
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on en déduit qu'il est lisse et surjectif. D'autre part, un raison-
nement immédiat montre gque la relation d'dquivalence définie dans

P Xo @ par le morphisme P Xo @ —= G est la relation d'dquiva-
lence associée & l'action du groupe R = PN Q (opérant comme suit
(pya) v =(p T, r~! q) ) , ce gui démontre la derniire assertion
de (ii) (ecar un morphisme lisse et surjectif est un épimorphisme

effectif, par exemple).
Remargue 4.2.6. Si P et @ sont en position transversale, on
notera souvent P.Q 1'ouvert Gen(Q/P) de G , notation justifide

par 4:2.5. (4i) »

Proposition 4.2.7. Soient 8 un préschéma, G un S-groupe réductif,

P et Q deux sous-groupes paraboliques de G , le couple (P,Q)

étant en position transversale.

(i) Le groupe PM Q est lisse sur S (et en fait & fibres

connexes par 4.1.2 ); introduisons alors (P N Q)° (Exp. VIB) ;

c'est un sous-groupe de type (RC) de G (Exp. XXII, 5.11.1 ),

dont le radical unipotent (loe. cit. 5.11.4 )_se décompose en

produit direct

rad*((P M Q)% = (rad™(P) N Q) xg (P 0 raa’(Q) .

(i) Si S est affine, H (5,rad*(P N @)°) =0 .81 S
est semi-local , P N Q@ contient un tore maximal de G

En effet, P MNQ est lisse en vertu de 4.2.1 (1ii) et du

diagramme cartésien

o : i o
Pour vérifier les assertions annoncées sur (P Q)Y , on peut
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raisonner localement pour la topologie é€tale, donc en vertu de 4.2.1
(vii) , supposer avoir choisi un déploiement (G,T,M,R) de G , tel

que P et Q@ contiennent T et soient définis respectivement par
des parties 31 et 32 de R , R1 contenant un systéme de racines
positives R_, et R2 contenant le systéme opposé ER_

Soit Ro l'ensemble des racines simples de R+ 3 notons

4y =R, O By , A, =R, NR , L= 404

Par 1.4 (v) et 1.12 , on a

-

R, = R_U [R.N (-F)A,]

R, = [R+ﬁ §A21U R_ 5
rad*(P) = T P ’
re R, , T é-ﬁ,t =
rad (Q) = b P .

| r
reR, , T 5;_}12

Par Exp. XXII, 5.6.7 , on =& donc

rad™(P) N Q = | P~ | 1 =P ,

reR, "R, , v -R, r €K,
rad® (@) N P = E | P, = | | SR
re’;R1ﬁR2 , T & -R2 T &K‘l

ol K2 eat l'ensemble des racines positives, combinaisons linédaires
des €léments de 4, , mais non combinaisons linéaires des éléments
de A , et K,1 l'ensemble des racines négatives, combinaisons li-
néaires des £€léments de A1 y mais non combinaisons linédaires des
€léments de A ., Il est clair gue si 1T ¢ K2 , 8 € K, » T+8 n'est
jamais une racine, ni nul, ce gui entrafne que les deux groupes ci-

dessus commutent.
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D'autre part, on sait par Exp. XXII, 5.4.5 , gue H = (PN Q°

est défini par l'ensemble de racines R, M R soit
R,M Ry, = [R.NT Aol W [R_ F)C“E)A1] '

Comme R, N R, est clos, H est de type (RC) par définition, par

Exp. XXII, 5.11.3 et 5.11.4 , on a
rad>(H) = I | P,
re K

ol K est l'ensemble des T ¢& R,NR, , avec r ¢ -(R, N Rz) .
Comme la partie symétrigue de R1 M R2 est évidemment RN Z A ,

on voit aussitét que K = K1LJ K2 s ce gul termine lz démonstration
de (i) . La premi2re assertion de (ii) résulte alors de (i) et
de 2.10 ; démontrons la seconde. Comme (P N Q)°%/rad"((PN @Q)°)

est réductif, il posside un tore maximal T si 1la base est semi-
locale. L'image réciprogue de T dans (PN Q)o est un sous-groupe
H de type (R) de G 3 fibres résolubles , et on a

B - rad*((2 N Q)°) (Exp. X¥II, 5.6.9 ). Le schéma des tores maxi-
maux de H est un fibré principal homogzéne sous H” (loec. cit.

5.6.13 ), done posséde une section, car Hjﬁs,Hu) = 0

4.3. BSous=-groupes paraboligues opposés

4.3.7. 51 G est un S-groupe réductif, on & défini en Lxp. XXIV,
3.16.6 , un "automorphisme extérieur" canonique d'ordre 2 de G .

donc un automorphisme canonigue 8q dtordre 2 de Dyn(G) , donec
également un automorphisme d'ordre 2 de .}Q(DEQ(G)), que nous no-
terons également Sg ou s . Deux types de sous-groupes paraboligues

t, t'e B (Dyn(e))(S) seront dits opposés lorsque + = ss(t') .

Théoréme 4.3.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

P un sous-groupe parazbolique de G ., Si I est un sous-groupe de
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.evi de P , il existe un unique sous-groupe parsbolique P' de G

el que PN P' = L . Pour tout sous-groupe parabolique @ de G , les
sonditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout s €S, ((P N Q)§)° (qui est lisse par
t.1.1.) est réductif.

(ii) PN Q est un sous-groupe de Levi de P et de Q .

(iii) P et Q sont de types opposés, le couple (P,Q) est
:n position transversale (4.2.1 ).

(iv) P et Q sont de types opposés, red®(P) N Qg =e .

(v) rad"(B) N Q@ = r2d™ Q)M P = e

.

(vi) Le morphisme canonigue

rad’(P) x5 Q s 6

28t une immersion ouverte.

. . . u-
(vi') Le morphisme canonigue rad P) —> G/Q est une
immersion ouverte.

(vii) Il existe une famille couvrante pour la topologie

gtale { Big e S;g, et pour chaque i un déploiement cTi'Mi'Ri}

(1 _
de Gsi y et une partie ng ) de Ri telle que rsi (resp. Qsi)
soit le sous-groupe de type (R) de Gg contenant T, et défini
== ; =N e

par RgT) (resp. Rgz) - - R§1) Yoo

Démonstration. Démontrons d'abord la seconde partie du théoreémey

on voit tout d'abord que (iii) &> (vii) en vertu de 4.2.1 (vii)
et de la définition de s, dans le cas déployé (Exp. XXII, 3.16.2
(iv) son a évidemment (ii) == (i) 5 ona (vi') —> (vi) per
changement de base G — G/Q .
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Supposons maintenant (vii) vérifié, et prouvons toutes les
autres conditions; comme elles sont loecszles pouxr la topologie étale,

on peut supposer G = (G,T.L,R) éployé, P 4éfini par la partie
R' de R et @ par la partie - R! . Si I est le sous-groupe de
type (R) de G contenant T défini par R' /) -R! y il est clair
par Exp. XXII, 5.11.3 gue L est un sous-grouve de Levi commun
&P et Q. Mais P =1L . rad (P) , Q=1L . rad®(Q) , et par

Exp. XXII, 5.6.7 , red™(P) N Q@ =Q N rad’(®P) = e ; donec PNQ = L,
et on a2 prouvé (ii) et (v). Comme P et Q@ sont en position
transversale,le morphisme canonicue P — 5 G/Q induit une immer-
sion ouverte P /P M Q —> ¢/Q (4.2.1 ); mais 1le morphisme cano-
nique rad”*(P) —> P/PNQ = P/L est un isomorphisme , ce qui fait
qu'on a prouvé (vi'). Compte tenu de ce qu'on & déjia wvu, toutes

les assertions sont donc des conséquences de (vii) .

I1 nous suffit maintenant de prouver que l'une guelcongue des asser-
tions (i) , (iv), (v), (vi) implique (vii); comme on a déji prouvé
l'équivalence de (vii) et de (iii) , il suffit de faire la dé-
monstration sur les fibres géométriques et on pPeut supposer gue S
est le spectre d'un corps algébriquement clos. Par 4.1.1 , il

existe un tore maximal T de G contenu dans PryQ . Seit R

(resp. R, , resp. R2) l'ensemble des racines de G (resp. F ,

resp. Q) relativement & T ,
Soit R? la partie asymétrique de R1 ( R? = {r & R1 y =T ¢.R1}) .
Introduisons de méme R;' - On doit prouver Rj = - R, . La condition

3

T¢ R, , e -R, ; 5i ré€ Ry s 2lors r € Ry OR, = - (R; NR,)C-R

(i) entratne que R, M R, est symétrique ; soit re& R, 3 si

a3
=

on a donc R1¢: —32 , done par symétrie Ry = -R, . La condition

(iv) entratne Card(R,) = Card(Rz) 3 R? M R, = @ 3 la deuxidme
condition est équivalente & R2 o -R1 ; la premiére donne alors
R, = -R, . La condition (v) entratne R? MR, = R;’ﬁ R, = g ,
donc R2 ' R, et R, C.—32 y ©Ce qui donne encore Ry, = - Ry .
La condition (vi) entrafne Lie(rad®(P)) @ Lie(Q) = Lie(G), ce
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qui entrafne que R est la réunion disjointe de 32 et R? done

que R2 = -R1 .

Ceci achéve la démonstration de la seconde partie du théo-
rezme. Prouvons la premidre ; remarquons d'abord gqu'en vertu de
(vii) ==>(ii) , on a déja démontré l'existence localement pour la
topologie étale du groupe P' cherchd; il reste donc & en prouver
1'unicité, et cela peut se faire également localement pour la topo-
logie étale. On peut done supposer G déployé relativement & un
tore maximal T de L , et P (resp. P') défini par une partie R,
(resp. R} ) du systdme R des racines.
Par hypothése R1 M R% est symé€trique; raisonnant comme plus haut,
on en tire R% = -R1 s €& gui prouve gque P' est déterminé par P

et L et achéve la démonstration.

Définition 4.3.3. Deux sous-groupes parzboliques de & vérifiant

les conditions équivalentes (i) & (vii) de 4.3.2 sont dits

opposés. Si P est un sous-groupe paraboligue de G , et si L

est un sous-groupe de Levi de P (resp. et si T est un tore

maximal de P) , on appelle sous-groupe paraboligue opposé & P

relativement 2 L (resp. T ) l'unique sous-groupe paraboligue Q

de G tel gue PMNQ =1L (resp. tel que PN Q@ soit 1l'unigue

sous-groupe de Levi de P contenant T , cf. 1.6 , ou encore tel

que PN QDT et gue P et Q soient opposés).

En vertu de 4.3.2 (iii) , on tire aussitdt de 4.2.4

et 4.2.5 des résultats paralléles; donnons-en un échantillon.
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Corollaire 4.3.4. Soient S un présehéma, G un S-groupe riduc-

tif, P et Q . deux sous-groupes paraboligues de G .

(i) Pour que F et Q soient opposés, il fzut et il suffit
gue pour tout point s €38 , PE t Qg soient opposés. Si 8! -—>85
est un morphisme surjectif, et si PS' et Q., sont opposés, alors

P et Q@ sont opposés,

(ii) Le fonecteur Opp(G) , tel cue pour &' —s S

Opp(G)(S!') soit 1'ensemble des couples de sous-groupes paraboligues

opposés de GS, ;s est représentable par un sous-préschéma ouvert

de Par(G)z. Le foncteur Opp(/P) tel gue pour S'—> S ,

Opp(/P)(S') soit l'ensemble des sous-groupes paraboligues de

GS‘

opposés a P_ est représentable par un sous-prdschéma ouvert re-
DEPOBGE: = . Ty B

lativement dense de Pars<§(P))(G) .

(iii) Supposons P et @ opposés; soient P! et Qf

deux sous-groupes paraboliques de G , P' é&tant de méme type gue P .

Pour gue P' et Q' soient opposés, il faut et il suffit que loca-

lement pour la topologie étale, le couple (P!',Q') soit conjugué su

couple (P,Q). (N.B, On verra au § 5 qu'on peut remplacer la topo-

logie étale par la topologie de Zarislki).

Corollaire 4.5.5. Soient S wun préschéma , G un S-groupe réduc-

tif, P un sous-groupe paraboligue de O .

(i) Le morphisme Opp(/P) —> Lev(P) (cf. 1.9 ) défini
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ensemblistement par Q+—> P N Q , est un isomorphisme ; Opp(/P)

est un fibré principal homogdne sous rad”(P) (rad®(P) opérant par

automorphismes intérieurs). Si S est affine, il existe un sous-

-

groupe paraboligue de G opposé & P .,

(ii) Supposons S semi-local ; soit s; l'ensemble de ses

points fermés; soit, pour chaque i g Qi un sous-groupe paraboli-

gue de GS sy OpPposé & Ps . Il existe un sous-groupe parabuligue
i i
Q@ de G , opposé & P , et tel gue QS = Qi pour chague i

i

(iii) Le morphisme O0pp(G) —> PI (ef. 3.15 ) aéfini en-

gsemblistement par (P,Q) —=> (P,PMN Q) est un isomorphisme.

Tout cela résulte de la premidre partie du théordme et de

1.9 , 2.3 et 2.8.

Remarque 4.3.6. Soient P et § deux sous-groupes paraboligues
opposés de G . Le "morphisme produit" & Xg G —> 3 4induit des

isomorphismes

rad"(P) xg @ 3 P.Q

P xg rad”(Q) —<% pr.q ,

P.Q étant le sous-préschéma ouvert de G y image faisceautigque de
P xg Q@ , introduit en 4.2.6. Cela résulte en effet de 4,.3.2
(ou de 4.2.5 (ii)) et du fait que F M § est un sous-grcupe de

. . . 5 Wi "
Levi de P et de QG , donc que P = rad’(P). PMNQ et

Q = radu[Q) PR
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On a de m&me un dizgramme commutatif

rad’(P) C—> G/3
\Ls \Ls

ol les fliéches verticales sont induites par gi—>int(g) Q .

4.4. Position osculatrice

Proposition 4.4.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe ré-

ductif , P et @ deux sous-groupes paraboliques de G . Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(1) PN Q@ est un sous-groupe parabolique de G .

(ii) PN Q contient localement pour la topologie &tale

un groupe de Borel de G .

(iii) PN Q contient localement pour la topologie étale

un tore maximal de G . Pour tout S'—3 S et tout tore maximal T

de G5y contenu dans Pgy et Qg, , 1l'opposé de Py, rxelative-

ment &4 T est en position transversale relativement & Qgy -«

(iv) Il existe une famille couvrante pour la topologie

étale '{Si L S.} sy et pour chagque i un tore maximal T, de

Gsi contenu dans Psi et Qsi » et tel que l'opposé de PSi
relativement a Ti s0oit en position transversale relativement 3 QS .
i
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(v) 1I1 existe une famille couvrante pour la topologie

étale {Si __-9_53-, et pour chaque i un déploiement (Ti’Mi'Ri)

de Gy tel gque Pg (resp. Qg ) soit le sous-groupe de type (R)
- - i i
de GS contenant Ti et défini par un ensemble de racines R§1)

i R§2) ;

(resp. 551) M Rgz) contenant un systéme de racines

positives de R .

De plus, si ces conditions sont vérifides, on a (avec les notations

de 3.2 ) g(PNa) = s(P) N gQ) .

On a (v) = (ii) et (iii) =>(iv) trivialement. D'autre
part, (ii) => (i) par 1.18. On a (iv) =>(v) : en effet, on
peut supposer G déployé, P (resp. Q) défini par l'ensemble de
racines R, (resp. RE}; l'opposé de P est alors défini par -R,,
et on est ramené au lemme 4.2.2. On prouve (i) ==>(iii) par
déploiement de la méme maniére. Enfin, la derniére assertion du
théoréme peut se démontrer localement pour la topologie étale; on
peut supposer gue P (M Q& contient un groupe de Borel B de G et

on est ramené a 3.7.

Définition 4.4.2. Deux sous-groupes peraboligues de G vérifiant

les conditions (i) & (v) de 4.4.1 gont dits en position oscula-
trice.

Coroellaire 4.4.3. Soient P et @ deux sous-groupes paraboliques
en position osculatrice et soient P' et Q' deux sous-groupes
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paraboliques de G , de méme type que P et & respectivement; pour

gue P! et Q' soient en position osculatrice, il faut et il suffit

gue le couple (P’,Q'} soit conjugué au couple P,q), localement

pour la topologie étale.

Il suffit de prouver que si P et P' sont en position
osculatrice de Q , ils sont conjugués, localement pour (é&t) , par
une section de Q . Or PNQ et P'M G sont deux sous-groupes
paraboliques de méme type contenus dans & , donc sont conjugués,
localement pour (é€t) par une section de Q sy en vertu de la par-

tie (ii) du lemme ci-dessous. On peut donc supposer PN Q = P'AQ

£ 1]

on a alors P = P' , par la partie (i) du méme lemme :

Lemme 4.4.4. Soient P , P! et Q@ +trois sous-groupes parabo-

liques du S-groupe réductif ¢

(i) Pour que P = P! , i1 faut et il suffit que P et P!

soient en position osculatrice et de méme type .

(ii) si PCQ, P'C Q, et si g e G(S) est tel que

int(g) P et P' soient en position osculatrice , alors g & Q(S)

La partie (i) résulte trivialement de la derni®re asser-
tion de 4.4.1. Démontrons (ii) : Q@ et int(g) Q@ contiennent
P' M int(g)P , donc sont en position osculatrice; ils coincident

par (i) , done g & HormG(Q)(S) = Q(s) .

Remarquons gue les assertions (iii) et (iv) du théordime
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donnent aussitdt :

Corollaire 4.4.5. Soient P , P! et Q trois sous-groupes para-

boligues du S-groupe réductif G , contenant le méme tore maximal

T de G . Supposons P et P' opposés relativement & T. Pour que Q soit

en position osculatrice relativement & P, il faut et il suffit qu'il

soit en position transversale relativement & P'. Sous ces conditions

P N Q est aussi en position transversale relativement & P',

Corollaire 4.4.6. Soient P et @ deux sous-groupes paraboligues

de G contenant le méme tore maximal T . Pour gue P et @ soient

en position transversale, il faut et il suffit gu'il existe deux

sous-groupes paraboligues F' et Q' de G

, opposés relativement

2 T , et contenus respectivement dans P et @ . On peut méme

choisir t(P') = t(P) M st(Q) .

La condition est évidemment suffisante (4.2.1 (i) et

4.3.2 (iii) ). Montrons qu'elle est nécessaire; soit P~

P

(resp. Q) 1l'opposé de P (resp. Q) relativement & T

Par 4.4.5 , P (1 Q@ est en position transversale relativement
& P et Q , donc aussi & PN Q par une nouvelle application

de 4.4.5 , de plus

t1(P7N Q) =

et

(27) N Q)

et

s3(P) N s:(Q7) = s(2(P)Nt(Q7))
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done P "N Q=P' et PNQ =20Q' sont opposés (4.3.2 (iid) )

meis P' Y Q' D T , donc ils sont bien opposés relativement & 7T

4.,5. Position standsard

Dans ce n°® , nous indiquons bridvement comment certains

des résultats précédents se généralisent.

4deHq0 Si P et Q sont deux sous-groupes paraboliques du

S-groupe réductif G , les conditions suivantes sont équivalentes :
(£) P M Q est lisse.

(i) P M @ est un sous-groupe de type (R resp. de
g ¥y

type (RC) ) de G .

(iii) P M @ contient localement pour la topologie (fpae)

un tore maximal de G .

(iv) P M Q contient localement pour la topologie de

Zerigki un tore maximal de G .

Lorsque les conditions précédentes sont réalisdes, on dit

que P et Q sont en position mutuelle standard s c'est par exem-~

ple le cas 81 P et Q sont en position transversale, ou en po-
sition osculatrice, ou si la base est le spectre d'un corps .
C'est une notion stable par extension de la base et locale pour la

topologie (fpae).
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4.5.2. Soient (P,Q) et (P',Q') deux couples de sous-groupes
paraboliques de G , en position stendard, et soit H le sous-
foncteur de G défini comme suit; H(S') est l'ensemble des

g € G(S') tels que int(g) P =P' , int(g) Q@ = Q' ., C'est un
sous-préschéma fermé de G , lisse sur S et formellement prin-

¢ipal homogene sous P (V€ . On en déduit que les conditions sui-

vantes sont éguivalentes :

(i) (P,Q) et (P',4') sont conjugués localement pour
(fpac),
(ii) (P,Q) et (P',Q') sont conjugués localement pour

la topologie étale.

(iii) (P,Q) et (P',Q') sont conjugués sur chagque
fibre géométrique.
On dit alors que les couples (P,Q) et (P',Q') ont m€me type de

position mutuelle. C'est une notion stable par changement de base

et locale pour la topologie (fpqe).

445:5% Soit Stand(G) le sous-foncteur de Par(G) x, Par(G)

5
"formé des couples en position mutuelle standard". Alors Stand(G)

"

est représentable, il existe un S-préschéma étale et fini T.S5%

("préschéma des types de position mutuelle stzndaré"), et un mor-
phisme lisse, de présentation finie, & fibres géométriques irréduc-

tibles (et donc en particulier fid2lement plat)

L= ]
0
ck

—

llet
(%]
m
¢
o
5
o}l
Y
[
S
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gui es* un quotient de Stand(G) par l'action de G : deux sec-
tions de Stand(G) (sur un S' — S quelcongue), ont méme type de
pesitien mutuelle si et seulement si elles ont mé@me image par 22

On =2 un diagramme commutatif

:-2 o=

t, 5 Etend(@) — - -5 7.3
R

/ 2
t Par(G)xg Par(G) —> P (2yn(e)) x;B(m(s)) ,

llet
H
et

oll le morphisme gq peut se décrire par descente de la manidre sui-

vante : si (P,Q) est un couple de scus-groupes paraboliques de G,

en position relative standard, et si T est un tore maximal de

PN Q, alors le morphisme Norm.(T) —> Stand(G) 4défini en-
..._.—_.G_———-

semblistement par ni—> (P,int@®)Q) induit un isomorphisme

Wp(D\W(T) (1) =2 o7 (5(2),8(R)) .

(Le premier membre désigne le faisceau des doubles classes, .. ).
Tcutes ces assertions se & ‘montrent sans difficulté [remarquer en

particulier que ;51(32(9,@) = 6/PNQq] .

4.5.4. Soit maintenant P un sous-grcupe parabolique fixé de G 3

et soit Par(G;P) 1le foncteur des sous~-groupes paraboliques de G ,

en position staadard relstivement & P , Pour chaque t E?(Qy_@_(c})(s) .
posons de méme E’_g_r_t((};P) = Par(G;P) D _@_;t(c;) . On voit aussitbt

que les deux foncteurs précédents s'obtiennent & partir de Stand(G)

per produits fibrés, donc sont représentables par des S-préschémas
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lisses et de présentation finie sur S5 , & fibres non vides.
On & un morphisme canonique EP induit par %

Py
rar 25(Q) = 5,(P,)]
tp ¢ Eggt(G;P) e q'q(g(P).t)

qui est lisse et de présentation finie, & fibres géométriques irrs-
ductibles. Le morphisme canonigue Part(G,P) — Part(G) est un

monomorphisme surjectif , et peut donc &tre considéré comme une

décomposition cellulaire de Part(G) [indexée par l'ensemble des

composantes connexes de q“q(g{P),t)] .

4.5.5. Supposons maintenant que le type t soit de la forme
t(Q) , o Q est un sous-groupe parsboligue de G , en position
standard relativement &4 P , et gque P M @ contienne un tore

maximal T .

Alors Par (@) =¢ G/a , q  (£(P),) =2 Wy(T) \Wy(T),/ We(T) ,

ce gui donne un diagramme

ME{Q)(G;P) e e Wp(T) \Wo(T) / Vig(T)
1 r
W

ou i est un monomeorphisme surjectif, et ot £ est lisse et de
présentation finie, & fibres géoméiriques irréductibles. De plus, si

Qy et &, sont deux sections de Par (Q){G;P) (sur un S!' —> 8),

=%
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c'est-a-dire deux sous-groupes paraboligues de GS, conjugués (loc.

pour (fpge)) &2 Q , et en position standard relativement 2 Bai
Q4 et Q, sont conjugués par une section de P (loc. pour (fpge))
si et seulement si f£(Q,) = f(Qz) . Si S est le spectre d'un

corps k algébriquement clos, on trouve ainsi la relation
B(k) \ 6(k) / a(k) = Wp(T)(k) \ Wo(T)(x)/ W (T)(k) .

De manidre générale, si on suppose gue le préschéma

Wo(T) \\WG(T),/ WQ(T) est constant et de la forme E. (ce qui a

S
lieu par exemple lorsque G est déployé relativement 24 T et S
est connexe), les f"ﬂ(e) s € € E, forment une décomposition

de Part(q)(G;P) en sous-préschémas ouverts et fermés, gqui sont des

espaces homogénes sous P , lisses et de présentation finie sur § ,

& fibres géométriques irréductibles.

4.5.6. Revenons & la situation générale de 4.5.4. Le préschéma
t-j(g(P),t) posséde toujours deux sections particulidres, correspon-
dant respectivement aux types "position transversale" et "position
osculatrice". L'image réciproque de la premi®re section est un ouvert
relativement dense de gggt(c} comme on 1l'a wvu plus haut, c'est la
cellule de dimension relative maximum de la décomposition. L'image
réciproque de la seconde section est vraisemblablement un sous-
préschéma fermé de Eggt(G); c'est la cellule de dimension relative

minimum de la décomposition.
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Ly

5. Théoréme de conjugeison

Théoréme 5.1. Soient S un schéma semi-local , G un S-groupe

réductif, P et P' deux sous-groupes parsboligues opposés (4.3.3.)

de G . Alors
red*(P)(s) P'.P = G ,

i.e. la réunion des ouverts u P'.,P (4.3.6 ) , pour u parcourant

rad?(P)(S) est G +tout entier.

Lz démonstration se fait en plusieurs étapes :

L% P I1 suffit de feire la démonstration dans le cas ot S5 est

le spectre d'un corps %k ; cela résulte aussitdt de 2.6.

BieY.0. 2 Soit L = P M P* . Supposons gque L possé&de un groupe de
Borel By ; soit T un tore maximal de 3B, (Exp. XXII, 5.9.7 )j;
on vérifie aussitbt que B = B; . rad’(P) est un groupe de Borel
de P ; soit B' 1le groupe de Borel de G opposé & B relative-
ment 2 T (i.e. tel que B M B' =T) . On a B! P' comme on

le vérifie aussitdt en déployant G relativemznt & T . Prouvons

que
(x) B%s) B'.B c rad’(P)(s) P' . P .

Comme on 2 B (S) < P(S) = rad®(P)(s) . L(sS) C rad?(B)(S) P'(8),

il suffit de prouver que B' . B T P' . P , ce qui est évident.
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I1 résulte de (x) qu'il suffit de démontrer 5.1 pour le couple

(3,3")
SielaBr Le théoréme est vrai si k est algébriguement clos; en
effet, la condition de 5.1.2 est vérifiée, et on conclut par

2xp. XXTI, 5.7.10.

&

5ulad Le théorime est vrai lorsque Xk est un corps infini. En
effet, rad’(P)(k) est dense dans rad"(P)(k) d'aprds 2.7 , et

le théoréme est vrai pour k .

Filwha On est donec ramené au cas oi k est un corps fini. Or
Bor(L) est un espace homogdne lisse de L ; il résulte done du
théoréme de LANG (Am. J. of Maths., 78, 1956) que L possdde un
groupe de Borel BL . Par 5,1.2 , on peut donc supposer que P = B

et P! = B' sont des groupes de Borel. On note T = B N3B! .

Haliabs Soit K 1la clfture algébrique de k ; choisissons un épin-
glage du triplet (GK,BK,TK) , soit R (resp. R ) , l'ensemble
des racines positives (resp. simples). Bn vertu de Exp. XXII,

5.7.2 , il suffit de prouver que pour tout = & Ro y On a

(1) uw, B%x) < B%x) B(x) B(RX) .

Soient T, les différentes racines conjugudes de r sur k (ce
sont des éléments de R, » car B est "défini sur k"), et soit

R l'ensemble des racines combinaison lindaire des ri « Noctons
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R'_ =R'NR_. Comme "R' est défini sur k", il existe un sous-
tore @ de T , tel que QK 80it le tore maximal de noyau commun

des Ty .

Notons Z = Cent.(Q) , B

z= BMN Z, BL= B'N 2 (ef.,

Exp. XXII, 5.10.2 ) . Montrons qu'il suffit de vérifier 1l'assertion

cherchée dans Z , c'est-a-dire
u u u
(2) wu, . B'Z(K) . Bz(k) B‘Z{K) B,(X) .

on a Béﬁ{ = ! I Pr $ soit RH" 1le complémentaire de R' dans

R , posons

T | B s

reR"NR_ T

On a aussitdt (B'u)K = (Eéu)K. v , et B, ., normalise V

(Exp. XXII, 5.6.7 ). On tire donc de (2) successivement

u, B'MX) = u, B'5(K) V(K)

C By(k) B',(K) By(K) V(K)

C By(k) B'5(X) V(K) By(X)

ce gui entrafne aussit8t (1) .

Nous sommes donc ramené su cas oi G = Z , clest-A-dire oll le

groupe de Galeis de K sur k¥ opére transitivement sur les racines

simples.
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o e L'assertion & démontrer est équivalente au fait que G/B

est la réunion des translatés de l'ouvert image de ;: X par Eu(k},
assertion gqui ne change pas si on remplsce G par son groupe adjoint
(ou dtaillesurs par n'importe quel groupe donnant le méme groupe

adjoint).

On peut donc supposer G adjoint.

S = 1 Considérons alors le diagramme de Dynkin de GK . Le groupe
de Galois opére transitivement sur ce diagramme de Dynkin. ifais ce
groupe de Galois n'a gue des quotients cycliques et le diagramme

de Dynkin n'a pas de cycles. Il en résulte aussitdt que ce diagramme
est de type n £1 y n>20, ou mA

o 1 B 2 0 . Utilisant la décom-

position canonigue de Exp. XXIV, 5.9 , on peut écrire

6= [T . |,
D/k ©
oi. D est un K-schéma fini et G, est soit un tore, soit de type
A1 y S80it de type A2 .
Par Exp. ZXIV, 5.12 , B provient d'un groupe de RBorel Bo de Go :
T d'un tore maximal To de GO s B' oprovient du groupe de Borel

g _ : 5
Bo de Go opposé a Bo relativement TCl . On a
B'(k) = B, (D)

B'%.7,.83% a l/l .. .8,
D/k
et 1l nous suffit de démontrer l'assertion cherchée sur le triples

(6,4B,,T,) -
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5.1:9. On peut donc supposer que G est de type O , AT ou A2 .
Comme G possdde un groupe de Borel B , G est quasi-déployable
relativerent & B (Exp. XXIV, 3.9.1 ), donc déployable s'il est de
type 0 , ou 51 . Comme le théoréme a déja été prouvé dans le cas
déployé (Exp. XXII 5.7.10 ), il ne reste plus que le cas A, 2
traiter. Par Exp. XXIV, 3.11 il existe un morphisme E — Spec(k),
fibré principal galoisien sous le groupe 2Z/2Z des automorphismes
du diagramme de Dynkin de type A, tel que G = géggE/spec(k)(A2) .
8i E ©possidde une section, G est déployable et le théoreme est

démontré. Sinon, on a nécessairement E = Spec(k' ol k' est une
B '

extension quadratique de k . Enfin, comme on l'a vu en 5.1.7 ,

on peut supposer G simplement connexe (i.e. une forme de E£5 k)'
5.1.10. On est donc dans la situation suivante : on a un corps
fini Xk , une extension quadratique X' de k . Le groupe §£3 Kt

des matrices 3 x 3 de déterminant 1 , est épinglé comme suit s
le tore maximal est le grcupe des matrices diagonales, le groupe de
Borel est le groupe des matrices triangulaires supérieuzes, les

"épingles" les éléments

i1 1 © !1
W= 310} = [0

On voit aussit®t gue la grosse cellule SL est définie rar

PSS 15 |

O =0

abec
X = (d e f) € L (S) &=> =a inversible, 2 e - b & inversible,
g h 1
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et que

1 x 2 5
] : - = (
B (k) = O -t X s XyZ B K'Y 2+ 23 = X x
0 0 1 )
I1 nous faut prouver 1l'inclusion (1) , c'est-&-dire montrer gue pour
tous =2,b,¢c € K (clbture algébrique de k), il existe =x,z £ k! ,
avee z + 2z = X X et
1 X =z 1 % 6 10 O]
(1) 01 x 010 at1o)] £ -=(x) .
o0 0 01 b e 1;
- Si a# -1, onprend x =2 =0 ,

- 8i a= -1 les conditions & réaliser s!'dcrivent
r

zZ +2z = XX ,

bz-X#0,

(b +e¢) Z+bx=-140.

Soit q 1le nombre d'éléments de k ( g > 2 ). On sait que pour tout
mé&€k, l'éguation =z + Z=m y avec z &€ k' , a g soluticns.

- Si D=0, prenons x = 1 ;3 on doit résoudre z + 3 =1 , ¢ 2 £ 1,

ce qui est toujours possible par la remargue précédente.

- Si b#0, prenons x = 0 ; on doit résoudre

-

2+ 2Z=0,2#£0, (b+tc) z # 1 .

Cela est toujours possible si q >3 . 8i k = 22 s c¢'est possible

si b+c¢c#1, on peut prendre z = 1 .

- Il ne reste donc & trait=»r que le cas k = F, , bte =1 , b # 0
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Le systéme s'éerit alors
z+2 = xX,bz £ x, z+bxf1.

Si b =1 (resp. b# k'), faisons x = 1 ; alors les deux derniéres
conditions s'éerivent =z £ b—1, 1 - b, et elles sont conséquences
de 2z + Z =1 qui a des solutions.

Enfin si b= k! , b ¢_k 3 on peut prendre x=b, 2=0.

Corollaire 5.2. Soient S un schéma semi-loeczl, G un S-groupe

réductif, P et P' deux sous-groupes paraboligues opposés de G .

L'application canonigue

rad®(P)(S) .rad”(P')(s) — G/P (8)

est surjective (en particulier, on a G/P(3) = G(S)/P(S)).

Tout sous-groupe paraboligue @ de G , de méme type que P , est

de la forme int(uu') P zvec u & rad”(P)(s) et u' € rad*(?')(s) .

La seconde assertion est évidemment équivalente & la pre-
miére, démontrons celle-ci. Soient 8. les points fermés de 8 ,

soit V 1l'ouvert de G/P image de P' (et isomorphe & rad?(P!),

cf. 4.3.6 ) et soit x € G/P (S) . Par 5.1 , il existe pour cha-

i que 1 une section u, & radu(P){k(si)) telle que u, x_  soit
i
| une section de T . Si u & rad®(P)(3) relive les u, (2.6 ),
1
j ux est une section de V , ear une telle assertion se vérifie sur
les fibres fermées. HMais rad (P')(S) ==y V(S) , est bijectif, et

on conclut aussitét.
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Corollaire 5.3. Soient S un schéma semi-local , G un S-groupe

réductif, P , P' et Q +tirois sous-groupes pareboligues de &G . Il

existe g €G(S) tel que int(g) Q@ soit en position transversale

relativement &2 P et P' .

Avec les notationa de 4.2.4 (ii) , on doit vérifier que
l'ouvert relativement dense Gen(Q/P) M\ Gen(Q/P') de G posside
une section sur S . En fait, choisissons un sous-groupe parabolique
de G opposé a2 Q (4.3.5 (i)) , soit Q, » et posons U = rad®(Q) ,
U' = radu(Q1) . Nous allons montrer qu'il existe g & U(S) U'(S)
répondant & la guestion; sous cette forms, il résulte de 4.2.4 (i)
et 2.6 qu'il suffit de vérifier l'assertion sur les fibres aux
points fermés de S , et on peut donc supposer que S est le spec-

tre d'un corps k .

Si k est algébriquement clos, il existe g € G(k) répon-

dant & la question mais g s'éerit u u' q avee u € U(k) ,

ut € U'(x) , a €Qk) (5.1 ) , et int(uu') Q= int(g) Q .

Si k est infini , considérons l'ouvert V de U® X U

défini par le diagramme cartésien

T®, U > ¢

1 i

v ——> gGen(Q/P) N Gen(Q/P') ;

comme V(k) # §# en vertu de ce qu'on vient de voir, V est dense

dans U ® k U' , donc posséde une section par 2.7.
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Si k est fini , P (resp. P') possdde un groupe de Borel
B (resp. B') , en vertu du théoréme de Lang (ef. 5.1.5 ), les sché-

maes Bor(P) 2= Bor(P/rad’(?)) et Bor(Q) 2 Bor(Q/rad™(Q)) étant

lisses. Si B1 est un sous-~groupe de Borel opposé & B (4.3.5

(1) ), il existe a & B™(k) et a, 6'B$(k) avec int(a a?) B = B!
(5.2 ) ;3 alors B, = int(a a,) B, = int(a) B, est opposé 2 B' et
a B 3 si Qo est l'unigue sous-groupe paraboligue de G contenant
B, et de méme type gue Q (3.8 ) , Q, est en position transver-
sale relativement & P et P!' (4.2.1 (vi) ) . D'autre part par
5.2 , @, s'éerit int(uu') Q avec u'é€ U' (k) , u ¢ U(k) ce

qu'il falleit démontrer.

Corollaire 5.4. Soient S un schéma semi-local , G un S-groupe

réductif, P et @ deux sous-groupes paraboligues de G . Il existe

g €G(S) tel que int(g) P soit en position osculatrice relative-

ment & Q , i.e. (4.4.2 ) que int(g)P M Q soit un sous-groupe

paraboligue de G .,

En effet, en vertu de 4.3.5 (i) il existe un sous-groupe
parabolique P' de G , opposé & P , En vertu de 5. 3. il existe

un sous-groupe paraboligue P% de G de méme type que P' , en

position transversale relativement 4 P et @ . Si T est un tore

maximal de PN & (4.2.7 (ii) ), et si P, est l'opposé de P!

relativement & T , P1 et @ sont en position osculairice, en vertu

de 4.4.5, D'autre part, P et P étant opposés & P il existe

!
1 1

g e-rad“(?;)(s) avee int(g) P = P, (4.3.5 (i) ), cafd.
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Remarquons d'ailleurs gue pour la méme raison, il existe

u ¢ rad”(P)(S) aveec int(u) P! = P} , donc que g s'éerit int(u)
u' aveec u' & rad’(P')(s) , ce qui donne P, = int(u u' u_q) P =
int(uu') P et redémontre au passage 5.2.

Les énoncéds 5.3 et surtout 5.4 sont les résultats

essentiels de ce paragraphe. Enongons d'abord guelgues conséguences

de 5.4.

Corollaire 5.5. Soient S un schéma semi-local, G un BS-groupe

réductif.

(i) Si P et @ sont deux sous-groupes paraboliques de

G et si 1(P) < £(Q) (ef. 3.3 ),ilexiste g € G(S) tel que
int(g) P Q .

(ii) Sodent

P1:)P2'D....,‘_')Pn

1 1 1
P1 = P2 2 e " . ,:) Pn

deux chaines de sous-groupes paraboligues de G telles gue

Q(Pi) = g(P]‘_) . I1 existe g€ G(S) tel que int(g) Pi = PJ!- our

chaque i .

(iii) Soient P,Q,P',Q' quatre sous-groupes paraboliques

de G , avec t(P) = t(P') , t(Q) = £(Q') . Si les couples (P,P!')

et (2,Q') sont en position transversale (resp. osculatrice) il
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existe g €G(S) avec int(g) P =P' , int(g) @ = Q' .

(iv) Soient P et P' deux sous-groupes paraboligues de

méme type, L (resp. L') un sous-groupe de Levi de P (resp. P!').

I1 existe g & G(S) avec int(g) P = P' , int(g) L = L' .

Démonstration : (i) résulte aussitdt de 5.4 ;3 (ii) se

démontre par récurrence sur n , le cas n = O é&tant triviel; on

peut denc supposer Pi = P{ pour 1 =1,...,0=1 35 par 5.2 s I
existe g € G(S) avec int(g) P, = P' ; mais alors P, et

. = P! =

int(g) P, sont contenus dans P _ P! 4 » donc g € Pn-1(5)

(4.4.4 (ii) ) et int(g) P, = P! pour i =1,...,n . Diauire

part, (iv) résulte aussitdt de 5.2 et de 1.8, Démontrons (iii)
dans le cas "position transversale'"; l'assertion est une conséquence
de (iv) 1lorsque les types de P et @ sont opposés (4.3.3 (iii));
dans le cas général, on peut en vertu de 4.2.7 (iii) et 4.4.6 ,
trouver des sous-groupes paraboligues P1,P%,Q1,Q{ de P,P',Q,Q!
respectivement tels que P1 et Pé soient oppcsés, 3insi gue

Q, et Q! , et que t(B,) = E(P{) s il existe donc g € G(S) avec

int(g) Py = B int(g) Q, = Q , et on peut supposer P, =P et

L]
i
Q, = Q% s mais alors P et P' sont en position osculatrice et de

méme type , done P = P' (4.4.4 (i)) s pour la méme raison Q = Q',

I1 nous reste &4 démontrer l'assertion (iii) dans le cas "position

osculatrice". En vertu du théordme de conjugaison (5.2 ), on peut

supposer P = P'; en vertu du méme théoréme, on peut trouver
g € G(8) avee int(g) @ = Q' § mais alors g « P(S) par 4.4.4
(i1) et int(g)P = P = P!
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Définition 5.6. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

P un sous-groupe parabecligque de G . On dit que P est minimal si

chague fois que G est un sous-groupe parabolique de G contenu

dans P , ona Q=P .,

On notera que ce n'est pas une notion steble Par passage aux

fibres en général.

Corollaire 5.7. Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe

réductif .

(i) Soient t,t!' £ ;3 (Dyn(G))(S) . S'il existe dans G un

sous=groupe paraboligue de type t et un sous-groupe paraboligue de

type t' il existe un sous-groupe parabolique de +type t N+E!' .
rype

En particulier, il existe un plus petit £lément tmin dans l'en-

sexble des E(P) » P parcourant l'ensemble des Sous-groupes para-

boliques de G .

(ii) Tout sous-groupe parabolique de G oontient un Sous-

groupe parabolique minimal. Pour qu'un sous-groupe parabolique de

G soit minimal, il faut et il suffit qu'il soit de type tmin =

Deux sous-groupes paraboliques minimaux de G sont conjugués par

un élément de G(S) .

Cela résulte aussitét de 5.4 et 5.5 (1) &

Remargque 5.8. Un sous-groupe parabolique opposé & un sous-groupe

parabolique minimal est également minimal s ceci entrafne
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s(tnin) = Pmin -

Corollaire 5.9. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

P un sous-groupe parabolique de G . Le morphisme canonigque

G _ G/P= X

feit de G un X -fibré localement trivial (au sens de Zariski) de

groupe Py . Si L est un groupe de Levi de P , le morphisme

canonique (ef. 3.12 )
¢} —> G¢/L=Y

fait de G un Y-fibré locslement trivial (au sens de Zariski) de

groupe LY .

I1 suffit de prouver que si on & un morphisme §S'— S ,
ol S' est local et un morphisme S' —> X (resp. S5' —> Y) , il
se remonte en un morphisme S' —> G . Autrement dit, on peut sup-
poser S 1local et on doit montrer gque G(S) —> X(S) (resp.
G(s) —> Y(8)) est surjective. La premidre assertion a été dé-
montrée en 5.2 3 démontrons la seconde. Soit y € Y(S) , son
image canonique dans X(S) provient d'un g & G(S) ; la projection
y' de g dans Y(S) a donc méme projection que y dans X(S) .
Il existe donc un unigue u & rad?(P)(S) avec y'u =y , et la pro-

jection de gu dans Y(S) est bien y .
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Corollaire 5.10. Soient 3 un schéma semi-local , G un S—groune

réductif
Sefuotil

(i) Soient P un sous-groupe parabolique de G , L un

Sous-groupe de Levi de P . Les applications canoniques (cf. 3,21)

induisent des bijections

1 . -
H'(S,L) S H'(s,P) = Ht(P}(S,G) .

(ii) Soient t,t'€ 33(_@@(0))(5) y on a (ef. 3.21 )

= | 1 1
He(8)6) O, ,(8,6) = B] . .(5,6)

(iii) si p et Q sont deux sous-groupes paraboligues

de G en position osculatrice, 1le diagramme canonigue suivant est

cartésien et composé d'injections :

B'(8,%) —5  &'(s,0)

I !

B'(S,P0Q) —> ®'(S,Q)

Démontrons (i). L'epplication H'(S,L) —> H'(S,P) est
bijective par 2.3 ; l'application H1(S,P) —> HL(P)(S,G) est
surjective (3.21 ), montrons qu'elle est injectiv:, i.e. que 1'ap-
plication canonique H1(S,P) —_— H1(S,G) est injective. Soit @
un fibré prinecipal sous P ~ Q1 le fibré principal sous @ associe,
P' et G' les formes tordues de P et ¢ correspondantes.: Il est
clair que @' est un S-groupe réductif et que P! en est un sous-

groupe paraboligue. L'ensemble des é1léments de H1(S,P) qui ont
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m8éme image que la classe de Q dans H1(S,G) s'identifie naturel-
lement au noysu de l'application canonigue Hﬁ(S,P')-——} H1(S,G') 5
et celui-ci, par la suite exacte de cohomologie, & l'ensemble des
orbites de G'!'(S) dans (G'/P')(S) (Pour ces raisonnements de
cohomologie non abélienne, voir la thése de GIRAUD)., Mais G'(S)
opére transitivement dans (G'/P')(S) par 5.2.

Démontrons (1i) : soient @ un fibré principal homogéne sous G
et GQ la forme tordue de G correspondante. Par définition (3.21
il nous faut prouver que GQ posséde un sous-groupe paraboligue de
type 1t M+t' si et seulement si il posséde des sous-groupes para-
boliques de type t et t' 3 ce qui n'est autre que la conjonction
de 3.8 et 5.7 (i) . Enfin, (iii) résulte aussitdt de (i) et

de (ii) .

Enongons maintenant une conséguence de 5.3.

Corollaire 5.11. Soient 8 un schéma semi-local, G un S-groupe

réductif, P un sous-groupe parabolique de G . Si P 4G, il

existe au moins 3 sous-groupes paraboliques de & , distinects, de

méme type gque P ; autrement dit P # G entraftne (G(S):P(S))> 3.

En effet, soit P' un sous-groupe parsboligue de G

opposé & P (4.3.5 (i)). Comme P # G , on 8 rad®(P1) £ e

[ §

(par 4.3.2 par exemple). Par 2.1 , rad (P')(S') # e ; soit

done u £ rad (P')(S') , u £ e . Alors inifu) P £ P , et en vertu

—

de 5.3 , il existe un P, , de m@me type que P , et opposé & P et

(=0

nt(u) P ; alers P et int{u) P sort trois sous~groupes para-

R,y

o'

eligues distincts de G de méme type que P
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6. Sous-groupes paraboliques et tores itrivizux

Proposition 6.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

@ un sous-tore trivial de G . Eerivons o = DS(I-.-T.} et soit

6}= mEM O}

la décomposition de 1'Algibre de Lie de G sous l'action de Q .

Soit M, une partie de M telle que O € M, et que

x,yélﬂ1 = X+y € 1&1 s

(i) Il existe un unique sous-groupe lisse Hy de @€
; =

a4 fibres coxmexes, contenant Cent.(Q) , et dont 1'Algdbre de Lie
soit D} .
meM

(ii) On a les implications suivantes :

?

{o}) = (Hy = cent,(Q)),

1

(M, = - M) = ( H’M1 est réductif),

—

(M, U (-Mﬁ) = M= Hy et H-.M1 sont des sous-groupes

paraboliques de G , opposés, dont

le groupe de Levi commun est

H, .
M, N -M,

Pour démontrer (i) et (ii) , qui sont locaux pour la

topologie (fpqe) , on peut supposer que Q est contenu dans un
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gore maximal T de G j on peut de plus déployer G relativement
a2 T . L'assertion (i) résulte alors aussit8t de Exp. XXII,
5.3.5 4, 5.4.5 et 5.4.7 ; les assertions de (ii) résultent de

Exp. XXII, 5.3.5 , 5.10.1 , 5.11.3 et de cet exposé, 1.4, 4.3.2.

Corollaire 6.2. Soient S un préschéma, G un S-groupe réduc-

tif, Q@ un sous-tore trivial de G . Il existe un sous-groupe para-

bolique de G dont Centg(Q) soit un sous-groupe de Levi.

En effet, écrivant Q = DS{M) , on choisit une structure

d'ordre total sur le groupe M , on appelle M1 l'ensemble des

-

éléments positifs de M ; 1le groupe Hy répond & la guestion.
™

GCorollaire 6.3. Si le S-groupe réductif G posséde un sous-tore

trivial non central, il poss&de un sous-groupe paraboligue propre

(i.e. # @ ).

Par 5,9 et 5.10 , on tire de 6.2:

Corollaire 6.4. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,

Q@ un sous-tore trivial de G . Le morphisme canonigue

¢ — G/CentS(Q) est une fibration localement triviale. Si § est

semi-local, l'application G(S)-ﬁ—e-(G/Centg(Q))(S) est surjective,

et 1l'application H1(S,Cent3(Q)) —_— 31(3’3) est injective.

6.5 Supposcons & connexe, Si T est un S-tore et si T! et

T" sont deux sous-tores triviaux de T , leur somme T' + T" est
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également un sous-tore trivial de T . En effet elle s'identifie au
quotient de D! Xg T* par T'MN T" , quotient qui est trivial par
Exp. IX, 2.11. Il en résulte que T posszde un plus grand sous-tore

trivial; on le note Ttr'

Lemme 6.6. Soient S un préschéma connexe, T un S-tore isotrivial.

Ttr son plus grand sous-tore trivial. Les conditions suivantes sont

équivalentes 3

(i) Il existe un homomorphisme T —> & ¢ distinct de e.

(ii) . £ e .

Comme T est supposé isotrivial, il existe un groupe fini
G , un revétement principal gzloisien connexe S! —> S de groupe
G , et un isomorphisme T, = DS'(M) $ M est alors muni d'une
structure de G-module, et on a un isomorphisme naturel

o

Homs('r,gm S) = H(G,M) .
D'autre part, soit V 1le sous-espace wvectoriel de M& Q@ engendré
par les éléments de la forme g(m) - m , g €CG , m € ¥ . On vérifie
aussit8t que (Ttr)S‘ s'identifie & Dg,(M/M N V) . L'assertion

(1) est donc équivalente & H%(G,M) £ 0 , ou encore &

(e, M ® @) # 0, tandis gque l'assertion (ii) est équivalente &
MAMNY , ouencore 3 M®QFAV .0Orona M®§=H(6,NRQ OV,
comme on le vérifie aussitédt (considérer le projectcur

M® 9 —> HO(G,M® g} qui envoie x sur la moyenne des trans-

formés de x par G) .

————
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Lemme 6.7. Soient S un préschéme , G un S-groupe réductif, P

un sous-groupe paraboligue de G , tel que P % G , L un sous-

groupe de Levi de P , Q@ son radical. Il existe un homomorphisme

Qa —> gm s distinct de e .

Considérons le radical unipotent U de P ;3 il est inva-

riant sous int(P) , donc sous int(Q) . Considérons le Qg-Module
inversible det(Lie(U)) "puissance extérieure maximum" du
QS-Module localement libre Lie(U) . La représentation adjointe

définit un homomorphisme de groupes

f:Q ——> Aut(cet(lie(U)) = & o -

Si P#6G, alors U # e . Choisissons un s € S tel que U, # e .
Déployant G5 relativement & un tore maximal contenant Qg , on voit

sussitdt que £ £ e .

Proposition 6.8. Soient S wun schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif, P un sous-groupe paraboligue de G , L un sous-

groupe de Levi de P , @ son radical , Qtr le plus grand scus-tore iri-

vial de @ (E.g. le plus grand sous-tore central triwial

de L). Alors

L = Centg(Qtr) 5

Posons L' = Centn(Qtr} 3 c'est un sous-groupe réductif de
EENL
G contenant L 3 de plus, P! =a PM L' est un sous-groupe para-

boligue de L' , de scus-groupe de Levi L (1.20 ). s8i 1L #
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alors L ¢Z P (car L est un sous-groupe réductif meximal de P .

1.7.); donc P' # L' . Soient G, 1le groupe dérivé de G , et
P1 = P! M G,| « Par T.19 , P1 est un sous-groupe paraboligue
du groupe semi-simple G,I B L1 =L M 91 en est un sous-groupe
de Levi, et Q, = rad(Ll,) = (rea(L) N ¢,)%=(aNg,)°.

Comme L, possdde un tore maximel T, (Exp. XXIV, 3.20 ), et que
celui-ci est isotrivial (Exp. XXIV, 4.1.5 ), Q, aqui est un sous-
tore de T, est é&galement isotrivial (Exp. IX, 2.11 ); comme

P, # G, , on peut appliguer 6.7 et 6.6 et (Q1)tr # e , done
(Qtr N G1)° A e , done Qi ¢; rad(L!') (ecar rad(L') N G, est

fini) , ce qui est contradictoire avee la définition de L' .

Corollaire 6.9. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif, & un sous-tore critique de G (i.e. tel gue

rad(Centg(Q)) = Q ) . Pour que CentG{Q) soit sous-groupe de Levi

d'un sous-groupe parabolicque de G , il faut et il suffit que

CentG(Q) = Centg(Qtr) , cl'est-a-dire que Lie(G)Q - Lie(G)Qtr :

Cela résulte de 6.2 et 6.8,

Corollaire 6.10. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif, L un sous-groupe de G . Les conditions sui-

vantes sont éguivalentes :

(i) Il existe un sous-groupe parabolique de G dont L

soit un sous-groupe de Levi.

(ii) Il existe un sous-tore trivial de G dont L soit

le eentralisateur.
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(iii) Il existe un homomorphisme G g—>G dont L

soit le centralisateur.

En effet, on a (i) =>(ii) par 6.8 , (iii) =5 (1) per
6.1 : reste & prouver (ii) —=> (iii) 3 on peut supposer S
connexe, donec L = CentG{Q) , avee Q = DS(M); éerivons
Lie(G) = | | Lie(G)™ , et soit R 1l'ensemble des m € M ,

meM -
m# 0, tels que Lie(¢) # 0 .
Comme R est fini et ne contient pas O , il existe un homomorphisme
us:M —> 2 tel que u(r) # O pour chaque r € R . Par dualité,
u donne un homomorphisme gm g —> Q , donc un homomorphisme
£36 o —> G .Ona Cent,(f) D Cent,(Q) ; ce sont deux sous-
groupes lisses de G , & fibres connexes; leurs Algébres de Lie

coincident (car égales toutes deux & Lie(G)o};ils coincident donc,

per un raisonnement habituel.

Corolleire 6.11. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif. Les applications

L r—-——)ra.ﬁ(L)tr
4 R Cen‘tG(Q)

sont des bijections réciprogues l'une de l'autre, gqui inversent les

structures d'ordre naturelles, entre l'ensemble des sous-groupes L

de G gui sont des sous-groupes de Levi de sous-groupes parsboligues

EE G et l'ensemble des sous-tores triviaux ée G +tels que

rad(Cents(Q))tr = Q
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Corollaire §£.12. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif. Considérons les assertions suivantes

(i) Il existe un sous-groupe paraboligue de G distinet

(ii) G possdde un sous-tore trivial non central.

(i1 bis) G poss®de un sous-tore trivial non central de

dimension relative 1 .

(i1ii) Il existe un homomorphisme de groupes G, g — G

gui soit une immersion fermée.
Alors on a (i) & (ii) & (i bis) = (iii) .

La seule assertion nouvello est (i) = (iii) . Soit done

P un sous-groupe paraboligue de € , distinct de G . Alors
U= radu(P) ¥ e . Considérons le dernier sous-groupe non trivial
U de la suite de composition de U (2.1 ) . On a un isomorphisme

n

1 ) E & -} ] i
.Tn e W[zn) sy Ol En est un gS Module localement libre, donc
libre . Comme E_ # 0 , il exisie un monomorphisme localement
facteur direct QS —_—— En , done une immersion fermée

G, g = W(QS) 3 W(gn) = U, , ce qui entrafne aussitdt (iii) .

Remarque 6.12.1. Lorsque & est le spectras d'un corps de caracté-
ristique O , il résulte du théordme de Jacobson-Morozov que
(iii) = (ii bis) . Les quatre conditions précédentes sont alors

équivalentes ("critd®re de Godement" cf. {BT] 8.5 ) (*).

(*) Cela est plus généralement vrai lorsque S est le spectre d'un
corps parfait (TITS),.
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Définition 6.13. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif. On dit que G est arisotrope si G ne contient

gucun sous-tore trivial non réduit & e .

Corollaire 6.14. Pour que le S-groupe réductif & soit aniso-

trope, il faut et il suffit gu'il ne possé&de aucun sous-groupe

parabolique P ¥ G , ot que son radical soit anisotrope.

Utilisant maintenant 6.6 , Exp. XXIV, 4.1.5 , et

Exp. XXIT , 6.2 , on en déduit :

Corollaire 6.15. Soient S un schéma semi-loeczl connexe, G un

S-groupe réductif isotrivial (gar exemple G semi-simple, ou S

normael). Pour que G soit enisotrope, il faut et il suffit que

G ne posséde aucun sous-groupe paraboligue P % G , et que

Hc:mls_gr((},g!tl S) = e .

Proposition 6.16. Soient S un schéma semi-local connexe, G un

S-groupe réductif. Les sous-tores trivisux meximaux de G sont les

plus grands sous-tores centraux triviaux des groupes de Levi des

sous-groupes paraboligues minimaux de G . Deux tels tores sont

conjugués par un élément de G(S) .

Seit Q@ un sous-tore trivizl maximal de G . Alors
qQ = rad(CentG{Q))tr ; et (6,2), L = Cent,(Q) est sous-groupe
de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G . En vertu de 6.711 ,

L est un élément minimal de l'ensemble des sous-groupes de Levi de
£ P

sous-groupes paraboliques de G , done P est un sous-grouje
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paraboligue minimal de G ©par 1.20. Il résulte alors de 5.7 et
5.5 (iv) que deux tores tels gue Q sont conjugués par une sec-
tion de G(S) . La conjugaison des Q et des couples (P,L) en-

traine slors la premiére assertion de 6.16,

Corollaire 6.17. Soient S un schéma semi-local connexe, P et P!

deux sous-groupes parsboligues minimaux en position standard (4.5 ).

Alors P M P' contient un sous-groupe de Levi commun & P et P!

En effet, P MP' contient un tore maximal T de G (4.5 );

soit L 1'unigue sous=-groupe de Levi de P contenant T ., On a
rad(P) N T = rad(P) ML = rad(L)

par 1.21 , donc rad(P) N T contient rad(L)tr cui est un sous-
tore trivial maximal de G , donc est nécessairement égal A Ttr .
On a done L = CentG(Ttr) s et par symétrie L est aussi un sous-

groupe de Lewvi de P' .,

Remarque 6.18. TI1 résulte de 1.21 que le sous-groupe parabolique
P de G est minimal si et seulement si rad(P) contient un sous-
tore trivial maximal de G 3 alors, d'aprés 6.17, si T est un

tore maximal P, Ttr est un tore maximal de G et de rad(P) et
CentG(Ttr) est un sous-groupe de Levi de P, De plus, tout sous-groupe

de Levi de P s"obtient de cette mani2re.
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: 7. Donnée radicielle relative

Dans ce parsgraphe, S désignera un schéma semi-local

connexe non vide, G un S-groupe réductif, @ un sous-tore tri-

vial maximal de G , et L le centralisateur de Q dans G ,

L = CentG(Q) .

Tels Comme @ est le plus grand sous-tore central trivial de
L , toute section de G(S) qui normalise L normalise Q . On a

done (ef. 7.1.1 )

Normg(L)(S) = NormS(Q)(S) 2

D'autre part, on a vu en 6.4 que l'application G(S) —> (G/L)(8)

est surjective. Il s'ensuit gqu'on & une identification canonique

Wa(Q)(8) = (Norm,(Q)/Cent (Q))(S) =2 Norm,(L)(S)/L(S) .

On désignera par M 1le groupe Hcms_gr(Q,gm S) , de telle sorte
qu'on a un isomorphisme canonique Q Ci-DS(M} . On notera par W 1le

groupe d'sutomorphismes de M défini par WG(Q)(S) . On & donec des

isomorphismes
W Wa(Q)(S) =~ :orm}(L)(S)/L(S) .
e e On n'a pas en général Nowm,.(L) = Norm;(Q) . Prenons par

exemple pour S le spectre d'un corps k , possédant une extension
guadratique k' , pour G le grcupe unitaire E'EE'k'/ktﬁz)

(Bxp. XXIV, 3.11.2 ).
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Comme les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont ses grou-
pes de Borel, leurs groupes de Levi sont des tores maximaux, et on a
Norm.(L)/L)(k =é

( s(L) /1) (k) 3

D'autre part, comme G n'est pas déployé, les tores triviaux maxi-

maux de G =sont de dimension £ 1 , donc iscomorphes 2 Em x *

Comme uorm (Q)/L opére fidZlement dans & , on =2

(Norm, (Q)/e) (k) = z/22

Te2i Si P est un sous-groupe parabolique de G de groupe de
Levi L , (il en existe par 6.2 ); P est nécessairement minimal
(cf£.6.18) . En vertu de la conjugaison des sous-groupes paraboligues
minimaux de G (5.7 ;, de la conjugaison des sous-groupes de Levi
d'un sous-groupe parabolique (1.8 ), et des relations P =Norm.(P),

Normg(L) N P=1L (1.6 ) , l'ensemble des sous-groupes paraboligues

(minimaux) de G de groupe de Levi L est principal homogine sous

le groupe W .
T« L'Algébre de Lie de G se décompose sous l'action de Q en

Lie(¢) = Lie(n) + 1 1 mie(e)® ,
r &R

oi R est l'ensemble des caractdres non nuls de @ tels que

Lie(G)™ # 0 (zacines de G relativement & Q)

Désignons par M  lec groupe Homg (G S,Q) qui est en
dualité avec M et sur leguel W opére de manidre naturelle par

transport de structure.
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Théoréme 7.4. Avec les notations de 7,3. Il existe une unique application

r+—> r¥ de R dans M* qui définisse dans (M,M¥) une donnée radicielle

(Exp., XXI, 1.1) dont le groupe de Weyl soit W. De plus, les sous-groupes

paraboliques P de G de groupe de Levi L et les systémes de racines

positives R+ de R se correspondent bijectivement par la relation

Lie(P) = Lie(L) ® L L  Lie(e)™ .
r£§R+

TedaTa Supposons d'ebord prouvée l'existence de l'application
r—>r demandée. En vertu de Exp. XXI, 3.4.10 , s, est l'unigque
élément de W tel que pour tout me& M , sr(m) - m soit un multi-
Ple rationnel de r , ce gui montre que 8. est déterminé par T3
comme on a alors r*(m) = -Br(m) +m , oh voit que T est déterminé
par r , ce gqui prouve l'unicité de l'application 1+ .

Ted 2, Soit T &R et soit L. (resp. H, , resp. H-r) l'unique

sous-groupe lisse et & fibres connexes de G contenant I et tel

que
Lie(L,) = Lie(L) @ L _L Lie(G)®
te(z z)OAR
(resp.
Lie(H ) = Lie(z) ® 1| Lie(c)®
t€(X r)OR
resp.
Lie(H_ ) = Lie(L) ® 1 _1_ Lie(e) ¥ )
- t €(N(-T))NR
(6.1 ) ¢+ L est un sous-groupe réductif de G , H et H en

r r -
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sont des sous-groupes paraboliques de groupe de Levi L , et Hr et

H__ sont opposés relativement &2 L (6.1 ). Par 7.2 , il existe

done s, € Norer ()(s)/L(s) &€ W +tel que ar(Hr) =H_.Ona
s.(r) = -r (oar r (resp. -r) est le diviseur commun des éléments

de R intervenant dans H,| (resp. H—r)) » et on a (Sr)2 = id.
(car ai(Hr) et H, sont tous deux opposés i H_,. vrelativement &
L ). On a donc construit un s, €W vérifient les propriétés
suivantes 3
(x) s () = -r ()% = 1a
r L4 r :
T

(xx) s veut se représenter par un élément de Lr(S) 3

Remarquons d'ailleurs que 8, est construit de maniére canonique &

partir de r , et en particulier que

-1
(xxx) pour tout we W , ona ws_ w = Se(x) °*
Teded. Nous nous proposons maintenant de prouver l'assertion
(xxxx) pour tout m& M , sr{m) -m€zZr .

Comme 35 est connexe, cette assertion est locale pour la topologie
(fpge). On peut donc supposer que Lr = G1 est déployable relative-
ment & un tore maximal T, de L . Soit donc (01,T1,M1,R1) ‘un tel
déploiement. Le monomorphisme Q —> 'I'1 identifie M & un gquotient
de My, 5 soit D : M1 —> M 1'spplication canonigue.

L'image de R, par p est formée éventuellement de zéro et des
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 yacines de G, par rapport & Q (done des éléments de R multiples

entiers de r) 3 on a done p(R,) < Z r . En vertu de (xx) , i1

—— T
yertu de Exp. XXII, 5.10.10 , il existe donc une section

existe un élément de Norm., (L)(S) qui induit s_ sur Q . En
1

vE W, S(S) qui induit s, sur Q (on dénote par W, 1le groupe
de Weyl de la donnée radicielle (Mq,R1,...)). Quitte & restreindre

§ , on peut donc supposer qu'il existe w & W1 induisant s, sur

Q@ , done vérifiant p(w(m1)) = sr(p(m1)) pour tout m, €M, . Mais,

par définition de W1 , W est un produit de symétries par rapport

a4 des éléments de R1 y donc w(mf) - my est une combinasison linéaire
& coefficients entiers des éléments de 31 . Il s'ensuit que

sr(p(m1)) % p(m1) est une combinaison linéeire & coefficients

entiers des éléments de p(R,)C Z r , donc un multiple entier de

r , ce qu'il fallait démontrer.

Ted ol On peut donc définir un élément o ¢ M par
*
r(m) = m- sr(m) .

En vertu de (x) , on a (r¥,r) = 2 ; il résulte d'autre part de
(xxx) que pour tout couple (r,r*)€ RxR , on a ar(r‘) € R et
ar(r'*) - (sr(r'))* , ce qui prouve (Exp. XXI, 1.1 ) que l'applica-
tion T > T  construite définit bien une donnée radicielle dans

(m, 1) .

Ted.5. Soit W' le groupe de Weyl de cette donnée radicielle

(groupe de transformation de M engendré par les sr); ona W W,
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Soit d'autre part > une relation d'ordre total sur le groupe K ;

posons R = {r CR;r & O}. On sait gque R est un systéme

+
de racines positives de R . Soirt w & W , représenté par un

n e E_IE‘r_mG(L)(S) = EEEG(Q)(S) . Posons P = HH_.. (notation de 6.1 );
en vertu de loec. cit. , P est un sous—groupé parabolique de G ,
de groupe de Levi L . On a évidemment int(n) P = Hw(R+) 5 TY
résulte alors de 7.3 que w(R+) = R, entrafne w = e . Comme le
groupe W' opére transitivement sur les systdfhes de racines posi-
tives de R (Exp. XXI, 3.3.7 ) et que le stabilisateur dans W de
R+ est l'identité, on en conclut aussitdt que W = W!' . On en
conclut également que W = W' opére de fagon simplement transitive
& la fois sur l'ensemble des systimes de racines positives de R et
sur l'ensemble des sous-groupes peraboliques de G de groupe- de

Levi L , ce qui entrafne la derniére assertion de 7.4.

C.Q.F.D,

Te5a 31 P et P1 sont deux sous-groupes paraboligues minimeux
de G , de groupes de Levi L et L1 , et si on désigne par Q et

Q1 les tores centraux triviaux maximaux de L et L1 , a&lors les

couples (P,Q) et (P,,Q,) sont conjugués : il existe g & G(S)

avec int(g) P = ?, , int(g) Q = Q . En effet, P et P, sont

1
conjugués (5.7 ) et on peut donc supposer P = P, ; alors L et
L, sont conjugués per une section de P(S) (1.8 ). De plus, si
g et g' sont deux sections de G conjuguant les couples (P,Q)
et (P1,Q1) , &' & normalise P et Q , donc P et L ; mais

Norm.(P) N NormG{L) = PN Norm,(L) = L = Cent,(Q) .
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L'isomorphisme Q —> Q1 induit par int(g) est donc indépendant

de g . Soient R et ﬁl1 les données radicielles définies grfce

g 7.4 dans Hom (Q,gm S) et Homg_

S-gr et snient R+

et R,  les systémes de racines positives correspondant & P et
P, . L'isomorphisme canonique Q —> Q, défini ci-dessus transforme

(6{,H+) en (0&1,R+1). On en déduit aussitdt que 1l'on peut définir

la donnée radicielle relative épinglée de G sur S , en identi-

fiant les différents (R,R,) 2 1'aide du systime transitif d'iso-

morphismes décrit ci-dessus.

A partir de maintenant, nous noterons (li,M

I

It

I\

l\-..f
r

gizﬂ%(G/S) cette donnée radicielle épinglée; pour chague couple
(P,Q) comme ci-dessus, on a donc un isomorphisme canonigue
E::>H°m5—gr(Q’§m S) transformant R en l'ensemble des racines de
G relativement 24 Q , B, en l'ensemble des racines de P relati-

vement 2 @ , et W(QR) en WG(Q)(S) 5

T.6. Soit toujours Q@ un tore triviel maximal de G , P un
sous-groupe paraboligue (minimal) de G de groupe de Levi

Cent (Q) , (r.i,M*,R,R*,R+) la donnée radicielle épinglée correspon-
dante (7.4 ) , Ro l'ensemble des racines simples de R+ « Pour
tout 4 < Ro y S0it R, — R 1l'ensemble

].AL__

R, =R_ L (ZA NR)

formé des racines positives et des racines négatives combinzisons

(18

1€

My

linéaires des

(

ments de A . C'est un ensemble clos (Exp. XXI,
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31.4 ) de racines, et tout ensemble clos contenant R, se met de
fagon unigue sous cette forme (Exp. XXI, 3.3.10 ). Par 6.1, il
existe un unique sous-groupe P

A de G, lisse et & fibres connexes,

contenant Cent;(Q) et tel que

Lie(P,) = Lie(¢)® @@L _L  Lie(6)™ .
= &R
A
I1 résulte alors aussitdt de 6.1., de la conjugaison des paraboliques
minimaux, et du fait gue l'ensemble des racines d'un sous-groupe
paraboligue de G contenant Q est clos (qui se déduit aussitdt
de 1.4 par déploiement) que :

Proposition 7.7. (i) L'application A —>P, est une bijection de

l'ensemble des parties de Ro sur l'ensemble des sous-groupes

paraboliques de G contenant P . Cette bijection conserve les

relations d'ordre naturelles d'inclusion.

(ii) Tout sous-groupe paraboligue de G est conjugué

par une section de G(S) & un unigue P, .

TelBs Soit (P,Q) comme ci-dessus. Considérons la donnée radi-

cielle relative (7.5 ) de G sur S et l'isomorphisme canonique

£ (M,MTﬂ,RfR+}.£Z; (E!E*9Eag*s3+) .

L'ensemble Ro des racirnes simples de R+ est transformé en l'en-
semble 30 des raciries simples de E+ s done toute partie A de Ro

en une partie f(A) C R, -
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Secit H un sous-groupe parabolique de G quelcongue. Par 7.7 (ii),
il est conjugué & un unique P, . Notons ET(H) = f(4) R, - On
vérifie aussitdt & 1l'aide des théoremes de conjugazison que EI(H)

est indépendant du choix du couple (P,3) . On dit que c'est 1le type

relatif de H , et on a la

Proposition 7.9. (i) Ltapplication H k—~>gr(H) induit une bi-

jection entre l'ensemble des classes de conjugaison (par G(S)) des

sous-groupes paraboligues de G , et l'ensemble des parties de Eo .

(ii) Soient H un sous-groupe paraboligue de

G , P un sous-groupe paraboligue minimal contenu dans H , @ 1le

tore trivial central maximal d'un sous-groupe de Levi de P , R

o]
l'ensemble des racines simples de P relativement &8 @ et

f:R, = Ro l'isomorphisme canonigue. Alors

(£(z) € g (E)L=>(Lie(H)™ # 0)
et ona H=P, ou A=z (t(5)) .

(iii) Si H et H' sont deux sous-groupes paraboligues

de G contenant P , alors

(t (0) ¢ (B EE) c sB5))

(voir 3.8 , remargue (ii) et 5.5 (i) pour d'autres conditions

éguivalentes).

T-10. On peut étudier les positions relatives de

o

gUX SOUS-ZTOUpPes
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paraboligues minimaux; les résultats sont les suivants :
1 B By B, B, P} sont quatre sous-groupes parabo-

ligues minimaux de G , alors EQ(P,P1} = ﬁz(P"P%} [ef. 4.5.2')

i.e. (PyP,) et (P',P%) sont conjugués loc. pour (fpge)] si et

seulement si il existe g € G(S) avee int(g) P = P' , int(g) P, =P!

(2) Fixons-nous en particulier un sous-groupe parabolique
minimal P de groupe de Levi L et soit T un tore maximel de 1L .

Considérons le schéma Per, . (G3P) des sous-groupes paraboliques
min
minimaux de G en position standard relativement &2 P , On =2 un

morphisme (4.5.5 )

£+ Par,  (G3P) —> WP(T)\WC_(T)/WP(T)

min

dont les fibres sont "les orbites de P dans Par (GsP) .

tmin

En vertu de (1) , £ induit donec un monomorphisme
P(S)\&gt _ (G3P)(8) %(WP(T}\WG(T)/WP(T)}(S) .

L'image de ce morphisme s'identifie &4 W ; c'est le théoréme de

" (G3P)(S) contient un
min
et un seul sous-groupe parabolique de G de groupe de Levi L

Bruhat : chaque orbite de P(S) dans Par

(c'est-a-dire de la forme int(n) P ; n e NormG(L) )

(3) En d'autres termes, soit E 1'enscmble des g & G(S)
tels que int(g) P et P soient en position mutuelle standard. Alors
E posséde une partition en doubles classes modulo P(S) indexéde

par W i

518

-



513

E= P(s) W P(s) (notation évidente) .,

On peut aussi éerire avee U = rad”(P)(8) ,

E= U(s) . HormG(L}(S). u(s) ,

mettant eainsi en évidence une partition de E en doubles classes

modulo TU(S) , indexée par Norma(L)(S)

(4) Si S est le spectre d'un corps, alors E = G(S) , et

on retrouve [BT] , 5.15.

Contre-exemples 7.11. Soient S = Spec(Z/4Z) , G = S1, 5 . Soit

B le groupe de Borel habituel formé des matrices (a b avee c¢ = 0,
c d

Soit g = (") 1) € 6(S) , posons B' = int(g) B . Alors B(S) = B'(S),
et B M B' ne contient pas de tore maximal. Cela montre d'une part
que deux sous-groupes paraboligques minimaux distincts peuvent avoir

le méme groupe de sections, d'autre part qu'il n'existe pas en géné-
ral de critére permettant de reconnaftre si deux sous-groupes para-
bpoliques minimaux P et P' sont en position standard, & l'aide
unigquement des groupes P(S) et P'(S). En particulier, la partie

E de G(S) ne semble pas pouvoir &tre définie & 1l'aide uniguement

de la situation EG(S) , P(8) , EQEEG(L)(S)}- [dans le cas précé-

dent, cette partie est définie par c¢ # 2] .

Tt On se propose maintenant d'étudier la variation de (R (G/S)
avec S . Soit done S' un S-schéma, également semi-local connexe
et non vide . Soit Q un tore trivial maximal de G ; alors Qg
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est un tore trivial de GS‘ y 80it Q' un tore trivial maximal de
GS' contenant Qg,

Posons
M = Homg (9,8, o) = Homg, _(Q5.,G )

h= HOELS|_gr(Q’ ’Em S’)

Le menomorphisme Qg, —> Q' induit un épimorphisme u:M'—3 M

Notons 1L = Cent;(Q) , L' = Centgs1 (Q') , ona L' C Lg
Si H est un sous-groupe de G contenant L , alors HS' contient
L' , et on =&

Lie(H) = Lie(L) ® | | Lie(m)~
re R

Lie(Hg,) = Lie(L') @ ’L;IR_ Lie(E )T

ot Ry (resp. R} ) désigne l'ensemble des racines de H (resp.
Sl

-

HS,) relativement &4 Q (resp. Q' ). On en tire immédiatement que
RHC_u(RﬁS|)CRH v {o} :

Prenant H = G , on voit d'abord que R ¢ u(R') ¢ R U {0}; pre-
nant ensuite pour H un sous-groupe parsbolique minimal P de

groupe de Levi L , on wvoit que Rﬁ contient un systéme de racines
St

positives de R' , donc (7.4 ) qu'il existe un sous-groupe para-

bolique minimal P' de GS' de groupe de Levi L' contenu dans

PS' » On & donc construit un disgramme

Qsl’ C LSI C PS'I

n U U
Q! C & B .
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Si R (resp. Ro ) est le syst®me de racines positives (resp.
simples) de R défini par P et si on définit de méme R! et
R, , on vérifie facilement que R, < u(R!) C R U {o}, et que

4
By < u(Rl) < R U {0} .

Soit meintenant we& W = ﬂorgg(Q)(S)/Centg(Q)(S) , Teprésenté par
& Norm (Q)(S) . Ona int(n) @ = @ done int(n) L = L , done

int(n) Lg, = Lg, - Alors Q! et int(n) Q' sont deux tores tri-

viaux maximaux de LS' donc sont conjugués par une section
x €L{8') , et on 2 int(nx) Q' = Q' , donc nx & HQEEGS'(Q‘)(S')
Soit w! 1l'image de n' = nx dans W'~ Norm: (Q )(S')/Centgsr

(Q')(S8') . I1 est eclair gue 1l'opération de w' sur M' est compa-
tible avec la projection u : M'—» M et gque l'opération induite

sur M coincide avec celle définie par w .

Utilisant maintenant la définition des données radicielles relatives

et les théorémes de conjugaison, on démontre sans peine :

Théoréme 7.13. Soient S et S' deux schémas semi-locaux connexes

non vides, S'—> S un morphisme de¢ préschéma , G un S-groupe

réductif ,
0{ (G/S) — (EJ!'{*!" !_R.*!E+) et

R (6g,/5') = (M',M'*,R',R"*,R!)

les données radicielles épinglées relatives. Il existe un homomor-

phisme canonigue
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vérifiant les conditions suivantes

(i) u est surjectif.

(ii) Pour tout w & W , il existe un élément w' de W

compatible avec u et gui induise w sur M .

(iii) Notons pour toute partie X de I

Alors

u(R})* = B, , u(B)"=R, .

=¥ =0

(iv) Pour tout sous-groupe parzbolique H de G considé-

rons t (H) ¢ R, et t.(Hg,) C Rl . Alors

t.(E,) = u” (g (H)ufo}) N Ry

= $r'eR!, u(z)et (H) ou u(z')= 0}

Remarque 7.14. Si ¢ est déployable sur S y ses tores triviaux
maximaux sont des tores maximaux, et les notions relstives intro-
duites ici coincident alors avec les notions absolues déj& introdui-
tes. Le théoréme précédent donne donc une description de la donnde
radicielle relative (R (G/S) et du type relatif t., & l'aide de
la donnée radicielle absolue et du type absolu du groupe GS’ s Ot
étant choisi de telle manidre que Gg, soit déployable (ef.

Exp. XXIV, 4.4.1 ). Renvoyons & [BT] » 6.12 et sq. pour cette

description.
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7.15. Soient S un schéma local hensélien, s son point fermé, So le
spectre du corps résiduel de s identifié & un sous-schéma fermé de S ;
pour tout objet X au-dessus de S, notons Xo l'ocbjet au~-dessus de SO
déduit de X par changement de base., Soit enfin G un S-groupe réductif,
Pour tout sous-groupe parabolique P de G, PD est un sous-groupe parabo-
lique de Go ; inversement, pour tout sous-groupe parabolique P de Go 5

il existe un sous-groupe parabolique P de G tel que PD = P (cela résulte
du lemme de Hensel et de ce que Par(G) est un S-schéma lisse) ; en
particulier (confer 5.7), un sous-groupe parabolique P de G est minimal
si et seulement si Po est minimal. Un tel sous-groupe P de G étant
choisi, un raisconnement analogue montre que les sous-tores triviaux

maximaux de Po sont de la forme To’ oi T est un sous-tore trivial

maximal de P. Il s'ensuit sans difficultés que les données radicielles

relatives de G sur S et de G0 sur S0 sont canoniquement isomorphes,

de sorte que la théorie des sous-groupes paraboliques de G se ramnéne
a celle des sous-groupes paraboliques de GD -

Remarquons d'ailleurs que tout So—groupe réductif est de 1la
forme G, (Exp. XXIV, prop. l.21), ce qui permet inversement de ramener

1'étude des sous-groupes paraboliques d'un S -groupe réductif a 1'étude

correspondante sur S.
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EXPOSE XIX

EXPOSE XX

EXPOSE XXI

EXPOSE XXII

-

INDEX DES NOTATIONS

rad(G) , rad " (G) ..ueeeeenneuennns
rgred(G/h) , rgss(G/h)

exp.

------------
------------------------------

V¥ (V = fibré vectoriel)

.........

...............................
-------------------------

--------------------------------

----------------------------

--------------------------

BERY! samwienai
ords(r) ................
ad(R), ss(R), scon(R), der(R) ........
TERY) wainimwme srweie omaaen s wo s soes575s

Q £l (IR -------------------------

2d(6) , TBACG) vevrvnnevnnnronnns
Tor(G), Bor(G), Kil(G) .....ovu.vun.

s Cl e

PL AN C1.
Corad(G) , der(G)
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1.1.8
3.2.5
3.2.8
3.2,15
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EXPOSE XXIII : 4 tesscssanana
pA

R I I I O R I I I S S S -

1
Eps(R) , T,(R) , BL(R) ..oonnninie. 5.11

I I I ] 1-

EXPOSE XXIV : Autext(B) .ovesssvsnenns TEaRRAE e Led
Teomen (G GY) wovises veanesussvsas LalO
Ac(R) soiivcerereneirianssesnssness 1.19
Benll) s iiviae e e i o mmny, F

Q.EQS,},S(R) PR OO <. B ) -
T R R 3.16.6

EXPOSE XXVI : Tad (P) vttt wisane: Tl
LavliP)  TFRAPY .. iicwacesansnss 1.9
PArCB) wussioi e e e e 3.2

Gen(G) , Gen(/Q) , Gen(P/Q) ...... 4.2.4
0pp(G) , OpPp(/P) .t.veevecencenans 4,34
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abélien
adapté

adjoint

anisotrope

associé

bialgébre

bon

Borel

(c)

canonique

caractéristique

Cartan

.

-

INDEX TERMINOLOGIQUE

rang abélien d'un groupe

épinglage adapté 2 un sous-groupe parabolique

groupe semi-simple adjoint
représentation adjointe

groupe réductif anisotrope

faisceau associé a un préfaisceau

bialgébre d'un groupe formel
gs—module bon, tras bon
S-groupe bon, trés bon

sous-groupe de Borel

sous-groupe de type (C)
topologie canonique
Sous-groupe caractéristique
sous-algébre de Cartan
sous-groupe de Cartan

matrice de Cartan
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X 8.7., XV 6.1.

XXIT 4.3.3
IT 4.
XHVI 6.13.
IV 4.3.14,
vIIB 2.2,
IT 2.4,
IT 4.

ter

XXVI 1.11,

XIV 4.1 et 4,5,,
XV 8.1, HTE 525,

XIII 6.2., XIV 3.8.

IV 4,3,

VIB 6.6

XIIT 4., XIV 2.4,

XIT 3.1.

XXI 7.3.




Cartier
central
centralisateur
centre

Chevalley

clos

coalgébre

commutateurs
comodule

connexe

conormal
constant

coracine

couvrant
crible

critique

521

dualité de Cartier Vi, 3.3.4.
sous-groupe central Vig 6.6.

I 2.3., VIB 6.6.

I 2.3,
régle de Chevalley XXIII 6.5.
schémas de Chevalley XXTIITI 5.11.
systémes de Chevalley XXIIT 6.1.
ensemble clos de racines XTI 3.1.4.
S-Coalgébre VIIA 3.1,
coalgébre d'une variété formelle VIIA 1.3.5.
Vig Tl
1 4.7%
centralisateur connexe, normalisateur connexe VI, 6.5.

B

groupe semi-simple simplement connexe XXITI 4.3.3.

faisceau conormal & une immersion III 4.4.

groupe constant tordu X 5.1,
coracine X 2.8,, XXIT1 1.1.1,
coracine infinitésimale XX 2.9., XXIT 1.17.

crible couvrant, famille couvrante, morphisme couvrant IV
IV 4.1,

tore critique, sous-groupe de type (R) critique d'un

groupe réductif XXITI 5.10.4.
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D dense schématiquement dense IX 4.1.
relativement ;chématiquement dense XVIII 1., .
déploiement XXIT 1.13.
déployable groupe réductif déployable KXITI 1.13.
groupe réductif quasi-déployable XXIV 3.9.
déployé groupe réductif déployé XXIT 1.13.
dérivé groupe dérivé Vig 7.2.
groupe dérivé d'un groupe réductif XITI 6.2.1,
descente : donnée de descente, morphisme de descente IV 2
déviation : S-déviation VIIA 1.1
diagonalisable: groupe diagonalisable I 4,4,, VIII 1.1,
groupe localement diagonalisable VIII 1.1.
différentiel opérateur différentiel VIIA 1.4,
Dynkin : diagramme de Dynkin XXTI 7.4.1,
S-schéma de Dynkin XXIV 3.2,
E effectif i é€pimorphisme effectif, effectif universel IV 1.
relation d'équivalence effective, effective universelle IV 3.3.
épimorphisme, relation d'équivalence (M)-effectifs TV 3.4,
engendré Sous-groupe engendré par des morphismes séparables, par
une partie VIB 7.2,
enveloppante : algébre enveloppante restreinte d'une p-algébre de Lie VIIAS-l
épinglage : épinglage XXIIT 1.1.
R -épinglage XXIV 1,0.
quasi-épinglage XXIV 3.9.
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épinglé

équivalence

étale

exact

faisceau

fondamental

formel

Frobenius

général
germe
groupe

groupoTde
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groupe réductif épinglé XXIIT 1.1,
groupe réductif quasi-épinglé XHIV 3.9.
relation d'équivalence g g L
morphisme étale, formellement étale X1 1.1.
morphisme infinitésimalement étale XI 1.8.
topologie étale, étale finie IV 6.3.
variété formelle étale VIIg 1.6.
diagramme exact IV l.

IV 4.3.

groupe fondamental, groupe fondamental élargi,

fondamental élargi X 6.
groupe formel VIIg ) 11
variété formelle VIIB 1.2,

spectre formel d'un anneau pseudo-compact

morphisme de Frobenius VI, 4.1,

position générale de deux sous-groupes de Borel
germe de groupe XVIITI 3.1.
structure de groupe dans une catégorie, ... I

C-groupoTde vi.
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VIIB

pro-groupe

1ils

XXTT 5.9.1.
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H hauteur : hauteur d'un groupe radiciel VIIA 4,1.3,

hensélien ¢ anneau hensélien X 4,
Hochschild t cohomologie de Hochschild I 5.
homogéne : foncteur en espaces homogénes VI, 10.15.

I infinitésimal: algébre infinitésimale d'un groupe VIIA 2k
coracine infinitésimale, racine infinitésimale XX 2.9, XXITI 1.17

rang infinitésimal d'un groupe XIITI 6.2.

invariant : Sous-groupe invariant Es2gy VIB 6.6..
irréductible : donnée radicielle irréductible XXT 7.1.4,
isogénie : 1isogénie de données radicielles XXI 6.2.1.
isogénie de groupes réductifs XXII 4.2.9,
isotrivial 3 (quasi-isotrivial, localement isotrivial, semi-localement

isotrivial) :

fibrés principaux homogénes IV 6.5., XXIV 4.1.1.
groupes de type multiplicatif IX T.1.
groupes constants tordus X 5.1,
groupes réductifs XXIV 4.1.2,
isotypique * pBroupe semi-simple isotypique XXIV 5.3.
K Killing : couple de Killing XXIT 5.3.13.
polyn8me de Killing XIII 4,
L Levi : sous-groupe de Levi XXVI 1.7.
libre : morphisme essentiellement libre de préschémas VIII 6.1,

morphisme topologiquement libre ‘U’II]3 0.2.1.
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librement

Lie

lisse

localement

(M

morphisme

multiplicatif

neutre

nilpotent

normal isateur

w4

.
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groupe opérant librement

IV 3.2.

algébre de Lie d'un S-foncteur en groupes

algébre de Lie d'un groupe formel

p-algébre de Lie

morphisme lisse, formellement lisse

morphisme infinitésimalement lisse

I1 4.

VIIB 2.6,

‘S.?IIA 5.2,

XL 1.1.

XI 1.8.

propriété vraie localement pour une topologie

relation d'équivalence de type (M)

morphisme de données radicielles
morphismes de groupes déployés

morphisme de groupes épinglés

groupe formel de type multiplicatif VII

XXI 6.

XXIT 4.2.

IV 3.4,

L.

1

XXIII 1.3.

B

schéma en groupes de type multiplicatif

composante neutre
groupe nilpotent

rang nilpotent d'un groupe

VIB 3

Vi 8.1.

IV 4.2,

2.5.2,

IX 1.1.

XII 1., XV 6.1. ter

algeébre de Lie localement nilpotente, strictement

nilpotente

rang nilpotent d'une algébre de Lie
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XIiv 2.2,
XIITI 4.
T 2.35%; V1

B

6.1.



opposés groupes de Borel opposés XXIT 5.9%.1.
sous-groupes paraboliques opposés XXVI 4.3.3.
types de sous-groupes paraboliques opposés HXVI 4.3.1.
ordre : ordre d'une racine XXT 3.2.15.
osculatrice : position osculatrice de deux sous-groupes

paraboliques XXVI 4.4.2.

orthogonal : racines orthogonales XTI 2.2.3.

parabolique : sous-groupes paraboliques XIV 4.8. bis, XV 6.1., XXII 5.2.3,
plat : morphisme topologiquement plat UIIB 1.3.1,
variété formelle topologiquement plate VIIB 1.3.5.
topologie fidélement plate et quasi-compacte, topologie
fidélement plate et localement de présentation finie IV 6.3.
poids poids XXI 6.6,1.
poids fondamentaux XXI 6.6.3.
positif systémes de racines positives XXT 3.2.1.
préfaisceau : IV 4.3.
prétopologie : IV 4.2,
principal : foncteur formellement principal homogéne ITT O.
fibrés principal homogéne IV 5.1.
profini algébre profinie VIIB 0.4,
pseudocompact: anneau pseudocompact VIIB 0.1.
module pseudoeompact VIIB 0.2,
quotient : objet-quotient IV 5.2.1.
groupe-quotient IV 3.1.
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(R)
(RA)
(RR)

racine

radical

radiciel

ramifié

rang

réductif

réduit
réflexif

régulier
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sous=-groupe de type (R)
groupes de type (RA)
groupes de type (RR)
racine

racine infinitésimale
systéme de racines
radical

radical unipotent
donnée radicielle

morphismes non ramifié,

formellement non-ramifié

XXIT 5.2.1.

XXITI 5.1.6.

XXII 5.1.1.

AT "L 10

X 2.9.,
XIX 3.6.
XIX 1.2,
XIX 1.2.

=TI 1.1,

morphisme infinitésimalement non ramifié

rang abélien d'un groupe

rang infinitésimal d'un groupe

rang nilpotent d'un groupe

rang réductif d'un groupe

rang semi-simple d'un groupe
rang unipotent d'un groupe

rang nilpotent d'une algébre de Lie

groupe réductif

rang réductif d'un groupe

centre réductif

donnée radicielle réduite

XXIT 1.11.

XXTITI 1.17.

¥E: L.l

XI 1.8,

X 8.7., XV 6.1. ter

XIII 6.2.

XIT 1., XV 6.1. ter

X 8.7., XV 6.1. ter

XIX 1.8.

XIT 1.

XVI 4.10., XIX 1.6, XIX 2.7,

XIIT 4.

X 8.7., XV 6,1, ter

XIT 4., XII 8.6.

Xvr 2.1.3.

groupe réflexif relativement au groupe I

points réguliers d'un groupe

section réguli&re d'un groupe
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XIIT 2.7.

XITI 3.2.

VIIT L.

et 3.



€léments réguliers d'une algébre de Lie XIIT 4,

section réguliére, gquasi-régulidre, d'une algébre

de Lie XIV 2.5.
relative : dimension relative d'un schéma lisse XTI 1.9.
résoluble : groupe résoluble VIB 8.1l.
groupe k-résoluble XVII 5.1.0.
semi-simple : point semi-simple d'un groupe XIT 8.
groupe semi-simple ZVI 4.10., XIX 1.8., XIX 2.7,
rang semi-simple d'un groupe XIX 1.8.
séparé : préfaisceau séparé IV 4,3,
simple : groupe semi-simple simple XXIV 5.3.
systémes de racines simples XXT 3.1.6.
standard : position standard de deux sous-groupes paraboliques XXVI 4.5.
tangent : fibré tangent IT 3.1.
topologie H IV 4.2,
tore : tore IX 1.3.
tore maximal XIT 1.3.; XV 6.1.
transporteur : transporteur, transporteur strict VIB 6.1., VEII
transversal : position transversale de deux sous-groupes
paraboliques XRXVI 4.2.3.
type : type d'un groupe de type multiplicatif IX 1.4.

type d'un groupe constant tordu X 5.1,
type d'un groupe réductif XXII 2.7.

type d'un sous-groupe parabolique XXVI 3.4,

type relatif d'un sous-groupe parabolique XXVI 7.8.
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unipotent : groupe unipotent XVII 1.1 et 1.3.
groupe formel unipotent VIIB 2.842.
rang unipotent d'un groupe XIT 1.
radical unipotent XIX 1.2,
universel : épimorphisme universel, effectif universel V1L,

relation d'équivalence effective universelle IV 3.3,

vectoriel : groupe vectoriel associé & une racine XXIT 1.3.

Verschiebung E VII, 4.3,

Weyl : chambre de Weyl XXI 3.6.10,
groupe de Weyl XIT 2.

Zariski : topologie de Zariski IV 6.1
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