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J'ai rdifldéchi aws groupes feracle et 2 Ia cohomnologie de De Raanm, c¢% zuls
("_’ .
arrivé A un vrojet -de thdéorie, cu piutdtf/début de théoric, que-j'ai envie do

t'e"poﬂeh pour we clarifier Jes idées,

Ia neotion de crictel.

g o - e o

Commentaire terminsclogique: Un cristel posséde aeux propridéids caractéristia
ques: -la rizidité, et la faculté de croiitre,dans un voisinege epproprid. Il ¥ a
.o . S QAL“' Sw 'i!"-/f -
des cristaux de toute pece de substance: des crizaux de soude; de souffre,

,(i.e. munis d'un H-UZroniphisme S-on{)tels que S +«3»T s0i% une immersion Terzls

1

:Deflnltlon {;#>On appelle cristal de modules (sous—gntendu: guasi~cchérenis

de modules, d'anneaux, de¢ schémas relatifs etc.

4.0.) Scit S un pré-chéma, au dessus d'un autre R; dans le cas ¢ui nous intéresso-

0/

. n
re le pius, on aura R=Spec(Z). Soi{/ﬂ\’“ catégorie des/préschina s vous S,

N/

. définie par un idéal locelement nilpotent., On a le foncteur Youbli" de C dars

L N !

T—;‘ IR S LN

’

(Sch) , €t la cs 'Ogorio fibrée des Modulee guasi-cochérents sur des préschérzs
L)

! .
'variables induit donec une catégorie Tibrée sur C, associant & tcut T Za catézulle

des Modules quasi-cohérents sur T,

.

[ A VU

o

don

1453
f
P

sur’ S, relat¢VcLenu a4 R, une section cartésienne de la catégorie fibriée précd

o m

'

(3]
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hp

te‘au dessus de C. DPlus généralement, pour toute catégorie fibtréc r

»(Sch)/R , on définit la notion de "F-cristal" sur S, ou "cristal en objets de

F ﬁ,’ de la facon correspondante. Ceci donne un sens aux exvresaions:

cristal en algébres, en algébres commutatives, en préschémas relav*$s eteisur S

re;gﬁivement Z. Quand R = Spec\u), on pdrlera de "ecristal absoclu” sur S,

\

de l'espdce considérée.

@Les F—-cristaux sur S forment une catigorie, qui dépend fonctoriellsmant de

P. Ceci peruat, en particulier, de définir sur la catégorie des cristzux de

modules sur S les opérations tensorielles hadbituelles: produit tensoriel de

deux cristaux de modules etc ; satisfaisant aux propriétés havituelles.

s

: ) . et e e e

al




LSa—
4

Tout d'avord, si S—R*~ R, alors toat cristel sur S relativement & R en déiiaiy

iy

=2

un o relativement & R, par simple restricition. En 'artlcaliur, un crisial

ebsolu Géfinit un cristal relatif, pour tout préschémz de base R de S.

Fixons wmaintenant R,8 et s0it S% - S ua morpnisrme. On définit elors de fagen
naturelle un foncteur "image inverse" zllant des cristaux de type F sur © vers

les cristaux de méme type sur 8° (fout relatif 2 R). Pour s'en assurer, il sul-

fit de dérfinir un foncteur C7_, ¢ (ou C'x est défini en termes de S* comae
C_en termes de ), compatible avec les foncteurs "oudbli". Or si L.oT" est un
objet de Ct, il Yy a une construction évidénte de somme smalgamnée dane la catégo-
rie des préschémas, qui donne un TmSiis,T‘ et un mprphisme ST, ui fait de

T un objet de C, ce qui définit le foncteur cherché.

© - On peut donc dire que pour un S variable sur R, les cristaux de type F sur

'8 forment une catégorie fibrée sur (Sch)/R o grice 4 la notion d'imazge inverse

précédente.

-7 - Les deux variances (en R, et en S) aont compatloles dans un sens évident,

et peuvent &tre régardées comme provenani d'une variance en (R,S) dircctement. |

_—
1.4. On a un foncteur naturel et évident quil va des criztaux de modules

i;(disons)'sur S (rel & R) dsns des Modules guasi-cohérents sur S: c'est le fonc-
;'feuri"xaleur en S", On fera attention que ce foncteur n'est en genéral pas mine
v--fidéle (quggemple .G plus bas). Il est donc un peu dangereux de vouloir
considérer un cristal de modules sur S comme étant un Module quas&~cohh“ex
M sur S, muni d'une structure spnplementalrg, sa "structure cristalline”, Dans
(ef 1., D _

" -certains cas cependaniﬁ Ie ioncteur cristaux de modules ~>Iliodules est Tidele

et le point de vue précédent devient plus raisonnadle,

1.5. )Exemple 1: relations avec les vectcurs de Vitst. Supposons que S scit e
T «
spectre d'un corps parfait k, et R=Spec(§}» Soit W l'anneau de Cchen de corps

résiduel k: si car k 3 O, c ‘est 1'anneau des vecteurs ge Witt derini par k, si
Apdm 1 Al o J*l,,.;w At el s G

car.k = C, c'est k lui-méme, fAlors 1L ¢uU BGien connu que La catefrarie C de 1.0
2
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4 l'accoutumd, dans le cas p>0, on trouve que la donnde d'un cristal de modules

'(absolu) sur k équivaut 2 celle d'un systlme projectif (M_) "p-adique" de ‘

n

modulesMn sur les Wn ; donc les cristaux de modules de présentation finie sur k.
forment une catiégorie éguivalente a celle des modules de type Tini sur W. Si

p = 0, alors la catégorie des cristaux de modules sur k est équivalente & celle

- des mxuwr»r vecteriels sur kv W. Ces descriptions sont comnatibles avec les notiox

de chaagement de base pour k¥ variable. Elles se formulent évidemment pour toute

autre esnece de cristaux, défini par une catégorie fibrée F.

’

. . ’ v .
Dans le cas envisagé, le foncteury‘valeur en S, sur la catégorie des cris-

taux de present:tion finie sur k, s'identifie au foncteur ka sur la catégorie

des modules de type fini sur W, foncteur qui (si p> 0) n'est pas fideéle.

_ - € dot war R ' S e :
l:E;:)Exeleex 2; [ Si S_d la catégorie C admet R lui-m®me comme objet Iinal,

donc le foncteur "valeur en R" est une &Guivalence de la catégorie des eristaux

sur R, de type [ dounné, avec la catégorie ¥, . En particulier, un cristal de

o TR

médules sur Spec Z est essentiellement la méme chose qu'un Z-module.

De fagon un peu plus générale, si S est étale sur R, alors S ast un cbjet

final de C, et les cristaux de modules (disons) sur S, relativement 2 R, s'dden-

- tifient aux Modules quasi —cohéents sur S.

1.7.) Ry mhsensrmveas tema s o et ntretsfn i Trenple 3 :\§ U SOUS—Tagoimeawx

[a]

Eréifgffiﬁff_fgj Comme la notion de cristal relatif sur S ne change pas si on

remplace R par un ouvert par lequel se factorise S, on peut supposer S fermé
. . — e e e ey,
o s . iz, I - S S5 |
dans R, défini par un Idéal quasi-coxl¥rént J. Soit L =V(J ) le n. ewe voisina-
s-—f-'\ n
- R N VI P W

- ge inflnite51mal de/R’dans 2. Alors la Tamille des objets S de C eaf finalc dans

h

. C, d‘ou on conclut faclleneﬁt qu'un crlstal de type ¥ sur S s'identifie A une

-de S,

suite (Mn)né N d'objets des 33 quirsé recollent. Tn particulier, si 1 est loca-
= n

a
>

lement noethérien, un cristal de modules sur S relativement % i, de nrésentation

.~

rinie, s’identifie 2 un Module cohérent sur le complétd formel de R le long

Lo



pricri, grice a Coheq, un cristal absolu sur k ctest pareil cu'uh crustal

A,
relativement & W.

Op peut zussi donner un énoncé comrun aux ftm=skexemples 2 et 3, en partant

’

du cas ol on se donne un S—3» R non ranifié, ce qui permet en effetX de censtirui

-

-re encore des "voisinages infinitésimaux” Sn .

1.8. Relation avec la notion de stratification. Les données R,S,F étant comze

_d' nabitude, considerons pour chaque entier n >C> le voisinage infinitésimal

S, qui s'envoie; dans S par les deux projections

A»n de la diagonale de SxR $‘“"

pry et pr, . Si B est un objet de F
- 7.e. F- ‘r‘LgL i S

Fg s ane n-connexion sur E (relativemert & R)

" est la donnée d'un isomorphisme prl(E)A'prg( ) qui irduit 1'identité sur la
- S<= An '
. diagonale. Une-oco-cornexion ou pseudo-sizmtification de E, est la donnée pour
. \——

tout n d'une n-connexion, de telle fagon que ces n-connexions se recollent,

Enfin, une stratification sur E est la donnée d'une pseudo-stratification gqui

. satisfait aux condltlons formelles d'une donnée de descente, quand on fait

¢ la diazcnale de;
intervenir les voidinages infinitésimaux de tous ordres de Sx S. Ces

notions donnent lieu A des soriies analogues i ceux de 1.2. et 1.3. Notons
que }oquue.S est "formellement non ramifié sur R" i.e. ﬁD.é/R = 0, alors |
toutés ces notions deviennent triviales: un objet E addet alors toujours
exﬁctement ﬁné connexion de toﬁt ordre,:donc une seude pseudo-stratification,
et celle—ci est une stratification: donc la catégorie des objets de US munis
~d'une stratification relativement & R est alors équivalente, par le foncteurﬂ

fnvaleur'en 3", & la catégorie ?§~¢lle méme.(Dans tous les cas, le foncteur

"vraleur en S" est fan—deoves—cay fidéléSﬂ"‘{;
Ceci déﬁbﬁon voit que pour tout cristal M sur S de type £ (relativement i

R), sa s=Xzuox valeur M(S)=M est un objet de Fq muni d'une gtratification

canonigue relativement 4 R, d'ol un foncteur: cristaux relatifs ds type T >

obj~ts de F munis d'une stratification. La remarque de l.4. montra d'ailleurs

—

-

Que ~* “oncteur n'est pas toujours fld@le. Il y a cependant des cas {ntér==ianw

P — et = e - ma an e —



et ————— - e e @7 T T IRy Win W -y G e & & ss .

81 S «>5R est "foranellement lissod ar excnple ¢l cfest un morpnisre lisse, ou
- ’ e

L

81 S et R sont des spectres de corps kc,k, avée k une extencion sévaradlie do k

Dmmoxpoxdozitoeross(Quand d'ailleurs S—2R est mérme formellemeni: étale, alors

les deux catégories: celle des cristaux et celle des objets i stratificat on,

deviennent *aitivwaerg équivalentes, par le Tonctezur “valeur en S" ici-oens,
)a

l‘*ﬁ

——

4

S
ce qui nous redonne l'extjle & Ia nolix ¢C 1.5 ou k est de car. nulle).  Sau

.

erreur, on a encore une équivalence de catézories si S— R est plat et localerment

€l matta W "A for. mocth., ot tn bovnaas conx Maseuuls P VA
de Erésentation Lin t mals je n'ail pas écrit o démonstration. -

— e e ——TTT

1. 9. Ulle digression sur la notion de stratification en caraciéristigque nulle.

Quand S est lisse sur R (en fait, %1 suffit que S soit Qifférentiellepent_lisse

. N

sur R, i.e. le morphisue dlagonal S—»SXRS une immersion rézulidre), et si R
--—--"" S ———

e e 4 e e

est de caractéristique nulle, alors une stratification d'un “gdule il sur S

L —

- (relativement 2 R) est connue quand on connait la 1-donnexion qu'elle aézinit,

-

et on pout se donner celle-ci arbitrairement, soumise & la seule condition que

Je "{enseur courburs® , qul est ure certaine fection de .[;§/R 0 Bla(il), soilt

om— - ———————— o

et

pul. (Cela peut aussi s'exprimer en C&dcant qu'on fait opérer le faiscean

Dér des dérivations relatives do S sur R, sur I, de fagon & satisfaire aux
/& 23 3

M IR ‘
relations habituelles, y compris celle de trancSormer crochet en croche%). JTig-
)

f‘ nore dans quelle resure ln'hVDO?a"P de lissité 7est nécessaire pour cet énoncé,
- ou si’ (dans le cas lisse Q%gggf)mpn peut fOfmuler un énfsé _analogue pour toute
; ucgtegorie fibrée F suru(Sch)/R . Mais bien entendu, l'hypothdse de caractéris-
§ tique nullé faite sur R est tout & fait essentielle. Si R est de caractéristiquc
g P >0, l'acdcé qui rempiace le précédent (et qui sauf erreur est dft & Cartier)

t;“est que dans ce cas, la donnée d'une "connexion sans torsion" sur I /Zquivautl &

N -

une "donnée de descente” sur M relativement & frobenius S — S(p/R). Il y a

loin de 1& A& une =A% stratification ¢
A .

La notion de p—cristai et ses variantes,

Nous supposons maintenant cuefi est de ca racté stinme p >0, Thzmasredz

———— - e e e ——

ow




i}

B(s') de ¥ en s! peut &tre ihuerorété corme un module de type fini sur Llannenu

et R ﬁ“Spcc(Z) (ou Spec(gp), spactre dcs cntiers;;wagiques‘~ceﬁa reviﬂnd*ait
- ' dec présentation fi

eu méme). Si M est un cristzl de cocdules sur S,(Elors €a vervu ae 1L.5. , pour

Rt . 5

tout s¢ S, 81 s'2 est le spectre d'uns cldture varfaite de k(s), 1'imzze inverze

~ |

e ”_,/‘

des vecteurs de Witt W{k{s')). Ainsi, = notion de cristal de modules sur S
(au sens absolu) semble convenablo pour Zormzliser 1is

modules sur les anneaux de vecteurs de Wittt aux différent

mn———

dessus de S. Bien entendu, la notion de cristal est plus fine que ¢a encore, e%
—.—’ .

14

doit donner, J'espere, la bonne notion dc¥fznille® lorsque, dizong, S est lg
spectre d'un corps de fonctions (donc pas nécessairement parfzit). Je vais malne
tenant introduire une structure supplémentaire, qui ==—==% devrait permattre do

formuler, de mdme, 1a notion de "famille algebrique de rodules de Dieudonné®,

B e
7

paramétréa par S,

h SR . -

Considérons le morphisme "puissance p.edue 5&9%4’,
frobg %3;\3 : s

s > S 14 P, "?"_’

¢

cristal image irnverse:

' , (p) = Iroo (1)

/w""""“‘w ’ ) "
On appelle p-ciistal sur S§un'g21§Eal M sur S, muni d'un morphisme de cristaux
. T ~_ " ) T ——
F: !-I(p) '

— K .

o—

Evidemment, les p—cristauX/n coyéke F donnée forpent encore une catégorie,

dépendant fanctorieliement de T (pour 1les foncteurs covariants cariésiens

de catégories fibrées), ce qui permet par -exemple, pour les p-cristaux de
modules sur S, d'introduire tcutes les opérations tensorielles habituelles

covariantes (prdduits tensoriell, rpuissances alternées et symétriques etc).

bt e 1

s -
Pour loommloss da¢1n1r ‘le dup1 d'un p-cristal de modules s, 11 y a lieu d*intociuls

el - e e e e e AP et e

une notions duale de celle de p—cristal d'espece F, c'est celle de

p-l-cristal d'espece F : c'est un cristal d'espece F, avec un morphisme de

N -\—--—--‘“‘ o

cristiux en sens 1ﬂ;ar Al




" e s s , o e g Per_ o\ .. - .
flinsi un gﬁﬁg%gar cariésicn entre catdgorics Fidbrées sur (Seh) trancforis

ST T AR NS P B L I A R TUlTE ;
l ' . ""sz:.”' . Allc;vl i <o +
p—-cristeux en p “-cristauz, et invergoauhua L2og p Tecrictoux ce modules o e
plient tenczoriellement enﬁro oux comm2 &3 me~crisdawr de ncdules,
Pour obtenir une notion "sutocduzio®, il 2 licu a°

de voids L
bié ris»waxfﬂ"b, qulon pourrait auusi eppelor un cricztal de Dicudennd sur S,
Wj . AT >
lorsque F est fibré en catégorics addifivcs: c’est un cristzl muni 2 2a Tois

d'une p-structure et d*une p “—structure, catisfaisent sux relations

FV C'.f:} = pt id"}g E)Jd--(p) .

T——e I EPSVE ’ s PR

- Cette notion semble tout & fait hdéquﬂto é 'étude des groupes fo =els,

ou ce qul revient moralement au mGmo, A 1'étude de 1alcohomologie de De‘Rham
- T -8 g
“en dimension l. En dirmmsiond supérieuroq{’iﬁ y a lieu d*introduire 2z notion
. ‘—-———"’I\W‘ . .

e e

. de bi—cr;ut L de poids 1, qui est un cristal cuni de PetV ﬁat*sfaicant

>

/{fam“ ( v

au;'relations

PV = ptaa,, VP = pt e (p)

DRcme e I Tt g A i uamxwﬁ-m&\‘” - /L}
:)Par exorzple, on définit le bieristal de Tate 0%dsZl ;7 qQl est déLini par

-

D
~

i)

%
+
Q
[ ¥
ct
(]

le cristal de zoduleo ‘unité (associant

 pe——————— -

NN

- et lea —ooi¥cox morphismes de cristaux —

an"m},( Veopt dd,y .

Ainsi le bicristal de Tate de poids 2% t a puissance tensorislle i.3me du

|24

-
[~}

<1}

ent.tensoriellement, de 4q;ﬁa que les poids s'ajoutent).

434.)S1i on veut"rendre inversible® le bicristal de Tate ol

le veuille ou non, de passer & une catégorie de fractions de la catégoris dec

introduire 2z notion de

sous § lo Hodule;gT lui-néne),

. : ﬁl
bieristal de Tates ds poids 7 (B les bicristaux de poids éuelconquec se multip

, on est oblizd, quton'

cristaux de modules sur S,[gui ertrd parenthdses est unc catégorie gpnlinéairo,

(i.e. les Honm sont des gp-modules e..), tout comme les catégories de r~cristaux

etc qu'on en déduiél. Il revient done su nlze &2 passer & une catégzorie do

fractions, en déclarant qu'on veut rendro notre catégorie abdlienne Q—linairo,

ou cn déclarant qu'on 1a vout rendro 0 _-lindesire: 11 faut fairs e quotica’t por

-

la sous-catégoric abdliennc ¢paissc fornée dos objets de otoosion, qui cond

! aussi de3 objets do p-ts:sion/.On trouve la catégorio deas "cristaux de modulos

R B © . . -

Bl 3

)




€ S OUUAAY WLy Ul Ll PRSI g ) Sld Lo Ueieo il v (Ve
\\__*,”dfw JADT AQI.OJ!"/"¢PS¥E‘M SERSRRERS
déZinit coz=oe ci-~dcosus la rotica do =iocorlictal, crmo~dhoat Zh lonnée d'un
n‘r '7 - » a K]
isoeristal [ "uni d'un homomorphiczd LI { ) ‘g. Ia notion de pieicocrisi~l
do poidz i, qui sorait caigudo do ecllo do bicrisial do poliés i, ntest pas Tris

raeizonnoblio elors, car V doild Otre 2lors donnd ca %ormas @o Focomme TFS Iy

\ocaza précizien do poi*s) tn p-icoceristal

pour Zequol F est un isomorohisze, ot o ne Tas choislr entre leg Eifféronto

=1 ‘ =Y
inF = possibles; 11 vaut mioux dgelomont no Tog parlor ici do p Telzosristal,

-

.

la notion intéressante é“wnt colie do b“-i*‘aristal, qui est manifectoment cudce
QL“’d on cc restreiat suz objova do tymo Tind ‘

* . 2
- Ve e * - - & 3 vy > . S e L Poma o v D Ir ey h g ey ey
AR KoY euwtin o I aBIor1s oubs b oFeu ui oDituriessrss i et prosinienase u.m...“._-.:.‘% RIS DAL DA o S Bt 2o S

R - * —g. ! . . .\ -
fo dunl ¢o (I,?) ect (g’,t? ) , oh IToa% Ze dico~oristal duzl do e
W‘“w‘__ ——
Ca pout également, bien slr, localiser par rapport & p en partant déjh de

-

la catdézorio desd bi-cricuauz do poids 4, on trouve ics bierlzstonsr do voilds 4

,.

Ped

h donninto nrog, qui foraent uno catézorio abdliomno ‘*(S,*), et wa fomoteny

oxuct Poubll do V¥ ' , : : -,
“IetAer(0Y4) —> Istle=(S)
A volours dans la catégorie Ishicr(S) des icc—bicristéux qur Se Co fonchous

oot [ ! ~-227 ploincrent £iddle, Qo sorte que les T T
? q

A réndralioation coommne  des bileristous de noids 3 Y dsondhlo vrda. Dour

_prdcioer ¢o point, désignant par Bicexr{S,i) la catégorlo des bicristauz do

as

poidq i gur S; &} y a lieu d'introduire des foncteurs cancnigues

Bier(S,i) — Bicr(S,2+2)— ...,
donnéa par (:,E_zzzj,ﬁiiglgng Quand on localize ces foncteurs pwrp, ca trouvo
dos foncteurs

IsDier(S,4)—>IcDierss,i+l)—....

qui ce trouvent Stre ploinoment £1d&3c3 : on peut donc concidérer que, pous 2

croissant, la notion de. Zbicristal de poids i 4. iz0génie-prés® constitus uvno
Seduialiwid

généralisation de plus en Pplus large de celle de "cristal de Dieudonné”. ILa notil
—_-_"__——d-—-—“——-‘

e e = R

P e e e —e—




précedentev, et qui QO plus a 1z louvable verdu dlctre sievlie par produly Tenlls
‘ NOCm Clea o~-AC»~. ) - -
rielj {bun“ enble Conc une catégorie toute ihdﬁquéo Tooomooorais eomme catégorh

doa valeurs pour un foncteur "cohomologie ée D2 Rhan® convenable, lorsquica
ge décide & travailler & isogénie prés.

l.12. }3::::2 Bxemnl o? Czs ou( =% Qe sm2etre ¢Tun corns/;;;;ait x. Alors 1o

donnée d'un cristal de modules de type Tini sur k équivaut 2 la donnée d'un

module de typce fini X sur Vf la formation du motif g(P) correspond & 2

g SR R,
a formaticx

. de .

) = I‘%(Wafw) ’ .

~<ou fw est l'endomorphisme de frohenius de W, =X et (W,fw) est la W-algedbre

; défiGinie par T Par suite un siructure de p-cristal sur M revient & la donnée

w *
" d'un homonorphisme de W-nmodules (p1_4> M, cu 8i on préfire, & la donnde

" d'un homouo phisze f wsemi- linéaire

¥,

Comrs l'application x~»x01 de M dens H?H(U,fv) est bijective, £, &tent
-un automorphisme de W, on, peut considérer la bijection iuverse, qui est fw—l— |

t M—HM .

somi~linéaire. Par guite, la donnée d'une p 1—structure sur M revient & la

donnée d'un homomorphisne Ty l—liﬁéaire:

VN:x$w>li .

¥ e ’
1s donnée d'un couple (F,V) définit sur M une structure de bi-cristal de poids

1 81 et seulement si on a

- F¥ = VF npiidd .

En particulier, pour i=l, on retrouve la notion de todu«e de Q}eudonne. la caté-—i

gorie des cristaux de Dieudonné sur k est canoniquement équivalente & celle des

modules de Dieudonnd =z relativement a k.

~e

. Ia catégorie des isocristaux de mzhrizm type fini sur k est éqﬁivalente

& la catégorie des vectoriels de dimension fin*e sur le corps des fractions }(
‘ iso
3 (i:ffjgzx de W. Donc un bxuristal (de type fini) sur k s'identifie é un tel

ﬁ:?ecﬁoriel, muni d'un ¢ K;endomorpnisme bijectif.

K
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On peut se demander, avec la description précéddente des bi-isocristaux,
quels sont ceux qui sont dans l'image essejtielle de Tabier(S,1i) — Isbicr(s),

6n trouve que ee sont les couples (T,F), Tun vectoriel sur K et ¥ un automor—

. . . s, . "‘l .
phisme semi-lirigire, tels que, si on pose V=pi? y pour tout x &7, llensemble

W .
de ses transformés par les différents mon8mes non commutatifs en 7,V soit une
A W/\/\‘H”w—ﬁ WW\~ e e e —
partie bornde de ¥: c'est une pure tautologie. Pour qu'il existe un 1 ayant

D rTe—

cette propvlnte, 11 faut et il sufrit que pour touu X & T, l’ensen le des Fx

’

soit borné. Bien entendu, clest 12 une propriété qui est siable par chrangement
’)——— " i
de F en pF (correspcndant 4 la tezsorisation par le bi-isccristal de Tate de

}pids 2), mais non par le changement de F en p“lF (cérrespondant 4 la iensorisa-
gtion par 1l'inverse 'J'.‘-l du bi-isocristal précédent). Comme on tient bezucoup i
ihvéfser‘Tate, on voit qu?il n'esf pés naturel, en effet, de poser une condition
de croissance sur l'ensemble des iz 1térés de P. De fagon précise, appelent

TN

"effectif§/ les bi-4%0cristaux qui proviennent d'un objet d'un Isbier(s,i), on

:véit'que'tout bi-isocristal est de la forme T_iﬂﬁ , avec N effectif: on n'a pas

Tt —

"ajduté plus de nouveaux objets qu'il n'était absolument nécessaire i

1.13.) Exemple 2: § lisse sur un corps parfait k. Détermirnons d'dbord dans ce
cas les eristaux sur S, sans plus. Uout d'abord, sans condition de lissité, on

voit & 1'aide de la propriété caractéristique de W que la catégorie C introduite

-

dans 1.0. ne change pas,essentiellement, quand on remplace R=Spec(Z) par R=Spec(U).

D'autre part, il résulte aussitdt des définitions que la donnée d*un Lmeristal

gur S, relativement & H, revient 4 la donnée d'un srstéme cohérent de cristaux

——

-—

sur S, fela Ils aux W= w/pn+lw .(NB €n n'a pas formulé avec la‘généralité

dsmbe

qui conVenalt 1l'exsmple 3 de 1.7. ! ) Thddriquement, on est donc ramené & déter-—
mlner, pour chaque n, la catégorie des cristaux sur S relatifs 4 w y, €t les
foncteurs restriction entre ces catégories. D'ailleurs, 11 es% inoffensif de se

localiser sur S, £z par exemple de cupposer au besoin S affine. Ytilisant main-

.tenant la lissité de S, on peut donc supposer que pour tout n, S se remonte ~n

1

'~ ~ B T T R

R R - 1 ———n ——— .- B




%

S lisse et affine). Or, il résuite encore facilement des dérinitions, utiliszzs
seulement que S= S —> S eat une immersion fermée définie par un Zdéal nilp tent,

que le foncteur restriction des cristaux sur Sn (relativement & une base quelcon-

ue -~ ici on prendra ¥ ) vers les crisiazux sur S y €st une équivalence de caté c-

. sur S
s . - A,
ries, donc un cristal sur S relative t & I s'identifie & un cristai/TeZtive-

ment & En . Comme Sﬁ@ est 1%§§e sur wn, il résulte de ce qui a été dit dans 1. 8.

que les cristaux en questlon s 1dentif’ent aux objets (de l‘esnb e ¥ cone*caré )

sur S y munis dfune stratification relativement & 2n=Spec(wn). Les foncteurs

restrlctlons sur les cristaux s'expriment alors par les foncteurs restrictions

H \

coresspondants pour objets stratifiés. En résumé: un crisuaW/bur S s'identifis

4 uni¥ux systéme  cohérent (gn) d'objets & stratification sur les diffdrznis

Sn.sur R = Spec(w ). Pour relier ceci é.des objets qui solent Dlus dans la

nature d'objets "deflnis ‘en caractéristioue nulle" tsupposons d'abo*du que 1lton

e e
e e

puisse méme relever S en un schema X Dropre sur R=Spec(¥), hypothése évidemment

- B nTe rae T At eet Y T L ety Tar AR S g

-

bien restrictive. On voilt alors, utilisant lesthéoremes de comparaison EGA III 455

[

que dans le cas de cristaux de modules éohérents sur S, la catégorie desdits

g e PRI S A e by we e Fe & v on EE vy S

——r e ozt RN

est canoniquement éaquivalente & la catécorie des Mlodules coherents M sur EQK. /
2

munis d'une stratification relativement 2 R—SpecLJ) (NB Il se trouve donc,

e

~e

posteriori, que cette datniére catégorie est essentiellement indépendante du
..................... e TN e e e L e e M
relévement ch0151 X de s). Considerant la fibre generique XK == de X sur R,

—— e

n AT o ———— s o __,_,/

Aqui est un schéma propre et lisse sur un corps de caractéristique nulle, oy

trouve donc un foncteur remarquable "restriction™ ou "localisation" , allant de

:

la catégorie des cristaux de modules cohérents sur S, dans la cetézorie des

Modules cohérents otorki&frxsur XK , Stratifiés relativement & %{f. Or (oubli

de 1. 8 ) on voit facillaent qu'un odule cohérent stratifié sur un préschdma

localement de type fini sur un corps est nécessairement localement libre. De plu:

-

— e : eV X "ligse~drssus”
comne ici K est de caracterlstique null?fﬁVT‘ signalié dans 1.8. que la notion
de stratlfication s'explicite tr>~ -“-nlement comme celle de "connexion intd—




se plonger uans le corps des complexes £, alors la ncilon de mONAlile CoINSTENT o

—

ex . (C)“Y;i;ii?‘“
gorsfon intégrable sur X, s 1nterp*ete en termes de renreseﬁuqu‘onc linszaires
- - 4 b AL A e Srm, A7+ Tt BV RITI B A AT N AR A TS SR ST & e

an
du groupe Tondamcnua‘ e transuendant de X

e T LIS

, de fagon hien cornrue. Si par

exemple le groupe fondamental transcannaﬂt est le groupgrunité, alors on conclul

par desaente que tout Module cohdrent stratifid sur Xy est trivial, ce qui en
. Shreaies { e

termes de S s'énonce en disant que tout crisizl de moaules ohpre.z sur S est

v um cvisted
isogéne aoun cri istal "conssant", i.e. Imopo qui est l'imegs inverse d'un cristal

sur k,(lul -méne d47ini par un module de type fini sur W), De ceci et de la rigi-~

ristal

¢}

s . . e et ~ ,
dité de la notion de cristal on dedultﬁpar exemple}fac1lemenquue tout p-

ccohérent sur S ou tout Dbi-cristal de poids i donné (01” exemple tout cristal
Y

- de Dieudonné) mzx est isogdhe & un fourbio de méme espdce trivial. On vecit dornc
. M 'W_/\/‘
lé un principe d’approche transcendan+e pour l'étude des familles de vrguves

L i [Py W r PP DR e " Lol ST Ry

e

formels (par exemple) en caractéristique p ... Quand & la notion d*isocris-

et g a2 0 L R G PR ST W T R
D it

tal (de modules coherenus) sur S, on constate sussitdt que le foncteur précédent

induit un foncteur pleinement fidele de la catégorie de ces derniers, dans la

{
{

" catégorie des modules cohérents stratifiés sur XK . Il s'impose évidemment dfex

determlner 1'image essentlelle, et pour commencer d'exzminer guifwmooinideicoa si

):b

prar hasa“d ce foncteur ne serait pas une équivalence de catégories. £Cela me
i
Lm*' ) {
J= Semble un peu trop optimiste, mais je ne suis str de rien, faute d'avoir regardé.
W——'
i Tout ce qu'on peut dire & priori, c'est que la condition cherchée sur un=

Module stratlflé doit ét“&]‘aﬁ?ﬁxJﬁ? de nature locale en les points de X qLi

e st & e e e = e o P i At R et k3 e SR oo = o e vt e —
sont maximauxngans S. ' ' - ~
. S -

Quand on ne suppose pas S rmrmmkd provreczRy et remonté globalement, mais
on_ne > ATR

et 8 e e ————— T T T peninieintingl

qu'on suppose seulement qu'on a remonte S formelWPment _en un scheAa formel X

—————— T B R .,
——— ’

sur K, alors il est vrai (en fait, de fagon essentiellement triviale) que la

- ——

catégorie des cristaux zix de modules cohérents sur S est éaquivalente & la caté-'

gorie des lModules cohérents sur le schéra formel X, runis d'une g*tratification

e ST mm—

-relativement Y Specf(W)tR,(quand on transcrit de fagon évidente toutes leg

» -définitions envisagées dans 1.8. dans le cadre formel). S 0y Vevt &ncorav

- PRI U U [P -

L 4
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&

L

»huzn.ﬁodulesstratifiéssans torsion sur X, lequelszfgﬁﬁalors autoratiquenent

11 lgaut aerinir AK comme _‘egrace rish .2 scnéos
forrmel X, et considérer sur XK ¢cg odules coliérontve munis de mmTmrmriio/im straito
R ———— -

fications au sens rizide-—analyticue, ou ce qui revient au mlne, de connexions
: . en ce gens
intézrablessDe tels rodules sont encore nécesszirement localement libres. On
& i
[, o — T T T T T ,_\—_/—‘.*

“e ~ -

trouve 2insi un foncteur des cristaux de Todules cchérents sur S dans les lodul

"cohérents siratifiés sur XK’ induisent un Foncteur pleinement fidele e la
catégorie des isocristaux cohérents sur S, dans la catégoriec des IModules coxni-
rents stratifiés sur XK . Comue tout & l'heure (et méme plus, si on peut dire,
car c'est vraiment &% ici la situation "naturelle™), il s'impose de regarder

- - e
quelle est l'image essentielle . On peut Szalement se demander si les Hodules
cohérents stratifiés sur un espace rigide-analytique n'admettraient pas une

|

descrip®ion simple, en termes d%un groupc plus ou roins discret jouant le rble

du groupe fondamental dans la théorie itranscendsnte sur le corps dec complexec.
des crisi&uz sur S -

Xx%3x La description donnégg”%outo iriviele qu'elle scit, a déja des consé-

¢ les ,
de mpodule

quences intéressantes pour la structure de la catégorie des cristaux Goadrents
pur S: mmxinixoeioiaX cetle catégorie est noethérienne (si S est noethériea ™
"i.e. de type fini sur k), tout objet contient donc un plus grand sous-obdbjet de

. : - . ent/ s :
torsion, de plus D-zobjets sans torsion corresponc~izns la description ci-dessus

 1oca1ement libres. Il est bien probable gque des résultais analogues doivent

N

8tre vraissans hypothdse du genre lissité sur S .

": o -
‘l.14.) . I1 faut encore expliciter, dans la description générale précédente, 12

“gammids foncteur H~»M(p) , pour pouvoir décrire de fagon anazlogue les bicristaux

et bi-isccristauxy De fagon générale, si en plus de la donnée de S sur k, on

a2 un S?' lisse sur k! parfait, ©t des kc—omorphismes S!'—> S et Spec{k!)— Spec(l)
-donnént lieu & un carré commutatif, et si enfin on peout relever S' formellement
en X', et S'"_, S en X'— X, donnani un carré comzutatif avec Spec W?—» Spec ¥,

alors la notion d'image inverse de cristaux de modules cohérents, de S & St,

sfexplicite en termes d'irmage inverse de odules cohérents stratifiés, de X



P A A T T Nt oy NI4T A AN et AT T e ————
p.emes, on est donc conduir h chercner a ;::“ =572 relever ce morphisme A X de

oy e e e e e et o e R e e e e Y T
fagon compztible avec le morphisme Speci¥)—Specf{W) déduit de f,, » ou ce qui
_ e e T e e e o b e T R ~~a
— ) (o/3 r) : A
revient aug méme, de relever le morphisme canonigue S un morphis
me de HR—schémas formels X— XXR(R,fR). C'est en tous cas %oujours possidle
oy

si S est =27fine, cas auquel on peut se ramener. Ayant donc ainsi un Borphisme
 — e .

fX : X— X y

e
cempatible avec fp sur R:Specf(w), et induisant fg sur S, le foncteur M~ (r)

. — l

e, e i

v aan $

sVexplicife ccmnme 1l'im=ge inverse ordinazire de Modulss strzti

Ir-_-,
e

14,

: 4 b L‘?
iés sur X relati-

N - ) - k3 ) , !
_vement 4 B, resn. (dans le cns de isocristaux) de Modules stratifidés sur l'espace
!

,(rela*l G A fK sur le corps de base !) induit par f B}en que fx et par suite

’éssentiellemenqldes choix taits.

-crlstaux de modules en "localisant" par rapport 2 des enticrs n> O arbitraires,;

: 8
TlFlCD—Qna7Vt‘th XK , pour le"Horphisme" XK._9 X} d'espaces rigide-analytiques

J.x -

.A. géf loin g'étze unique, la foncteur envisagé qu'il définit ne dépend pas,
. {& - o~ D ) - .

l.lS.)Bicristaux et biisocristaux sur une base quelconcue. Ne supposons plus

n&cessairexent S de carnutorlqthue determﬂnée P. Kans Pour chaque nowmbre premiey
/7 climg i 1o roc oz}‘ o - JA.’. -L,L.«_:J )

P» soit Sp la Tiore V(p. 1, ) de S sur le point pZ de Spec(Z). Un bica“stal de

S i e (S =TT STy

et g < e 1 b T -a—._~-¢~- .

poids i sur S est par définition la donnée d'un cristal de modulos M sur S, et
W

pour chaque p d'une structure de Dbi-cristal de poids i sur la restriction H
T et~ —a e e e . e ’ g

N e e BT 3 A g T AT p

D

de M & S_ , définie par la donnée de\?p’vp . On'définit de méme la notion de
Bi—lsocrlstal sur S, étant entendu qu'un isocristal est un objet de la catdgofie

des isocristaux sur 8 (comme de juste), définie % partir de la ¢ tégorie des-

i.e. en tensorisant les Hom sur Z par Q. = Lorsque S est de caznctéristique

- ¢

nulle, le supplément de structure 1moliqué par "bi" est évidemment Bide, tandis
que su S est de caractérastique P, on retrouve les hotions de 1.10. Lorsque

est

(¢4

enfin S est de tvne fini- sur Z et domine "Spec{Z), alors la notion envisagég

ﬁ'une nature essentiellement arithmétique, les diférents ¥_ jouant le r8le 4!

homomorpriszes de frobenius, comme de bien entendu; asrs le cas du poids 1, en




ro peruet de relier entre oux les grouzcs forzels con les aiversces caraciérizii-

ques auxquels i donne naissance ...

1.16.) Un retour en erridre. Ia ééTinition 1.1, et e sorilic 1.3,
]

s
pou cenulés. Au lieu de prendre dans 2,0. pour C Za catégorie dcg/aigches S—7

ot
d
Y
4
Pl
g
]
<
!1
[
a
Q
b

qui ... , 11 Ffaut prendre 2a cz

un ouvert induit non précizé de S. T2 pluz, 7 la ééfinition n'est zugre roicon-

—~— . Oy Vi3, AR L T TS

halle alors que si la catégorie fibrée envicazée F est un "champ' pour la topolc.

L)

gle de Zariski sur (uu;)/R , 1.6. 51 on peut y recoller flilches et objets. Ceci

est nécessaire ¢n tous cas pour pouvoir dens 1. 3. définir 2a notion d’iuage invez

SRR
se, la définition que j'y ai donneb n'étant ralsonnublb guc 8i S,5? sont effines.
Dans le cas géndéral, 11 faut se localicer sur S et S' pour se ranener & cette

. ’ ' <
sitvation. Autrement on bute sur des cocauvlzrs idiots de nature globale, corme
v'j) ﬂ"‘sa .

S a sormne

le feit que sans restriction sur S'-5S, Za construction &
eéalgaméo falt sortir de la catégorie des préschémas ... I1 est provable qu®il y
aursa bien.d'autreé canulars de détail dans ces notesz, mais,je pease, sans conzlw
queace $

I1 et évidemment tentant de vouloir interpréter les cristaux de modules
corrme falsceaux de modules sur un certain site. C'est possible, en nrenant le

1
“gite criotal1ovénav de S sur RY, qui est précisément le site dont 2a cau‘ orle

g,

sous-jacente/4/t celle des R-morphismes U-- T (U ouvert de S, U— T immerzion
fermée_surjective définie par Ideal nilpotent sur T), 1z topologie est celle de
Zariski: on prend comme families couvrantés "de définition® de (U—=2) les
familles définies par des recouvrenenis ouvertis (Ti) de T, chaque Ti muni d2

la structure induite, et déZinissant (Ui—D Ti) par U,=U,2, . Un faisceau d'ox

~

—

senbles sur ce site s'identifie & un Syutb ¢ de faiscecaux d'ensembles ?Ub“ sur

objets - ,
losA5TTs des objets de C, avec, pour toute £1Gcke (U— 1) — (U'— 7°¢) dc C,
homororphisme de 1'image inverse do FU.,_>,,g —="25~ 7, dans FU_;T (hozozox

phisue qui n'est ras nécessaircment un iszomorphizzc ). Bn particulier, assol’e




asgnnezux U, sur L. Lecl posSe, Les Ccrilisiaux ae noGules (gquasil-conerents) sur o
v P

e e e T e T e T T

v‘\_
stidenti¥ient aux lodules quas;~cc;érents (i.e. localement conoyau dfun hemomor

—. —— T
e e

: : .. ) nrés. e
phisme de Ilodules libres) sur O ; les cristaux "de u;ug finigf 1.e. les cricg~

L T VU

taux de Jodules de présentation finie, correspcordent exactement auvz Modules de
présentation finie sur Oy -

Quand on a2 un R-morphisme S?— S, je ne vois pas de mo*pﬂls:e nature
“correspondant entre les gites crist l‘o"enesa cor*eopondarts b S, S' Ce n'est z::
e e ' Tooecr, s, et Tecper ‘

b= 2 q/ R s S — ’
bien génant, car 1ntrodulsant lev tonos cristallozenes ‘ AeITaTms Dar 1eS i3 en

question, on définit par la méthode esquissée dans l.3. un hnzzmorphisme

————— e

- Toper,. —> Topecr
¢ : . PCrgy/r PR 0 o Ly St
dorrespowdant 4 la notion naturelle de °1ma~e_inverse de faisceaux" fTEEZ:E‘;;;“ﬂ
devrait &tre définie avec le plus grand soin).

1.17.\ On est donc dans une situation ol on peut faire marcner ia wmachine cohozs

i
1ogique. Btant 101n de mes bases, je n'ai pas tenté sérieusement de tirer au ;

T — |

clair si les imgges dl*ec»es supérieures qu'on dé¢1n t ainsi, et en particulie*

 les groupes de cohomologie du site cristallogv“f”““* , donrent ce qu'on voudrait

QU

" Le test-clef est le suiVant:( si R est le smectre d’un corps, et si S est lissse

-—

sur R, et propre sur R dans le cas de la caractéristicgue p>0, on voudrait

trouver, comre cohomoTQgﬁe 4 coéfficients dans 9 lui-mdme, la cohomologie de

¥ De Rham de S relativement 2 R. Plus généralement, sans condition sur R, =i

"valeur en S°%da 0 (et 1:9
f:58'—+» S est propre et lisse, on voudrait trouver comme R'f (QC’) g

cris =
faisceau de cohomologie de De Rham R (_rzq,/s CXXCEXTOOSIXEERROXESR et
PIIY Vo U e _ |
que la connexion canonique 2 la Gauss-ianin sur ce dernier soit celle associée
Pl i SO S ey T - .

1

é la stratification canonique provenant de la s trocture cristalline (ef 1.8.)

s TN

L'existence d'une connexion de Gauss- Hanin en co! omolovie de De-Rham (que Jlat

N

vér;fié<p9u;_nfimporte quel morﬁhisme lisse), et le tapis de ! Washnitzer-lionsky,

T —

. ) ¢ .
gont en tous cas des indications assez fortes pour conduire & penser qu'il do?l

3
-

Py .1 .

"exister une théorie conomologique, en termes de crastaux, donnant de telles

' hJ
valéurs pour l'argument Oc « Au cas ol 1la cohomologie du site cris-

A ———

.



“tellogéne ne dornerait pas les TesuLvals QUL I&UL,. Cil JULL—GLy vomyvs vos ==

e rm——

. e e 2e 3 .
de prendre des foncteurs 3dérivds dans la catézorie de tous les Hodules sur le

«“

site anne’é crlstalloo-\,t:t::) de p*“ndre ces foncteurs dérivés dans le coiezo-

rie des seuls Modules quasi-cohérents sur le site cristallogéne, i.e. dans la

catégorie des cristeux de modules. z | |

. Chepitre 2 La cohoroloqie dc Do Rhen ezt va cristal.,

g W

!

2% 1. ) Ll'affircation du titre ntest pour l*instant qufune hypothdse ou un vocu:

pieux, mais je suis convaincu qu'Clle est essentiellement correcte. Comze je }

i

' |

l'aji dit dans 1.17. , 11 y a .pour le mcxzent deux indications dans cette directic -'
|
( !

- a) Le travail de Washnitzer—-iionskv. Doux grosses idoerfec ;cions dans leur

. tapis' 12 1ls n'obtiennent que des inva riants cohomologiques locavx sur leur

variété lisse en caractéristique p;-O via leu*ﬂ reléven nts’ pour avoir un ine
- varient global, ils doivent sec 1imiterré lz dimension 1. Cn peut penser que cela
tient 4 lour manque de familiarité avec les machines cohomologiocues. 22 leurs

Loowe ol
~invartints sont des (faisceaux de) vectoriels sur le corps d es fractions de Y,

" et non sur ¥, i.e. ils n' 'obtiennent que des invariants "modulo isogénio®. I j

R A it v =

" gemble bien, en effet, que leur démonsiration d'invariance Ffait intervenir de

-

fagon &> ecsentielle des dénominateurs., Il n'est pas exclu, d'aprds ceiic indi-

cation, quc dens e titre du Chapitre il faille remplacer "cristal®™ par "iscorize

(J qu L, O pew RN vr); wb))

: ) .
»4tal". Ce serait bien commage, mais n'exclurait pas pour &ileat L'existence

d'EE? bonne théorie cohomologique pour les cristaux, qui pour un morphisze

propre et lisse et le "cristal unité" coinciderait rodulo isozénie avec ca que
g W e

—— S————— G )

dogne De Rham . Le test décisif reste celui indiqué dans 1.17 , savoir: donnee

t-1il ain résultat positif seulement en caractéristique zéro,ou en toute caractde
ristigge ?

b) L'existence des connexions de CGauss-r2nin., € J'ai vérifié pour

J—

iy

[t N YY)
tout morpnisme lisse £ 0—> S 1l'ex <istence d'une connexion canoniquefsur lcs
~

gli au sens de De Rham relatif, ou plus correctement,”sur le complexe . B

L e e et e - 2 e e e o
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je n'aei pas vér_L¢é pour €cCUUs comncuicn vzt conudtlion C2 221258 de la vl

5‘«1nﬁQiTT‘_ . équieQ\i\conomoﬁgzi nasi- herP;:é\;EsQi?dcr;\Q\\’ obju}

= el

f

4 - ’ ——— Jesammn om0y A b ay @ asv
Yrormans cfest moot vérifid ca touz cas {=2r voic trcnscondente ) =i € esd

9 —

P . L)Y : - X Sa a9 e~y Y s RS
1isse!sur R réduit de ceractérisivicue nulZco, {;1‘1 sut roter dvailicurs gulil n'y

a pas dicspoir de nontrer que lu connO"ion en quostion Dzov;c

TN —— T

stratification: ¢ eut fﬂu: en caractéristique » >0 % Iz raison étant quc Lz
2choriclogie de De Rhem pour une variété algébrigue mon conpléte (rar exemol

affine) n'est plus Cu tout razisonnable, étant beaucoup trop grosse. Pour pouvoir
, |

espérer une strztification sur Rf”_QV}S) , ceng restriction de carsctéristique, !
= «w “a H

!
\

11 faut donc suppogser f vrowre.

- .
c) Lz nécessité d'une interprétcoiion cristzllographicus de la cohnozologia

de De Rham ect ézalement suzzdérée par le problize que j'avais signslé dans rnon.

papier bleu sur De Rnwn gi 0 est 1e spectre du corps des eodole cg, S Xisso

"sur R et X lisse et propre cur S, alors 1a théorie Cranscencdante do La cone=Cle=-

gie nous fournit uno suite spectrale H‘(S ,qu:?(c

—

le  terce Znitial et l'zboutisscment dfsutre mart ont vas desceripticn wulizoiot

S

/—ﬁ-.'-——" ““““ 4~ 4 " -
al~ébricuc, comze cohocoiogie de-De Rhenm de X, et de § & codfPicients doma o
A Re B e s T intéarable
pla > ) 4 0}() ..-‘ o ---.) - 3 -
g;{&(.g}v S nis de leur conresion c*“on “tef\c Ul permat de les Trendre

cor=2 coéfPicienis dans la cohomologie de Ds Rhan). On aizerzit trocver uno

interpreta ion purement a2lgébrique de cette suite svectrale toute entidre.

2.2.) Je vais préciser Imyommtrorrixgwdoin 1'affirration du titre, en b
plagant\dans 1'éventualité optinistebien sir)olt on n'aurait vas besoin de s%izo-

géniser.

. Jé —r NG
‘ - - N e - _._.f---a"\
R ; )R _{_‘_m‘-\_,o ot i _C"“ o\ .' L (_\'\u OILE. .

.<v4.\.a

tégorie dAnimlomcudS negadto= cfmeabebur;°c=a-~uamvvh~,v“;;4~dm‘L~,ze\
\ .
ne--veriahle Comze les cristaux de modules sur un préschéma S for:. é

catégorie abélienne, on peut prendre la catéorie dérivée; ces objets seront

appelés simplement "complexes de criZtaux”. Un tel animal induit sur S,ci f

- plus généralement sur tout obfdt~but 7 d'un obvjet (T—1T) ?~ i ; ‘

1 site erista-




’ my

catégorie dérivée des faisceaux de Modules sur S, resv. T). Un complexe

——————— e

4 § < 3 Ny 4+
cristavx est dit- pseudo- cohérent (resp. parfait, resp. ...) si pour tout

objet (U-T) de C, le complexe induil sur T es? pseudo-coherent (resve «..).

.J
)
o]
¢

Ceci posé, voila ls théorie qu'on voudrait: A tout morphisme lisse et Droore
. (absolgl/ sur § ) <

- -

T:X— S, serait associé un co*a’ékﬁ‘d° cristaux /DN ) avoelé cchomologie

[~
<

£

———r TSy

De Rhanm {de 1. Ce complexe doit €1 parfait, sa foroation doit Stre compa-

tible avec tout cheagerent de base sur S (1'image inverse des com plexes de

» .
*S

cristaux étant entendue, bien entendu, au sens de cate cories dérivées ...), et

rS

bien str DR(f) dépend foncioriellement (de fagon cotravariante) de X sur S. T&%

e

ou tard i1 faudra expliciter sussi une formule de Kiinneth Dﬂ(f\qg) T
L

DR(£)CDR(g) , et une formule de dualité, qui pour f partout de dimension rela~

P ——

~ tive d s'exprime comme un accounlement ééfinissant une autodual é
° e - - PR—— ,~

.~ - 4

) A, 1
- DR(f) x DR(f) —> Tﬁ?d} , ot Td est le cristal de Yate de poidsZi, et ol [2@]

indique qu'on translate les degrés de 24 (attention au facteur 2 !). ZEnfin,

s on vett comme de juste un isomorphisme DR(f)(S) = gf;(iagys), " fonctoriel en

St K

s )

“Xglgompatible avec les changements de base, avec Klinneth et la dualitéd {déj2

—

connus pour la cohomologie de De Rham ordinzire).

"-.. - Par prudence, je me suis abstenu de dire quoi que ce soit sur le cas f non

. propre, dont il faudrait parler tout au moins si on voulait faire sérieusement le

liizbavec Washtnitzer-Monsky.
g:;:T\La cohomologie de De Rham comne bigg%étal. A supposer qu'on ait une théo-

rie du type env1sage dans 2.2. , orxzeoiocioxozmouislixguoxekzguz  on trouve pour

- . . ~
qhaque entier p _un homomorphisme de frobenius

S : _ Fj DR(f)(p)——'> DR(f) y

L— TS s

ol llindice p au complexe de cristaux DR(f) désigne la restriction 2 SP=V(p;1li

(éu sezz des catégories dérivéesl qul d'apres les conditions de 2.2. n'est autre

que DR(fp) , fp:Xp-—> Sp étant induit par f. Utilisant toujours la méme condili-




n'est autre que , ol

wrfe (P)
uﬂ(;p )

: X e %} est le morphisme siruciurs
du frobeniusé relatif de X _sur Sp . Or on a 1le morphisme de frobenlus :

(p/S)—ﬁ> X, qui est un S-moronlsme,§26 par fornclorialité de DR nous donne

DR(f) (%) —_ DR(z)p comme on voulait. Il faut prouver que cet homomorpnisme

YA sma A P <~
est en fait une is g8 nie, donc gue lzé:acrlstal défini par DR(F) derient, & X'ai-

0

L .
dezF_, un bi-isoccristal. Mais utilisant 1a relatio

)
-

o
u
[0]
!
1§
i
H \G\
a5
ct
(N
(‘D\
O
2]
™
ct
[{)
(e
A
5
[43]

('\

de
2.2. (& vrai dire, l'écriture Td pour le ci'stal unité ne prend son sens que

lorsque on le regarde comme runi de sa structure de bi-cristal naturelle, quil

. ' 24
n'intervient qu'ici ), on peut transposer. F en un V, tel que FV =VF = p~, ce

I

qul prouve notre asse*tlo“.

—

D'allleurs, lorsque l'on passe du cristal de De Rham DR(f) 2 Y'isocristal

. - . . i, . . .
correspondant, ¥ done des ohjets de cohomologle DR(f). aux isocristaux corres-

ra i '
pondants, o grav St 2atate Sl I I ﬁ"V”Y;$§§ vrai (tout comme pour les R™Z, de De Rham en

caractéristique nulle) que leur formatdon commute 2 tout chanvemenb de b¢se, de

B e B e N aserrv

o LY srsmanys

. sorte que chacun des isocristaux DR (f) devient & SO? propre tlure un bi-isocris
A2

..tal. Au moment de rédiger 1.10. i)l m'aveit semblgg/gans mettre du iso dans le

coup, P DR (f) devrait étre'Z;—crlstal de poids i, mais je m'étais canulé, il

/\‘_————\AM‘\A/-\" S —

L~

faudralt pour cela une polarlsaulon de X sur S qui ¢éfinisse un isomorphis

- (pas seulement une. 1sogen1e) de DR (I avec DR2S™ ~Lop -(a-1) , ce qui n'existe

[ N — Lo Sliew - i

—

il BT

ST 'Muf

évidemment que treés excepfionellement; une fois qu'cn l’a, on définitV dans DR

en transposant F dans pr?d-1 |

éTZT\\Gas d'un schéma abélien. I1 semble que ce ne soit guére que dans ce cas-

13 ol il soit blen raisonnable de parler degpn;staux et.non. seulement _de bi-ise—

=13 T e v R e STt

éz}g}gg;. De fagon précise, Dlef) a dans ce cas une structure de bicristal,
défini par les Fp précédents)et des[:vD qui se définissent encore,nar fonctoriali-
té.de DR , & ltide de l'homomorphisme "Verschiebung" Ap(p/sp)-—9 Ap (3éfini
avec la généralitd qui convient dans les notes de Gabriel dans SGAﬁz} Comme

P

* —— e

o



2.2. , et que 1l'on a FV = VF = p. id sur ies scnemas &aoellens éen car.p,; on ca

a+

1 ~1
conclut les mimes relations dans DR . Cela montre donc que D27(2) est un

blc;%lstal de poids 1, i.e. un CTlS? lhdg_pwchoané. Lorsque S est le spﬁptre
PETIALG

- d'un corps,de caractéristique p>0, un tel cristal g'identifie simplement,
v { _

e

L&

d'aprés 1.12, & un module de Diwsdonné sur U=V k). Bien ffﬁ,{;n doit itrouver

e ——— o

ue ce module n'est autre que le module e Dieudonné du groupe formel oz

(ou plutdt, du groupe p—divisizble) défini par la variétd abélienne A.| Débarase
————— f—-&.r‘-\'l&l{ ‘\
de l'hyperstructure axiomatico-conjecturalz de 2.2. , Cowi® on peul exprimer

U orol

’

ainsi la construction &i==A -obtenue du module de Dieudonné:

{12)] soit A un schéma ab&lien sur un schéma a2ffine S. On sait que pour

tout morphisme S— T d'immersion fermée surjective, défini par Idéal nilpotent
. SRR S,

sur T, A se prolonge en un schéma abélien On peut regarder 1la cohomdlod

gie de De-Rham ordinaire - g}ga(_il‘B/T Y , ol g:B«> T est le morphisme structu-

.ral, et on-zait que c'est un lModule localement libre de rang 2g, ou g est 1la

. dimension relative de A sur S donc de B sur T. DPremiérs affirmetion: ce_modulejw

A wold
a isomorphisme cenonique pres, .ne dépend que{de S— T, et pas du choix du prolon-
gemgnt B de A. - En dfautres termes, 1a donnée de A sur S défini un cristal =

TP et

localement libre de rang 2g sur S, soit DR’ (“/S) Clest évidemment un fonciheur

Saditir en 2, Sompatible aveo le chor gement de base,e?‘xvu—%'“4;°A1N@“§;;}a',«uAn¢
Supposons que S soit le s bct*e d'un_corns varfait k de car o > 0; alors

le cristal précédent s'identifie & un module libre de rang 2g sur W=W(k). On y

indroduit les structures F et V, en utilisant comme ci-dessus les homomorphismes

S - k
P A—*A(P) et V:A(pZ-e A. On trouve ainsi un module de Dieudonnéé?gt: Deuxiéna

affircntion : Clest bien celui défini par Dieudonné., En d'autres termes: si

A est n'importe quel anneau local artinien de corps résiduel k, et B un prolonzge-

L

' ’ "F’
ment de A en un schéma abélien sur f\, alors Z/? la cochomoclogie de De Rhanm

J7 Cv LOACGOrLigiigr >nE)

HDQ(B) = H (B, est canoniquenent/ISom 13, A ol M est le moduls
BA,\ i /7’7 ==

de Dieudonné classique de A, et ol on tienit compte du th. de'Cohen qui munit /\

- * B A LW
“, + 'S . '3 2 . . ~s
d'une structure cancnique de W-algebre. (NB la oomonioihd €onctorialitd de




’ . ~ e - . . “’ ~ . vy c. , 3 S
(Zfi/) Je n'ai pas vérifié, & vrai dire, les deux affirmetions, mais n'ail pas ic

moindre doute qu'elles sont crorrectes telles quelles. Cette fagon de voir le

—— i o Eh et A e Lot e LT RO oo

-

module de Dleudonne permet de plus dzxz?expliciter de fegon rem narquable 1o3

e ot o e e+ o s emn o

sl

varlatlons infinit:isimales de struciure, de la varlete gpelienne Ac. dcnnee jen

PR
_ —— e

’

caracterlsulque wukio pe O, en termes du module de Divndonnés les prolong

&

G)

R -
v e cen e P ey QU [ .
N ~ e pie e

de A en un schéma abélien B sur A doivent correspondre exaciement auX IZIILn

[ -

modules quotients libres de rang g de }Z%JA qul redonnent, modulc p, le

i
P

’ v by - T3 +-n-
module quotient de rang g canonique de ijk = “DR(A) (;orresoondant a 1z Tiltr

e

tion canonique de cette co}omologl;l Plus généralement et plus précisément:

s ]30) Considérons, pour tout schéma abélien A sur une base S, sur la cohome
’ 1 s N

logie de De Rham rlr ('IlA/S = K (f), la filtration canonigque

S Oé—-Rf(O)<-—H(f)<~—-—R '-(J? /b)-—o .

. C:& 1 o
Donc pour tout B sur T'comme dans 12, on a su=) D2 “(A/S)(T) = EHE (g)  uma filtr

tion naturelle, ne dependan* ¢ee de la classe a isomorphisme prés du relévenent

choisi Bde AAT, et prolongeant la filtration déjh connue de 2% M(S) =K (f)

— e &

o e £ B AT e

e e o=

provenant de A. Cecil dit,{troisieme affirmation : on obtient ainsi une corras

p ondance biunivogue entre classes de prolongements de A 2 T, et prolongensnts

de- la filtration donnée de 5(3):3@)90 Og Bn une filtration de M(T).} Plus

- =T

précisément encore, le foncteur & ~— (4,0) , de la catégorie des schémas
B

‘abéliensKSur T, dans la catégorie des schémas abéliens czmx A sur S, munis

Coem ot
o

.d'une filtration de DRl(A/S)(T) prolongeant celle de DR (A/A)(S) (XB il ne
s'agit que de filtpations & quotients localement libres, bien sdr) est une

~
<

équivalence de catégories.

Ce€S énoncém est évidemment fort suggestif aussi pour des géiéralisatior

en cohomologie de De Rham.de dimension sup rieure, pour un morphisge ligss et

Y

projectif aguelccnque, tenant compte de la filtration canonigte de celle ci. On

voit bien en tous cgs que ce dernier éldment de structurs n'ist ras de naturs

cristall‘ne, i.e. donnée par une filtration du cristal de De Rham postulé dens

9

2 2. , mais est au contraire dans 1la natu“e d’un éliment de struciure

"conti-
T - .

- e B - - - . . - B - I



‘qul est duale de la suite exacte envésagée dans 2.5.

du motif donnant naissance iuw cristal envisagé. Pour arriver a precilser ce
derrier vpoint, il faudrait des fondements un peu Dlus Iermes de la théorie des

. . I e . = ;‘ ~ “ N
motifs,comme de celle {certainement teaucoup plus $1émentaire) des cristzux et

de la cohomolisogie de De Rhamo Une autre géndralisat ion, (suggdrés var comparai-
-&l
son du 32 =vec S38rre-Tate, disant que si S est de caractéristigue r; alors

dtendre A A ?/c'est vareil gu'étendre le groupe p-divisible correspondant), con-

cerne la thdorie des groupes formels, dont il sera guestion au Chapitre 3. Pour

m—

préparer le terrain, je vais présenter d'une rac¢on un peu differente le cristzl

DRl(A/S) associd A un schéma abdliern, en ukilisant exnlicitement la stiructure
- )

de groupe dudit.

2.6.) De £agonr générale, paraphrasant sur une base quelcongue une vieille con-

struction de Serre (c'est de 1ui que je 1'42 anprise, du moins), on trouve que

pour tout schéma abélien’ A sur une base S, 11 y a une extension naturelle de A

par le fibré vectoriel V(d (O ) =V (t ) ,(on A" est 1e schéma abdlien

gr—

dual de A). Attention A la notation, le fibré vectoriel V(B) est contravariant

en E, ces sections sont les homomorphismes §'€>QS ! L'extension en question est

universelle parmi les extensions de A par des fibrés vectoriels, est fonctoriel

le en A, et compatible avec changement de base. Appelons la G{i). Ainsi, le Fais-

ceau de Lie de G(A) est une extension

1, v
0~ R %‘fgs) —> z(4) — R°r( ’).A/S) ~—0
i -
\ 4 .
e | A ’

, dont nous avons donc ici

o~

une construction indépendante en termes d'extensions de A par des groupes vecto-

riels. On peut en profiter pour préciser encore les assertions 12 et 32 de

2.4.- et 2.5. L’assertion(lQ) se précise en affirmant gque, pour u. »rolongdmnit

B de A, de S 4 T, Le schéma en zrounss L(348r est détermind, 2 disomoronisme

i Cor WA= et e I .
canonique(prés, par la seule cdonnée de A et de TWimitko—rmienyx S—T, inddépendazment

du choix particulier de vrolengement B. BEn d'autres fermes, or trouve un crigta’

——— ———— e e e pre e -+ e we amm e mame o e = e e



lisses -~ infinitésimal

e e sl
en schécas de groupes G(h/u), et pour chacgue p;9¢0ngement(’5 ce & aun T,

|

!

" i - 4 ‘ ) .4"‘_ !

un isomorphisme canoniaue G(A/S)(7) 2~ G(B/T); tout ga bien sCr fonctoriel ex l
A et compatible avec changemenis de beas3. D*autre part, on pesut preciser alcrj

(::7 en indiquant quel est le forcteur quasi-inverse de celui envisagé dans

h o . . [
cet énoncé: l'extension Qe la filtration e DRT{A/2Y(S) en une filtration dn 't

-

faisceau de Lie DRl(A/S)(Tf’ de C(L/S)(W) revient & étendre le sous-groupe
vectoriel canonique de G(A/S)(8) wn un sous-groupe vectoriel de G(L/S){T), ot
- 1a2'on trouve B en passant simplement au quotient.

NB Je suis témbé sur la connexion cencnicue de G(4/S) en essayant de

simplifier la construction de Manin de l';DDllC&ulon Ao )._9 (S O ) associée

e e T

¢
4 une équation de Picart-Fuchs sur S, relativement & A. Pour ceci, il surfit cde ?
: - o |
. noter que localement sur S toute section de A sur S se rermonte en une section f
de G = G(A/S) sur S? La donnée de la connexion de G permet zlors de prendre
~-la dérivée de cetée section, qui est un élément Qe I’(S,tnﬁ‘¥2é ) , déterni-

né modulo une section de 1l'image da faisceau tﬂ scorrespondant & L'indéter

m

mination du relévement d'une sedpion de A en une section ée G. Les édquation

de Picar*—Fuchs soht définies tout juste pour arriver, d'une telle section de

Enﬁ EG 2442é (qui en fait est unegicle, compte tenu de la connexion canoni~n
o que de EG provenant de G), avec &'indétermination qu'on vient de préciser,

S

lequel se place Manin de toutes fagons).

& tirer une section de Oy ... (Du moins en caractéristique nulle, cas dans




inixu;-v31mauY, donci%é)pour deux relevements infinis
G(B’)g sont isomorphes, 1'isomorphisme’ entre eux est unigue. Derme si 3
thd22 précédento est wirsd, quels que soient les relévements infTinitédimeux de A

au dessus d’un ouvert U de la base S, alors les G(B) définissent effectivemen

WdWads e AT B

54 8 est de caraciéristicue nulle, les assertions 12 et 32 {scus la

[}

forme précisée par 1l'introduction.du e2fhéma en groupes G(2) ) sont vraies.

A . N S S
@Sans restrictions sur S, il est vrail gue G(;A.) r.'a pas d'auvtonmorpniznes

4 donn eb)
31

ésimou B,3! de &, G(B) %

] ...c.

- s rsa—— ;
o{d‘-\‘kd.

’

en grouggg}

un cristalfsur 5, & fortiori les H(B) dé”*n gsent un cristel de modules, et
L5, 4 68

, G(A) et H (A/S) sonty munis de strstifications absolues canonlqueU9 fonctor—

13

. 1) J Ve
rieilydtailleurs en A satisfaisant aux condi%tions entvslgées, et compatible avec

tout changement de base qui invarile notre hypothéss sur A.

L

<:>> Les assertions 12 é 32 (sous la forme précisée par G(A)) sont vraie

'Apour les reldvements infiritésimaux dlordre 1, ou %tout ou moins lorsque T ozt

de la forme D(i), schémas des nombres duaux défini par un J quasi-cohérent.

2.7. )Arrivé & ce point de mes brillantes conjecturss, je m'aperjois avec con-
' AZ *«M“/‘L‘

Bter%?tion gu'elles sont fausseo telles quelles, ralgré les indicétions consor-
A Aze)

~dantes rilitant en leur faveur. De fagon précise, coit k un corps de caracté-

p;stique o p»0. Je dis qu'il n'ést vas vossible, pour tout k-schéme

de tvne flnl, de dimension <~, avec S . »zulier, et tout schéra ellivtique
~ 6 it

A sur S, de mettre sur Hl (L/8) une stratification relativement & %k, gui

S

sg;t fonct oriel’e en A et comvatible avec les chanmsements de base. L'ennui,

comme d'habiude, provient des courbes elliptigues de Hasse nul. Appliquant en

effet les deux fonctorialités postuZiics, on trouve que l'homomorpnisme “frobe-
nius" qui va de- M(p) dans ¥ (M = H%R(A/S)) serait compaiible avec la strati
‘fication. Si alors s €S est un point correspondant & un As de Hasse nul, %.e.
tel ‘que frobenius sur H (n ) soit de carré nul, on en'concluraitvaisément,
rimpant sur les voisinages inTinitésimaux de s, qﬁe la méme propri.ité serait

.vraie aux points voisins de s, ce qui est évidenmenu faux p.ex. pour la famille
modulaire. ‘ - :

v e e e



o

pour tout anneau artinien de corps résiduel k, si et seulement si A est

Chapitre €t les considé ratio:: de 2.,2. , clest a ccncition de prendre narious

des isocristaux gqu'il reste une chence d*une théoric Ju genre de celle envisce-

Ve e e

gée précédemmeni. Il est fort possiblo d'ailleurs que la notion de igocris

gee i'al adoptée est encore trop restrictive, en ce sens que dans lfa descrinti-’

on de 1.13. il faudra peut-Cire prendre des ciratif

-~

[
153

cations en caraciérisiio..

nulle qui ne se prolongeraient pas nécessairemeny sur e schéma Formel zur VW

'2)
(&%)

= vecteurs de Witt tout entier. Cl'est une analyse soigneuso du celcu~clel
‘ £
P‘M wa ity ane

Washnitzer-Monsky qui devrailt permettre de tirer cette questioé au cWaﬁ

2.8. )Il se pose la questlon, dtautre part, pour quels schémas abéliens les

énoncés 12 et 32 de 2.4 , 2.5. et 2.6. sont valables,= dé&grs du cas déja
. ¢}_3 _

signalé: S de caractéristique nulle., J'aurais assecz tendance 4 croire|que si

ot b o 8 e £+ ST £

[PPSR

D P “
A est une VA deflnies;ur un corps k de car.ps 0, alors ce qu‘on veui (savoir

l'indépendance de G(B) d’un relévemen+ infinitésimal choisi B de A) est

i !
— !
!
3

"Ordinaire"|i.e. a sur la cl8ture algébrique de k le nowbre maximum de pointa

d'ordre p. Notes qu'il n'est pas nécessaire de gupposer k parfait (la questie

. e -divi. lble
on est panifestement géométrigue), donc le groupepz:::_i A sur k¥ ne se

décompose pas nécessairement en prcduit d'un étale var un infinitésimsl. On

[

aurait alors, pour de telles VA au roin la descrivtion trds explicite des

camwat

relévements infinltes maux en termes du relévement d'une filtration diun modulc:

—

a la Dieudonné. Cette conjecture semble raisonnable car on a fait ce qu'il
M

Tallait pour éliminer des ennuis comme dans l'éxemple de 2.7. , d'autre Ua*t

(4cos modules
e

cela s'harmonise fort bien avec le tapis Serre des relevements canonlqucs

T HA S e a——— TSI 3

;
varlétes abéllennes du type "ordinaire". ’
Il serait évidemment tentant d'espérer qu'un énoncé du méme type serait
vrai pour une base quelconque, pourvu gque toutes leé.fibres de 4/S soient
des VA ordinaires. Mais cela est certaincment feux avec cejje généralité, ;

méme .pc -~ des schémas elliptiques, essentiellement toujours pour les m8me rai-




roo® do llinvoarient, o H

o prolonzgerait ras & la courbe modulaire toulo endidre. T

urc eutre en car. 0, szag qulelles vouilleat se recoller, cou olc 2scoz ecmatiang

'qﬁo.

ellipticues, et localisons cn Zﬁ » L% cnoore 8 Lo ochéma lissc sur gp obtenu,

3 ~ .
On a sur S le lodule loc lidbrc de roas 2 EE?(A S), e% quand on enldve de 8

le nombre Zini de points fermés corwr ondentz & Xozse nul, oxn aurait une
stratification —=mrfwoworT Lok, & gj cur ce Fodunie. Pour des raisons de puretd
R

évidentes, celle-ci se prolcnzgeralt av dcocsus de £ teut en
stratification sur le R de 2o Paniliec roévizire de courdes eliiptiques, en
caractéristique p. Celle-ci serall clors comzatidle avec frohcéius (czz clle
1l'est dans le complérentaire do Y'cecnscmble fini dcs'poin+" do Hasse nul), ce

qui coatredit nos rifiéxiona de 2.7.

Il rtegt ras ereln entilDormont, conendant, cve ¢n rezitant on car.nn 0,

1%¢momed sur iz nonevariation JT0TN imfiniidsizzle de @{&) avoc A, A Tartout |
ordinniro 1t vzi. Cola 1_31 gueradd quo cur Llouvent dez valeurs Yordinolie

—_— D? -~
g jo ioic c;?o (:J

?""_"\ - T .
co drSle de comportomont, o) on aurait vac stretificaiica naturclic cn €2Z.D Ct

!

!
i
!
|
!

[;us considdrations précédcentes font bicn ressortir 2o noterc Yin?inic® do In

notion de atratification, rar comtracsie evoc celle de connexion, melgré 2eo

3-.,

-troopeusco epparcaccs de ia caractérictique nulle. Ainci, cur E‘.o.r_‘:.\q ¢e 3o

L

. £la c*~¢“’}ﬁfﬁ:)
fenille rodulaire sur 4 I— 2 cchémas ellipiiques, il y e c::xga Tibro gladricu

—

?SQ do 8 wno stratification naturello, rmais nous venoas de voir (ou prescuc coo)
-que ceticpstratificaticn ne c?détend paes en une stratification sur Sy g b
R

“ouvort non vide do Sbec(Z). (13 presque” provient du fait qu'il n'ess pas

‘absolk ment clair si 1a surhtificﬁt n qu'on ovtiendrait z2insi en car.» serait

respectée par frobenius; il feut absolunent tirer au clair cei execodle rarticsc-
mcdule &

;ierre). C?cst en un scns asczoz moral, puilsgue pour nous lz(Siratvirication

_-QoitAjouer dans une large mesurs le r8le d'un Faisceau Y-adique, dont il nart&%r
. - 0




.,

Pour en revenir & l'alinéa précdédent, concernan’ uwn scnéma abélien "ordinai-

‘re" en car. p>0, s'il n*est paz exclu quoe Lo qu zdmetite une stratificztion

canonique fonctorielle, il me semble cependant exclu, palheureusement, que colle

e

p—

-ci provienne d'un cristal DT de medulcs sur S, L.e. gue cecl reste vrail en
(i e =

famplagant S par toute extension infinitézimale, pas néc de car.m , (En @lmi-

4zt que 1z connexion associéde & la stratification cn question zoit le comnenli-

on de Gauss—Hanin).En effet, appliquent une telle hypothése au schémz meduleire
- d: o) S'.'

S sur gp précédent, dont on en“everait les points de Hasse nul d'atcrq{’6£*~J

~

conclurait sauf erreur que rtx“r::r*xnit"““¢ 12 stratification qu'on a cn carze-

. 1 . - : - ‘ -
¢ téristique nulle sur HDR se prolongeralit a S tout enller, car elie segurscoile-
au dezzsuz Qu

‘s o :
rait¥ en un sens évident avec la omommmic etratification qu'on au*":??vggx;;

* complété p-adique de S? (ce qui doit impliquer e prolongenent sur S de fagen
. a 3
assez formelle). Mais alors on aurait en car.p une stratification éu E-, au

dossus du schéma modulaire tout entier, Hasse nul inclus, ce qul est absurde

¢}
')
(¢]
2]
[
@]
)

coxze on l'a déji remarqué. 11 faut en conclure, hé1gz, que si les 1

-

,!‘_.
J-2

tauz, et le cas échéant les midules stQ3tifids mme en carafiéristique —=iicoo

.pj>0, ont des chances d'€tre des outils convensbles zour l'étude de Tanillos é&o
Lio o
variétés abéliennes, celle de cristal ella—mcne semble irréiédiablement trop

fino, plme en se restreignant & des familles de V4 "ordinaires"™ en car >0,

Elle psut tout au mieux ¢e préter au ces d'un schéma de tase réduit & uwa point,
spactre d'un corps pas nécesscairement rarfait, et on peut alors espdrer les
résultats les plus satisfaisants en se bornant aux Vi ordinsirest - Pour que

la notion de cristal elle-mZme puisse Stre utilisée pou* des schémas ebéliens

gur dos bases plus générales, il semble donec cu'il faille impocser dux Tamiiles

- ney

envisczéoes des restrictions treés gérieuszcs, consistent 4 inncser 2= vaxiztion

In?initésimale du G(4). Cela sexmble cssez procae du voini ds wue de Serrs, cul
dtudic les variations de VA (éventucllcnent 2 —ulti-lication comdlexze donnde) oo
imposant & priori l’esvace tanzent (et llzction de 22 2C cdessus) ...

—
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A A R Lo 7. K3 A . [ T S e e
?;E;/) _Bien sl%, en nlme temns cue zour Zos V., Je dols en rablitre sur oo

s - - 2 . s . FRIN S A -
- groupcs formels. Je veux sizplement cizasler cue 1o censiruction de GLL) dars
3 N v e I P - men sy e e d R
2.6. doi% pouvoir se narcorhrozor cons Aifficulud wour vn grounl B~llgldle
P LB )
s 2 o~ UL U - NN~ e A ~ - e Relie NN
f sur un préschéza S & carcctéristicucs »Ezicuvoltos roalos an moms D. Ia oY
X e
- Y - v \1’ Dy Ao ey e YT S AN P - T =~ IEaa Yok B iatn) ",’\',‘. - - ~ e st —S ps L o-_"o‘*--
4€8 NOomomoOrovVNLISEEE ¢ CC FGIOUuLlD GczniD & ZT0UD2 IO¥To4L LOB0Cle « = olle

triviales (en particulier, O n'z pos dlculenmorpaismoes indinitésimaun,, U2~
) ~adNLes . -2 A X - %
tre part (seuf crreur) ie feiscezu en L._“w__ dos E~ cde & & valeurs dznz o

groure forrel {scsocié 2 G (cu scrs du complexc du grouve 9, varizate formol-

—

le), est un odule localcment Yibre de remz 55, o g7 ezt 2z dimension du

= t/“& - .
- S ,
mont isomerpho A YLis(s “)¢’1fohu cect ezt suzzizrd mar lez résul

¢ groure dual de ﬁ , s0it 8% ; plus pricicénent, ce Todule doit Gtre canoatcuc-

Ipbin sur los noduies de grounes for; 18y je dolis avouer dfaillours gue jo n'al

, pzg& essayé de tirer esu elair ce qu'il faut eatendre, dans ce coatexte, DaT

: ~wLﬂle~groupa fornel asgocid & G 7, et £%il y & lieu do prendre lo ground Tormil
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purement infin itésimol€>; stizpoze alors
f~*§é§£§, en regardant llextension =7 wnivorsellic de U par wa grouls
_formel vect toriel, &ui sera iei le groupo for=el (covariant) éo 1. . Disig-
_ngnt

R

F2 \Jd)

Bien entendu, G( ) et par suite hx/} saront Ponctoriels en U , et comnit

]

avoc changement de base. Alors cu?il est certainement vrai, dens ua zens qull

A

%, quand on Yailf

onviendrait de préeiser, cue 7% G{g) varis "moinz cue

- -2 . }
varier J infinitéoiralement daems umoe famille, 1) n'est pes vrel pour auiony

2y N
que G(J) soit indépendant Qo tolles varietions (& Xfeucedtion, probablerens
.\—\-—\‘ i
de celles Qu prexisr O“uru), 1.0, puicse Ubre cornsidéré comms provenant &iuxn

I ‘l”

-—— -’y J“)‘
- DI o T Sy - ~ -a PR 2 s de
cristad sn groupes &¥c_w1¢;-_su° Cela_sara e caz-. ceulcrmant, sans doute
- SN ~ o~ o~ - NPT R e .- 3 : :
guend ¢ sera sxtension d'un groupe IIITik ind-&tals zar un grovoe p-divisiils
. c.:‘ }; [ S g erecy QM. T - : N —

-l - 2 - 19 . ) 4o Loe - SO T % a2 - R heoletd
torlqueJ {Dans le cas général, il semble intdressant dfétudier les variatics
e rmt—

— :
- - (o) ———— e - e T N



infinitésinales de 4, quand on so Firo celles de G/J) 2 1'eide é'un cristal !

en groupes G .

t

E
Tin
H
©
0]
®
)
b
< A
N
=
5
o
=t
g
@

) .. 4 3 L AP
?EE:> En tous cas, l'extension (=) semble un inverinng

p-civisivle enviszzé. Il subsigie, Tar pascage & le limite, en pessant I au

cas ou S est wmoshfmaxlormoiooniinizicol par exemple le spefitre dfun annsau
A noethérien j-adique sépard et complet, ol J est un idéal tel que £/J soit &

caractéristiques résiduslles égales 2 p. 0, trouve par exemple un bon invariant

quand( A st un anneau de valuation discrite complet, éventuellement dfinégales

caractéristiques, a caractéricifque résicduelle p. Dans le cas cu le groupe ;
m

forme%?réd(it a la structure triviagle r—=r mentionnée plus hzut dens 3.2. , et

LY

t

L2 A ~ ] - I - v ;
un;le«corp% résidquel k est parfzit, dlolu un =odule de Dieudonné X sur V !
i

|

i

¢

(de rang g+ ), 11 semble donc, d'apres 1z remarque faite dans 3.1. ;, que

la donnée'd’;g\felévement du groupe p-divisidble cu'on z sur k en un groupe p—

divisible su;;éq;soit entierement écuivaliinte & la Qonnde d'uan reldvement de |
—m———.\

- la filtration de I3 k donnée par (=) , en vne filiration de type {z,27) o

, |

. HE » <z T1 serait bien intéressant dlessayer de déterminer, en termes
. ‘—'—'\ : -
[ , , - b vy
.d\una telle donnée, quel est le rodule de Tatsz corrcsvondent & la fibre

\

!

que de @ ! Oz aimerait préciser également, pour des groupes p-divisiblesz pius

¢ généraux, quelle quantité d'inforamation est lide & l'exitension (ﬁ)).qui remplace

ici le Hl de De Rham.
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Coates and Jussila zre very Hisy writing dowa the roses of miota2lis oon
De liam cchomolozy, which should he reody within a Tew weers. I will sen:
vou however in this letiter a cony of She two poges containing a dinéel
consiruction of the Gauss-iznin connzeiicnz. 3y the wary, I had scme exira
thought abeut the definiticn of n-adic co 10:010rv in char p, and belieks

I have the right definitiorn a¥f last, using still anoﬁher =ite, thz so-cal.
led "De Rhan site" of a relesive scheme X/S, whose objects zre (

open subselts U of X, toXgether with a "thickening” U' of U i.e. a nil-

noizmeat irersiocr mx=x U— U!' ovaer 3, and moreover a "divided nowers
A , for
structure” on the augmentation ideal /0..,— C.. . YWhen working in char.(,

this extra structure is uniquely determined, and we get the usual

"site cristaliin, whose colomol ozy with coefficients in the sTruciure

I - i en X sumoth ovar €

sheal o7T locel rinus is Jas+(tre relaTive Zé xunan cohomology

H(Z , N0 ,.). It row secems to me that essenitially t
zar’ = X/8

snow the same result in arbitrary chsrascteristics, when working with the

De Rnam site, involving divided nowers. Thesze divided nowers seem in a x3

mosv subile way to rule out “the Trcubles I had come upon in my italian

letter to Tate on crystals (in conncction with elliniic curves of Hasse

invariant zero). It seems tc me that, at lzast Tor those smooth nroper

- p-adic cohomology WAll then follow readily Tron the known resulss in char

O , the ground ring for the cohomology theory being actually +the rins of
Uitt vectors ¥W(k) (not its £isld of fraciions, as in Yashnitzer-lonsky's
the"rv) This should then rule out the nossible presence of dencminators

sl al
o Wet!s ey PO PO )
P “1101 I aliuded to in myv l=zhter to Serre on the standard coniecuure
- (v} J

for algshraic crcles.






