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Séminaire BOURBAKI C-01
l4e ammée, 196L/62, Complément
Mai 1962

FONDEMENTS DE IA GEOMETRIE ALGEBRIQUE.
COMMENTA TRES

par Alexander GROTHENDIECK

Avertissement.

Nous avons donné dans le Séminaire Bourbaki, de 1957 & 1962, huit exposés tou~
chant les Fondements de la géométrie algébriques. A 1l'exception du premier, ces
exposés sont rédigés dans le cadre des schémes. Tous les résultats énoncés trou-
veront leur place dans les "Eléments de géométrie algébrique" de Jean DIEUDONNE
et Alexander GROTHEMDIECK. Cependant, la substance d'aucun de ces exposés n'est
actuellement couverte ni par l'un des chapitres déja publiés ou en préparation,
ni par quelque autre livre ou arbticle, et ne le sera sans doute pas durant quel-
ques années encore. Clest 13 la principale raison qui nous a incité & réunir ces
exposés qui mettront 3 la disposition des usagers un certain nombre de notions
et de résultats~clefs de la théorie des schémas, en attendant une rédaction en
_forme. D'ailleurs, la lecture de ces textes permettra de se familiariser rapide-
ment avec lesdits résultats et notioms, sans &tre géné par le détail, nécesssire=
ment encombrant, d'un traité systématique, et fournira les motivations indispen-

sables pour 1'étude d'un tel traité.

Pour la commodité du lecteur, nous avons rassenblé ici un certain nombre de
‘commentaires et d'errata, groupés par exposés, qui signaleront notamment au pas-
sage les progrés accomplis depuis la rédaction du texte, et indiqueront certaines

références supplémentaires.

Divers résultats figurant dans ces exposés ont été traités en détail dans le
Séminaire de géométrie algébrique de 1'IHES, ainsi que dans deux Séminaires consé-
cutifs & Harvard, en 196L/62, faits le premier par moi-méme et le second par
MUMFORD-TATE, pour lesquels ¢ es notes miméographiées (redlgees par Mr LICHTENBAUM)
sont actuellement en préparation. '

Sigles employés.

SGA : Séminaire de géométrie algébrique, Institut des Hautes Etudes Scienti~
fiques, 1960-1982. -
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SHG : Séminaire GROTHEIDIECK, Harvard University, 196L/62,
SHMT : Séminaire MUMFORD~TATE, Harvard University, 1961/62.
EGA : GROTHENDIECK (A.) et DIEUDONNE (J.). - Eléments de géométrie algébri~

ques - Paris, Presses universitaires de France, 1960, 1961, ... (Institut des
Hautes Etudes Scientifiques, Publications mathématiques, 4, 8, L1, +4s).

TDTE : GROTHENDIECK (Alexander). - Technique de descente et théorémes d'exis-
tence en géométrie algébrique, I-VI, Séminaire Bourbski, t. 12, 1959/60, n® 190
et 195 3 t. 13, 1960/6l, n® 212 et 221 ; t. 14, 1961/62, n°® 232 et 236.

COMMENTAIRES et ERRATA,

1. Théoréme de dualité pour les faisceaux algébriques cohérents.
[Séminaire Bourbaki, t. 9, 1956/57, n® 149, 25 p.]
\\

Remerque sur la page l14. - Comme je l'ai signalé dans ma conférence au Congres
international des Mathématiciens en 1958 (l), les questions soulevées ici sont

maintenant complétement résolues,

Le lecteur trouvera d'autrcs renseignements sur la dualité des faisceaux cohé-
rents dans loco citato (l), pe 112115, dans EGA III, 2e partie (en préparation),
et, en attendant, dans §9§ 1962 . Un traitement plus systématique se trouvera
dans un chapitre ultérieur de EGA (chapitre IX dans le plan prévu) .

2+ Géométrie formelle et géométrie algébrique.
[S&iinaire Bourbaki, L. 11, 1958/57, n° L&, 28 p.]

Page 8, théoréme €, -~ L'hypothése " f quasi-projectif" peut &tre remplacée
par 1'hypothése plus faible " £ 8éparé", en vertu du résultat suivent (Cf. SGA
VIII, 6.2) : Tout morphisme f : X + Y, qui est quasi-fini et séparé, est quasi-

projectif.

(1) GROTHENDIECK (Alexander). - The cohomology theory of abstract algebraic
verieties, Proceedings of the international Congress of Mathematicians [1958.
Edinburghj ; De 103=118, = Cambridge, at the University Press, 1960,
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Page 12, et page 14, remarque le = Signalons que Je~P. SERRE a construit une

variété projective non singuliére, de dimension 3, sur un corps algébriquement
clos k , de caractéristique p > 0 , qui ne provient pas par réduction d'un
schéma propre sur un anneau local intégre de corps résiduel k , et ayant un
corps de fractions de caractéristique nmulle (2), MUMFORD aurait trouvé un exemple

analogue, avec une surface projective mon singuliere.

Page 15, remarques 2 et 3. =~ Je suis actuellement moins optimiste concernant

les résultats conjecturés ici. Cependant, le probléme relatif aux veriations de
structure pour l'espace projectif, signalé & la fin de la remarque 3, a été résolu
par l'affirmative par HIRONAKA, et le probléme analogue pour les variétés abéliemres

a été résolu par KOIZUMI,

Page 16, ligne 3. -~ Signalons que MUMFORD a construit récement les schémas des

modules pour les courbes de genre g (Cf. SHMI). Le théoréme 1O prouve d'ailleurs
que les "schémas de Jacobi d'échelon n " de la théorie des Modules sont non sin~-

guliers (et meme simples sur 32 )e

Page 23, ligne 12, lre ligne du corollaire 5. = Ajouter s "X ou ¥ étant

propre sur k ",

La substance des § L & 5 est contenue dens la partie publiée de EGA III, celle
des § 6 et 7 est contenue dans SGA TIIT. Pour 1'étude du groupe fondamental, voir
SGh V, IX, X, XI, ainsi que SGA 1962 (exposés X, XII et XIII) pour les théorémes
du type Lefschetz et de nombreuses questiors ouvertes. Seule la théorie des revé-
tements modérément ramifids (Cf. théoréme 14) n'a pas encore fait l'objet dlune
rédaction en forme. Le corollaire du théoréme 14, qui donne la détermination com-
pléte. des rev8tements galoisiens d'ordre premier & la caractéristique d'une courbe
algébrique sur un corps algébriquement clos, a été utilisé de fagon essentielle

a4 troisreprises
1° dans la démonstraiion par IGUSA de 1'inégalité de Picerd pour les surfaces

projectives non singulidres en caractéristique quelconque,

2° dans 1'étude (développée indépendamment par OGG et SAFAREVIC) du groupe des
fibrés principaux homogénes sous une variété abélienne définie sur un corps de

fonctions d'une variable, en caractéristique quelconque,

3° dans 1la démonstration récente, par ARTIN, de certains théorémes-clefs sur la

"cohomologie de Weil" des variétés algébriques.

(2) SERRE (Jean-Pierre). - Exemples de variétés projectives en caractéristique
p non relevables en caractéristique zéro, Proc. Hat. Acad. Sc. U. S. Ady t. 47,
1961, p. 108-109.
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3« Technigue de descente et théorémes d'existence en géométrie algébrique [TDTE Il
T Généralités. Descente par morphismes fidelement platse
[Semlnalre Bourbaki, te 12, 1959/60, n° 190, 29 p.]

Page 1, ligne 10. - Il semble maintenant excessif de dire que la technique de

descente est "a la base de la plupart des théorémes d'existence en géométrie
algébrique™. Cela est vrai dans une large mesure pour les techniques non projece
tives faisant l'objet des deux premiers exposés de la série TDTE I & VI, mals
non pour les techniques projectives (IDIE IV, V, VI). '

Page 5, ligne l6. = Il est inutile de supposer que Q soit un morphisme de

S-descente,

Page 20, remarques - Un morphisme S' - 5 -quasi-fini, étale, surjectif, ou un

morphisme Spec(K3-+ Spec(A) n'est pas toujours un morphisme de descente strict,
méme si A est un annesu local d'une courbe algébrique sur un corps algébrique-
ment clos k , et S = Spec(A) o Ainsi on peut trouver un morphisme propre et
simple £ : X - S , faisant d® X un fibré principal de base S sous une courbe
elliptique E , tel que f' : X' » S' soit projectif, mais f n'étant pas
projectif. C'est donc en méme temps un exemple d'un fibré principal homogéne non

isotrivial sous un schéma abélien.

Page 26, ligne 9. - Lire "CHOW-IANG" au lieu de "IGUSA-LANG".

Pour divers détails touchant la théorie de la descente, voir §E§'VI,'VII,'VIII.

4, TDTE II : Le théoréme d'existence en théorie formelle des modules.
T8éminaire Bourbaki, Te 12, 1959/60, n° 195, 22 p.]

Page 8e - Lo formule écrite dans la proposition 5.1 n'est correcte que lorsque

A est un corps ; dans le cas general il faut remplacer ‘mtﬁng par le guotient
de cet espace par l'image de na/h y 60 1 est 1'idéal maximal de A « De plus,
la définition domnée pour O simple sur A n 'est correcte que lorsque 1'exten-
sion résiduelle k'/k est séparable. Dans le cas général, cf. SGA III, l.l.

Page 14, remarque. - Les problémes soulevés ici sont complétement résolus dans

le cas projectif par les nschémas de Hilbert" (Cf. TDTE V). Des exemples de
NAGATA et HIRONAKA montrent par contre que les foncteurs envisagés ne sont pas
nécessairement représentables si on ne fait pas d' hypothése projective, méme en
Se bornant 3 la classification des sous-variétés de dimension O d'une variété
compléte non singuliére de dimension 3 ; ceci est 1ié au fait que le carré symé-

trique d'une telle variété peut ne pas exister.
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Page 15, n® 3, - Pour une étude plus compléte, voir TDIE V.

Page 16, proposition 3.l. - Au lieu de "si f est propre", lire "si f est

propre et séparablel,

Pages 18 et 19, remarques, 2°., = J'ai montré récemment que le schéma formel des

modules pour une variété abélienne sur un corps est bien simple sur 1l'anneau de
Witt, en d'autres termes que tout schéma abélien sur un ameau artinien local,
quotient d'un autre, provient par réduction d'un schéma abélien sur ce dernicr.

La démonstration utilise simplement les propriétés de variance de la classe d'ob-
struction au relévement, introduite dans 1'exposé n® 1&, page 12+ Rappelons aussi
que les schémas de modules povr les courbes de genre g ou les schémas abéliens
polarisés ont été construits par MUMFORD (Gf. §§¥2).

Page 19, § 5. = I1 faut supposer que la section envisagée pour définir U soit

non diviseur de O non seulement sur % , mais sur tout Xn .

Page 20, lignes 12 et 13. - Au lieu de " G_ = G(Spec(Qy _)) ", lire :
Z —X v sX

N\

G, = GlBpec(Oy ) < G(SP%@&,X)) ’

~
et au lieu de " Oéx "y lire ¢ " O' ",

t
O.

5. TDTE III : Préschémas quotients.
“TSéminaire Bourbaki, te 13, 1960/6l, n® 212, 20 p.]

Page 15, assertion (i). - Le fait que Y =X/R soit quasi-projectif sur S

ne semble prouvé, pour l'instant, que dans le cas ol R provient d'une relation

 d'équivalence.

Pages 18 et 19, - Comme nous le signalons & la fin de l'exposé suivant, la

conjecturc envisagée est décidément fausse. Le "fait positif" signalé dens la
remarque 8.l semble avoir été démontré similtanément par divers auteurs (NAGATA,
'ROSENLICHT, GROTHENDIECK, «ss).

Signalons que 1l'application faite dans TDTE V de la théorie développée ici du
passage au quotient & la construction des schémas de Picard peut sc remplacer
également par une utilisation convenable des schémas de Hilbert (Of. §E§E). Comme
il a été dit dans le § 8, la lacune la plus importante de la théorie, présentée
ici, est le manque d'un critére d'existence de quotients par une relation d'équi-

valence non propre, telles les relations d'équivalence provenant de certaines
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opérations du groupe projectif. Un théoréme important dans cette voie a été
obtenu par MUMFORD (3). Pour un raffinement de son résultat, et diverses appli=-

cations & la théorie, voir SHMT.

6. TDTE IV : les schémas de Hilbert. .
[BéminaitTe Bourbeki, Te 13, 1960/6l, n® 221, 28 p.]

Page 6, théoréme 2.1, 3e ligne. = Au lieu de "il faut", lire "il faut et il
suffit".

Page 15, ligne 13. - Au lieu de "P £#Q ", lire " P <Q ",

- ligne 15, = Au lieu de "Si au contraire P =Q ", lire "Dans le cas
contraire, on aura P(n) 3 Q(n) pour n grand".

- ligne 18, formule (*)e - Au lieude " <" et " >, lire " L " et
n> o, '

- ligne 5 & partir du bas. = Au ljey dc " = ", lire " 2 ",

Page 18, remarque 3.9. = Siggglpns que 1l'étude des composantes commexes des
schémag de Hilbert sur un corps algébriquement clos a été faite par HARTSHCRNE.
Cet auteur prouve que les Hilbi sont connexes, et détermine les couples (r , P)
pour lesquels E};E: =g (4).

Page 23, ligne 5 & partir du bas. - Au lieu de "une composante", lire "d'une

composante” .

Pages 23 et 24, remarque 5.5+ — A propos de l'exemple de ZAPPA, signalons que
MUMFORD vient méme de construire une composante irréductible du schéma de Hilbert

pour @g (dont les points généraux représentent des courbes non singulieres de

degré 14, genre 24), qui est non rédulte en son point genériques Faisant éclater
une des courbes obtenues, il obtient également un schéma projectif régulier de
dimension 3 sur C , dont le schéma formel des modules est non réduit en son point
générique, ou, ce qui revient au méme, tel que sa variété des modules locale, au
sens de la géométrie analytique, sur C (Cf. Séminaire Cartan, t. 13, 1960/61),

est non réduite en tous ses points.

3 .
(Y) MUMFORD (David). - An elementary theorem in zeometric invarient theory,
Bull. Amer. math. Socs, t. 67, 196L, p. 463-486.

By
l9é2§ HARTSHORNE (R.). - Connectedness of the Hilbert scheme (Thesis. Harvard.
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7, ™DTE V : Les schémas de Picard. Théorémes d'existence.
TSéminaire Bourbakl, te 14, 1961762, 1° 232, 19 p.

Page 7, remarque 3.3 - La question soulevée ici a été résolue affirmativement

par MUMFORD (voir commentaires & 1'exposé suivant).

Page 13, remarque 5.2. - Comme je le signale au début de 1l'exposé suivant, la

conjecture d'existence avancée ici est fausse, cependant MUMFORD arrive & prouver

par ses méthodes un théoréme légérement plus faible.

Page 14, ligne 7. = Aprés "complet) ajouter "3 corps résiduel algébriquement

clos"., Ie contre~exemple de MUMFORD quion vient de signaler montre d'ailleurs que

cette restriction est indispensable-

Page 17, rémarque 6.6. - Corme nous le signalons au début de l'exposé suivant,

. la question soulevée ici vient d'&tre résolue par l'affirmative par MURRE o

Page 18, remarque 6.7. - La question soulevée ici se résoud par l'affirmative

(6f. dernier alinéa des commenteires & l'exposé.suivant).

N
Page 18, remarque 6.&, 4e ligne. - Au lieu de "réguliert,lire "simple sur k "o

8. TDTE VI : Les schémas de Picard. Propriétés générales.
[Séminaire Bourbski, ©. 14, 1901762, n® 236, 23 p.l

Page 12, ligne 16, ~- Au lieu de Mdroite affine", lire "droite affine privée de
1'origine". ’
-1
- ligne 18 - Au lieu de " X[t] ", lire " X[t , t7 ] "

Page 16, proposition 3.1, 6e ligne. = Au lieu de "Or 1thypothése ses", lire "Or,

de 1'hypothése o..".

Page 21, § 4 : Le théorime de finitude pour le schéma de Picards - les questions
de finitude du genre de celles soulevées dans ce paragraphe ont été & peu prés

totalement résolues depuis la rédaction du présent exposé. Indiquons les faits

principaux conmus maintenant dans cette direction. Pour simplifier les énoncés,
nous supposons implicitement que tous les préschémas de Picard, intervenant dans
les énoncés, existent, bien qu'une modification évidente de ces énoncés permette
de se débarrasser de toute hypothése d'existences S désigne par la suite un

schéma noethérien, X , ¥ des schémas propres sur S e

(1) Soit £ : X =Y un morphisme surjectif, alors f£* : Picy /s 7 Pioysg
est un morphisme de type fini. :
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(i1) Supposons Y projectif sur S , muni d'un Module inversible ample rela-
tivement & S , et soient X le schéma des zéros d'une section quelconque de
ce Module, f : X - Y 1'immersion canonique. Supposons enfin que les composan=
tes irréductibles des {ibres de Y/S soient de dimension > 3 . Alors
£+ Piey g = Pley g est do type fini. ’

(1ii) Supposons que X soit projectif sur S , et que toutes ses fibres géo-
métriques soient integres et de dimension n . Soit @X(l) un Module inversible
ample sur X , permettant de définir des polynbmes de Hilbert., Soit M une partie
de EEEX/S , alors M est quasi-compacte si et seulement si, dans les polynbmes

Tlw=

1 Iy wr .
de Hilbert N X"+ a, X + a, Xng + ees des €éléments de M , les coeffi-

cients a et ay restent bornés.

(iv) Pour tout entier n # O , 1'homomorphisme de puissance n-iéme dans le

_préschéma en groupes PiEX/S est un morphisme de type fini.

Notons que (i) et (ii) signifient aussi que (sous les hypothéses envisagées dans

ces énoncés (i) et (ii)) une partie M de PiCY/S est quasi-compacte si et seu-

lement si son image dang PiCX/S 1'est. On en conclut qu'un Module inversible

£ sur Y est t-équivalent & zéro si et seulement si son image inverse sur X
. T . . T .
Itest ;3 en d'autres termes Plcy/s est 1'image inverse de Plgx/s « En parti-

culier, pour montrer que le premier préschéma est de type fini sur S, il suffit

de le prouver pour le second puisque PicY/S - PiCX/S est de type fini, Utili-

sent alors (i), le lemme de Chow et (iii), on trouve :

(v) Pigi/s est de type fini sur S .

De fagon générale, la conjonction de (i) pour un morphisme £ini et de (ii)
permet de se ramener, pour la plupart des questions de finitude, au cas o X/
est & fibres géométriques intdgres normales de dimension K2 ; souvent méme,
appliquant (i) pour un morphisme surjectif non nécessairement fini, et la réso-
lution des singularités des surfaces algébriques (due en caractéristique quelconque
4 ABHYANKAR), on se raméne au cas ot X/S est mfme simple, donc a fibres géomém
triques non singulidres de dimension 2. Cela permet par exemple, compte temu de
(v), et de 1'inégalité de Picard-Igusa majorant le rang du groupe de Néron-Severi
d'une surface projective non singuliére, de prouver la généralisation suivante

du théoréme de finitude de Néron :

(vi) Soit X/S propre sur S et par ailleurs quelconque, alors les groupes
de Néron-Severi Pyﬁti/ki/Picgi/ki des fibres gdonétriques Xi/ki de X/S
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sont de type fini, et leur rang et l'ordre de leur sous-groupe de torsion restent

majorés.

La mfme néthods de réduction au cas des surfaces non singuliéres, et des théo-
rémes conmus pour ce cas (savoir le théoréme de finitude de NWéron, et le fait
que la forme intersection sur le groupe de Néron-Severi est non dégénérée) impli-
quent

(vii) Soit X wun schéma propre sur un corps algébriquement close. Alors il
existe un nombre fini de courbes fermées integres Cy (lgigr) dans X,
_ayant la propriété suivante : pour toute partie M de _lijfx fe M est quasi~

compacte si et seulement si les entiers deg EC, (8 € M) restent bornés (ou

¢! d651gne la normalisée de Gy )e

On peut prendre ici pour r le rang du groupe de liéron-Severie. Une fols conmu
que ce dernier est de type fini, (vii) se réduit au fait que les formes linéaires
sur le groupe de Néron-Severi définies par des courbes C dans X ne s'annulent
simultanément que sur les éléments de torsion du groupe de Néron-Severi. Dans le
cas X projectif non singulier, ce résultat, ainsi que (v), était afi & MATSUSAKA.
Utilisant (vii), on obtient facilement la caractérisation suivante des Modules

inversibles T-équivalents & O sur X :

(viii) Soient X/k un schéma propre sur un corps, £ wun Module inversible

sur X . Conditions équivalentes :
ae £ est t-équivalentd O,

be Pour tout Module cohérent F , ona y(F &) = x(F) , ot x désigne la

caractéristique d'Fuler-Poincaré,

b'e Comme (b), mais avec F = % Y étant un sous-schéma fermé intégre de

dimension 1 dans L ,

ce Pour tout Y comme ci-dessus, désignant par Y' la courbe normalisée, on
a deg Ly = O .

Si X/k est projectif et muni d'un Module inversible ample Oy(l) , les condi-~

tions précédentes sont aussi équivalentes aux suivantes :
de Pour tout entier m , ©(1) est ample.

ce (S1i X est intdégre.) Pour tout couple d'entiers m, n, ona

X% (n)) = x((n))
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(is es (b) est vrai en faisant F = Egm(n)) .

Pour la suffisance de cette derniere condition, on notera qu'elle signifie que
les polyn8mes de Hilbert des " sont tous égaux, donc, en vertu du critére de
Mumford (iii), les "  restent dans un ensemble quasi-compact de EEEX/k ,
is ce on a (a). Les conditions (b), (b'), (c¢) doivent &tre considérées comme

des variantes (sur un schéma propre quelconque) de la notion d'équivalence numé~

rique, définie habituellement sur des variétés projectives non singuliéres. Pour

ces derniéres, 1'¢quivalence de (a) et (c) était éviderment bien conmue (MATSUSAKA).

Le critére (e) implique aussi le résultat suivant :

(ix) Soit £ ¢ X - S un morphisme projectif et plat dont les fibres géométri-
ques sont inteégres. Alors Pigf)s est ouvert et fermé dans P?%c/s .

Nous nous bornerons & quelques commentaires sur la démonstration des résultats-
clefs (i), (ii), (iii) (le résultat (iv) est un peu 3 part des autres, et se
prouve en utilisant seulement (iﬁ.pour les morphismes finis surjectifs radiciels,
de facon précise, pour un morphisme de Frobenius). Pour (i), on utilise de fagon
essentielle les idées de la descente non plate (voir notamment IDTE I, page 9).
I1 se trouve que (n'ayant en vue que des résultats de finitude), le manque de
critéres d'effectivité pour des données de descente est inoffensif. D'autre part,
MUMFORD & démontré récemment une forme un peu moins forte de (iii), savoir le

critére faisant intervenir tous les coefficients du polyntme de Hilbert. Son argu-

ment est extrémement simple, et inspiré par la démonstration d'un critére d'am-
plitude de NAKAI (énoncé par ce dernier pour les surfaces non singuliéres, et
généralisé par MUMFORD aux morphismes projectifs quelconques). Il me semble d'ail-
leurs que cet argument n'est valable que moyennant une 1égére restriction supplé-~
mentaire sur les fibres de X/5 , (la propriété (S,) de SERRE), vérifiée si
les fibres géométriques sont normales. On utilise alors ce critére restreint dans
la démonstration de (ii) : le critére (i) permet en effet de se ramener au cas

o Y/S est plat & Pibres géométriques intégres et normales, et appliquant le
critére de Mumford, oh se raméne aisément au cas ou X/S satisfait aux mémes
conditions. De l'hypothése d e dimension résulte alors que lecs fibres géométriques
~de Y et de X sont de profondeur >2 en leurs points fermés, ce qui permet
d'appliquer les Yeritéres d'équivalence" sous la forme qui leur est donnée dans
SGA 1962 (exposé XII), et d'achever la démonstration de (ii). Une fois qu'on
dispose de (i) et (ii), il n'est pas difficile dans le critere de Mumford de se
débarrasserde toute hypothése de normalité sor les fibres, et de le démontrer égale-
ment sous le forme plug Torte domzdc duns (iii).
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Notons enfin que la démonstration de (i) et (ii) montre également que dans le
cas ou S est le spectre d'un corps k , le morphisme PicY/k - Pi&(/k est

affine (et non seulement de type fini).




Séninaire BOURBLKI 149-01
(Mai 1957)

THEOREMES DE DUALITE POUR LES FAISCEAUX ALGEBRIOUES COHERENTS,

par Alexandre GROTHENDIECK

Les résultats qui suivent, inspirés par lc nghdortnme de dualité algébriqus" de
Serre, ont été trouvés en hiver 1955 ct hiver 1956, Ils s'Gtablissent trés sinplement
4 1'aide de résultats asscz élénentaircs sur la echomologie des espaces projectifs
[3 ], et l'utilisation intensive Ade 1l'algébre homologique de Cartan~Eilenberg, sous
la forme [R 7. ‘

1. Les Ext de faiscooux de modules ([2], chep. 3 et 4).

Soit X un espioc topologigue muni d'un faisceau 0 d'anneaux avec unité
(non nécessairenent commutatifs). On considére la catégorie abdélienne 09 des
frisceaux dec O-wodules, appeldés aussi O-Modules. On sait que tout objet de cette
catégorie admet unc résolution inquctlvc, ce qul permet d'y définir les foncteurs
Ext ayant les propriétés formelles bien conmies . De fagon précisc, pour éviter
des confusions, nous désignons par Homy(X 3 4 B) ou sinplement Hom(X ; 4 , B)
le groupe abélien des thomomorphismes—Hc i dans B, tandis que EQEO(A ’ B)
désignera le faisccau des germes Athomomerphismes de 4 dens B (&, B e C+) o
On définit pour A € 09 fixé des foncteurs h, et h, 4 valecurs respectivenent
dans la catégoriec C des groupes abdélicns ct la catégorie @Z des falsceaux
abéliens sur X , par lcs formules @

(1.1) | hy(B) = Homy(X 5 & , B) B, (B) = Hom, (A , B)

Les f;nctcurs h, et h, sont des foncteurs covariants exacts a gauche, dont
on considére les foncteurs dérivés droits, notés respcctivement Extp(y L, B)

et .EEPS(A , B) « On a donc par définition

Extd(X 5 4, B) = (R° By)(B) = ¥ (Homy (X 5 4 , O(E)))

(1.2)
Extd(h , B) = (& gAxB‘) = HP(@(,(A , C(B))

ou le symbole RP désigne le passage aux foncteurs derlves droits, et ol c(B)
désigne une résolution injective arbitraire de B dans 0— Désimons par

T G? —» C 1c foncteur Msections". Rappclons que ses foncteurs dérivés droits
sont notés par B —»HP(X , B) s
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(1.3) H(X , B) = (B r)(8) = ©°(r(c(8)))
On a évidemment h, = Th,; d'autre poart.en vérifie quc h, trensforme objets injec-

tifs en objets acycliqucs pour I « On en conclut de fagon bien connue ¢

PROPOSITIOI(})T 1, = I1 existe pour tout O=Module A un foncteur spectral cohomolo=-
gique sur “C— , aboutissiént eu foncteur gradud (Ex‘bg(X $ A, B)), et dont le

terme initial est

(1.4) Ep?d(a , B) = (X , Ext(a , B))

On en déduit des ‘Medgs-honomorphisms" ¢t unc suite exacte & cing termes que nous

ntécrirons pas.

COROLLAIRE 14 -~ S1 A est locnlenent isomorphe & _Qn , alors on a des isomorphis-
mes canoniqucs -

(1.5) Extd(X 5 4 , B) £ K’ (X , Hony(4 , B))
) - \\; —
(donnés par des edge-horiomorphisms: de la suite spectrale). En particulicr on a un

isomorphisme canonique

(1.6) Extg(x 50, B) =H (X, B)

Pour utiliser ces résultats, il faut savoir expliciter les Exbg (A , B) « Ce sont

des foncteurs qui se calculent localement, il.e. si M est un ouvert de X, ona

‘_E_xig(A , B) |U =@glu (‘,A‘ lu, B |U)

 comme il résulte du fait que la restriction & U d'un O-Module injectif est un
(9 lU)—Module injectif. De plus, on a des homomorphismes fonctoriels, pour x€& X
fixé
(1.7) Hom_O(A ’ B)X —-)Hom-(?-x(Ax ’ Bx)
qui se prolongent de fagon unique en un homomorphisme de foncteurs cohomologiques
en B¢ ,
p D
(1.8) Exty (4 , B), —>Exty (A, B)
Y =
PROPOSITION 2, = Si A est, dans un voisinage de x , isomorphe au conoyau d'un
. n
homomorphi sme Qm ~» 0" , alors (1 «7) est un isomorphisme pour tout p « Il en

ost_ainsi en particilier si A est un O-lodule cohérent [3 ],
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PROPOSITION 3., = Soit L* = (Li) une résolution gauche du O-Module A par
des O-Modules dont chacun est isomorphe localement & un ’9? . Alors Exto(A 5 B)
g'identifie 3 H‘(Homo(L* s B)) , et ExtO(X ; A, B) s'identifie & 1 'hypercoho—

mologie de X par rapport au complexe HomO(Lﬁ ; B)

La démonstration est standard, on considére le bicomplexe Hbmo(L* , C(B)) ou C(B

est une résolution injective de B , et les homomorphismes naturels de
HogQ(L* ;. B) et de HomO(A , C(B)) dans ce dernier.

Pour finir, indiquons que les deux foncteurs Ext introduits dans (1.2) sont
non seulement des foncteurs cohomologiques en B , mais des bifoncteurs cohomologi-
ques, covariants en B et contrevariants en A4 .

2. Loi de composition dans les Ext .

Les résultats de ce numéro sont dus indépendamment & CARTIER et & YONEDA ; voir
un exposé de CARTIER [ 1] pour dessdétails. Soit C une catégorie abélienne. Soient
K et I deux objets gradués dans C . On désigne per Hom(K , L) 1le groupe abélien
gradué dont la composante de degré n est formé des homomqrphismés homogénes.de
pi+my

degré n de K dans L (i.e. des systemes (ui) d 'homomorphismes K
8i K et L sont des complexes (2 opérateurs différentiels de degré +1 pour fixer
les iddes), on introduit dans Hom(K, L) 1'opérateur différentiel donné par

(2.1) S) = du + (- l)n+1 ud , od n = deg(u)

qui en fait un complexe & opérateur différentiel de degré +1 . Les cycles de
degré n sont les opérateurs de degréd n qui anticommutent & u (en tant
qu'opérateurs homogénes )« On peut alors considérer 1 (Hom (K , L)) , clest un
invariant des types d‘homotopie de 'K et d¢ L, qu'on pourra noter H*(K , L) -
Si on a un troisidme complexe M ; alors la composition des homomorphismes définit
un accouplement Hom(K , L) x Hom(L , M) =>Hom(K , M) compatible avec les
' opérateurs différentiels, d'ou par passage 3 la cohomologie des accouplements

(2.2) H¥ (K , L) x E°(L , M) — H¥(K , M)

notés (w , v) => vu . Ces accouplements satisfont uné propriété évidente d'associa-
tivité. Ep particulier, H*(K ; K) est un anneau gradué associatif avec unité,
et H*(K , L) (respe H* (L , K)) est un module gradué & droite (resp. 2 gauche )

. sur cet anneau, etc..En dimension O, (2.2) se réduit & la composition des

homomorphismes permis de complexese. Enfin, une suite exacte de complexes
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0 =% K!' =3 K —» K" —=>»0, telle que K‘i s'identifie & un facteur dircct de
Ki pour tout 1 , donnc naissance & une suite exacte pour les complcxes de
groupes Hom(K" , L) , etces, d'ou un opérateur cobord i (K* , L) => (K" L)
On définit de mfme les opérateurs cobord relatifs & une suite exacte en L.
Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ceS opérateurs
cobord.
Supposons maintcnant qus C soit une catégorie telle que tout élément A de -
C admette uns résolution injective C(A) o On constate alors, utilisant unc des

nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

% *

H*(C(A) , C(B)) = H (Hom(C(4) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &

1*(Hom(A, C(B))) = Ext™ (& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext ¢« De plus, les accouplements, (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord 3

(2.3) Ext*(A , B) x Ext*(B , C) —»Ext™(4 , C)

En particulier, Ext*(A , A) est un anneau gradué associatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogue que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne BOuS Servirons pas ici de ce fait).
14 . [3 2’ e . 0
Dans le cas ou la catégorie envisagée est la catégorie C— des O-Modules
sur ¥l, on obtient donc des accouplements ‘

(244) Extb(X 3 & , B) x Extd(X 5 B, C) ~>Exth (X 5 4 , ©)

qui peuvent s'expliciter comme il a été dit. Dtailleurs, les mémes déve
mais ol on remplace la catégorie des grounes abéliens par la catégorie:des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs:. Hom
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de .
"nature locale" cette fois-ci

i

(2.5) ExtD(i , B)xExt(B , ¢) = Exty i

Ces derniers se précisent si on remarque que lss b
competibles avec les accouplements entre les Ext
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O'-Jr K! =K —» K" —>» 0 , telle qus K':.L g'identifie & un facteur dircct de

K pour tout i , donnc naissance a une suite exacte pour les complexes de

groupes Hom(K" , L) , etca, d'ol un opérateur cobord Hi(K' , L) -9»Hi+1(K" y L) o
On définit de méme les opérateurs cobord relatifs i une suite exacte en L

Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ces opérateurs
cobord.

Supposons maintenant qus C soit une catégoris telle que tout élément A de -
C admette une résolution injective C(A)  On constate alors, utilisant une des
nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

B¥(C(A) , C(B)) = H*(Hom(C(A) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &
1 (Hon (4, C(B))) = Ext™(& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext . De plus, les accouplements. (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord @

(2.3). Ext*(a , B) x Ext*(B , C) —»Ext (4 , C)

En particulier, Ext™ (A , A) est un anneau gradué assoclatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogus que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne Bous sServirons pas ici de ce fait)s

Daps le cas ou la catégorie cnvisagée est la catégorie 09- des O-Modules
sur X1, on obtient donc des accouplements

(2.4) Extb(X 3 & , B) x Ext3(X 5 B, C) —~Ext) X ; 4, C)

qui peuvent s'expliciter comme il.a été dit. D'ailieurs, les mémes développements,
mais ol on remplace la catégorie des groupes abéliens par la catégorie des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs Hom définis-
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de

Mhature locale® cette fois-ci s | '

(2.5) Exth(: B) xExt (8 , C) — Extf"(a , ©)

Ces derniers se¢ précisent si on remarque que les homomorphismes (148) sont

compatibles avec les accouplements entre les Ext .



149-05

Rappclons enfin qu'on a aussi une structure.multiplicative entre foncteurs
BP (x , &) (cup-produit)e On constate alors que les suites spectrales de la
proposition 1 sont compatibles avec les structures multiplicatives, de fagon plus
précise, on a un accouplement de la suite spectralse E(A , B) et de la suite
spectrale E(B , C) vers la suite spectrals E(h , C) , qui, pour l'aboutissement
so réduit & l'accouplement entre les Ext globaux, et pour le termme initial
3 l'accouplemont déduit, dans le deuxidme membre de (1.4), du cup-produit et des
accouplemonts des Ext locaux. Il en résulte on particulier que les "edge-homomor—

phisms"
(2.6) | Exto(X 3 & , B) = H(X 5 Exto(A , B))
(2.7) (% , Hom(4 , B)) =>Exty(X 5 & , B)

sont compatibles avec les structures multiplicatives. Si on sc borne donc aux
faisceaux localement isomorphes 3un 9? , cela cxplicite complétement la composi-
tion entre Ext globaux & 1l'aide du cup=-produit, compte tenu de 1tisomorphisme
(1.5),

3, Résultats de cohomologic localece-

Soit A un anncau commutatif avec unité muni d'un idéal J . Nous allons définir,

pour un A-module M varisble, dos homomarphismes fonctoricls

Ext} (A/7 , M) —> Hom, ( R 3/7, Hegh/T)
(3.1) .
Tor‘;(A/J , Me (R 3/7°) ® Hom, (4/5 , M)

ou les produits tensoriels et extérieurs sont pris sur l'anneau A j noter d'ailleur:
que J/J2 est en fait un A/J-module, et que sSes puissances extérieures en tant

que A-module eu en tant que h/J-module sont les mémes. La définition des homomor=
phismes (3.1) revient & la définition, pour tout systéme x = (2, 5 eoe s x )

p
de points de J d'homomorphismes ‘Y, *

Extf(A/J , M) =>M®A/T

fx

(3.2) .
‘ k{?_ :I HomA(A/J y M) = Torg(A/J , M)

de telle fagon que les conditions suivantes soient satisfaites ¢
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i. dépend de fagon A=-multilinéaire alternée du systéme des X, € J

{xl,..,,xp

ile est nul quand un des x, ocst dans J2 o
) xiyooo,xp 1

En fait, 1. résulte de i., puisque a f& =0 pour a e¢dJ , comme on voit en
remarquant que tous lecs modules dans (342) sont annulés par J .

Pour définir Px * considérons le complexs Ky dont le A-module sous~jacent

est A 4P , ot dont ltopérateur différentiel est le produit intérieur i par x

considéré comme forme lindaire sur AP de composantes Xj oy see s X L'opéra=
teur différentiel est de degré =~ 1 , les degrés sont positifs, et la cohomologie
de ce complexc en dimension 0 est A/(xlﬁ + see +X 5) o Comme les x; sont

dans J , on en déduit une augnentation K
' L

un complexs libre augmenté, & module d'augmentation 4/J . On en déduit, de

o > A/J o Ainsi KX apparait comme

fagon connus, des homomorphismes

% - £ A .
ExtA(HO(K?S) s M) = H (Hom, (K, M)) et Tor *(HO(KE-) , M) e H*(ch_@ M)

d'ou, en composant avec les homomorphismes sur les Ext et les Tor déduits de

1'homomorphisme d'augmentation Ho(Kx) - 4/ , dcs homomorphismes

¥, t Ext) (4/J , M) = B (Hom, (K , M))
(3.3) - A -

Yy 8 Tor*(A/J , M) &— H*(KX & M)
Or on constate aussit8t qu'en dimension maxima p , la cohomologic des seconds
membres est M/(x1 M+ o0 + xp M) (respe cst l'ensemble des éléments de M
annulés par chacun des x;). Comme les x, sont dans J , on en Aéduit des

homomorphi smes

Hp(HomA(Kx , M)~ M @ A/T
(3.4) -7
Hp(ch_ ® M) &~ Hom (4/T , M)

Composant les homomorphismes (3¢3) st (3.4), on obtient les homomorphismes (3.2)
que nous voulions définire La verification de i. est fastidieuse, mais ne présente

pas de difficultés.
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PROPOSITION 4, - Soit A un anneau commutatif avec unité, soit (x1 s oee xp)

une suite d'éléments de A& tclle qus pour 1 <=i=p , l'image de % dans le

) ne soit pas diviseur de

quotient de A par 1'idéal engendré par (x; 5 veo

11
0 « Soit J 1'idéal engendré par les X o LAlors J/ est_un (A/3)-module libre
ayant pour base les images canoniques des . s 16 comglexc K est une résolution

libre de A/J , et pour tout A-module M, les homomorphismes (3 1) en dimension p

sont bijectifs. Il en est de m&me des homomorphismes analogues définis pour des

degrés 1 quelcongues pourvu que J.M =0 .

- (Le point essentisl, dont tous les autres résultent, est l'acyclicité de K,
qui est un fait bien connu sous les conilitions indiquées). -

COROLLAIRE 1., - & et J étant comms ci-dessus, supposons de plus que A soit
una algtbre affine régulilre de dim n sur un corps parfalt k, st gue L/ 80it

une_algdbre affine régulisre. Désignons par ‘).(A) y ;2_(n/3) les modules de
différentielles de Kshler. Alors on a un isomorphisme canonique compatible _avec .

la localisation,

(3.5) Exth (o T(4/3) , ot a) =4/3

En effet, a®P(/5) est un (4/7)-module libre de rang 1, de méme 11?(A)

‘est un A-module libre de rang n , donc le premier membrs est égal &

ExtP(a/T , 4) ® PP/ @ 28 (n)
{oh 1o symbola "'t désigne le (A/J-module dual). La produit tensoriel des deux

derniers facteurs s'identifie & X (J/Jz) , donc le tout s'identifie a
ExtE(A/J . g.(J/ﬁz)) , donc, en vertu de la proposition; 2

Homy, ( R 3/32 R 3/7) ,

4460 & A/J . En particulier, il y a dans Extp('],-p(A/J)), oMA)  un é1ément
privilégié, correspondant & 1'élément unité de 4/3 , appelé classe fondamentale
de 1'idéal J dans A . (Elle peut en fait se définir sous des conditions sensi-

blement plus larges). On peut mettre le corollaire 1 sous une forme plus ‘géométrique

et plus globale

COROLLAIRE 2. ~ Soient X wune variété non singulidre sur un corps algébriquement

clos k , Y une sous-variété fermée non singuliére ds X , 0y ls faisceau des

anneaux locaux de X , 0Oy la faisceau des anneaux locaux de Y considéré comme

un faisceau quotient de Oy - Soient n 1la dimensionde X, n-p celleds Y .
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Soit S}X (resp. ézY) lc faiscecau des germes de formes différentielles réguliéres
sur X (reSpo Y) . Alors on a des isomorphismes canoniques ¢

(3.6) Extpg (3™, 8y) =0

ou encores

(3.6 bis) Extp (oY s 7)) = QP

La formule (3.6 bis) peut servir de définition de :Qéﬁmp pour Y variété
singuliére. De fagon précise '

PROPOSITION 5. — Soit Y wun sous-ensemble algébrique de dimension q =n-p
dans une variété algébrique non singulidre X de dimension n . Soient F un

faisceau algébrique cohérent sur X de support contenu dans Y , et L un_

faisceau algébriqué localement libre sur X . Alors les faisceaux Exté (F L)

sont nuls pour 1 < p , tandis gue> pour i =p, on aun isomorphisme canonique

(3.7) | E_)g_b&((}? , 1) = Homg (F ExtP(0,/7 , L))

ou J désigne un faisceau d'idéaux arbitraire sur X annulant F et dont l'ensem=-

ble des zéros soit Y . En particulier; si F est un faisceau algébrique cohérent

sur Y , ona

(3.7 bis) | Extl (F , L) = HomCY(F , ExtP(0y , 1)) -

oy

Enfin, F ¢tant toujours un faisceau algébrique cohérent sur Y , les faisceaux

EN(F) = Ext§+1(F 0 ;LQ) vo dépendent pes de la fagon d'immerger 1'espace algébrique

Y dens une variété non singuliére X .

La qusstion étant locale, on peut supposer X affine et L = 9X . Cela raméne &
une question d'algdbre commutative, et Htme d'algébpe locale : Si A est une
localité reaullere, M un L-module dont le support est de dimension <=q =n -p
prouver qwe Ext; (u s 4) =0 pour i<p, et Extp(h , L) = HomA(M Ext (A/J A)),
oh J estun ideal quelconque de "dimension" <<q annulant M . Pour le premier
point, on procéde par récurrence sur q & un dévissage immédiat raméne au cas ou
M est de la forms 4/J , puis, en remplagant J par un idéal plus petit et
utilisant 1'hypothdse de récurrence, ct la suite exacte des Ext , au,cas ou J
est engendré par un "systime de paramétres" comme dans la proposition 4 et ou le
résultat cst immédiat. Le résultat précédent implique que si J est un idéal
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fixé de "dimension" =gq , alors ls foncteur contravariant E(M) = ExﬁE(M , &) sur
la catégorie des 4/J-modules cst exact & gauche; de plus il transforme sommes direc=-
tes en produits directs, d’oh résulte facilement que E(M) = Hom, (M , E(4)) « Enfin,
la dernidre assertion de la proposition 5 est plus subtile, &t résulte d'une
caractérisation intrinseque des Ei(F) 3 1'aide d'un théoréme de dualité locale

qui ne peut &tre domné ici.

Y
isomorphisme fonctoriel pour les falsceaux algébriques cohdrents F sur Y @

COROLLAIRE, - Désignons par ogq ls failsceau Eng (0Y s é;?) o hlors on a un
—— —X —

(3.8) Ext-,p F , o) = Hony F , wy)

4. Classe de cohomologic associde 3 une sous-variété.

Dang toute la suite, X désigne un onsemble algébriaue de dimension n ,. défini
sur un corps X , que nous Supposerons algébrigquenent clos pour simplifiere. Sauf
au n° 6, X est supposée non oinggliéree On dééigne par O lc faisceau des
anneaux locsux sur X ; par ‘ELX t)‘lx 1e faisceau des germes de formes diffé-
renticlles sur X - Si Y est une partie fermée de X , on identifie les faisceaux
algébriques cohérents sur Y & des falsceaux cohérents sur X nuls hors de Y j

i1 en est en purticulicr ainsi de QY et .g;Y

IEMME 1. -~ Soient F wun faisceau algébrique cohdérent sur X dont le support
est @e dimension «n -~ p ¢ L un faisceau algébrique cohérent localement libre sur

X . Alors Extid.X(X s F, L) est nul pour i<p , et on a un isomorphisme canoni-

Qe
(4.1) Extf(X 3 F, L) = B(X , Ext{(F , 1))

Si F est un faisceau algébrique cohérent sur une partls fermée ¥ de X ds

dimension =n - p , on a un isomorphisme canoniquc

(4.1 bis) P (F , 1) = Hom, (F®L'®%( oy )
S e

by

ou aQY cst le faisceau sur Y défini dens le corollaire & proposition 5,

(qul s'identific & .SLY P si Y est non singuliére).

La formule (4.1)‘est une conséquence irmédiate de la suite spectrals de la
proposition 1, et de la proposition 5; en vertu de 1a formule (3.8) ¢n peut écrire
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Ext? (F,L) = L@(ig;l)v s ExtE (F,g;) =La (Q;)' a Homg"(F,_.Qg) = }_I_OEEX(FQLWQ;‘,_@%)

o g=n-p, d'oh la forrmle (4.1 bis).
Faiscns en particulier F = -Q-Y s L= S_}g , on trouve, compte tenu quc

g)fg ® (9_.}12)' = Qs)r(l—P , un isoncrphisme canonique

(4:2) Extl (X ; Oy » Q3) = Homy (X ; QBP, 5P

Supposons maintenant Y non singuliére pour sinplifier, done ggg—p = Q__?-p .

On a un homomorphisme naturcl de —Q:;"p dans &§,-p d'ocl une section canonique

sy du faisceau Extp9 (-Q-Y 5 .D.}I(’) , que nous appellerons, si toutes les composentes

—a——

ds Y sont de dimension n - p , section fondamentale du faiscesu Exth (Op 5 £ P)
s -——QX 'l

Cette section définit en vertu de (4.1) un élénent de Exté{(x 5 0y »3) o Or

1 thonomorphisme naturel -94( - -Q-Y définit un homomorphisme

‘ Py = P
_Extgx(x 3 Oy » 9F) -->Ext§x(x 5 O , &8) = @, a3) .
On obtient ainsi un élément de HP(X , S,}%Z) » noté P (Y) et appelé classe ds cohomo-
logic d6 Y dans X . Elle est donc déduite de la section sy de

Extp-Q (_QY ’ &.}I{)) par le diagramme d'homomorphismes suivants 3

(43) PG 0 =B (€5 0y ) Bt (0 5 O ) HHE , Bt Opay)

Appelons cycls non singulicr de dimension n - p un élément du groupe ‘abélien
libre engendré par les scus-variétés irréductibles non singuliéres de dinension
n-p dans X . hlors la fonction Y —P(Y) se prolonge en un homomorphisme
du groupe des cycles non singuliers ds dinension 'n -p sur X , dans le groupe
BP(x , of)

Scient Z°P et Z,n—p' des cycles non singuliers de dimension n - p et

n -p', on dit qu'ils se coupent transversalement, si toute composante de Z

coupe transversalement toute composante ds Z' . Alors le cycle ZesZ' est défini,
c'est un cycle non singulier de dinension n - p - p' « Ceci dit, on a le
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/ N ] - !
THEOREME 1, = Si zZ%P st 7217 P sont des cycles non singuliers qui se

coupent transversalement, alors on a

(4.4) P, (3.21) = By (2).B(2')

ou le produit du deuxiéme membrs cst le cup-produit

1 } +n! +n!
X , af) x & (_X,g)%)-)ﬂpp(x,g,f(’p)
(On suppose que X est isomorphe & une partie localement fermée d'un espsce projectif)

Cette dernidre hypothése nous sert uniquement pour pouvoir conclure que tout
faisceau algébrique cchérent sur X est quotient d'un falsceau algébrique cohérent
localement libre (SERRE), donc admet une résclgtion-gauche par des faisceaux
Jocalement libres. Pour prouver le théoréme 1, on peut supposer que 2 et 2!
‘gont des sous-variétés irréductibles non singulisres Y et Y' se coupant
transversalement. Soit L* une résolution gruche de 9& par des falsceaux
localement libres, alors en vertu dg‘proposition 3, le diagramme d‘'homomorphismes
(4.3) s'identifie au diagramme

P (2f) & (B 1) (Homy (L, » £3)) 2y F(HP (om, (L, , 23)))

"

ou = est le foncpeur "groupe des sections" sur la catégorie des faisceaux
gbéliens sur X , et B? T désigne 1'hypercohomologie de dimension p <ZJudit
foncteur, et RPI™ son p-iéme foncteur dérivé. On supposera pour simplifier que
Ib ='9X et que 1'augmentation Ib -é-OY est 1'homomorphisme naturel (ce qui est

" loisible), alors x est déduit de 1'homomorphisme de complexes Oy — L (Of étant
considéré comme un complexs réduit au degré 0), compte tenu que

»EP F(K) = Rpf'(Ko) si K est un complexs de faisceaux réduit au degré O .
L'homomorphisme f2 est un "edge-homomorphism" bien connu. Considérons un diagrammne
enalogue, relatif 3 une résolution localement libre Lj de 9¥| , €t considérons

le diagramme commutatif d'accouplenents 3

R r(@f) < B r(Hom, (L, »9F)) 2> T (E° (o, (L, ,85))

x x X

(4.5) B' I (QD) e gp_'r(Homg (L ,8) %_T(HP'(Homg (ry , 25
RN o y

| P (@B*P!) i B v (Hom, (LeLy QPP 2 T (prp'(Hom (L,012, F M
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Les accouplements des deux colonnes de droite: sont déduits de 1'accouplenent
de complexes de faisceaux
+
HomO (L* ’ £}§) x Hom9 (L;,";X Hon9 (L s L}, b p' )

' ' p'_y optp' 1 \ -
que l'on définit & 1l'aide du produit exterieur 9.— x -D:X —-)-.__X . L'accouple
nent de la premiére colonne est le cup-produit (reldtif au produit extérieur). Je
dis que la derniére ligne de (4.5) s'identifie au diagrarme d'isomorphismes analogue
3 (443), o Y est remplacé par Y QY' et p par p + p' « Pour ceci, il
suffit de montrer que L@ L' ecst une résolution (éviderment localenent libre)

ds Oy Ny e Or on a sn sffet
H(L®L') = 0y @0y, =0y ye
et

&
Hi(L@Lv,) = Tor, (o]C , __YA) = 0

pour 1 >0, du fait qus Y et Y' se coupant transversalemente Le théordms 1
résulte nmaintenant de la formule

(4.6) Sy* Syr = Sy

(o 1le produit du premisr membre st celui ds la decrniére colomne de (4.5)). Cette
formule (4.6), de nature purement locale, se vérifie sans difficultés en prenant
pour L, et L 1les résolutions envisagées dans proposition 4. On démontre de mé-
mc {par unc démonstration plus facile) que 2 —%-PX(Z) est compatible avec le

produit cartésien

‘(4-07) XxX'(Z x 2! ) =P (Z)® (Z )

(formuie valable si 2 respe Z' , est un cycle non singuller sur la variété non.
singuliers X , resp.' X' Zw2' étant considéré corme un cycle non singulier

sur X x X'). De (444) ot (4.7) on déduit que PX(Z) est aussi conpatible avec
ll'opération M"image inverse" par un morphisme de variétés non singuliéres

f¢@ X=X ‘

(4.8) | P (£ (21) = £*(By, (2))

formule valable si 2 est un cycle non singulier sur X' tel que f soit
Ngransversale" & Z , ie.ee tel que le graphe de f soit transversal au cycls

X xZ'" dans X x Xt o
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COROLLAIRE 1. — Sojent X , X' deux variétés non singulidres lovalement fermdes

dans un espace projectif. supposons X* compléte. Soient U un cycle non

singulier sur X x X' ; a et b deux points de X' tels que U coups transver=
salement les cycles X x (a) et X x(b), solent Z et Z' les cycles non
singuliers sur X tels qus 2 x (a) = (X x (a)).U , 7« (b) = (X x (b))eun &

Alors on a

Py(2) = Py (2')

En effet, soit £ ¢ X=X x X' défini par fa(x) =(x, a), onagaalors en
vertu ds (4.8) la formuls P(2) = £.(P(U)) , do méne P(2') = f;(P(U)) . Or,
utilisant ia formule de Kiinneth |

H:‘(X x XV ‘C-lx"‘xxr) = H*(X ?Q%;)@H*(X' "g:!)

o £
e? le fait que H (X', QX‘) est réduit aux scalaires, on obtient facilement
o

fa

= ; ’ d'ou la conclusione
Pour tout x €X , (x) ost une Bous-variété non singuliére de X de codimen-
. ’ . ’ r'd n .
sfon n, et déefinit donc\un €lénent tx de Hn(X , QLX) « 51 X est une varié=
té projective non singuliers, il résulte du corollairs 1 que ¢_ ne dépend pas
' X

du point x choisi, on le note EX et on l'appalle classe fondamentale ds

BNX, £%) -

REILRQUE. - Pour avoir unc théorie satisfaisante, il faudrait définir Py (2)
pour des cycles Z quelconques, et prouver le théoréne 1 pour une intersection
propre de cycles. (iu moment d'éerire cct exposé, cela n'est pas encore fait en
toute généralité). hdmcttant que cela est fait, le corollaire 1 devient : s1 2
ot 7' sont deux cycles algébriquement équivalents, alors PX(Z) = PX(Z’) (énoncé
qui ne semble par résulter ds ce qui précéds, méme si 2 et Z' sont non

singuliers).

5, La théoréne de dualitée.

Dans ce numéro, X désigne une variété projective non singuliére de dimension n .

/ . .
THEOREME 2. - la classe fondamentals £y do (X, g;ﬁ) est une base de ceb

espace vectoriel.

(Ia dénonstration sera donnée plus bas). Moyennant le théordme précédent on peut
donc identifier H (X , £}§) au corps Xk . Considérons maintenant les accouple=

ments envisagés au n® 2, qui donnent en particulier un accouplenent
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Ext? (X 3 0y , F) x Extg P(X 5 F , Qy) —)'Extgx(x 3 Oy 5 Sy) , deco

X X

(541) X ,F) xExtp P(X 3 F , Q.Q) — (X, ay)

%

Compte temu du théordne 2, cet accouplement définit un homomorphisne

(52) Exty P(X 3 F , 24) = B, F)

%

Cet homomorphisme sst fonotoricl en F s 0t permute aux homomorphismes cobords
rclatifs aux suites exactes O =>F' =>F = F" =0 .

/7
THEOREME 3+ - L'homomorphisme (5.2) est un isomorphisne.

On retrouve en particulier le résultat de Serrs @

COROLLAIRE. - Scient E un fibré vectoriel algébrique sur X , 0,(E) le fais-

ceau des germes de sections réguliéres de E , on a alors des isomorphicmes cancni-
ques 8 ~

- n
(5.3) WP, o E)) =P, 2R E")

I1 suffit d'appliquer le théoréme 3 et le corollaire 1 & la proposition l.

Les théorémes 2 et 3 vont résulter de 1'éncncé suivant 3

(D) L'homomorphisme suivant

(542 bis) Eth P 5 F, QF) & 0P, I @L (@L=8(, ay),

déduit de l'accouplement {5.1) ect un isomorphisme.

Montrons en effet que (D) implique le théoréme 2. Soit k = -O-(x) le faisceau
des anneaux locaux de la variété réduite au point x € X , considérons 1'homomorphisme
canonique -QX —)_lsx et 1'homomorphisme associé
(543) BO(X , Q) =8 (X, k)

son transposé s'identifie & 1'homomorphisme

(544) Extg (X 5 k. » Qy) L —)ExtE((X 3 8y 5 £y) @ L

X

déduit de 1l'homomorphisme sur les Ext" associé a Oy =~k

(545) Bxty (X 5 k » Sy) -)-Extax(x 50, ,87) =H(E,8y

O
\
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Comme (5.3) est un isomorphisme, il en est de méme de €5.4), donc aussi de (5.5)s
Comme 8,y ost une base de Exty (X k Q_X) en vertu de (4.2), il s'ensuit

%

bien que son image Ey est une base dc 1 (X , 9_-;) .

Reste 2 prouver l'énoncé (D), qui résultera de fagon purement formelle des faits
é1émentaires résumés dans les lemmes suivants. On y suppose que X est une partie
fermée (singuliére ou non) de l'espace projectif P de dimension T . On utilise
la notation Op(m) pour le faisceau sur P noté 9(m) dans [3], et la notation

Oy(m) pour le faisceau analogue sur X o

IEMME 2, - L'éncncé (D) est vrai si X =P et F = QP(m)

Ce lemme se vérifie par un calcul direct. Le calcul expli~ite des Hi(P OP(m))
ss trouve dans [3 ], mais i1 peut se foire plus élémontairencpt. La computation
~du cup=-produit H (P .},.Q_P(m)) x H (P 0. (m')) —*Hi” (e, O‘P(r +3=1)) nécessaire
pour expliciter 1'accouplement (561) n offre pas de difficultés. .

G

IEMME 3. - Tout faisceau algébrique cohérent F sur X est isomorphe & m

faisceau quotient d'un faisceau -(-)-X(- m)k , ou on pout supposer m aussi grand
que 1l'on veut.

Résulte.du fait que F@®@Oy(m) est "engendré par ses sections" pour m grand,
cf [3 1. '

IEME 4. - Scit 4 >0 . Alors H (P , Op(-m)) = 0 powr n gand 5 b pour
. tout faisceau algébrique cohérent B sur X , on a Ex‘tgx(x 3 __x(— m) , B) =0

pour m tg"rand .

Le premier énoncé résulte des calculs explicites nentionnés plus haut, pour le

deuxiéme on note .qu'on a un isomorphisme

Exb:"qx(x ; o (-m), B) = H-(X , B®O®))

(proposition 1, corollaire 1), d'oh la conclusion en vertu d'un résultat bien

connu de [ 3 Jo Conjuguant les deux lemmes précédents, on trouve le

COROLLAIRE. — Soit 10 . hlors le foncteur F —>H T(P , F) sur la catégorie

des faisceaux algébrigues cohérents sur P est cosffacable, et il en est de

méme du foncteur Extf‘QX(X ;s F, B) sur la catégorie des faisceaux algébriques

cohérents sur X .
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LEMME 5 = Soient A ¢t B deux faisccaux algébriques cohérents sur X , posons

h(m) =1&§§£&(m) . Llors pour m assez grand, 1 thonomorphisme canonique

Extf'qx(X s h(-m) , B) =+ HO(X , Ex‘bj‘g (4(~m) , B)) = & , Extg & , B)@)

est un isomorphisme.

Cela résulte aussitdt de la suite spectrale de la proposition 1 appliquée &
A(-n) et B, puisque 1l'on aura

E?%(-m) , B) = (X , g;_x;c_g_x(ﬁ(- m) , B)) = B°(X , Exty (&, B)m)) ,

"

qui est nul pour P >0 et m grande

Démontrons alors (D) dans 1s cas od X = P . Nous prouvons d'abord que
- (5. 2 bis)est\ullscmorphlsnﬁzpour p =n j come les deux membres sonb alors des
foncteurs exacts & gauche (puisque i 1( F) =0), il résulte du lemme 3

qu'il suffit de prouver 1'assert101\pour F=0 (— n) , or elle est alors contenue
dans le lemme 2. Comme les homomorphismes (5.2 bls) sont fonctoriels st conpatibles
avec 1les opérateurs gobords, et que pour p <n les deux membres de (5.2 bis) soat
des foncteurs coeffagables en F (corollaire du lerms 4), il s tensuit -alors par
un rnisonnement standard que (5.2 bis) est un isomorphisme pour tout p . Cela
prouve le théoréme de dualité pour l'espace projectifs

Supposcns pmaintenant X quelconque, mais non singuliere Dtapres le théoreéme de

dualité pour P , on a un isomorphisme,
HX , F)' = 1 (P , F)! =Extg;n(1> 5 F , Q)

En vertu du lemme 1 (n° 4) le dernier membre stidentifie &

' , n
Homg.P(P s P, 60X) = Homgx(X 3 F o, _QX) _Extgx(x 3T, Q%

d'ou un isomorphisme

n

0 o

(546) | X, F)' = Homg((X s F o, Sy) =Extgx(x s F, Q)
. s . . -
Faisant F = @y , on trouve un isomorphisme -

5.7) 7 s (X, Q) Dk
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On vérifie que 1'isomorphisme (5.6) n'est autre que (5.2 bis) pour p=n,
quand on y fait L =k grce a (5.7). Par suite, (5.2 bis) est un isomorphisme pour
p =n « Pour prouver que c'cst un isomorphisme pour tout p , il suffit encore
de prouver quc pour p <n , les deux mcmbres de (5.2 bis) sont des foncteurs
coeffagables en F, et a fortiori (compte tenu du.lemne 3) que les dcux membrcs sont
nuls quand on fait F = QX(- n) avec n grand. Or pour lc prenier membre cela

est vrai en vertu du lemie 4, et pour le deuxiéme membre on écrit, utilisant le
théordme de dualité sur P s

HP(X , Oy (- m)t = Extg;’(p 5 0y (-m) , Q) -

. Le deuxidme membre est nul pour p <n cob n grand, comme il résulte du lemme 5
" (oh on fait X = P) st du fait que QX @st en tant que faisceau algébrigue cohérent

sur P, de dimension cohomologique <r - n, (car X .est non singuliére) d'ol
T
Exty p(OX ’ Q.P) pour p<.n .

6. Le théordme de dualité pour les variétés singulidres.

Soit X wune partie fermée de dimension n de l'espace projectif P de dimen=
sien r . La forrule (5.6) doit s'éerire ici

(6.1) Hn(X , F)':ﬁ.Hom.%((X ;s F o, 9);) =Ext§X(X 3 F y 3&1)

ol on a posé
: n Ofrm \ — r-n ‘A r
(6.2) way = B(Gy) = Bxty O » &)
| 3
Comme il a été dit dans la proposition 5, le faisceau ainsi introduit ne déﬁend pas

en fait de 1'immersion choisie de X dans une variété non singuliére P . Faisant,

dans (6.1), F = gg; » On trouve
: n n n
(6.2) : (X y Q_JX)';-*. HomQX(X 3oy s ooy

d'ol 1'existence d'un é1ément privilégié dans H (X , coy)! , correspondant &
~ 1'homomorphisme identique de gg; dans lui-néme

(6.3) V3 H (X, wy) >k
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Considérens alors les accouplenents définis par la composition des Ext @

(644) O HPE, F) xExty P(X 5 F, ad) S H (X, cuy)

%

et composcns=les avec l'honomorphisme 7 de (6.3), on obtient des homomorphismes

fonctoriels, compatibles avec' les opérateurs bord

(645) Extg.;p(x 3P, cop) S E(X, F)

(eénéralisant (5.2)). On vérifie que pour p =n , on obtisnt ainsi 1'isonorphisme
(6el). Ceci posé, on a 1le

\
THEOREME 3 bise. - Les guatre conditions suivantes sur X sont équivalentes

pour un entier k »0 domnné ¢

1. L'homomorphisme ronctoriel (6.5) est un isonorphisme pour n -k <p=n .

i1. On a Hp(X s O (~m)) =0 pour n grand et pour n-k=p<n.

i1, Le foncteur HP(X . F) sur la catégoric des faisceaux algébriques cohérents

sur X est coeffagable pour n -k<p=<n o

iv. On a Ei(_C_)_X) —Extr~n+i(__}( “JP) =0 pour 0<i1<=k.

DEMONSTRATION, = 4. =5 ii. en vertu du lemse 4, ii. = iii. en vertu du lemme 3,
iii. => i. par un raisonnenent standard bien connu, compte tenu que les deux
membres de (6.5) sont alors des foncteurs coeffagables pour n -k <p<n (ls
premier 1'étant en vertu du lemme 4). Enfin prouvons ii. <> iv. Cela résulte fu
corollaire & la proposition qui suit

PROPOSITION 6. - Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X , et soit i un

entier. Alors pour m assez grand, on a un isomorphisme 3

(6.6) B (K, P(-m) &80, @) ,

. ou on pose (comparer n® 3, prdposition 5) s
(6.7) - B (r) = Bt (P ap
. —-P

En effet, en vertu du théorems de dualité sur P 1le prenier nembres de (646)
-est isomorphe 2 Ext, j'(P F(=m) , QP) , donc (6.6) résulte du lemmec 5.
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COROLLAIRE, - Pour qu'on ait H (X , F(-n)) = 0 pour n jrand, il faut et il
suffit que E"1(F) =

Rappelons que les Ej(F) ne dépendent pas en fait de 1'irmersion projective
envisagée. la condition du corollaire esb de naturc purenent locale, par suite, si
slle est vérifide pour F , elle l'est pour tout faisceau localement isonorphe
A un faisceau F" o En particulier, si cette condition est vérifiée pour Oy ,
¢lle 1'est pour tout faisceau algébrique cohérent localenent libre. C'est par
" exemple le cas pour tout i< n si X cst non singuliére, pour i =0 si
eucune composante de X n'est réduite a un seul point, pour 1 =0, 1 81 S
est normale et toutes ses conposantes sont de dimension >1 (cfe [3])s Pour
qu'il en soit ainsi pour tout i<k , il faut et il suffit par définition que
les anneaux locaux Oy (x € X) soient de "codimension homologique" >k
(ef [4] pour cette notion)s S k = n , cela signifie en vertu du théoréns 3 bis
que le théoréme de duullte est vrai pour X , i.e. que (65) 3t un isonorphisne
pour tout p et tout F « On peut donner de nombreuses conditions équivalentes
sur les anneaux locaux O pour qu'il en soit ainsi (NAGATA), par exemple cells de
vérifier le théorems d'equ1d1m6n81onalite de Cohen-llcaulay. I1 en est ainsi par
exemple si localement X est une Mintersection compléte" dams une variété

smbiante non singuliére.

7. La dualité de Poincaré.

'Soit X une variété projective non singuliére de dimension n . Alors
) = H*(X *) est une algdbre anticommutative bigraduée de dinension flnle,
que nous graduons par le degré total gPr9(x) = HP(x , X) &tant donc de
degré p + q . Les degrés de H (X) sont comprls entre 0 et 2n o En vertu
du théoréme 2 et du corollaire au théoréne 3, (X) ¢cst une "algébre de Poincaré"
de dimension 2n , les. H?n(X) est muni d'un isomorphisme avec le corps de base
k , et le produit Hm(X)tzn—m(X) -—H—lz (X) =k est une dualité entre H(X) et

H‘n'm(X) « De plus, s1i Y est une autre variété projective non singuliére, la
fornule de Kimneth pour leg faisceaux algébriques cohérents donne

(741) ‘ B () = B (X) @ER(T)

isomorphisme compatible avec les structures d'algébres de Poincaré. De plus,

*(X) est, en tant qu'algébre commtative, un foncteur contravariant en X,
un morphisme £ 3 Y —X définissant de fagon évidente un homomorphisme d‘algebres
graduées
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(7.2) £* ¢ HX) = BY(Y)

Corme 1l s'agit d'algdbres de Poincard, on obtient par transposition un homonorphis-—
ne d'espaces vectoriels @

(7.3) £, ¢ B (Y) =~ B (X)

On a vu au n® 4 que l'effet de f* sur les classes de cohomologle correspondant
& des cycles non singuliers stinterprdte géonétriquenent en prenant les classes
de cohomologie qui correspondent & leurs images inverses. Il importe dans le cas
actuel de montrer que (7.3) correspond de méme & 1topération "image directe" de
cycles. Cela résulte, sous des conditions de non singularité convenable du moins,

du cas particulier suivant @

THﬁORﬁME 4o -S1 f est 1l'application identique d'une sous-variété non singuliére
B de ¥ dans X° , alors, désignant par iy 1'é1ément unité de H(Y) on a

(7.4) £ (1 ) = By (Y)

ou le deuxiime membre est la classe de cohomologie dans X associée & Y .

Cette formule est équivalente a

(7.4 bis) <€, BD> ey =,(gMN) (PR FE, 2)
o gy ost 1161énent fondamental dans H (Y , ?) , 6t constitue, dans le cas des
variétés projectives non singulidres, unc nouvelle définition de la classe de
cohomologie associée & Y o Pour démontrer le théoréme 4, on interpréte gréce

au théoréme 3 la transposée de l'homomorphisme

(X, o) —HE(E, 1Y) = Hm(X , &y

comme 1'homomorphisme
(7:5) B (X, ) S Ext 'm(x 20, Q) 4= Extg“(x ,Y,gx) 2aHom (x Qv 2)

On vérifie que 1'é1lémemt 1y du dunl de HY(Y , Sﬂ.m) s 1dent1fle 4 1'é1ément du
membre de droite correspondant & l'endomorphisme identidue de Lo Y s 6t d'autre
part que 1'image de cet élément dans HY (X , .QLn-m) est bien Py (¥) o Ces
<compat1bilites, qui auraient pu &tre données dés le n® 4, peuvent s'énoncer, et

sont valables en fait, pour des variétés non singulisres quelconques, la deuxiéne
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la deuxiéme par exsmple résultant de la cormutativité du diagramine suivant d'en-

domorphismes cancniques

. .~ n . R gn
ExtoX (x ’x shX)b-Ext P (x ,_9_.. SR )"-i-b-HomgX(X s 9O Q_.Y)

(7.6) < 4 J

X 5 Oy s fln-m)é—Exth (X 5 0y 5 22 2.3 S Hony (X _,Q,Xp_.g_}y)

X

\ —X

On obtient ainsi un équivalent exact du formalisme de la dualité de Poincaré
sur les varidtés orientdes compactes. En particulier, ls théoréme 4 permet de

déterminer la classe de cchomologic associés| & la diagonale de X xX , Par

un raisonnement hien connmu, on en déduit par exenple une forrmle de Lofschetz s

THEOREME 5, « Soit £ wun endomprphisme d'une variété projective non singuliére

, telle que les points fixes de ™ f soient de rmltiplicité 1. Alors le nombre

de ces points fixes est congru, mod la caractéristique de k ‘4 la somme

alternds des traces des cndomorphismes des Hi(X) définis par f .

la restriction sur £ qufon a dli faire tient aux difficultds mentionnées dans la
remarque du n® 4. On notera, toutefois, que la forrmle de Lefschetz reste vraie
si f est "homotope" & un endomorphisme dont tous les points fixes sont de

multiplicité 1-

8. Généralisation du théoréns de dualité.

Soit X wune variété algébrique non singuliére telle que tout faisceau algébrique
cohérent F sur X soit isomorphe 3 un quotient d'un faisceau algébrique
" cohérent localement libr: (cc qui est lc cas si X est localement ferné dans
un eSpace.prdjectif) Alors tout faiscau algébrique cohdérent F sur X adnet
une résolution finie L par des faisceaux localement libres, et pour deux telles
résolutions on peut toujours trouver une troisidme, et un homomorphisme de celle~-ci
dans les deux premiéres compatibles avec les augmentations. De méme, si L est
une résolution finie localement libre de F , et si on sc domne un homomorphisne
F' = F , alors 1l existe une résolution finie localement libre L' de F' et
un homomorphisme L' —»L compatible avec F' —»F , qu'on peut supposer surjectif
si F!' —»F l'est. Cola permet de définir, étant donnés deux entiers r , s =0,

deux multifoncteurs, cohomologques, en des argunents Al y see Ar By 5 eeey Bs
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variant dans la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X , et dont les
valeurs sont dans la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X , resp.

dans la catégorie des modules sur HO(X ’.QX) , par les formules :

S*( A r ;Bl)"'yBS) = H*(I;IQEO* (E(‘[\*l) @ S @)}.(Ar)’.&(Bl) ® e ®.L-(Bs)))

_L’...N

(841)

Sk ' % -
TN () yeee, 83ByseensBy) = BT (Homy (k) )@ee o L(A,), L(Bl)@"-@L(B M)
Dans cette formuls, L(F) de51gne une résolution finie localement 11bre du faisceau
algébrique cohérent F , ot R r(K) désigne 1'hypsrcohomologie de l'espace X

par rapport au complexe de faisceaux X . Si r ou s est nul, on remplace le
produit tensoriel des L&Ai) , Tesp. des LﬁBj) » par Gy « En particulier Eg
et Tg sont des foncteurs gradués & O argunents, gﬁ 86 réduit-au degré 0 , ou
11 est le faisceau 0y , tandis que TO est identiqlzé a B(X, O) « Lo fait

“que les deuxidmes nmenbres de (8.1) ne dépendent pas des résolutions choisies est

de toutes fagons évident pour la premiére ligne (1a question étant alors locals),
et pour la deuxidme résulte des remirqucs générales qui précédaient, conpte tenu de
la suite spectrale d'hypercohomologie du conplexe de faisceaux

K = Hom (L(Al)® ooy L(B ) (0 +ee), aboutissant & 1'hypercohomologie de X par
rapport & K , et dont le terme initial est P (x , B4K)) , 1.e.

(842) Eg’q::Hp(X , @_f‘)(cl)(zx1 s vee s A 5B, eeny B))

s

On voit alors que cette suite spectrale slle-méme no dépend pas des résolutions
choisies, son aboutissenent est le prenier membre de (841), On définit facilement
les opérateurs cobords relatifs aux divers arguments Ai ’ Bj , en notant que
toute suite exacte O =—» F! —% F —~F" —» 0 peut se résoudre par une suite

exacte de complexes finis localenent libress.

On définit dans le systeme des foncteurs T y TESPe Ti* , des opérations
analogues & celles du calcul tensoriel, et dont la définition est immériate & partir
des formules de définition (8.1). Ainsi, on a une composition (généralisant celle
envisagée dans le n® 2) 3

(8.3) (8, yoresd iByyeensBy )xT (Al,...,Ar, T )—->T3+S'*(A1,...,Ar,ﬁl,,....,;a)

satisfaisant aux propriétés évidentes d'assoclativité, de compatibilité avec les
homomorphismes fonctoriels et les homomorphisnes cbbords, les suites spectrales. De
néme, on a des opérations de symétr.c qu'oh laisse au lecteur le goin d'expliciter. On
a de plus une opération de contraction chaque fois que l'un des argunents Ai
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est égal & 1tun des arguments Bj H

S | ;
(6.4) T, (Aypereshy 19CA, Bj+1""’Bs) —

’3'-,A ;Bl,.oo,Bj_l,C,

i+l
Sl A P
——— r..i (Al,Q..,Ai,noc,&LI‘)Bi’tl.,Bj,QQO,BS)

De plus, si un argunent Ai est un frisceau localenent libre, alors on peut
l'enlever A condition de recnplacer l'un des &, (j #1) par Aj(EbAi , Ou llun
des B, par Bk(g)Azz- (on 4 = -}-I—OE_Q_X(A:[ , QX)) , 6t on a une régls de calcul
analogue dans le cad ou 1l'un des arguments B, est localenent libre. En particu-
lier; on peutltoujours enlever un argunent qui est identique & QX o Si tous les
argunents sont localenent libres, sauf au plus un des ajguments Bi , la régle
qu'on vient d'énoncer donne un isonorphisme fonctoriel

t}

(85) - T2(Agseesh, 5 Byyees,B) B (X, 4] @ @41 ®B, ®++ @B)

(car on est ramend au cas ou. r=0, s =1, ol cela est irmédiat ¢ on peut aussi
utiliser directenent la suite spectrale de terme initial (8.2)). Des opérations
correspondant. aux précédentes se définissent pour les E: « Les relations entre
les diverses opérations ainsi introduites sont les nénes que pour les opérations

analogues en calcul tensoriel.

Soit n 1la dimension dé X « En appliquant successivenent une conposition
tensorielle (8.3) et des contractions (8.4) sur les argunents répétés, on obtient -

un accouplenent
(8.6) (Ti)p(l‘slg.o.,;Bl,-..) x (T;') P(Bsueeshyymerh oDy Y = M, g,x)

N\
THEOREME 6. - Si X est une variété projective non singuliére, alors les

accouplenents (8.6) sont des dualités.

Cela résulte de fagon purenent formelle du corollaire au théoréme 3. I1 résulte
en effet facilement de ce corollaire que si K est un complexe de faisceaux
algébriques cohérents localement libres, alors 1'hypercohomologie de X par
rapport & K est en duslité avec 1l'hypercohomologie de X par rapport a
K' & QLX par les accouplementsnaturels

(8.7) ) « PP (0 @aD) - Br (o) = B, of)

0n 1o voit en utilisant la suite spectrale de termo initial HP(H(X , X)) et 1
guite spectrale analogue pour K'Qg)$1§ « Du résultat précédent, lc théoréme 6
g6 ddduit en_utilisant la @éfinition (8.1)e
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REMARQUES .

1° Pour les définitions précédant le théoréme 6, il n'était pas néceasaire que
X soit non singulidre, car il n'était pas indispensable de travailler seulement
avec des résolutions finies. Mais si X est singuliére on ne pourra plus
affirmer, a priori, que les (_'1::‘::‘)p(.lxl s +ee 5 By +e.) soient des faisceaux

cohérents, car dans le complexe de faisceaux

Homg (_I:(Al)®...)_I_J_(B1) R see)

i1 y aura unc infinité de composantes de degré total donnés e
20 On vérifie facilement que dans les formules (8.1), on peut reuplacer un des

-E(Bi) par Bi « Compte tenu de la proposition 3, cela montre donc qu'on a -

: 1% & .
. (A 3 B) =Ext9 @ , B)
(848) .
Tl*(A s B) =Bxt, (X ; A, B)

X

En particulier faisant dans (846) lr =g =1 et &, = _04{ , on retrouve le théorene 3
le formule (8.8) implique aussi TO*(B) =u¥(x , B), 19 (4) = Exty (X34, 0)

&

30 Op voit sur la formule (8.1) qu'en général les foncteurs _'_I‘_i* et Ti* ont

et négatifs. Utilisant la remarque 2, on voit
*

que si la dimension de X est n , alors les conposantes non nulles de _T;

gont comprises entre - (s -1n et ™, s1 s> 0, entre O et 1™, si

* sont comprises entre - (s =1)n et

des composantes de degrés positifs

g =0 , et les composantes non nulles de Ti
(r+1)n,; si s >0, entre O et (r +1n , s1 s =0, (et sauf erreur méne, si
r> 0., entre - (s -1)n et rm , resp. entre 0 et rn).
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ADDITIF

Les difficultés signaléoes dans la remarque de la page 13 sont actuellement complé-
tement résolues, grice & une extension des théordmes de dualité & des variétés
quelconques (& singularités arbitraires). Pour cette théorie, qui peut se formuler
dans le cadre général de la "théoric des schémas", nous renvoyons aux "Eléments de
Géométrie algébrique" de J. DIFEUDONNE et 4. GROTHENDIECK, actuellement en prépara-

tion. On trouvera quelques indications dans :

GROTHENDIECK (A.). - Cohomology theofy of algebraic varieties, Congres
int. des Mathématiciens, 1958, Edinburgh (& paraitre).

[ avril 1959 ]




Séminaire BOURBAKI , 182~-01
(Mai 1959)

GEOMETRIE FORMELIE ET GEQMET:IE ALGEBRIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

1. Schémas.

On sait qu'un espace algébrique affine défini sur un corps k est essentiel=
lement déterminé par son algébre afiine A (anneau des fonctions réguliéres
définies sur k ) , les morphismes d'espaces algébriques X —3 Y corréspondant
biunivoquement aux homomorphismes de k-algebres A(Y) —> A(X) . L'algebre
affine correspondant 3 un espace algébrique est une k-algdbre de type fini et
dans le point de vue "classique", elle n'a pas d'éléments nilpotents ; inver-
sement, toute algébre de ce type est obtenue comme algébre affine d'un espace
algébrique défini sur k . I1 y a alors un dictionnaire connu permettant d'in-
terpréter les situations concernant des espaces algébriques affines en termes
d’algébre commﬁtative . On a constaté depuis longtemps qu'on obtenait alors des
énoncés plus généraux, car il n'était généralement plus besoin de.supposer que
les anneaux en jeu étaient du type juste envisagé, l'hypothése noethérienne étant
le plus souvent suffisante.’En particulier, qu'il y ait ou non un corps de base
donné, il n'y avait pas lieu d'exclufe le cas ou ces anneaux contiennent des
éléments nilpotents. Jusqu'ad présent, les géometres s'étaient refusés a tenir
compte de ces indications et se sont obstinés a se restreindre & la considération
d'algébres affines sans éléments nilpotents, i.e. d'espaces algébriques dans
les faisceaux structuraux desquels il n'y a pas d"éléments nilpotents (et méme
le plus souvent, des espaces algébriques "absolument irréductibles®), Le confé-
rencier pense que cet état d'esprit a été un obstacle sérieux au développement

des méthodes vraiment naturelles en Géométrie algébrigue.

Soit A un anneau commutatif. Il est bien connu que liensemble X = Spec(A)

des idéaux premiers de A est muni d'une topologie naturelle, la "topologie de
Zariski" ou tppologie spectrale. D'autre part, il y a un faisceaun d'anneaux
comnutatifs Oy ~ur X , dont la fibre en T ¢ X est 1l'anneau localisé Ay
et dont l'anneau des sections s'identifie & A . Ainsi, X devient un espace
annelé, appelé spectre premier de A . Un homomorphisme d'amneaux f : A —-—> B
définit un morphisme d'espaces annelés f' : Spec(B) —> Spec(4) , 1l'application
ensembliste sous-jacente n'étant autre que "o — £l (‘):,) . Les homomorphismes
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d'espaces annelés de Spec(B) dans Spec(d) obtenus-de-cettefagon-sont
exactement ceux pour lesquels les homomorphismes Ox —> 0 (x=1£'(y)) sont

locaux (i.e. 1l'imsge inverse de 1'ideal maximal est 1'idéal maximal).
jon )

On appelle schéme affine un espace anielé isomorphe & un Spec(4) , et pré-

schéma un espace annelé localement affine, i.e. dont tout point a un voisinage
ouvert qui est un schéma affine pour la structure induite. On definit de fagon
évidente les morphismes des préschémas ; localecment ils correspondent 4 des

homomorphismes d'anneaux.

luand on se fixe un préschéma S , et qu'on regarde des morphismes de préschémas
X—>S, alors S joue le r8le d'un corps ou d'un anneau de base (ou mieux,
G'un espace de base dans une fibration). On dit alors que X est un S-préschéma ;
si .S = Spec(d) , cela signifie aussi que OX est un faisceag de A~-algebres.
Ainsi, tout preschéma peut &tre regardé de fagon unique comme un Z-préschéma.
Bien entendu, les S-préschémas forment une catégorie, de plus on montre que
dans cette catégorie le produit de deux objets X , Y existe toujours, il est
noté X xq Y . Cette notion de produit permet de définir le changement de base
dans un S-préschéma, correspondant & un morphisme S' —3 S : en effet,

¥ xg &' pourra 8tre considéré comme un S'-préschéma.

4 . <7 > 5 . ~ . . a X

On dit que X est séparé au-dessus ce 3 si la diagonale de X xg X est
fermeée, On appelle achéma un préschéma séparé au-dessus de 2 ; il est alors
séparé au~dessus de n'importe quoi. Pour simplifier, nous ne parlerons plus

que de schémas, que Ce plus nous supposerons noethériens, i. e. réunions finies

d'ouverts affines, spectres d'anneaux noéthériens. X est dit de type fini sur S,
si pour tout ouvert affine U de SA,'son image inverse dans X est réunion finie
d'ouverts affines dont les anneaux sont des algébres de type finl sur 1'anneau

de U . Ce sont de tels S-schémas qui se prétent & une étude proprement
géametrique. En particulier, pour tout s & 5, la fibre f—l(s) de X au~dessus
de s est un schéma algébrique sur le corps residuel X (s) de 1l'anneau local
0, de s dans S . Ainsi, X peut dans unelcertaine mesure §tre considéré
comme une famille d'"espaces algébriques" f7*(s) 1le parametre s parcourant
S (1. e., du point de vue local, 1l'ensemble des idéaux premiers d'un anneau
donné). Bien entendu, les x(s) peuvent avoir des caractéristiques différentes.
Si S = Spec(k) , oi k est un corps, on retrouve essentiellement la notion
usuelle d'"espace algébrique", avec la seule différence que mainternant le faisceau

structural peut avoir des ékéments nilpotents.
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En s'inspirant de notions bien conuiues, on définit la notion de morphisme

projectif, et plus généralement de morphisme propre. Un tel morphisme est de

type fini, de plus il transforme parties fermes en parties fermces, et garde

cette propriété par changement de base quelconque.

X étant un schéma (noethérien, comme toujours) le faisceau OX est un faisceau

‘cohérent d'anneaux au sens de [2] . Ies faisceaux cohérents de modules sur X sont.

donc aussi les faisceaux qui localement sont isomorphes & un conoyau d'un hononor-
. m n
phisme OX —> 0 .

2., Schémas formels.

Soient X wun schéms, et X' une partie fermée de X . Alors il existe un

sous-faisceau coherent J de O, tel que X' = supp OX/J (et il en existe

méme un plus grand). Muni de OX/J , X' devient un schéma, noté X _ ; un tel
: o

" schéma est appelé "sous-schéma fermé de X" . On peut aussi pour tout n con-

sidérer X' muni de OX/Jn+1 , noté X, :'est un sous-préschéma fermé de X

dont l'ensemble sous-jacent est encore X' , mais ayant un autre faisceau

structural, soit OX = OX/Jn+1 . Evidemment les OX forment un systéme projectif
n n -

de faisceaux d'annesux sur X , dont la limite prcjective OX est appelée

complété formel de Oy le long de X' , funi de ce faisceau d'anneaux, X' est

appelé complété formel de X 1le long de X' , c'est donc un espace anpelé, mais

pas un schéma en géncral. Pour tout faisceau.cohérent I sur X , on peut

considérer de méme le complété formel F = lim F de F 1le long de X!

A

_ n
n+ly - . v - :
) , c'est un faisceau de modules sur X . Ses sections

(ou F o =F xOX OX/J

s'appeilent les "sections formelles de F le long de X' et s'identifient

aux éléments de lim [ (X', Fn) . Pour F =0y , on trouve les "fonctions
< |

holomorphes" de X 1le long de X' au sens de ZARISKI, (dont nous ne suivrons

pas la terminologie a cause de ces interférences avec la terminologie classique).

On appelle schema formel (sous-entendu : noethérien) un espace topologique

¥ , muni d'un faisceau d'anneaux topologiques O, satisfaisant a ia con-

dition suivante : on a un isomorphisme de faisceaux d'anneaux topologiques

0, = lim 0 » ou les O forment un systeme projectif de faisceaux d'anneaux
3 Gn | | |
sur X , faisant chacun de ¥ un schéma ‘X% , et tel que pour lm >n,
n+ .

1'homomorphisme Oﬁ-—4 On soit surjectif et ait pour noyau Jm , OU Jm est
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le noyau de O"1  — Oo . On montre alors que O,56 est un faisceau cohérent

‘d'anneaux locaux noethériens.

En vertu des définitions, un complété formel ¥ comme plus haut est un schéma
formel, et inversement, tout schéme formel est localement de ce type. En fait,
1s donnde d'un schéma formel aftine (i. e. tel que ¥ = soit affine, ce qui
implique que tous les 3%3 le sont) est équivalente & la donnée d'un anneau

topologique noéthérien, J-adique séparé et complet.

Les définitions habituelles : morphisme, morphisme de type fini, morphisme
propre, etc., pour les schémas ordinaires, s'étendent sans difficulté aux schémas

formels.

3, les trois théoremes fondamentaux.

Soit £ :.’X —3 Y un morphisme propre de schémas (noethériens comme toujours),
soient Y' une partie fermece de Y , X' son image inverse dans X , considérons
‘les complétés formels Y, X correspondants. ilors f induit un morphisme
f: X—33X de schémas formels, qui est d'aiileurS‘propre. Soit F un faisceau
cohérent sur X , alors. F est un faisceau cohérent sur ¥ . Dans le théoreme 1 ,
on oublie X , Y, F et on ne regarde que le morphisme propre f de schémas
formels, et le faisceau cohercnt F sur X .iCependant, le cpnférencier n'a

4orit de démonstration compléte que dans le cas ob on part de X ,Y,f,F).

' \
THEOREME 1 (théoréme de finitude).

-—

i. les ﬁqf*(ﬁ) sont des faisceaux cohérents sur Y .

ii. Les homomorphismes naturels

Q7 (F : q
'R f*(F) — (:_L_l_n:R fnw(Fn)
n

sont des isomorphismes.

Dans cet énoncé, on suppose choisi un sous-faisceau cohérent J de OY
définissant Y' , d'ou par image réciproque un sous-faisceau cohérent de 0X
définissapt X' , d'ol par suite la définition des Fn , Xn , Yn et fn : Xn —e.i
comme au n°® 2 . les changements mineurs & faire dans 1'explicitation de ces
notations sont évidents, si on parteit d'un morphisme propre gquelconque de deux

schémas formels,

Ie théoréme 1 ne concernait que la "cohomologie formelle'. Ie théoréme suivant
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la met en rapport avec la "cohomologie algébrique", et s'apparente a un théoreme-
bien connu de SERWE [47 sur la comparaison entre cohomologie algébrique et

cohomologie analytique.

} A
TEEOREME 2 (Premier théoréme de comparaison). - les R4 f*(F) sont des fais=

ceaux cohérents sur Y (ce qui est un cas particulier du théorime 1), et les

homomorphismes naturels

q v 74 q
R f*(F) —3 lim R fn*(Fn)

n

sont des isomorphisme3.

COROLLAIRE 1, - On a des isomorphismes canoniques : RT £ (F) = R £ (F) .

Ce corollaire est, pour q = O , une genéralisation du "théoreme fondamental
des fonctions holomorphes" de Zariski, dont nous déduirons une généralisation
du "théoréme de connexion" de Zariski. Notons d'ailleurs que, alors que le |
théoréme 1 (ii) est trivial pour q= 0, il n'en est plus du tout de méme pour
le théoreme 2 ou pour sa formulation équivalente (coroliaire 1). En fait, la d{mons-
tration procede par récurrence descendante sur q. (étant trivial pour gq grand,
car alors les deux membres sont nuls), et le cas q =0 apparaft donc comme le '

dernier pas de la récurrence, donc si on peut dire le cas "le plus difficile",

COROLLAIFE 2, - Supposons Y = Spec(4) , Y' étant défini par 1'idéal J de

4 o Alors pour tout faisceau cohérent F sur X , les Hq(X ’ F) sont des

A-modules de type fini, dont les complétés J-adiques sont les (X , F) W

Appliquant enfin ce corollaire a H = EQEOX (F, G) , on trouve g

COROLLAIRE 3. = Supposons Y = Spec(4) , I' étant défini par 1'idéal J de

A . Soient F , G deux faisceaux cohérents sur X , alors Hom(F , G) est un
Hom(F , G)

m)

module de type fini sur A , dont le compluté J-adique s'identifie

Bien entendu, 1'application naturelle Hom(F , G) —3 Hom(F , G) est celle
qui associe & un homomorphisme u : F —3G son prolongement "“par continuite®

-

G: F—>G (moyennant quoi T devient un foncteur en F) .

Supposons maintenant que A soit séparé et complet pour sa topologie J=adique,

alors les corollaires 2 et 3 précédents donnent :

pix , 1) =8, F),  Hom(F, G) = Hou(F , G) .
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Cette derniére identité montre que la catégorie des faisceawr -cohéreats sur

X s'identifie & une sous-catégorie (avec comme morphismes les morphismes

induits) de la catégorie des faisceaux cohérents sur X . En fait, on a méme s

THEOREME 3, = Pour qu'un faisceau de modules sur X soit cohérent, il faut

et il suffit qu'il soit isomorphe & un faisceau de la forme F s O F est un

faisceau cohdrent sur ¥ (déterminé & un isomorrhisme canonique pres en vertu

du théoréme 2, corollaire 3).[On rappelle que maintenant Y = Spec(h) , A dtant

un anneau topologique noethérien J-adique séparé et complet o

COROLIAT'E 1. - Les sous-schémas fermés de X correspondent biunivoguement

aux sous-schémas formels fermes de X .

En effet, ils co.respondent aux sous-faisceauX cohérents de 0O, resp. de Oy
Regardant les graphes de morphismes comme des sous-schémas fermés, on déduit du

corollaire 1

COROLIATRE 2, - Soient ¥ , 7z deux schémas propres au-dessus de 4, (anneaun

noethérien J-adique, séparé et complet). alors l'application g —> g définit

une correspondance biunivoque entre les Y-morphismes de X dans Z , et les

. Y-morphismes de X dans Z .

En d'auti.es termes, les schémas algébriques propres sur A apparaissent comme

une sous-catégorie (avec comme morphismes les morphismes induits) de la catégorie

des schémas formels propres sur Y . On fera attention cependant qu'il existe des

schémas formels propres sur Y qui ne sont pas "glgébrisables”, i. e. isomorphes

aun X, avec X propre sur A (tout comme il existe des variétés analytiques
complexes compactes qui ne proviennent pas de variétés algébriques définies sur

le corps des complexes). e tels schémes formels stintroduisent de fagon naturelle

en "théorie des modules". Hotons cependant un ces particulier intéressant ou

un schéme formel est algébrisable s

THEOREME 4. - Soit A un anneau noethérien local complet de corps résiduel

k , et soit X un schéma formel propre sur 4 (muni de sa topologie f*(A)-adi-

‘que). On suppose

i. que les anneaux locaux de 03,c sont des modules plats sur A , ou ce qui

revient au méme, si on munit 0O, et A de la filtration définie par les puis-

sances de 1'idédal maximsl de A , on a pour les raduds associésla relation
’ 1Y g

gr(0y )= gro(0y) &g sr(s) .

ii. Considérent X = TX:&h k comme un schéma algébrique sur k , on a
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iii. Efo est projectif .

Sous ces conditions, X est algébrisable, et de fagon précise est isomorphe

&8 X, o ¥ estun Ai-schima projectif.

les conditions (ii) et (iii) seront verifiides en particulier si :fg est une

courbe simple sur k , et le théoréme 4 pourra s':ppliquer en particulier dans

la "theorie des modules" pour les courbes de genre donne ... Indiquons comment
on démontre le théoréme 4 : on montre (cf. proposition 3 plus bas) que (i) et
(11) impliquent que tout faisceau cohérent sur 3%6 , localsment isomorphe au
faisceau fondemental, s'obtient par réduction & partir d'un faiscesu de méme
nature sur X . Partant alors d'un faisceau "ample" sur '3€b (i1 en existe
d'eprés (iii)) on le remonte en un faisceau inversible sur 3 , et utilisant
le théoréme 1 on prouve qu'un multiple de ce dernier définit une immersion de
¥ dans le complété formel d'un schéma Pz ("projectif type" de dim r au=

‘dessus de 4 ) .

Pour la démonstration des théoremes 1 & 3 , on se reportera & [1] .

4, Application au théoreme de comuexion et au "hgin theorem" de Zariski,

Soit £ ¢+ ¥ -—> Y un morphisme propre de schémas, alors d'apres le théoreme
de finitude f*(Oy) = é“ est un faisceau cohérent sur - Y, c'est d'ailleurs un
faisceau d'algébres commutatives, donc il correspond & un Y-schéma g : Y'=> ¥
fini au~dessus de Y (défini par la condition d'étre affine au-dessus de Y ,
i. e. 1'image inverse d'un ouvert af.ine est «ffine, et que gjﬂg0=3ﬁ)-llestimmédi&t
gue T se fuc torise alors canoniquement en f=gft, o {' : ¥ -3Y' est un morphisme de X dans Y
- qui cette fois~ci est tel que f‘»(OX) = O,, . Cette factorisation de f est

appelée la fectorisation de Stein de f . Appliquant le premier the¢orime de

comparaison, corollaire 1, & f' et a la partie de Y¥' reduite & un point y°!
on trouve- que f'_l(y') = X' est connexe (autrement, les sections formelles
‘de X le long de X' ne rormeraient pas un anneau local, or le complété de

f’*(OX)y, = Oy' est local !) . On a prouvé :

THEOREME 5 ("Théoréme de connexion" de Zariski). - Soit f ¢ X —a Y un
morphisme propre, alors f se factorise de facon unique (& un isomorphisme prés)
en f=gf', o g: Y —>7Y est fini et f': X —>¥' est tel que
f'*(OK) = Oy, (d'oh g*(OY,) = -f*'(OX)) . les fibtres de f' sont connexes,
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i. e. 1l'ensemble des composantes connexes d'une fibre f'l(y) de £ est en

correspondance biunivoque avec l'ensemble des points de Y' au-dessus de y,

i. e. l'ensemble des idéaux maximeux dans f*(OX)y .

On en déduit immédiatement les variantes habituelles du thcoréme de counexion.

Notons ici seulement le

COROL;ALKE 1. = Pour gu'un point x de X _soit isolé dans sa fibre f_l(y)

il faut et il suffit que la fibre f'-l(y') (oh ' = £'(x)) soit réduite & x ,

ou encore que ' induise un isomorphisme d'un voisinage de x sur un voisinage

de y' . L'ensemble de ces points est un ouvert U , et f' induit un isomor-

phisme de U sur un ouvert de Y' .

Pour montrer que f£' est un isomorphisme local en x , on note que f' in~
duit unisomorphisme Oy, —— 0 _, comme on voit grdce & f!' (OX) = Oy, , et au
fait que (f' &tant une application fermée dont la fibre en y' est réduite
4 x ) les f"1CV) parcou.ent un systdme fondamentel de voisinages de x quand
V parcourt un systéme fondamental de volsinages de y' . On'en déduit aussitdt

le résultat suivant, dff & CHEVALIEY dens le cas "géométrique" .

COROLLAIRE R. =~ Four qﬁe f soit un morphisme fini, il faubt et il suffit qu'il .

soit propre et que ses fibres soient finies.

S'il en est ainsi, f' est en effet un isomorphisme d'aprés ce qui précede.,

Soit f : ¥ —> Y un morphisme non nécessairement propre, mais supposons
que X soit contenu comse ouvert dans un Y~gchéma propre F i X—7 ke
qui sera le cas en particulier si f est quasi-projectif). Appliquant le corol-
laire 1, on voit que f‘v induit un isomorphisme de l'ensemble U des points
de X isolés dens leur fibre sur un ouvert de Y! (et que ‘U est bien ouvert).

On en déduit la variante globele suivante du "Main Theorem" de Zariski.

THEOREME 6 (M4ain Theorem" de 7ariski). -~ Soit f : X — ¥ un morphisme

de type fini. <lors l'ensemble U des points de X gqul sont isolés dans leur

fibre est ouvert, et si f est quasi-projectif, U est Y-isomorphe & une

partie ouverte d'un schéma Y' fini su~dessus de Y .

Conme wn morwhisme de type'fini est localement offine, et a fortiori localement
quasi-projectif, on déduit aussitdt du théoréeme 6 les variantes usuelles locales

du Main Theorem,

5, Application & 1'étude cohomologique des morphismes propres et plats.

Soit f ¢ X —> Y un morphisme propre, soit F un faisceau cohérent sur X ,




182-0¢S

j W
F dtant supposé Y-plat, i. e. les FX sont des modules plats sur les anneaux
O& (y = £(x)) . Cela signifie aussi que pour tout y ¢ ¥ , si nous filtrons
F 1le long de la fibre f"l(y) par les W BF , (w,_ é&tant 1'idéal maximal
de O le gradué associé est isomorphe 2 (F/w_ F) & r{(C en dtautres
y ) g : P ( / ’y ) XKY) g ( y>,

termes on a

.n n+l ™
W F/wy F=r=

3 n+l
y y ¥ 3 g )

n,
y) (my /.L‘

pour tout entier n , ou X_ designe la fibre ful(y) considérée comme schéma

propre au-dessus du corps résiduel M (y) de y , et F_ le faisceau F/}my F

induit par ¥ sur Xy . Tenant compte de cet isomorphisme et du théoreme 2,

on arrive & des majorations et parfois des computetions des R4 f*(F) au voi-
' sinage de y , connaissant la cohomologie de Xy 4 coefficients dans Fy . Le

théoréme 2 prend ici la forme

R e (F) = um ®YF , B/ P T)
Y / ¥ y
n

Nous allons en signaler seulement la conséquence suivante :

PROPOSITION 1, - Soient f : X ~> Y un morphisme propre, F un faisceau

“sur X cohérent et Y-plat. Soit y €Y, soit q un entier, et supposons

que Hq-(Xy s Fy) =0 . Alors &% f*(F) est nul au voisinage de y , et pour
tout n , 1l'homomorphisme naturel g1 f*(F)y NN Hq_l(Xy s FJ/W%H Fy) est
surjectif.

En particulier, si f est un ﬁorphisme plat (i. e. Oy est Y-plat) alors

tout faisceau cohérent localement libre F sur X est Y-plat. Soient F , G
deux tels faisceaux, appliquons la propositionl a gggqx(F , G) etda g=1,

" on trouve

} \
THEOREME 7. - Soit f un morphisme propre et plat, soient F , G deux falsceaux

cohérents localement libres sur X , soit y € Y et supposons que
1 . - .
B (X H F G.)) =20 lors tout homomorphisme u_ s F G, est
(y’ m%xy, y” , alo out homomorp o g G

induit per un homomorphisme u : F|V —3 GV, o V = f—l(U) est 1l'image inverse

d'un voisinege U de y .

COROLIAIIE, = Si u, est un isomor:hisme (resp. un monomorphisme, un épimor=

phisme) slors il en est de méme de u , pour U assez petit.

En particulier :
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COROLLAIRE 2. = Soit E -~ un faisceau cohérent localement libre sur X:y tel
que gt (X 3 AwaX(Eo , Eo)) = 0, alors deux faisceaux localement libres dont

, sont isomorphes dans un voisinage

des restrictions & Xy sont isomorphes 2& Eo
de X .
-7

Ainsi

COROLIAIRE 3, - Supposons Hl(X OX ) = 0 . Alors deux faisceaux inversibles

sur ‘X (i. e. localement isomorphes a. Ok ) dont les restrictions a XyA sont

isomorphes, sont isomorphes.

"On en déduit

PROPOSITION 2. - Soient Y un schéma connexe, E un faisceau cohérent loca-

lement libre sur Y , considérons le fibré en espaces projectifs X = P(E)

associé¢ & E , muni de son faisceau inversible bien connu OX(l) . Alors tout

faisceau inversible L sur ¥ est isomorphe & un faisceau de la forme

£5(LY) & OX(n) , ou L' est un faisceau inversible sur Y et n wn entier.

Ce dernier est determiné de facon unique, et L' .est déterminda un isomorphisme pres.

La corollaire 3 précédent prouve que L est isomorphe 4 un OX(n) au voisi-

nage de chaque fibre. le reste st & peu pres formel. -

La proposition 2 permet de déterminer les Y-morphismes de X = P(E) dans

un sutre fibré projectif. On trouve en particulier :

COROLLAIRE, - Soit u un automorphisme de X = P(E) . Alors 11 existe un

faisceau inversible L' sur Y et un isomorphisme v de E sur E 0 LY tel

que u soit 1'isomorphisme correspondant P(E) ~z3 P(E & L') = P(E) 5 le couple

(v , L') est détermine 3 un isomorphisme prés.

Soit | 1" ensemble des classes de fibres inversibles L' sur Y tels que
E ”‘L" soit isomorphe & E. Les ¢liments sontde torsion, car si n est le
rang de E , on voit (en prenant les puissances extérieures n-iémes) que l'on
doit avoir L' ﬁm;;.o . Le corollaire peut alors s‘*exprimer en disant qu'on

Y
e une suite exacte de groupes.

o —3> Aut(®)/1" (¥, o)) — Auty () —> 1" —3e

(d'ailleurs déduite de la suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte
suivante de faisceaux de groupes
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* .
e — Oy —> Aut(E) —5 Aut, (X) —> e
ou O; est le faisceau des "unités" de Q; , identifié au centre de Aut(E))
Fa¥a'al

6. Application & des théorémes d'existence et d'unicité pour des faisceaux et

schémes sur un anneau J-adique complet.

Le théoréme 7 donnait un résultat d'unicité sur des faisceaux cohérents loca-
lement libres, en utilisant les théorémes 1 et 2. Utilisant le théoreme 3, nous
déduisons maintenant des théorémes d'existence de faisceaux, de morphismes de
schémas, ou de schémas. Dans la suite, A désigne un annesu noethérien iocal,
séparé et complet. La méthode généralc consiste toﬁjours a faire des constructions

formelles, ce qui consiste essentiellement & faire de la géométrie algébrique sur

un anneau artinien, et & en tirer des conclusions de nature "algébrique" en

utilisant les trois théoremes fondamentaux.

PROPOSITION 3. = Soit ¥, un schéma formel propre et plat au-dessus de A,

soit F_ wn faiscecu localement libre sur X tel que H (X, g (7, 5 7)) = 0
0 .

Alors il existe un faisceau localement libre F sur ¥ qui induit sur XO

un faisceau isomorphe a FO . (Cet F est d'ailleurs unique & un isomorphisme

-~ . -1 ) -
res si H7 (X Fom. (F F =0) .
P G, ““"Ox( o F)) )
0 :
On construit de proche en proche des faisceaux localement libres Fn sur les
Xn , s'induisant 1'un l'autre. Ia construction de I rencontre une obstruction

dans H2(XO , Hom (FO y FO)) @h/J (Jn/Jn+1) , qui est donc nulle par hypothése.

0
Xo
Utilisant maintenant le théoreme 3, on trouve

COROLLAIRE 1, - Soit X un schéma propre et plat au-dessus de A , et soit

FO .comme ci-dessus. Llors il existe un faisceau localement libre F sur X

hal

induisant sur XO un faisceau isocmorphe & FO . Cet T d'ailleurs unique & un
F ¥ =0.
F,, F))

isomorphisme prés si HI(XO , ﬁgmox

o

Soit Io un schéma de type fini sur le corps k , on suppose Xo simple
(par quoi nous entendons absolument simple) sur k , mais pas nécessalrement
propre sur k . Soit A un anueeu artinien local de corps résiduel k . Nous
nous intéressons & trouver les schemas ¥ plats sur A, tels que X&) k = X_

(c'est le point de depart de la "théorie des modules" ou des"variations de
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structure®do XO},Ilvrevient au méme de se donner un tel X , ou sur l'espace to-

pologique XO un faisceau OX nuni des structures suivantes @
i. C'est un faisceau de A-algebres.

ii, Il est muni G'un homomorphisme d'augmentction QX — OXO (compatible
avec les structures de A-algébres); ces données étant assujetties aux con-
ditions suivantes : l'augmentation induit un isomorphisme Ovﬁjh k — Oy 3

FiS xo .
0X est plat sur A, i. e. le gradué associé a O} filtré par les puissances
ds 1'idéal maximal ‘T de A est isomorphe & gr (Qx)<3k gr(d) , i. e, ona

des isomorphismes 2o /n}n+1 O = Oy \gk( W n+ly 1e fait fondamental est
le suivant

THLOREME 8e = So0it X un schéma de type fini et simple sur le corps k ,

supposons XO arfine, 301t L un anneau local artinien de corps résiduel k ,

alors il existe un A-schéma X plat sur A tel que X‘*h k = AO , et deux

tels schémas sont nécessairement isomorphes.

Notons que l'isomorphisme en question n'est pas canonique, car X aura en
général des A-gutomorphismes non triviaux induisant 1'identité sur XO . D'autre
part, il n'y a pas en général de choix "canonique" d'un X satisfaisant les

conditions données, sauf dans le cas ou A est une k-algébre, (cas d'égales

caractéristiques) ol on.peut prendre X = X @ A, 1. e Oy = OXO(gk A (que

Xo soit affine ou non d'ailleurs). Dans le cas d'inégales caractéristiques,
~J'ignore en général, quend XO n'est pas affine, si on peut "remonter" X, en
un X défini sur X.Cependant, soit n unentier >0 ,posons 4 , = Afya® , et

supposons qu'on ait remonté Xo en un An_l—schéma plat Xn-l , on se propose

de remonter X, en un A -schéma plat X . On sait déja en vertu du théoreme 8

-1
que c'est pOSulble localement d'autre part on vérifie facilement que,.si Un

remonte un ouvert Un 1

de U, (induisent 1'identité sur U _, ) est canoniquement isomorphe &

de Xn—l , alors le faisceau des groupes d'automorphismes

n. » ©t en particulier est commutatif (d;Xd/k

désignant le faisceau des germes de k-dérivationssur Xo ). I1 s'ensuit facilement

/BX ,/kcl;kmn/’mml restreint 3 U
o

‘que 1l'on a une obstrudtion a construire X remontant Xr-l , qui se trouve
H2(X , & k) R Y /Ti . Par suite :

COROLIAIRE 1. - Soit Xo un schéma de type fini simple sur k , supposons
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H2(XO ’@on/k) = 0 . Alors pour tout anneau local artinien A de corps résiduel k

il existe un A~schéma plat ¥ tel que X § k = Xo .

D'ailleurs, si on a pu trouver un X plat sur A remontant Xo , alors en
vertu du théoréme 8, 1l'ensemble des classes (& un isomorphisme prés) de A-schémas
plats qui remontent XO s'identifie & HI(Xo . ggﬁ(x)) , ou bien entendu
hut(X) designe le faisceau des germes d'automorphismes du faisceau de A~algebres
0X compatibles avec 1l'augmentation. La filtration de QX définit une filtration

de Ag%(X) , le quotient de ce feisceau par le n-iéme sous-groupe de la filtration

étent Aut(X ) s le gradué associé & cetie filtration est commutatif, et s'iden-

tlfle a ﬂ; gr{4) . En particulier, si w o +1 est la premiére puissance
Xo/k

de Y qui est nulle, alors 3 (Aut(X)) (le dernier cran de la filtration) est
dans le centre de Aut(X) et isomorphe a @:X /k kx~n ;- c'est aussi le faisceau

hid
/.

des germes d'automorphismes de. qui 1ndulsent 1'identité sur X = X(x A/ﬂ2 .

. n-1
s : . . . 2 .
Utilisant ces résultats, on obtient aussitdt les énoncés suivants s

COROLIAIRE 2, = Soit Xo un schéme de type fini simple sur k , soit A un

anneau local artinien de corps résiduel k et d'idéal maximal m , on suppose
W =0, soit A, = A", et onfin soit X, m A -schém plat tel

que Xn—lg’A k = X . Alors l'ensemble des classes (2 un 1somorphlsmo pres induisant

1'identité sur Xn_l)gg A~schémas plats Xn tels que erA Apg =X, est vide,

ou est un espace principel homogéne sous it (X A? \x o,

X/k
(Noter que en ceneral il n'y & pas d'¢lément origine privilégié dans de dernier

espace, ccr il n'y a pas de fagon privil<giée de remonter X en Xn ) .

-1
COROLLAIRE 3e = Soit X un schéma de type fini siﬂple sur k , et supposons
H CX Xo/k) =0. Alors pour tout anneau local artinien A de corps résiduel
k , il existe au plus (3 un isomorphisme prés) un A-schéma plat X tel que
X(Xh k = Xo . ‘

les corollsires 1 et 3 impliquent immédiatement les énoncés, en apparence plus

généraux, obtenus en y supposant seulement que A est un anneau local noethérien

complet de corps résiduel k , pourvu qu'on y introduise X comme un schéma

formel sur 4

! .
THEOREME 9, - Soient k un corps, Xo un schéma de type fini simple sur k ,

Pour tout anneau local noethérien complet A de corps résiduel k , soit F(&)

1'ensemble des classes (3 un isomorphisme prés induisent 1'identité sur X )
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de schémas formels X sur A, de type fini et plats sur A , tels que

X @%.k = XO . Avec ces notations :

i. 54 HI(Xo ’GTXO/k) = 0, alors pour tout A , F(4) a au plus un élément.

ii. 8i Hd(XO y @;Xc/k) = 0, alors pour tout A , F(&) a au moins un élément.

COROLLATYE 1, - Supposons X = propre sur k . Sous la condition (i) , pour tout

A, il existe au plus (& un isomorphisme prés induisant 1'identité sur XO ) un

-y

schéma X propre et plat sur A, tel que X&) k=X .

On utilise le théoréme 3, corolleire 2 . Par exemple

COROLLAIRE 2, = 8§i X est un schéme propre et plat sur A tel que X k
soit isomorphe au schéma projectif type fag; de dimension T sur k , alors

. NS
X est isomorphe & %OA .

(On peut aussi déduire ce résultat de la proposition 3, corollaire 1).

COROLIAIRE 3, - Soit XO un schéma simple et projectif sur k , supposons que
1'on ait

HZ(XO ;0 ) = HZ(XO , Q;Xo/k) =0 .
o]

Alors pour tout A , il existe un schéma projectif et plat X sur A, tel que
XQs'Ak’—'XO.

On conjugue le théoreme ii) et le theoreme 4 . Bn particulier :

COROLLAIRE 4, - Soit XO le schéma d'une courbe algébrique compléte et simple sur

k . Alors pour tout anneau local noethérien complet A de corps résiduel k ,

il existe un "schéma de courbe simple" X sur A, tel que X®) k=X
REMARQUES .

1) les corollaires 3 et 4 sont surtout intéressants si k est de caractéristique

p # 0, en prenant pour A un anneau de valuation discrete de caractéristique

0 , de corps résiduel k ; par exemple le “plﬁs petit A possible" , savoir
celui pour lequel p engendre 1l'idéal meximal. (En fait, & cause des théorémes
de Cohen, il suffit de connaftre les corollaires 3 et 4 pour un tel anneau A ) .

Signalons a ce propos que, selon les spécialistes, on ne sait pas s'il existe

des schémas sur un corps k qui ne sont pas réuuction mod p d'un schéma plat
défini sur un tel anneau A . Du moins les résultats de ce numéro donnent-ils

un moyen d'investigation systématique de cette question. Il faudrait commencer




182«15

par regarder si la premiére obstruction qu'on a dans H2(X0 ’(gJXO/k) est
nécessairement nuile.

2) On notera que le théoréme 3 , et la technique correspondante, n'est valable

que pour un anneau de base (local pour fimer les idées) complet.

Pour passer de résultats con..us pour le complété d'un anneau local & des
résultats correspondants pour cet anneau local lui-méme, il faudrait un quatriéme

"théoréme fondamental", dont 1l'énoncé définitif reste a trouver.

3) On comparera les résulteats de ce numéro (notémment les corollaires 1 et 2
precédents) et du suivant, avec les ré¢sultats de Kodaira-Spencer sur la variation
des strucfures complexes. Utilisant le théoreme conjectural auquel il vient d'étre
feit allusion, on devrait pouvoir conclure, sous les conditions du corollaire 1,
meis oi A ne serait plus supposé complet, qu'il existe un anneau A' contenant
A, fini et non ramifié sur A, tel que ngh A' et X'@ A' soient A'-iso-
morphes, (X , X' ¢étant deux A-schémas propres et plats donnés, tels que
,X(Bh k = X'-gh K = Xo) . C'est ce qu'on peut prouver du moins'quand Xo =¥}i , en
utilisant le corollaire & la proposition 2 . En tout cas, lorsque Hl(Xo ,57X0/k)=0,

on peut prouver que les fibres de X , X' au-dessus de tout point y de

Y = Spec(A) sont isomorphes, du moins quand on passe & la cl8ture algébrique

du corps residuel Y (y) . (On a un resultat local, plus fort en apparence, en

ne supposant plus necessairement A local). En ce qui concerne les "variations

. de structure" pour l'espace projectif, signalons endore la question suivante,
suggérée par un probléme correspondant de Kodaira-Spencer., Soit X un schéma
'propre et pla£ au-descus de l'anneau local integre A de corps des fractions K ,
de corps residuel k , supposons que X ®, K soif isomorphe a %3§ , est=il

vrai que X&), k = X est isomorphe & ?}k (du moins sur la cl8ture algébrique de
k ) ? Dans ce probléme, on peut supposer que A est un anneau de valuation

discréte complet. On a un probléme analogue quand Xo est une variété asbélienne,

7. Application & la "Théorie des modules”.

Le conférencier venant seulement lui-méme d'aborder cette théorie, nous serons
obligésde nous limiter & quelques indications. Pour simplifier, nous nous

plagons sur un corps k , i. e. nous t-availlons en égale caractéristique, bien que

le théoréme 8 permette aussi de traiter le cas général, sans changement essentiel,
semble-t~il. Nous n'avons pas dépassé actuellement le stade "formel", cepencant

le conférencier espére pouvoir construire & partir de 14 des schemas de modules
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véritables dans certains cas, et en particulier construire pour tout entier g
un schéma sur les entiers, jouant le réle d'un schéma des modules universel pour

les courbes simples de genre g .

Reprenons la situation et les motations du théoréme 9 , en supposant maintenant
que A est une algébre locale de rang fini sur k , supposé algébriguement clos
pour simplifier. Alors F(A) peut &tre regardé comme un foncteur covariant de
A, 3 valeurs dans la categorie des ensembles, un homomorphisme de k-algébres
A —3 B définissant une application F(A) —- 7(B) , puisque tout A-schéma
plat X tel que X xA k = X0 donre naissance & un B-schéma X @ £ B ayant les
mémes propriétés. Supposons qu'on puisse trouver une k-algébre locale clompléte

noethérienne ' , et un isomorphisme fonctoricl
(%) Hom (O, A) r(4)

(ot le premier membre désigne les homomorphismes de k-algébres). On voit faci-
lement qu'un tel {7 est déterminé a un isomorphisme canonique pres, on appelle
alors le spectre formel ]J de (J (i. e. l'espace topologique réduit & un point

muni d'un faisceau d'anneaux topologiques réduit a G ) 1le schéma formel des

modules pour XO . (Notons qu'il n'existe pas nécessairement). Soit T 1'idéal
maximal de U , pour tout n soit 0, =O/r n+l o (done 0,=%) , alors
1'homomorphisme canonique G —_— O est un élément de Hom((D ’ On) , donc définit

un é¢lément de F(On) , 1. e, un On—schéma plat X dont la réduction mod Y
est Xo . Ces Xn se déduisent les uns des autres par extension des scalaires
(i e. ici par réductions), d'ou resulte qu'ils proviennent d'un schema formel
X bien déterminé sur le schémn formel des modules L{ H ¥ est plat
sur g et f = X « L'isomorphisme (%) est alors donné,’comme on voit aussitSt,
en assoclant a tout homomorphlsme de k-algebres (9 —3 A 1la classe du A-schéma
X (X(Q A (i. e. & tout morphisme de k~-schemas lj = Spec(4) — ‘-Lj , on
associe 1le H'-schéma X & obtenu par changement de base), De plus, on
voit que 1'isomorphisme (x) et sa descrlptlon précédente seront valables encore
si on suppose seulement que A est une k-gzlgébre locale noethérienne et compléte
(pas nécessairement artinienne). Bien entendu, comme d'habitude, G peut fort
bien & priori avoir des eléments nllpotents, et il semble probable qu'il doive
exister ces cas ob (@ est lui-méme artinien, sans ftre identique & k . C'est
dire a4 quel point le point ce vue de Kodaira-Spencer (se bornant & prendre des

A qui sout des anneaux réguliers) est inadéquat a_priori dans le cas géhéral.
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I1 reste a donner des conditions suffisantes pour qu'il existe un schéma formel
des modules pour Xo , supposé propre sur k ,.De fagon générale, il est facile
de donner des conditions nécessaires et suffisantes simples sur un fonctsur
A — F(4) (de k-algdbres locales de rang fini, & valeurs dans les ensembles)
pour qu'il puisse se mettre sous la forme Bom({?, A) pour {) convenable. Nous
ne les détaillerons pas ici. Signalons seulement que dans le cas qui nous cccupe,
ces conditions imposent des conditions non triviales de nature cohomologique sur
XO , et il semble peu probgble qu'elles soie.t toujours verifiées, bien que le
conférencier n'ait pas construit de contre-ezemple., 11 semble plausible par

contre que la condition HO(X ,G7 i) = 0 soit une condition suffisante (bien
O

. que nullement nécessaire) pour l'existence d'un schéma formel de modules. Nous
nous bornons & énoncer ici un théoréme dans un cas particulidrement simple (dont
l'analogue en théorie des espaces analytiques est bien connu, cf. KODAIRA-SPENCER),

qui s'établit sans dirficulté & 1'aide des résultats du numéro précédent ¢

THEOﬁEME 10. = Soit XO un schéma propre et simple sur le corps k , tel que

o -y - _
H (XO’GXO/k)_H \XoyGXo/k)—-o

Alors il existe un schéma formel des modules pour Xo , correspondant & un anneau

local régulier (9 {i. e. une algdbre de séries formelles sur k ) .

Comne nous 1'svons déji signalé, il n'est pas vrai en geénéral que le schéma
formel % sur O soit algébrisable ;.mais on sait que c'est vrai cependant
quand XO est projectif et H2(XO » Oy ) = 0. (théoréme 4) , par exemple quand

Xo est de dimension 1. C'est ce gui donne quelque support & 1l'espoir de cons-

truire un schéma de modules sur les entiers pour les courbes de genre donné ...

Remarquons aussi que des méthodes comme celles exposées dans ce numéro peuvent
s'appliquer dans la construction et l'étude des variétés de Picard, et bien

d'autres constructions encore. Nous y reviendrons prochainement.

8. Application au groupe fondamental.

les teckniques exposées permettent d'aborder 1'étude systématique du groupe fonda-
ﬁcntal,sur le modeleds la théorie topologiquo. Les deux premicrs théorémes Snoncés
dans ce numéro sont des généralisations de résultats d'un travail récent de
LANG-SERRE o

Seit X un schéme, alors un X-schéma X' est appalé un revétement non ramifié
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i. Y' est fini sur X , i. e. est défini par un faisceau cohézent dlalgébres
A=A(X'") sur X
Aan AA

“

ii., ﬁ est un faisceau localement libre sur X

iii. Pour tout x ¢ X , le quotient fBJ@A A = A ® W (x) est une algebre

X X x 0
X

séparable sur )((x) .

Cette notion de revétement non ramifie (due & SEFRE et au conférencier) posséde
toutes les propriétés élémentaires auxquelles on peut s'attendre raisonnablement,
ot dont nous ne cresserons pas la liste. Bornons-nous & dire qu'elle donne lieu

3 une théorie de Galois calquée sur la théorie de Gelois classique (et la con-

tenant ; les démonstrations étant plitot plus simples que les démonstrations
généralement regues pour cette derniére) et la theorie galoisienne des revéte-

ments topologiques. De fagon précise, appeions point géométrique d'un schéma X un

morphisme a du spectre ¥ d'un corps algcbriquement clos {1 dans X, i. e.
"la donnée d'une extension algébriquement close du corps residuel Y(x) d‘'un point
x= |a] de £ (ap;elé localité du point géométiique a ) . Si alors X' est
un revétement non remifié de X , on peut lui associer 1l'ensemble 'Ea(X') des
"points géométriques de Y' au-dessus de a " , 1. e. 1l'ensemble des couples
formés d'un x' & X' au-dessus de x et d'un Y-(x)—homomorphisme dans {1

On obtient ainsi (pour (¥ , a) fixés) un foncteur F (¥ , a) de la catégorie
R(X) des revétements non ramifiés X' de X dans la catégorie des ensembles
finis. Si X est connexe, le couple formé par R(X) et F(X, a) possede les
propriétés formelles qu'il faut pour &tre isomorphe au couple analogue défini
par un grov;e topologique compact totalement discontinu W (1. e, limite pro-

jective de groupes finis) convenable s on prend la catégorie C(2r) des ensembles

=3

finis E sur lesquels 7% opere continfiment, et le foncteur identique FM(E) =
de cette catégorie dans la catégorie des ensembles finis. D'ailleurs le groupe ¥

est déterminé & un isomorphisme canonique prés par la condition que (C(Y) , F(R))

soit isomorphe & un couple donné. En 1toccurence, % s'appelle le groupe fonda=

mental du schéme comnexe X en le point géométrique a , et se désigne par

_ Tl’l(X , a) . 8i X n'est pas connexe, on le remplace par la camposante connexe
de x= !a| . Si cependant X est connexe, alors les groupes ﬁi’l X, a) pour
deux points géométriques a' , a" de X sont isomorphes (1'isomorphisme ¢tant
déterminé & des automorphismes intérieurs prés), de sorte que comme d'habitude

on peut choisir a au mieux de son intérét, par exemple au point générique de-
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X supposé irréductible. Bien entendu, ’ﬂi(X , a) est un foncteur covariant en

le schéma pointé (X , a) . Tout énoncé concernant la classification de revétements

inséparables peut se traduire alors en langage de théorie des groupes, suivant le
dictionnaire bien connu (& cela prés qu'il faut tenir compte du fait qu'ici on

a des groupes topologiques).

Notre but est de développer l'analogue ce la suite exacte d'homotopie des es-
paces fibrés, relativement & un morphisme propre f : X —> Y , Evidemment, faute
de savoir ce que sont les groupes d'honotopie supérieurs, on n'aura que des résultats
nécessairement incomplets. Pour pouvoir appliquer les théorémes fondamentaux du
n°3 , nous devons G'abord expliciter quelques lemmes élémentaires concernant les

schémas sur des corps ou d-s anneaux d'Artin (conformément au procédé général }).

IEMME 1, - Soit (X', a') un revftement non ramifié ponctué associé & une

représentation ponctuce de Tfl(X , a) dans un engemble fini E (muni du point

marqué e) . Alors le morphisme canonique ’FE(X' , a') —> ﬁ'l(X , a) identifie

le premier groupe au stabilisateur de e dans fTH(X , &) (et est par suite

injectif).

IEMT 2. - Soit ¥ un schéma algébrique sur le corps k , k' une extension

radicielle de k , alors tout revftement non ramifié de X @& k' provient par

image réciproque (i. e. extension des scalaires) d'un revftement non ramifié de

X , déterminé & un isomorphismc canonigue pres.

I1 résulte en particulier de ces deux lemmes que pour toute extension algébrique
K de k , et tout point géométrique a' de X' = X & K se projetant sur
le point géométrique a de X , lthomomorphisme fouctoriel TTl(X' , a’)-Jyfrloi, a)

est injectif.

LEME 3, - Soit % un schéma complet au-dessus d'un anneau local artinien A ;
tel que HO(X , o) =4, soit X' un revétement ncn ramifié de X et soit

A = HO(x! R OX') , qui est donc un anneau fini sur A (pouvant a priori &tre

remifié sur A ) . Soient X0 , X'O les sous-schémas réduits associés & X , X!
(obtenus en divisant par les faisceaux.des éléments nilpotents dans O , OX') R

soit k un sous-corps de A/v (A) sur lequel A/ (4) soit fini (ainsi X,

est un schema algébrique complet sur k , et X'O en est un revétehent non

ramifié). Soit enfin ) une extension algébriguement close de k , et considérons

le revétement non ramifié X'O(£L57 de XO ®, fL . Alors les deux conditions

suivantes sont équivalentes :
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i, X'O(fg?;kfL est complétement décomposé sur X (gi 2,

ii, le morphisme naturel X! —— X % A' est un isomorphisme.

Sous ces conditions, A' est une extension non ramifide de A . Enfin, si

X' est connexe, la condition (1) équivaut & la condition suivante plus faible en
apparence s

i, bis X'O’Qki? admet une section réguliere au-dessus de Xo(gk-fl

Lorsque la conditior (ii) est vérifice, nous dirons que le rev8tement non rami-

fié X' de X est géométriquement trivial.

IEME 4, - Soit f : X —3 Y un morphisme propre tel que f*(OX) = Oy »
, b sa projection sur Y . Alors

Ml(X , a) =3 T (Y b) ect surjectif,

Soient a un point géométrique de X

I1 faut montrer en effet ceci : si un revétement non ramifié Y' de .Y , (cor=-
respondant & un faisceau d'algébres localement libre A ) est tel que X(%y Y
est disconnexe, alors Y' 1'est aussi. En effet f*(A) sera somme directe de

deux faisceaux d'anneaux non nuls, donc son image directe aussi, or cette derniére
! 1300
est autre que A % f =

n a que A& (0))

IEMME 5, - Soit X wun schema complet au-dessus d'un corps k , on suppose que
(X , OX) est un anneau local A et que A/v (A) est radiciel sur k o Soit
O une cl8ture algébrique de k , et soit X = X(@k-fl (i1 est connexe).

Choisissons un point géometrique a de X , se projetant sur le point géométrique
g q ’ proj D g g

a de X , alors on a une suite exacte

e ™ (X, n) =W (X, a) = Tk, b) —>e

(ob ¥,(k , b) est le groupe de Galois de {1 sur k) .
1 14

le fait que le premier homomorphisme est injectif a été vu avec les lemmes 1
et 2 , l'exactitude an milieu résulte du lemme 3 , enfin la surjectivité du
dernier homomorphisme (qui seul fait appel au fait que Ay (4) soit radiciel)

résulte dv lemme 4 .

PROPOSITION 4, - Soit f ¢+ X —> Y un morphisme propre et plat tel que pour

tout y ¢ Y, Ho(f'l(y) . (%,1 ) soit une algébre séparable sur le corps

residuel Y (y) (ce qui est le cas par exemple si f_l(y) est un schéma séparable

sur Y. (y) , i. e. réduit et tel que les corps correspondants & ces composantes

irreductibles soient des extensions séparables de Y .(y)) . Alors le revétement




182=21

——

Y' de Y associé & f*(OX) est non ramifié.
La demonstration est facile gréce au théoreme 2 .

Cette proposition, jointe au lem:e 1 , ramene pratiquement 1'étude homotopique
des morphismes propres et plats (& fibres separables) au caes ol on a f*(OX) = Oy

(car utilisant la factorisation de Stein, on remplacera Y par vy .

REMARQUE. - Un morphisme plat de type fini dont les fibres sont des schémas
séparables (resp. simples) est appelé séparable (resp. simple). On montre que si
~f est plat et si f—l(y) est séparable (rusp. simple) alors il existe uh‘voisi-
nage de f"l(y) sur lequel f est séparable (resp. simple). le méme résultat

est valable pour "absolument normal" ("théoréme de Bertini").

Soit f ¢ ¥ =3 Y un morphisme propre tel gue

(1) £,(0) = 0y

et soit X' un schéme fini sur X . Soit Y' 1o revétement de X

correspondant & la factorisation de Stein de X' —> Y (cf théoreme 5) . Soit
y €Y, donc "1'ensemble des composantes conuexes de la fibre TF' de X' sur y
s'identifie & l'ensemble des points y' de Y au-dessus de y (thdoréme 5).

Considérons le morphisme évident
(%) X' — X Xy y!

déduit des morpbismes.naturels X' =X et X ——aY'j ce sera un isomorphisme
chaque fois que X' est de la forme X xy ", ou I est un revétement non.

Q ramifié de Y , et alors Y' ne sera autre que I" et () sera l'identité.
Nous vouldns précisément donner des conditions moyennant lesquelles X' est

de la forme qu'on vient d'indiquer, i. e. que Y' est non ramifié et (*) un

isomorphisme . Pour ceci, introduisons le fibre T de X en-y , c'est un
schéma propre sur (y) dont F' est un revétement (non ramifié si X 1'est).
Soit F‘1 une composante connexe de F' correspondant & un point y'1 de Y!
au-dessus de y . Supposons de plus

(1i) X' est non ramifié sur ¥ aux points de F!
1

(per suite F', est un revétement non ramifié de F ) , et

(iii) F'l est un revétement géométriquement trivial de ~¥ (cf. lemme 3)

} N
THEOREME 11, - Sous ces conditions, il existe un voisinage ouvert U de y‘l
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dans Y' , tel que (%) soit un isomorphisme au-dessus de U' . De plus Y' est

non ramifié en y'l au-dessus de Y (mais peut &tre ramifié aux autres points

y' de Y' au-dessus de y ) .

Bien entendu, les conditions (ii) et (iii) sont aussi nécessaires pour la validite
de la conclusion du théoréme. la démonstration du théoréme est facile, a 1l'aide

du lemme 3 et du théoréme 2 .

COROLIAIRE 1, - Supposons toujours (i) satisfait. Pour qu'un revétement non ramifi

sur X soit isomorphe & l'image reciproque d'un revétement non ramifié Y' de Y,

i1 faut et il sufiit que X' induise sur chaque fibre f_l(y) un revéteuent

géométriquement trivial.

Comme d':prés le théorsme 11 , 1l'ensemble des points de Y pour lesquels cette
condition est remplie est ouvert, il suftit de la vérifier sur les points y qui
sont fermés ... Notons 1'énoncé suivant dquivalent au corollaire 1 : le noyau

de 1'homomorphisme (surjectif d'aprés le lemme 4) 3 (u) —> R (Y) est le sous-

groupe invariant ferme enoendre par les images dans 1(V) des 5 (i‘ (y)) y OO
,f-I (‘y) désigne le schéma £~ (y) >ak( ),{ <(y) , ((y) daésignant une clbture

algébrique de W(y)) . On notera que, faute de pouv01r choisir le méme point Lase
pour toutes les fibres, les homomorphismes )1(f (y)) ’W'(X) ne sont de
toutes fagons déterminés (une fois choisi un point base pour X , et par suite

pour Y ) que modulo composition par un automorphisme intérieur dans ‘ﬂ&(X) .

COROLLAIRE 2, - Sous les conditions générales du théoreéme 11 , sﬁpposons de

plus Y, X-, X' intégres, et soient K, L, L' leurs corps. hlors il existe

une sous-extension séparable K' de K dans L', linéairement disjointe de

L, telle que L' =1IK' (d'oh L'= L &y K') .

(on epplique la derniére partie cu lemme 3 & la fibre générique de X ) . Ie

cas d'application le plus intéressant du théoréme 11 est obtenu quand f est
un morphisme séparable. hAlors X' est aussi séparable sur Y , donc en vertu
de la proposition 4, Y' est non ramifié sur Y , donc le deuxieme membre

X Xy Y' dans (%) est non ramifié sur X . On en conclmt facilement :

COROLIAIRE 3, - Supposons, en plus de (i) , que f soit séparable. Soit X!

up revétement non ramifié et connexe de X , pour que X soit image inverse d'un

revétement non ramifié Y' de Y, il faut et il suffit que le revétement, I

induit sur une fibre géomstrique F = E_I(y) a@mette une section réguliere.

On notera qu'il n'était pas nécessaire de supposer que F' soit géométriquement
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trivial sur 7 (ce qui sera vrai a posteriori, bien que a priori cette con-

dition soit beaucoup plus forte). Le corollaire 3 est en fait €quivalent & 1'énoncé
suivant

COROLLAIKE 4, = Soit f 3 X —» Y un morphisme propre et séparable tel que

£,(04) = 0y , soit F 1a fibre géométrique d'un point y ¢ Y , et choisissons

un point géométrigue dans F , d'oh par les morphismes F —3 X —3 Y des

points gépmétriques dans X , ¥ , qui seront pris comue points bases pour les

groupes Fondamentzux de F , X ,’Y . Sous ces conditions on a la suite exacte

T () — T ) =T @) —e

On en déduit facilement les dewx énonces suivants de SERRE=-LANG , débarassés

ici de toute hypothese de normalité

CCROLLAISE 5. - Soient X', ¥ des schi#imas connexes sur un corps k , on suppose

que le schéma réduit Xréd est séparable sur k (ce qui est automatiquement vraisi

k-ost porfait).cbeomplet. Cholsissons un point géometrique a (resp. b) dans X

(resp. Y) d'ol un point géométrique c¢ = (a, b) dens X x, ¥ et un morphisme

naturel
1(x Xy T,c) __Jy'ﬁl(h , a) x 1n1(y , b)

(déduits des morphismes fonctoriels de ‘ﬂl(Xx Y,c) dans ‘Ni(x y a) EEV'WI(Y , D)) .

Ce morphisme est injectif, et méme bijectif si k est algébriguement clos.

(La surjectivité dans ce dernier cas ¢tant & peu prés triviale). On en déduit,
avec SER'E-LANG &

COROLIAIRE 6, = Soit X un schéma algébrique connexe sur un corps algcbriguement

clos k , soit K une extension algebriguement close de k , alors les groupes

fondamentaux de X et X & K sont les mémes, i. e. tout revftement non ramifié

de ce dernier schéma provient par extension des scalaires d'uh revétement non

ramifié (unique & un isomorphisme prss) de X .

REMARQUES,

1) Utilisant la proposition 4, on voit que 1'hypothése f (O = O, dans le
corollaire 4 n'est pas essentielle, Tans le cas général, il faut, au lieu de mettre
le groupe unité e aprés N (Y) , continuer par Gi’o(f‘) -—-)’1\‘0(X) -—-)'s\’o('i) — €
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comme en Topologie algébrique.

2) En général, on ne peut rien dire pour l'instant sur le noyau de '/Sll F) "7“'3’10() R
qui devrait faire intervenir un fNé(Y) . I1 semble cependant qu'on doive pouvoir
démontrer que ﬁﬁl(f) ——;’RE(X) est injectif si Y est le spectre d'un anneau
local A , en s'appuyant sur le théoréme 12 plus bas (qui affirme qu'il en est

ainsi si A est complet).

le théoréme 11 n'utilisait que les théorémes 1 et 2 . Nous allons appliquer

maintenant le théoréme 3, en nous appuyant sur le lemme &¢lémentaire suivant

IEIME 6. - Soit X un schema, X le schéma réduit correspondant (i. e, ou

on a tué les cléments nilpotents). Alors tout revétement non ramific X’O de XO

est induit par un revétement non ramifié X' de X , determiné & un isomorphisme

canonique preés.

Ce lemme, de nature purement locale, joue ici un r8le analogue & celui du
théoréme 8, en théorie des modules. Le conjuguant avec le théoréme d'existence

(théordme 3), on en déduit ici

1 AY
THECREME 12. - Soit A un anneau local noethérien et complet de corps résiduel

k o Soit X un schéma propre sur A . Alors tout rev€tement non ramific X!

de X =X @% Xk est induit par un revétement non ramifié X' de X , unique

3 un isomorphisme pres.

En d'autres termes

" COROLLAIRE 1. - Choisissons un point géometrique dans Xo comme point base

pour les groupes fondamentaux de Xo et ¥ . Alors 1'homomorphisme canonigue

T‘ICXO) — GTl %) est un isomorphisme.
Appliquons maintenant & Xo le lemme % , (en supposant que HO(Xo , OX )=k
o

pour simplifier), et remsrquons que A <tant complet, ses extensions non rami-
fides correspondent aux extensions non ramifiées de son corps résiduel, i. e.
on a ?TI(Y) = ﬂTT(k) (o Y = Spec(4)) . On trouve la suite exacte @

e LE) = T (0 — T D~ e

COROLLAIRE 2. - Soit f ¢ X —> Y un morphisme propre et plat, scient y; un
point de Y et y_  une spécialisation de y; , considérons les fibres "odométri-
ques" correspondantes X; et XO , On_Ssuppose ig séparable et connexe (ce qui
implique que Xl satisfait sux mémes conditions). On peut alors trouver un homo-
morphisme de groupes Wi(Xl) —_ 'ﬂl(XO) , défini & un automorphisme intérieur
prés, et cet homomorpnisme est surjectif.
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On pourrait espérer que cet homomorphisme est toujours bijectif. malheureusement
il n'en est rien en général si 7C(yo) est de caractéristique > O . Nous allons
obtenir cependant plus bas une majoration du noyau de cet homomorphisme -(du moins
si io est simple), impliquant que si )L(yo) est de caractéristique O , alors
1'homomorphisme ci-dessus est bijectif (résultat qu'on pourrait aussi prouver
par voie transcendante). Tu moins obtenons-nous déja, en tous cas, une majoration
du qu d'une fibre speciale & 1'aide de celui d'une fibre générique. Utilisant
par exemple le fait qu'une courbe algébrique en caractéristique p se remonte
en une courbe en caractéristique O (théoréme 9 , corollaire 4.) on trouve par

voie transcendante :

COROLLAIRE 3. = Soit XO le schéma d'une courbe compléte simple sur un corps

algébriquement clos de caractéristique quelconque, soit g 1le genre de XO , alors

Srl(Xo) admot 2¢ genérateurs topologiques, 1liés par la relation bien connue.

‘On en déduit, par une technigue bien connue de sections hyperplanes

COROLIAIRE 4. - Soit X un schéma projectif simple sur un corps algébriguement

clos de caractéristique quelconque, alors TWI(X) acmet un nombre fini de géné-

rateurs topologiques.

-
-

Cherchons le noyau de 1'homomorphisme Mlkxl) —_ Tvlcio) . Pour ceci, on peut
supposer que Y est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet
V= Oy(y = yo) . La question eét équivalente & la sulvante : ctant donaé un
revétement non ramific i'l de il (quton peut si on veut supposer galoisien),
déterminer sous quelles conditions il provient d'un revétement non ramifie de
Xo . A priori, le revétement donné provient, par extension des scalaires, d'un

rev€tement non ramifié X! de .9 Sy K' , oi K' est une sous-extension finie

1
de la cl8ture algébrique K du corps des fractions XK de V 3 si X; ¢tait
galoisienne de groupe G , on peut choisir Xi galoisienne de groupe G . On a
alors : Pour que Xisyk, K = ii provienne d'un revétement non ramifié de XO ’

‘i1 faut et il suffit que 1l'on puisse trouver une extension finie K" de K*

dans K telle que XY = X %, KM soit de la forme X" Gy, K", o V" est.

la clbture normale de V dans K" , et o X" est un revétement non ramifié

de XZ@% V" , Supposons par exemple XO absolument normale, d'ol résulte que
X &% V" est normale (car plat sur V" et & fibre speciale nrormale), dont le

corps des fonctions est identique & celul K"(Xl) de

Ty B 0 Gy ) Gy = Xy =y Ty
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Soit I" = K"(Xi) le corps des fonctions de Xj g KU, c'est une extension
finie séparable de K"(Xl) , et la condition ci-dessus signifie aussi que L'
est une extension non ramifide du corps des fonctions de X @% " (1. e. le
normalisé de X év V" dans 1" est non ramirié sur XCE% yn ) | Il suffit

d'ailleurs de verifier que L" est non ramifi¢ aux points de la fibre spéciale

de X®, V" (puisqu'il est non ramifié au-dessus de la fibre générique xl(gk K" ) .

Si maintenant X_ est simple, il resulte du "théoréme de pureté" de

NAGATA-ZARISKI qu'il suffit méme de vérifier que L" est non ranifié au~-dessus
de 1'anneau locel %" du point générique de la fibre spéciale de X &y Ve, qui
est un snneau de valuation discrete, normalisé dans K"CXl) de 1l'anueau local

Hc K(Xl) du point générique de la fibre spéciale de X . Donc on a obtenu 3

COROLIAIRE 5, = Sous les conditions et avec les notations précédentes, pour

que le revétement non ramifié X4 Ry K de il =X, ® K provienne d'un revé-

tement non ramificé de Xo , il faut et il suffit qu'il existe une sous=extension

firse K" de K/K' telle qye K"(Xi) soit non ramifié¢ au-dessus de l'anneau
de valuation discréte " ¢ K"(Xl) .

Notons maintenant que O" est normalisé dans K"(Xl) de 1l'anneau de valuation
discrdte ' C K‘(Xl) (normalisé de ) dans K‘(Xl)) , et que ¢' contient
le pormalisé V! de V dans K' , une uniformisante u de V! étant aussi
une uniformisante de ¢ ' . Supposons maintenant Xi galoisien de groupe de
Galois G d'ordre n premier & la caractéristique p de )é(yo) , (qui est

sussi la caractéristique du corps résiduel de &' ) . Donc K'(Xi) est "tamely

remified" au-descus ce 7' , d'oh il resulte facilement ("lemme de Abhyankar")

que si on lul adjoint une racine n-itme v d'une uniformisante de 4' , 1l
devient non ramifié au-dessus du normalisé de {' dans K'(Xl)(v) . Or on peut
prendre pour V une racine n-itme d'une uniformisante de V' , ce qui prouve

que 14 condition du corollaire 5 est satisfaite. (Cette possibilitée d'utiliser

le lemme de Abhyankar et le thcoréme de pureté m'a été vendue par SERRE). Pour
exprimer le résultat obtenu, introduisons pour tout groupe compact totalement
discontinu 97 le groupe quotient " de ® par le sous-groupe ferme engendré

par ses p-sous-groupes de S§low, i. e. 1a limite projective des groupes quotients

discrets de W qui sont d'ordre premier & p . Avec cette notatlon, on obtient s

/o~ .
TEEOREME 13, = Soit £ ¢ X —> Y un morphisme propre et plat, soient ¥,

un point de Y et Y, we spécialisation de y, , oo suppose io connexe et

simple., Alors 1'hcmomorphisme '.%\-1(}'(_1) ——-}’f‘1 (io) décuit de 1'homomorphisme
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surjectif du théoréme 12, corollaire 2, est un isomorphisme.

En d'autres termes

COROLIAIRE 1, - la classification desrevétements galoisicns .pon ramifiés, de

groupe de Galois d'ordre premier & la caractéristique p de )((yo) est la
méme pour 3‘(’0' et pour il . ‘

En particulier, si )(_(y ) est caractéristique nulle, on obtient par voie
algébrique le fait que ’Wl (Xl) —_— W (k ) est bijectif.

Signalons enfin que les techniques utilisées donuent aussi le resultat suivant,

‘plus général que le théoréme 13 :

¥ . .
THEOREME 14, - Soit £ ¢ X —> Y un morphisme propre et simple, soit D un

sous-schema fermé de X , simple au~dessus de Y , de codimension 1 en tous ces
pbints. Pour wne fibre % = £ -(z) de f , soit Z'=2 -2 ND et soit

i (Z') le quotlent du groupe fondamental w (Z‘) qui classifie les revftements

non remifiés de Z' qui sont "temely ramified" au—desws de Z0 D . Soient

yo ’ y1 comme dans le théoréme 13 . Alors on a un homcmorphlsme surjectif (dé-

fini & un automorphlsme intérieur prés) T (Y ) —5> W (ié) , et 1'homomorphisme

correspondant. TN (/') —_— T t(k' est un 1somorph1sme.

On en déduit des variantes correspondantes des corollaires au théoréme 13, et
du corollaire 4 au thdoréme 12. De méme, utilisant le théoréme 9, corollaire 2,

on trouve par voie transcendante :

COROLIAIRE ., - 3o0it Xo le schéme d'une courbe compléte simple sur un corps

algébriquement clos de caractéristique quelconque, soit S _(sl 141ign une

partie finie &4 n éléments de Xo . Alors W I’(Xo -S) admet 2 g+ n géné=-

rateurs topologiques x, , ¥; (1<igg) et 'c'j (1 j<n) liés par la

relation

— ‘_l -1 .
(mx. Vs X5 Y3 ) Ty oeee T F 1

ou les 'T-j sont des générateurs des groupes d'inertie correspondants aux sj .

Pour tout groupe fini G d'ordre premier & la caractéristique, engendré par des
group D que,

 éléments X S;i , (;:j satisfaisant la relation précédente, il existe un revé-

tement galoisien non ramifié de XO - 8, de groupe G , ayant des groupes

d'ipertie aux points oz engendrés par les fs:J .

Lorsque XO est de genre O et que n =3, on a une solution du "Probléme
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des trois points", du.moins pour les revétements galoisiens d'ordre premier &

AR MR A A i c i et

la ceracteristique. (Ici, le théoréme 9 est d'ailleurs inutile, et il semble
d'autre part qu'on puisse déduire le corollaire précédent du cas particulier-en-

visagé dans le probleme des trois points).
REMARQUES

1) Une étude plus compléte, faisant sans doute intervenir des revétements
galoisiens généralisés de X , XO , X1 (& groupe de Galois éventuellement infini-
tésimal), devrait permetire de récupérer le noysu dans le théoréme 12, corcllaire 2,
Par contre, une ¢tude des revétements admettant de la ramification pas "¢ame"

gemble devoir ftre beaucoup plus difficile.

2) le lemme 6, joint & un résultat de Grauert concernant le complété formel d'un
schéma projectif non singulier le long d'une section hyperplane .(ou au théoreme,
non prouvé pour 1'instant, mentionné dans la remarque 2 aprés le théoréme 11),
permet aussi de démontrer en gdométrie algébrique "abstraite" le classique théoreme
de Lefschetz sur le groupe fondamental.
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TECHNIGUE DE DZESCENTE ET THEOREMES D'SXISTENCE EN GEOMETRIE ALGESRIGUE
I. GENERALITES. DESCENTT PaR ‘ORPHISMES FIDELEMEWT PLATS

par Alexander GROTHENDIECK

D'un point de vue technique, le présent exnosé, et ceux qui lui feront suite;
peuvent &tre considéres comme des variations sur le célébre "théoreme SO" de
Hilbert. L'introduction de la méthode de descente en géométrie algébrique semble
due 2 A. WEIL, sous ls nom de "descente du corps de base". WEIL se restreint d'eil-
leurs au cas d'extensions finies séparables de corns. Le cas d'extensions radi-
cielles de hauteur 1 a &té ensuite traité par P. CARTIER. Faute du langage des
schémas, et plus vorticulidrement faute d'éléments nilpotents dens les anneaux
qu'on se permettait de considérer, 1'identité essentie{le entre ces deux cas

n'avait pu étre formulée par CARTIER.

A.1'heure actuelle, il somble que la technique gérnérale dec descente qui sera
exposée (jointe le cas échdant aux théord~es fondamentaux de la "géométrie formel-
le®, cf. [3]) est 3 la base de la plupart des théorémes d'existence en géométrie

algébrique. Il convient de noter d'ailleurs que 1z dite technique peut certaine-

ment se transposer en "gdométrie analytique", et on peut espérer que dans un pro-
che avenir, les spécialistes sduront démontrer les analogues Manalytiquesh des
théortmes d'existence en géométrie formelle qui seront donnés dans 1'exposé II. En
tout cas, les récents travaux de ¥OD1IRa-SPENCER, dont les méthodes semblent in-

aptes.d la définition et 1'étude de "variétés de modules" au voisinage de leurs

points singuliers, montrent assez clairement la nécessité de méthodes plus proches
de la théorie des schémas (que devront compléter bien entendu les techniques trans-

cendantes) .

Dans le présent exposé I, nous traiterons le cas de descente le plus élémentaire
(indiqué dans le titre). Les applications des théordmes 1, 2, 3 cl-dessous, sont
cependant déja fort nombreuses. Nous nous sommes bornés a en donner quelques-unes

4 titre d'exemple, sans essayer de leur donner ici le moximun de généralité vos-
sible.

Nous utiliserons librement le langage des schémas, pour leguel nous renvoyons &
1'exposé déja cité, ainsi qu'a [2]. Notons cependant expressément que les pré-schémas

envisagés dans le présent exposé ne sont pas nécessairement noethériens, et les
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morphismes ne sont pas nécessairement de type firi. Ainsi, si A est un annesu
local noethérien, de complété A , on aura & considérer 1'anneau non noethérien
.&:QA‘J:I , 6t les morphismes de schémas affines correspondants aux inclusions entre

les annezux envisagés.

A, Préliminaires sur les catdgories.

. e . . . 7
1. Catégories fibrécs, donnies de descente, morphismes de - # -dcscente.

8. DIFINITION 1.1. - Une catdgorie fibrée F de base C est formée d'une caté-
. X (;__‘ F Y
gorie g s pour tout XeC d'une catégori g x » pour tout C-morphisme

, o e . .
f: X—5Y d'un foncteur f yY >*."A , noté aussi

If*( £) = 'g QY X

pour E/ € Ty ( X ¢étant considéré comme un "objet de C au-dessus de V 7,
AAN

i. e. comme muni du morphisme f ), et enfin pour deux morphismes composables

X——f;%Y -7 , d'un isomorphisme de foncteurs

» »* *
: -f f &
T (gf) — g

ces donnésg étant assujetties aux conditions suivantes
%*

(i) 14 = id

(i1) Cf z est 1'isomorrhisme identique si f ou g est un isomorphisme
. s
identique

(iii) Ztant donnés trois morphismes composables 4 BENEVN - , on a

cormutativité dans le diagramme suivant d'isomorphismes formé au moyen des iso-
morphismes de la forme Chy ©
?

(n(ef))” = ((ng) £ —>2"(ng)"

Y o»

() v —s (eF S nt = (W)

)

EXEMPIE 1. - Soit C une catégorie ou les produits fibrés cxistent, on définit

A

7 . . .
alors une catégorie fibrée .~ de base C en posint (Z)z = catégorie des objets

; . » " i .
‘de C au-dessus de X , le foneteur f : .,’Y-—-—> % correspondant & un mor-
A

phisme f : X-—Y étant défini par le produit fibré Z~wwi x, X .

EXEMPLE 2. - Soit € 1a catégorie des pré-schémas, et pour X€elC , soit SF.‘/;
la catégorie des faisceaux quasi-cohérents de modules sur X . Si £ : X —Y
7 )

) ’ ’ * » L 'y .
est un morphisme de pré-schémas, f : ¥ —"’u'k gst le foncteur image inverse
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de faisceaux de modules. On obtient ainsi une catégorie fibrée de base C .

b.DEFINITION 1.2. - Un diagramme
’ v
B2y —Lyo
V2
dtapplications.dtensembles est dit exact si u est une bijection de E sur la
pertie de E' formée des x'&E' tels que vl(x') = v?(x') .

DEFINITION 1.3. - Soit .F une catégoric fibrée de base C , considérons un
diagramme '

(+) ~ seXgrg=togn

P2

de morpl_aisme‘s dans C tels que :*/31 = 9‘/32 ; ce diagramme est dit (;"'-exact si

pour tout couple %) ] d'éléments de F, , le diagramme suivant d'applications

o

d'ensembles
. . . :
¥ * * q % *
'(+) Hom(§ s ¥ ) ——% Hom( 2 (g) y oA (\7))_“__&_;_;Hom(\g (t)) s Y (Y}))
(ou X = -.9(/31 = 9(/3'2 ) est exact. 2 , .
Dans ce derniéf diagramme, nous avons identifié /?:z ._'_-,4* 3 (o(/;*i)* = \("P

cﬂ.’& , pour simplifier.
i

DEFINITION 1.4. - Soit .f une c2tégoric fibrée de buse G , considérons deux

jmorphi_smes ]51 ,/32 : SM"—= 8' dans C . Soit y <

P

7‘;, . On zpvelle donnée

de recollement sur &' (relativement au couple (,/:"1 s /.?2))9 un isomorphisme

de /G’;( §') sur /5-;( §') - 81 it wmle s sont munis checun d'une don-

St ‘
née de recollement, un morvhisme u : ?' —> ;' dans ;’Z‘;' est dit compatible
> 5 Bl Aty

~ avec les données de recollement si on a commutativité dans le diagramme suivant :

l

L% %y
/’- 1( i') - /32( ()')
% L%
,/I{ 1( \"/") — ; : 2( \"}' )
‘De cette fagon, les objets de - flé, munis d'une donnée de recollement (relati-
vement 2 /3’1 s /3o ) forment alors une catégorie. Si « : S'--3 S est un mor-

g £ ‘:‘ . -_ 7 *
phisme tel que & /4, = 0‘/32 , alors pour tout £:.7g 5 1'objet g = o (g)

2
5
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de \?T

g eet muni d'une donnée de recollement canonique, puisque

AL (M) = ()Y (8= ¥y (B,

en posant encore Yy = q/?l = 6X/32 ; de plus, si u : i —> vy est wn norphisme
dans :z;‘, alors

oF(w) 2 AT () 2 ()

est un morphisme dans Lf;, compatible avec les données de recollement canoniques.
J

. . s . p . a
On obtient ainsi un foncteur canonique de la catégorie ufs

—
objets de ”}S' munis d'une donnée de recollement relativement au couple

dans la catégorie des

(/31 s /}2) . Ceci dit, on peut aussi exprimer la définition 3 en disant que le
diagramme (+) de ladite est dit g:exact si le foncteur précédent est "pleine-
ment fidéle®, i. e. définit une équivalence de la catégorie Qig avec une sous-
N o S

catégorie de la catégorie des obje’s de Jé, munis d'une donnée de racollement

relativement 2 (/31 ’ /32)

, N
DEFINITION 1.5. - On dit qu'une donnée de rzcollement sur ~.§' €.f, est

effective (relativement 2 A ) si £' muni de cette donnée cst isomorphe & un

o((g),avec % T

Dens le cas ou le diagramme (+) est ‘?lex*ct 1'objet % "~ de la définition

précédente est donc déterminé & un isomorphisme unique pres, et la catégorie ﬁr;
»

est équivelente 3 la catégorie des objets de :I minis d'une donnée de recol-

Qt
(>

lement . effective.

¢. Le cas le plus important est celuil ou

"M = 8! x at

SO

les /Qi étant les doux projections 19} et Py de S8' x. S' sur ces deux fae-

teurs (on suppose maintenant cue dans C , les produits flbres existent). On a

alors deux conditions nécesscires immedlates nour qu'une donnée de recollement

€4}

* * 7"
af o I < B R ' ¢ ! ‘.’: .4,‘1’ i t. °
o p1(<7 ) -3 pz( i ) sur un §re s, soit effective
On a -
. : * ]
(1) A() = 1y,
‘ x, 8' désigne le morphisme diagonal, et ou on a identifié

(p. Z&) % g .

(1) Py () = p32( “4) oy, ()
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ol P 5 désigne la projection canonique de S' xg S8' xo §' sur le produit par-

tiel de son i-idme et j-iéme facteur.

DEFINITION 1.5. - On aprelle donnée de descente sur g' élﬁf , s relativement

au morphisme ol : S'—>S , une donnée de recollement sur }' relativement au
s
couple (pi s pg) des projections canoniques S8' x, S'—>» S' , satisfaisant aux
9 [

conditions (i) et (ii) ci-dessus.

DEFINITION 1.7. - Un morvhisme o : S'—35 est appelé un morphisme de :F:

descente si le diagramme de morphismes

ol Py
§&— Sté&—=-g' x_ &
< S

R

: T
est J-exact (définition 1.3.) ; on dit que A est un morphisme de Jf-desscente

strict si de plus toute donnée de descente (@¢finition 1.5.) sur un objet de ji,

est effactive.

Cette dernidére condition peut aussi de fagon plus imagée s'énoncer ainsi ; "Il

A . 74 . 7 .
revient au méme" dz se donner un objet de nfs , ou un objet de 5;3, muni d'une

donnée de descente.

: T ' -
Notons que si un morpvhisme de F-descente : S'—>S cdmet uné "section®
s: S—3' (i. e. un morvhisme s tel que s = idS ) alors c'est un morphis-

me de J-descente .strict : si ' € .f_, est muni d'une donnée de descente re-
g

lativement & o , "il provient? on offet de é = s ( g') .

d. On peut présenter de f.con plus intuitive les notions précédentes, en intro-
- -~ - ’

duisant, pour un objef-paramétre T de C au-dessus dz S , l'ensemble

Hong(T , 8') =8'(T)

i ~dont les éléments seront désignés par t , t' , ctc. Un objet }"é\fé, étant

donné, & tout t€S'(T) correspond alors un objet £ ( E') de x7; , qui-sera
aussi noté §£ . Une donnée de recollemert sur g (relativement 2 P, 5 Py )
est alors définie par la donnée, pour tout T sur S , et tout couple de points
t, t*€5'(T) , d'un isomorphisme ' |

. t P §
Yir g %t“% S
(satisfaisant des conditions évidentes de fonctoralité, pour T variable). Les
conditions (i) et (ii) de 1.k) s'écrivent alors

(i bis) kft b = idg, pour tout T et tout t€8'(T)
- .
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(1 bis) Yy o0 = My g0 Vo ge  POUF tout T et b, ', tMES'(T)
? ’ b4

- On voit d'ailleurs que (ii bis), en faisant t = t' = ti , implique l-f’i’t = k{',t,t
d'ou, puisque kft,t est un isomorphisnz mar hypotlxéoe, la relation (i bis), qui
est donc en fait une conséquence de (i bic) (donc (i) est une conséquence de (ii)).
Mais si'on ne supnose plus = vriori les qt,t' des isomorvhismes (i. e. que
Y p’; E)')———-a pZ( f—") est un isomorphisme); zlors (ii bis) n'implique plus
nécessairement (i bis) ; la conjonction de (ii bis) et (i bis) implique cependant

que les L{)t,t' sont des isomorphismes (car on aura L{t,t’ “‘ft',t = L(t,t = idé' ).
! 1

2. Diagrammes exacts et épimorphismes stricts, morphismec de dasccnte. Zxemples.

a.DEFINITION 2.1. - Soit € une catégorie. Un diagramma
Fy

e

3
"2

oK
T—T'

de morphismes dars C est dit exact, si pour tout Z€&€C ;, le diagrarme correspon-
dant d'applications ensemblistes ‘ .

Hom(4 , T) —s Hom(4 , T') =3 Hom(Z , T")
est exact (définition 1.2.). On dit alors que (T ,~) (ou par abus de langage,

que T ) est un noyau du couple de morphismes (/31 s f5a)
sl Mnadeid . - . - s =<

L est la caté-

A

gorie des ensembles, la défirition prézédente est compatible avec la diéfinition 1.2.

Ce novau est évidemment déter-iné 2 isomorphisme unique prés. i

On définit de fa-on duale 1l'exactitude d'un diﬁgramme‘

d\ ",:‘v
S 6.—.- Sl {—-—L—A SH

e

de morphismes dans C ; on dit alors que (S ; » ) =est un conoyau du couple de

)

2

morphismes ( /"51 s A

DEFINITIOF 2.2. - Un morphisme ol : S'—= S est appelé un épinorphisme strict,
si c'est un épimorphisme, et si vour tout —orvhisme u -1 —3 %4 , la condition
~ nécessaire suivante est aussi suffisante pour que u se factorise en S'— 8 —Z
‘pour tout S"eg et tout couple de morphismes /51 s /5’2 s SMea» 5" tel que

— X% . s — 72
N/é’l = /«2 s on a cussi uﬂl =ufo, .

Si le produit fibré S' x. 3' existe, il revient au m@me de dire que le diagramme
[
el g oy e
S S : T X T

= S
i‘2 ’
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est ekact, i. ¢. gque S est un conovau du couple ,(pl 5 pa) . En tous cas, un
morphisme conoyau est un épimorphisme strict. Notons zussi qu'un épimorphisme
strict qui est un monomorphisme est un isomorphisme. ¥ous laissons au lecteur de

développer la notion duale ds monomorphisme strict.

s s . . . T
Pour préciser les relations entre la notion de morphisme de F-descente, ot la

notion d'épimorphisme strict, nous introduisons encore les définitions suivantes :

DEFIIITION 2.3. - Un morphisme o : S'—3)S est appelé un épimorphisme uni-

.versel (resp. un épimorphisme strict'universgl) si pour tout T sur S, le rro-

duit fibré T' = S Xq T existe, et la projection T'-—3T est un épimorvhisme

(resp. un épimorphisme strict).

Dans les trés bonnes catégories (telles la catéporie des ensembles, la catégorie
des faisceaux d'encembles sur un espace topologique, les catégories abéliennes,
etc.) les 4 notions d'évijectivité ainsi introduites colncident ; elles sont au
contraire toutes distinctes dans une catigorie telle que l= catégorie des pré-
schémas, ok la cotégorie des pré=schimns suedessus d'un pré=gehlimn nen vide Gonné
S, mBne si on sc borne & des C-schémas finis sur S .

DEFINITION 2.4. - Un morphisme A ¢ S'—— 85 est appell morphisme de descente

—
(resp. un morvhisme de descents strict) si c'est un morphisme de JF-descente
— e’

(resp. un morphisme de Fdescente strict) (cf. définition 1.7.), ou J* désigne la

catiroric fibrde de bise C des objets dz G sur-drg objets dc € (2° 1, cxemple 1)

oo )

PROPOSITION 2.1. - Si dunz € les produits finis et les produits fibrés (finis)
existent, alors il v a identité dans C entre morphismes de descente, et épimor-

vhismes stricts universels.

b.EXEMPIES, - Soit €. la catégorie des pré-schémas. Soit S4C , soient S' et

S" deux pré-schémas finis sur £ , i. e. correspondants & des faisceaux d'alge-

bres 4', A" sur & qui en tant que faiscecaux de modules sort quesi-cohérents
~a A
et de type fini (i. . cohérents si S est localement noethéricn). Soit
3,
i l ’
S-morphismes de S" dans &' , définis par des homomorrhismes d'algébres

L 2 8'-——3 8 le morphisme structural dc S' ; et solent /12 deux
al —s AN
APA PN

désignés encore par 3y s (%o Utilisant le fait qu'un morphisme fini est fermé

s

(premier théoréme de Cohen-Seidenberg) on prouve facilement que le diagramme

(+) S<f* Sto¢ :

SH’

N,

./32

dans C est exact si et seulement si le diagramme de falsceaux

o~
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sur S est exact. En particulier, si % : S'-— S est un morvhisme fini cor-
respondant & un faisceau é: d'algeébres sur S , alors 4 est un <pimorphisme
strict si et seulement si le diagramme de faisceaux

' n

ﬁ—;ﬁ.'—-i«m' 8 4’

——— e N
‘o fn
~

1)

0
VN

est exact (c'est un épimorphisme si et seulement si a-—a' cst injectif). Si S
-~ a—

est affine d'anneau 4 , done S' affine d'anneau a' fini sur a4 , alors

S§'—3 S est un épimorphisme strict si et seulement si a —>A4' est un isomorphis-

me de 4 sur le sous-anneau de a' formé des x'4 a' tels que

! v w =
1A, ﬁA X x! QA lﬂ, 0

(c'est un épimorphisme si et seulement si a -— 4' est injectif). Comme nous

- )

1'avons déj2 signalé, méme si 'S est.le schéma d'un anneau local artinien, un mor-

phisme fini S'— S qui est un épimorvhisme n'est pas nécessairement un €pi-

morphisme strict. Cependant, on peut prouver que si S est un pré-schéma noethé-

\

rien, tout morphisme fini S'-—'S qui est un épimorphisme, est le composé d'une

; ggiﬁgﬂfig}QWQfépimOrphismes stricts (3galement finis). Cela montre d'ailleurs que

le composé de deux épimorphismes stricts n'est pas nécessairement un épimorphisme
, ‘ . p

strict.

¢c. 31 (+) est un diagramme exact de morphismes finis, alors pour tout morphis-

me plat T —3 S de pré-schémas, le diagramme transformé de (+) ~ par le change-

ment de base T —»S est encore exact. Il en résulte que si X , Y sont deux
S-pré-schémas, X étant plat sur S, alors le diagramme d'applications ensem-
blistes suivant (ou X' , V' sont les imdges réciproques de X , ¥ sur S', et
X" , Y" leurs images réciproques sur .S" )

HDmS(X ) ) —-:Hom5'()(' 3 V) éHom (%, i)

S"
est exact. En particulier, si J+ désigne la catégorie fibrée de base la catégorie

C. des pré-schémas, telle que pour X£C , soit la catégorie des X-pré-schémas

T

: : o T X

- plats, alors le diagramme (+) est F-exact. (Ce résultat devient faux si on ne

' fait pas d'hypothése de platitude, en particulier un épimorphisme striet fini n'est
pas nécessairement un morphisme de descente). On voit de méme que (+) est S-

exact si * désigne la catégorie fibrée pour lacuelle ' est la catégorie des

L

faisceaux quasi-cohérents et plats sur le pré-schéma X (ici encore 1'hypothese
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de platitude est essentielle). Dans 1l'un et l'autré cas, la question de
l'effectivité d'une donnée de recollement (et plus rarticuliérement, d'une donnée
de descente, lorsque S" = S' *g S' ) sur un objet plat au-dessus de 5' , est
délicate, (et sa réponse dans divers cas particuliers est un des objets principaux
des présents exposés). Le conférencier ignore si, pour tout épimorphisme strict
fini S'--—3 S , toute donnée de descente sur un faisceau quasi—cohérentAplat sur
S' est effective (méme en suprosant que S est le spectre d'un anneau local ar-
tirien, et en se bornant aux faisceaux localement libres de rang 1 ). Plus géné-
ralement, soient 4 un anneau, A' une A-algébre (tout est comnutatif) telle

que le diagramme d'applications

A= Aa'"=2 4" R a'
FoS

soit exact, ce qui équivaut aussi au fait que le morphisme &' -—> $ correspondant
pour les spectres de a , a' . soit un morphisme ds . -descente, ou . est la
catégorie fibrée des faisceaux quasi-cohérents plate. Soit M' un &'-module plat

muni d'une donnée de descente & 4 , i. e. d'un isomorphisme

o MR A'-at @
A £

- de A' @ a'-modules, satisfaisant les conditions (1) et (i1 de 1.(c) (que nous
laissons au lscteur le soin d'expliciter en termes de modules). Cette donnée est-
elle effective (relativement 2 la catégorie fibrée des faisceaux quasi-cohérents

f plats) ? Soit M le sous-ensemble de ' formé des x'e ' tels que
o 1) } - 1 »
\‘ (x QA 1:1' ) 1:1' @A x ’

c'est un sous-a-module de M' . L'injection canonique  -—M' définit un homo-
morphisme de A'-modules M @a Al — M! .'L'effectivi§§\de “ signifie alors

3

ceci ¢ M est un A-module plat, et 1'homomorphisme précédent est un isomorphisme.

REMARQUE. - Dans les considérations précédentes, nous n'avions fait aucune hvpo-
thése de platitude sur les morphismes du diagramme (+) , ce qui nous obiigeait,
pour avoir une technique de descente, de faire des hvvothéses de platitude sur les
objets au-dessus de S , &' qu'on considére. Dans le paragravhe 2, nous ferons
une hypothése de platitude sur « : S'-—§ ,.ce qui nous vnermettra d'avoir une

technique de descente nour des objets au-dessus de S , 5' qui ne sont plus sou-

mis & aucune condition de platitude. Dans tous les cas, il v a une hypothése de
platitude qui intervient. C'est 1 une des princiniles raisons de 1'importance de
le notion de platitude en géométrie algébrique (dont le rdle ne pouvait avvaraltre
tant qu'on se bornait 2 des corps de Base, sur lesquels n'importe quoi,en effet,

L est plat !).
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3. Application aux étalements.- Soient & un anneau local, B une algébre loca-

" le sur 4 dont 1'idéal maximal induit celui de a4 . Nous dirons que B est étalé
sur a f(au lieu de "non ramifié®, utilisé par ailleurs) s'il satisfait les con-
ditions suivantes :

(i) B est plat sur a

ii) B/wnB est une extension finie séparable de 4/=n= k (ou ¢ dési-
gne 1'idéal maximal de a ).

. }
Lorsque & et B sont noethdrisns et k algébriquement clos, cela signifie que

1'homomorrhisme & — B3 sur les com~létés qui prolong: a-——E cst un isomor-
phisme.iUn morphisme de type fini f : T —»$ ast dit éﬁg;g_gg x« T 4 ou encore
T est dit étald sur S en x , si 0 est étalé sur .Qf(x) , et £ est dit
étale ou encore f est appelé un étalement, ou T est dit &talé sur S, si f
est étale en tout x €T . Remarquons d'ailleurs que s1 S est localement noethé-
‘rien, l'ensemble des points de T ou f est étale est ouvert, ¢t l'utilisation
-du ™main theorem" de Zariski permet d-: préciser la structure o T/S au voisina-
ge d'un tel point (par une dquation de type hien connu).

Lorsque S est un schéma de tvpe firi sur le corps des complexsc; il lui cor-
respond un espace analytique € au sens de SERRE [5], 2 cela nrés que 3 peut
avoir des ¢1éments nilpotents dans son faisceau structural, ce qui ns change rien
d'essentiel dans [5j. On voit alors facilement que f est un étalement zi et seu-

lement si £ : TS 1l'est, i. e. si tout point de T admet un voisinage sur

lequel f induit un isomorphisme sur un ouvert de & . Zn varticulier, & tout

revétement dtale T de & (i.'e. un morphisme fini étale f : T —» S ) corres-

pond un revétement étale T -de S ; qui est connexe si et sculement si T 1'est
[5,. On voit d'ailleurs facilement que si T , T' sont deux schémas étalés sur

S , alors l'application naturelle

HomS(T ,~T')———$Hom§(f , T')

sst bijective, i. e. le foncteur T—-—T de la catégorie des schémas étalés sur
S dans la catégérie des espaces analvtiquas 4talés sur § est “pleineﬁent fidele",
donc définit une équivalence de la premiére catégorie avec une saus-catégorie de
la seconde. Un théoréme de GRAUERT-RTVMERT [2) implique que si S -est normal, on

’ ¥ ’ . rd .
obtient ainsi ume équivalence de la catégorie des revétements étales de S et de

la catégorie des revétements €talec (finis)de S , i. e. que tout revltementétale ©

de § est S-isomorphe 2un T , ou T est un revétement étale de S . kontrons

' que le théoréme de Grauert-Remmert resté valable sans hypothése de normalité sur

S . Soit en effet d'abord 3'--3S un épimorvhisme strict fini, supposons le
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- : HomS(T1 » T) —» Homs,(Ti , 1)
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théoréme démontré pour S' , montrons qu'il sera vrai pour S . En effet, soit
€ un revitement Stale de & , considérons son image réciproque ‘€' sur S'
qui corresmond 2 un faisceau analytigue cohérent (' d'zlgébres sur S' , image
réciproque du faisceau d'algdbres f1 sur § définissant 7. Tar hypothése,
sur S' , ¢i‘ vrovient d'un revétement étale 7' de 5, i. e. (1" provient
d'un faisceau cohérent &'algébros ji' sur 5' . D'autre vart (7' est muni
d'une donnée de descente canonique relativement & §'— S , i. e. d'un isomor-
'=T8T %87, (satisfai-

N i \ - rd rd
sant des conditions (i), (ii)) et cot isomorvhisme provient, d'aprés ce qui a été

n

phisme entre ses deux images réciproques sur S' *g

dit, d'un isomorrhisme sur les faisceaux zlgéhriques corresvondants, i. e. d'une
donnée de descente sur Al relativement & 5'-—S . On vérifie facilement que
cette dernidre est effective (car celle sur ¥I' 1'est, ot 1'effectivité d'une
donnée de descente, telle qu'clle a 4té explicitée au numéro précédent, se re-
connalt localement sur les Egmplétés des modules qui entrent en jeu). D'ou un
faisceau cohérent d'algebres 4 sur S, définissant un revétement T de S,
qui est le revétement cherché. Le résultat précédent reste alors manifestement
valable si S'—» S est seulement un composé d'un nombre firi d'évimor-hismes
stricts finis, i. e. est un épimorvhisme firni quelconQue (¢'aprés le résultat de
factorisatibn signalé au paragraphe 2). Il s'ensuit que le théoréme de Crauert-
Remmert reste valable si S est un schéma réduit, i. e. tel que"QS n'ait pas
d'é1éments nilnotents, comme on voit en introduisant son normalisé &' . On passe

facilement de 13 au cas général.

Une démonstration toute aralogus, utilisant encore le résultat de factorisation
pour les évimorphismes stricts finis et la nature "formelle” ce 1l'effectivité de
données de descente, permet de prouver le résultat suivant : soit S un pré-

schéma localement noethérien et soit &'—: S wun morvhisme fini, surjectif, ra-

diciel (ou, ce qui revient au méme, un morvhisme de type fini tel que pour tout

T sur S, le morphisme T' = S' xST - T soit un homéomorrhisme, ce qu'on ex-

prime encore en disant que S'~—S est un ho?éomorphisme universel). Pour tout

T étalé sur S , considérons son image inverse T' =T x. L' , qui est étalé

tor

sur &' . alors le foncteur T~~T' est une équivalence de catégories de la

catégorie des pré-schémas T étalds sur S avec la catégorie des vpré-schémas

T' étalés sur S' . (On utilise la bijectivité de

2
pour deux pré-schémas Tl s T2 étalés sur £ , fait dont la vérificution directe

est facile, et le fait que le théoréme énoncé est vrai si S' = (8, 0./.7)



| 190-12
oi ¢ - est un faisceau cohdrent nilpotent d'iddaux de OS ([41, lemme 6)).Noter
d'ailleurs que nous ne supposons pas ici les T envisagés finis sur S, Ce ré-

sultaet implique en particulier, que le morphisme S'—— £ induit un isomorphisme

du groupe fondamentzl f ] de¢ S' sur celui de S ("invariance topologique du

groupc fondamental d'un pré-schéma").

4. Relations avec la 1-cohomologie.

a. Soit C une catégorie ou le produit de deux objets existe toujours, soit
- - <12 I .
T€C . Pour tout cnsemble fini I # @ , on peut considérer T , pour I variable,
oA
on obtient ainsi un foneteur covariant de la catégorie des ensembles finis non

vides dans E&, i. e. ce qu'on peut avpeler un objef simplicial de C , noté KT

Ce dernier dépend de fagon covariante de T ; d'cilleurs si u , v sont deux

morphismes T-——T' , alors les morrhismes correcspondants KT——é KT' sont homo-

topes. Disons que T domine T' 'si Hom(T , T') #@ , c'est 1& une relation de
préordre filtrante croissante dans c.n résulte de ce qui précéde que si T
domine T' , il existe une classe (% une homotopie prés) canonique d'homomorphismes
d'objets simpliciaux KT‘——‘--7 FT' s en rmarticulier si KT et KT' sont tels que
vchacun domine 1l'autre, alors K, et KT' sont homotovpiguement équivalents. Soit

4

maintenant F un foncteur (contravariant oour fixer les idées) de C dans une
. L

catégorie abdlienne GC' , alors
T —————— MW

| cC(r, F)= F(KT)
-est un objet cosimplicial de C' , donc définit de fagon bien connue un complexe

(de cochaines) dans C' , dont on peut prendre la cohomologie

(T, F) = H (¢ (T, F)) = H*(F(KT))

(on pourra mettre un 51 en indice du H s'il v a possibilité de confusion).

Clest 12 un foncteur conomologique en T , dont la variance vour T variable ré-
sulté de ce qui a été dit sur les KT ; de facon précise; pour F fixé et T va-
riable dans c (préordonné par la relation de domination) les N (T , 7) forment
un systéme inductif d'objets gradués de Er ; en particulier, si T et T' sont
tels que chacun domine l'autre, alors = (T , F) et H (?' , ) sont canonique-

ment isomorphes.

Supposons que dans C les produits fibrés existent, alors on veut; pour Sé€C
fixé, avpliquer ce qui précdéde & la catégorie (. des objets de C au-dessus
£ : * * ' ™ - . 3 * ™
de S, onécrira C (T/S , F) et H (T/S , F) au lieude C (T , F) et

* ' r . . co s
H(T , F) si on veut préciser que 1l'on se place dans la catégorie ES 3 ainsi,
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C*(T/S s F) est un comblexe de cochalnes dans Ey qui, eh dimension n est
égal &  F(T X T Xg wew X T) (ou la parenthése comvorte n + 1 facteurs).

Notons quez comme d'hatitude. on peut définir HO(T/S ;, ¥) sans supposer la
catégorie (' abélienne : c'est le novau (définition <.1), s'il existe, du cou-
ple de morphismes F(pi) (i=1, =)

F(T) =3 7(2 %, 1)

correspondants aux deux r»rojections Py s Dyt T x; T =T . En varticulier, on

aura un morphisme naturel (dit d’augmentation)
F(s) — 85°(1/8 ,

qui ser: un isomorphisme dans les cas {avoratles (en particulier si TS est
un épimorphisme strict et si F est Yaxact 2 gauche"). De méme, lorsque T prend
ses valeurs dans la catégorie des groupes dans une catérzorie ,9" , on peut aussi
définir HI(T/S ,-F) 5 dans le cas ou L est la catégorie des onsembles (i. =.

F prend ses valeurs dans la catégorie des groupes ordinaires, non nécessairement
commutatifs) Hl(T , F) est le quotient du sous-groupe Zl(T/S , F) de

c (T/u , F) = F(T XS‘T) formé des ¢ tels que

F(pyy He) = Flo,)(g) Flpyy)(e)

par le groupe d'opérateurs F(T) , opérant sur Cl(T/S s, F) et en particulier,

1 .
sur le sous-ensemble 72 (T/S , F) nmar

F(s") -2 = Flp,) (g') g F(p,) (")

‘b, Soit par exemple - une catégorie flbrce de base C . Soient g, 9 € J% ’
~on w

[l ]

et pour tout © sur S , soit

(U)-dom(% g S,y x

>

-.

(

ainsi, *; ,7 est un foncteur contravariant de CS ans la catégorie des ensem-

bles. Ce01 posé, dire que le mormhisme d'augmentation

F, (s)— 2°(s'/s, 7, )
29’/ §9 / ’,
est un isomorphisme pour tout couple d'éléments v, S g sicnifie que

At S'— 5 est un morvhisme de F-Gascente (deflnltlon 1.7).

—

c. Posons de méme, vour 5'6-?} et tout objet S' de C au-dessus de
) B ~n

GE(S') = aut (¢ xg ') ,

on a ainsi défini un foncteur contravariant G; de O, dans la catégorie des
‘} -
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groupes. Ceci posé, on constate que Zl(S'/S ’ G). s'identifie canoniquément &

G

1'ensemble des données de descente sur X' = é xo S' relativement 2 S8'—2 S
s o1 . e o y , a

(définition 1.6}, et H(S'/S , G) s'identifie ® 1's

morphisme vrés) d'objets de F munis d'une donnée dé descente rolativement 2

nsemble des classes (& un iso-

‘«Sl -
® : S'—> S, qui, en tant qu'objets de ﬂg, sont isomorphes & }' = } xS
> >
Si donc o( : S'—= S est un nmorphisne de <¢;descnnte (ef. (b)), alors
Hl(S'/S , " contient comme sous-ensemble 1'enssmble des classes (3 un isomor-

phisme. Dres) d'objets Y) de j:t tels que v xg S S' soit isomorrhe dans ‘%,

[

& i x, ' ; ot cette inclusion est une identité si et sculement si toute donnee
: S ;

de descente sur g' = ; xS G relatlvement & oh ¢ S'—> & ast effective.
(Ce sera le cas en particulier si X : &'——e-s est un morphisme de S-descente
strict).

* / o
REMAR(UE. - Les complexes de cochaines du tvpe C (T/S , F) contiennent comme
cas rarticuliers la plurart des complexes standard connus (cohomologie de Cech,
cohomologic des groures, stc.), et jouent un réle important en géométrie algé-

brique, (notamment dans la"cohomologis de Weil®: des oréschémas).
d. EXEMPIE 1. - Soit S' un objet au-dessus de S &C ; et soit [" un groupe.
d'automerrhismes de S' tel que S' soit "formellement rrincipal sur S , de

groupe f1'5 i. e. tel que le morvhismz naturel

O
3 . C 1
b x g 28" xg S ,

- ot rjx S' désigne la somme dirscte d= (“ covies de &' , soit un isomorrhisme.
(On suppose que dans C les sommes directes qui interviennent ici existent). Soit
. AN
\

F' un foncteur contravariant de C dans la catégorie des grourss abéliens. alors
e

»* . . R . P .
c (8'/s , F) est canoniquement isomorphe au groupe simpliciacl de cochaines stan-

dard homogénes ¢ ( I, 7(s")), done 4 *(st/s , T) est canoniguement isomorphe 3
. »* _
g, rE)
e. ZXEMPLE 2. - Soit € la catégorie des pré-schémas. On désigne par G ('igrou-

pe additif") le foncteur contravariant de G dans la catégorie des groupes abé

liens, défini par

¢, =8, 0) .

On définit de méme le foncteur ¢, ("groupe multiplicatif") par

G, (%)

1]

-.O *»
(Z, 9y)
groupe des éléments inversibles de 1'anneau HO(X "QX))’ et plus généralement

foncteur Gl(n) ("groupe linéaire d'ordre n ) par
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Gi(n)(X) = Ci(n , H°(X , 0O.)) 5

wX

qui est un foncteur de € dans la catégorie des groupes (non néccssairement com-
mutatifs si n > 1 ; pour n=1 on retrouve “m ). On peut d'ailleurs interpré-
ter Gl(n) comme un foncteur-automorphisme (cf. (c)) en considérant la catégorie
-fibrée (/t/ de base ‘g telle que mnour lg 5 7;{ soit la catégorie des fais-
ceaux localement libres sur X : on a en effet Gi(h)(x) = AUtﬁ'Egg) . D'apres

(b) il s'ensuit que si ot : S'— § est un morvhisme ¢s F-descente (cf. para-
graphe 2.(c)) Hl(S' ¢, 61(n)) contient 1l'ensemble des classes (& un isomorphis-
me prés) de faisceaux localement libres sur S dont 1'image inverse sur S' est
isomorphe 3 ‘92, , et cetto inclusion est uno 2galité si et seulement si toute
donnée ds cescente sur ‘22, (relativement ? o : 3'—3 8 ) est effective. Lors-
que S est le svectre d'un anneau loc:zl, cela signifie cone Hl(S'/S , C1(n)) =(e)

puisque tout faisceau localement libre sur S5 est alors trivial.

Iotons 1'égquivalence des conditions suivantes sur un morrhisme & : S'— 8 ¢

s . . 0 )

(i). L'homomorphisme d'augmentation H (S , Og = Ga(S)——7 H(s'/5 , Ga) est
un isomorrnhisme

‘f o ’ . . .

(ii). S'—3 S est un morphisms de + -descante ( -/ étant la catégorie fibree

de base C envisagée ci-dessus).
N

§i §'— & est fini, ces conditions équivalent aussi 2

(iii). S'—= S est un érimorphisme strict (cf. paragraphe 2.(c)).

Supposons maintenant que- S = Spec (&) , 5' = Spec (a') i alors on a
n n n+l
ci(s'/s, 1) =Cla/a , 0) = 7 4

1tovérateur cobord Pa/a G£-¢ Cn+1(A'/A s Ga) étant somme alternée des opé-

~rateurs faces

6i(xo Q,XI 17 "Al i . n

... 8x)=%x R ... ® x. g1, 8x, & ... 2x
‘ n (o] ] -
De mdme, C-(S'/S, Gm) = c™(a'/a , Gm) s'identifie 2 (n§; 4")% , les opérations

simpliciales dans cFar/a Gm) étant induites par celles de G (S8'/S, Ga) .
On explicite de méme les ovérations simpliciales dans ¢ (.'/s , G1(n)) . Dans

. . L1
tous les .cas 2 la connaissance du conférencier, on a H (a'/a , Ga) = 0 pour

150, et si & est local, ona d¥(a'/a , G.) =0 et plus généralement

-

Hl(n'/A , 61(n)) = (e) (lorsque S'—> S est un mormhisms de J-descénte, 1. e.
le diagramme & — a':—}4' @ A' est exact, comparer avec le .paragraphe 2.(c)).

On notera que le "théoréme S0" de Hilbert. n'est autre que la relation
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1(S'/S 5 G )= O lorsque 4 est un cores et a' une extension galoisienne fi-

nie de ce dernler (cf. exemvle 1), et peut encore s'exprimer en disant gue dans

le cas envisagé, S'-—= S est un morrhisme de descente strict pour la catcgorie

fibrée des fdisceaux localement libres de rang 1 . C'est sous cette derniére for-

me qu'il convient de généraliser le théoréme de Hilbert, en variant les hypotheses
aussi bien sur le morvhisme S'——S que sur les faisceaux quasi-cohérents envi-
sagés

’

¥otons enfin 1'déquivalence dzs provriétés suivantes, lorsque 4 est un anneau
local artinien d'idéal maximal m , & une a-algebre (en désignant, pour tout
k+1 k+1 Al )) .

entier k¥ > 0, r 4 (resp. 4! ) les anneaux a/7- resp. a'/on
k k : :

(i). H (Ak/A G ) =0 pour tout % .

d.

(ii). H Ay/Ak ) Gn1 = 0 pour tout k .

{iii). it (Aﬁ/ﬂk , G1(n)) = (e) mour tout k et tout n .

Si S'—— £ est un épinorvhisme strict, alors les conditions pfécédentes impli-
quent méme que c¢'est un morphisnc de descente strict pour les modules libres (de
type fini ou non) sur &' .

RIMARQUE. - Lo définition des groupes H (S'/S , Gm) , dans le cas ou S ; S'
sont des schémas de corps 4 , a' , est due & AMITSUR. Le groupe 32(5'/5 s Gm)
est particulidrement intéressant comme variante tglobale® du groupe de Brauer,

variante pour laguelle on nmourra se référer & [1;, chapitre VII.

P. Descente par morvhismes fidélement nlats.

1. Enoncé des théorémes de descents-

DIFINITION 1.1. - Un morphisme - = : 8'-— S de pré-cchémas est dit plat si
pour tout x'« S!' Ox' est ur module plat sur 1l'anneau O «(x") (i. e.
o, ® M cst un foncteur exact en e O -module M ). Un morphisme
X OO((X') /('X' ) :

est dit fidélement plat s'il est plat et surjectif.

Par exemple, si £ = Spec (4) , S' = Spec (4') , alors &' est plat sur S si
ot seulement si a' est un a-module plat, et S' est fidélement plat sur S si et

seulement si A' est un a-modul= fidélement plat (i. 2. le foncteur a' ﬁA M en

le A-module “ est exact et fiddle) ; cela signifie aussi, dans la terminologie
de SERRE [5], que le couple (a , a') est plat. Si S' est fiddlement plat sur
S , alors le foncteur image inverse de faisceaux quasi-cohérents sur S est exact

et fidéle, en d'autres termes; pour qu'ure suite d'homomorphismes de faisceaux
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quasi-cohérents sur & soit exacte, 1l faut et i1 suffit que son image récipro-
que sur S' le-soit @nrvarticulier, wour qu'un homomorphisme de faisceaux quasi-
éohérents sur S soit un monomorrhisme, rasv. un évnimorphisme; resp. un isomor-
phisme, il faut et il suffit que son image inverse sur S' le soit). Cette pro-

.pridté reste vraie si on se restreint su-dessus d'un ouvert guelconque de £ ; et

sous cette forme caractérise lss morphismes fidelement plats.

DEFINITION 1.2. ~ Un morphisme =~ : S'—3 38 est dit quasi-compect si 1l'image
inverse de toute partie ouverte quasi-compacte U ds S est quasi-compacte (i. e

réunion finie d'ouverts affines).

I1 suffit évidemment de vérifier cette rrovriété pour les ouverts affines de S .
Par exemple, un morphisme affine (i. e. tel que 1'image inverss d'un ouvert affine

soit affine) est quasi-compact.

La cldasse des morphismes vlats, resr. fidélement plats, resn. quasi-comracts,
est stable par composition et par "extension de la base®, et contient bien enten-

du les isomorphismes.

THEOREME 1, - Soit A : 5'—3 S un morphisme d= préi-schémas, fidélement plat.

et quasi-compact. alors o est un morphisme de descente sgtrict (4, définition 1.7)

pour la catégorie fibrée N des faisceaux quasi-cohdrents (a; paragraphe 1, exem-
ple 2).
Cet énoncé. signifie deux choses :
gn

(i) 81 F et € sont deux faisceaux quasi-cohérents sur S, F' et G

leurs images inverses sur ! alors l'homomornhisme natural
9 -
Hom (F , G) —> Hom (F' , G')

est ure bijection du nremier membre sur le sous-groupe du second formé des homo-

morphismes ¥F'— G' qui sont compatibles avec les données de descente canoniques

sur ces faisceaux, i. e. dont les images inverses par les deux projections'de
gt = gt Xg S' sur &' donnent un méme homomorphisme F¥ —p Gi .

(i1) Tout faisceau quasi-cohérent T' sur & , muni d'une donnée de descente
relativement au morphisme £ : &' -» & (a4, définition 1.6), est isomorrhe (mu-
ni de cette donnse) 2 1'image inverse ¢'un faisccau quasi-cohérent T sur S .

Faisant F = O dans (i), on trouve :

COROLLAIRE 1. - Soit G un faisceau quasi-cohérant sur S , soient C' et G¥
ses images inverses sur &' et sur 59 = 5' x. S' , soient Dy s Py les deux pro-
. () . . .

jections de 8" sur S' , alors le diagrarme suivant d'applications d'ensembles
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est exact (i, définition 1.(a)).

D'autre nart, la conjonction de (i), (ii) et de la définition 1.1 donne le
COROLIAIRE 2. - “oit G comme dans le corollaire 1. alors il v a correspondan-
ce biunivogque entre les sous-faisceaux quasi-coherents ds G , et les sous-falsceaux
quasi-cohérents de G' dont les.images inverses sur &F ;s par les deux projéctioas
Py s Py donnent le méme sous-faisceau dz GY .
Bien entendu, o7 a un énoncé équivalent en termes de faisceaux quotients. Comme
on 1'a vu (&, paragravhe 4, (e)), le théoréme 1 doit &tre considéré comme une gé-
ndralisation du #théoréme 90% de¢ Hilbert, ct implique comne cas particuliers di-

verses formulations en termes de 1-cohomologie. Pour’ la démonstration, on est

H

ramen? facilement au cas oa S = Spec (a) , S' = Spec (4') , et vour (i) on se

raméne faicilement 2 prouver le corollaire 1, i. e. 1l'exactitude du diagramme

=
e
it
e

8 Yo—sA'2 Mo3a'@ AR I
A Y ‘ £ A

pour tout a=-module M , ce qui résulte du lemme plus général :

Y

IEMMT 1.1, - Seit =a' une a-algéhre fidélement plete. alors pour tout a-module

. i , :
v , le complexe M-augmenté C (a'/a Ga) 8 1 (cf. a, varagravhe 4, (e)) est
L
une résolution de M .

11 suffit de prouver que le comrlexc augments déduit du préccdent par extension

3

de la base de A 2 a' satisf.it los ~émes conclusioss. Cels amene 2 vérifier

1'énoncé quand on remplace -a par a' et a4' var a' @ a' , donc nous raméne

-

3 un cas ou il existe un homomorvhisme de a-2lgdbres a'-—» A (ou, en termes

gfométriques, au cas ou S' sur S admet une zéction). Dans ce cas, cela résulte

des zénéralitds du a, paragravhe 4, (a). Signalons en pzssant le corollaire sui-
3 ! < k 2
vant, qui généralise un énoncé bisn connu en cohomologie de Galois (comparer a,
paragraphe 4, (e)) :
. g .0
COROLILAIRE. - Si A' est fidélement vlat sur & , ona i (8" /a 5 Gﬂ) =a et}

1 (at /s, QJ =0 pour i1,

Pour prouver la partie (ii) du théordmsc 1, on procéde comme nour ( ) en se rame-

i
nant au cas ou S' sur S admet une section, ol cola résulte de (i) (cf. A, pa-
ragraphe 1, (c)l.
On peut éviderment varier ad libitum le thdoréme 1 et ses corollaires en intro-
duisant des structures supplémentaires diverses sur los faisceaux (ou systemes de

faisceaux) quasi-cohérents envicagés. Par exemple, la donnée sur S d'un faisceau
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quasi-cohérent d'algébres commutatives "équivaut® » la donnée sur S' d'un tel
faisceau, muni d'une donnée de cescente relativement 2 o 3 S'— S . Compte
tenu de la correspondance fonctorielle entre de tels faisceaux quasi-cohérents
sur S ; et des pré-schémas affines au-dessus de & , on obtient la deuxiéme as-

sertion du théoreme suivant :

TAEORYE 2. - Soit K : S'—— S comme dans le théoréme 1. Alors X est un

morphisme de descente (non strict en général) (A définition 2.4), et c'est un mor-

phisme de descente strict pour la catigorie fibrée des schémas, affines au-dessus
de pré-schémas, (A, définition 1.7).
La vremiére asssrtion du théordme signifiec csei : soient X , ¥ deux pré-schémas

au-dessus de £ , X' , ¥' leurs imag-s inverses sur &' et X% , ¥" leurs ina-

ges inverses sur .7 = 5! *q S' , tlors 12 di:gromme sulvant d'zoplic.tions naturelles
*
¥ Py :
Homg (X, ) —=—vHom,, (&' , V') domg, (47, ¥V)
A o r_— {
Py

ost exact, i. e. ok est une Ptijection de JonS(X s Y) sur la martie de
Homs,(X' s Y1) formé des homomorphismes qui sont compatibles avec lzs données de
descente canoniques sur £' , Y' (i. 2. dont les images inverses par les deux
rrojections de S sur S' sont éailes). Cala résulte facilement du théoréme 1,
corollaire 1, lorsqu'on se borne & Y affire sur £ ; dans le cas général, il
faut conjuguer le théoréme 1 avec le résult.t suiv:nt :

LEMT 1.2, = Soit ™ ¢ S'—— S un morrthisme fidslement plat et quasi~compact.

entifie & un sspace tonologicus quotient de &' , i. e. toute partie

alors S s'i
1

d
T de & telle que :<-1(U) soit ouvertz, est ouverte.

Pour compléter le théoréme 2, il faut donner des critéres d'effectivité rour une
donnée de descente sur un S'-nré-schéma &' (dans le cas ou X' n'est pas sup-

vosé affine sur &' ). Remarcuons d'abord gu'une tzlle donnée ds descente n'est

ras qécessaigpmegt.effective, méme si S est le spectre d'un corrs k s S' le

spectre d'une extension quadratique k' de ce derrnier, et &' un schéma

3

4lgébriquo -~ »orovre 4o dimension 2 sur 3'  (cowne on phut voir, d'.pris SIRRE,

-

en utilisont la surfice non nrojectiva dz HATATA). Four qu'une donnée de descente °

b

sur £'/b' relativement 2 o : S'eey § (fidélement_g}at et quasi-compact) soit

effective;, il faut et il suffit que X' soit réunion d'ouverts Xi s affines sur

&', qui soient "stables" var la donnée de dsscente sur X' . Il en est certaine-

ment ainsi (quel que soit I'/S' et la domné- de descente sur X' ) si le morphis-

me & : S'— S est r.diciel (i. e. injectif, et 2 extensions résiduelles qui
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sont radicielles). Cn meut montrer aussi qu'il en est encore ainsi si
A S'—— 7 est fini, et toute partie finie ce X' , contenue dans une fibre
de X' sur S, est contenue dans un ouvert de ' affine sur S (c'est le
critére de "eil). Il en est en particulier ainsi, si X'/s' est quasi-projectif,
et dans ce cas, on peut montrer qua le rré-schiéma Mdescendu® X/S est aussi quasi-

projectif (et projectif si '/8' 1'est). Zn résumé :

TIGOREME 2, - Soit o ¢ S'—3> S un morrhisme de pré-schémas, fidélement nlat

et quasi-compact. Si =% ast radiciel, c'est un morphisme de descente strict. °i

o est fini, c'est un morphismz d= descante strict relativéement 2 la catégorie

fibrée des pré-schémas quasi-vrojectifs (ou nrojectifs) sur des pré-schimas.

ERMARQURE, - J'ignore si, dans la deuxiZme assertion ci-dessus, l'hvpotheése
= b . s R, -
gue ~ soit un morvhisme fini est bien néces:seire ; on vérifie en tous cas:de
facon "formelle” qu'on peut la remvlacer ver l'hypothése sulvante, plus faible en
I 1 y X 3

apparence : pour tout point de S existe un voisinage ouvert U , un U' fini

ot fidtlement plat sur U , et un  E-morphisms de U' dans S' . Un cas type

qui ne rentre pas dans le rrécédent ost celui ou S = Spec (&) , &' = Spec (a) ,
ol A est un anneau local noethdrien et A son complété , ou encore celui ou

S' est quasi-fini sur S (i. e. localement isomcrphe & un ouvert d'un S-schéma

&

fini) et non fini. Dans c:s deux cas, le conféirencier ignore aussi la réponse &

la question suivante : soit X un JG-schéma tel que X' = X =, S' soit vprojectif
: IS .

sur &' , est-il vral que X est projectif sur 57

2. application 3 la descente de certaines vrooriétés de morphismes. - Soit P

une classc ¢e morphismes de pré-schémas. Soit ¢ ¢ S$'—3 S un morphisme de pré-
schémas, et soit f : X-—+Y un morovhism> de S-oré-schémas, I' ¢ X'—sp V!
1'image réciproque de f par <. . -On peut se demander alors si la relation

" f'@ P " implique " fE€F ", Il arraralt que lo révonse est affirmative dans

beaucoup de cas importants lorscgue 1'on suppose que o¢& est fidelement nplat et
- 1 et -

quasi-compact (cette derniire hvpothése étant pirfois surabondante). Cela se voit

directement sans difficulté si P est 1. classe des morphismes surjectifs; resp.
radiciels (ces cas résultant de la surjectivité de o& ), resp. plats, resp. fidé-
lement plats, resp. simples (ces cas résultant de la fidéle platitude de o4 ),
resp. de type fini. Utilisant les théorimes 1, 2 et le lemme 1.2, on voit aussi
qu'il en est de mémz si P est une des clusses suivantes : isomorphismes, immer-
sions ouvertes, immersions ferm:es, immersions (si f est de type fini et ¥ 1lo-
calement noethérien), mornhismes affines, morphismes finis, morphismes quasi~finis;,

morphismes ouverts, morphismes fermés, homéomorphismes, morphismes séparés,
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morphismes propres. Le seul cas immortant non élucidé est celui des morphismes

.

projectifs et cuasi-projectifs, déja signalé dans la remarcue du paragrorhe 1.

3. Descente nar morvhismes finis fid2lement plats. - Soit o ¢ S'— S un mor-

qui est localement

(€]

phisme fini, correspondart & un faisce.u d'zlgdbres A' sur
libre de tyve firni en tunt que feisceau Cz modules,-et nartout £ 0, alors ot
est un morrhisme fidélement pldt et quasi-conmact, auqusl on peut donc arpliquer
les résultats rréczdents. la donnde d'un fiisceau guasi-conérent F' sur S' equi-

vaut # lz donnde du faisceau quasi-cohéraont =x*(F') sur S , muai de sa struc-

ture de 4'-mocdule (notunt que A' = :x*(oo,))g Peur siwblifier, ce faisceau sur
. A ~ -~
S sera également nots F' . Les deux imarcs invarses (V') de F' sur
S' xo S'  corresrvondent ds méme aux faisceaux qu351—cohur nts de (A! @O A"modules
> -~ . -~
5 -
F' & A' et A' ®. F' . La dornée d'un (&' x_ $')-homomorphisme du premier

-5
dano le second équivaut 2 la donnés d'un homomorrhisme de (A' & A')—module, et

compte t2nu que A' est localement libre; cala équivaut 2 la donnée &'un homomor-
-

phisme de (A' @ A')-modulas

U=dong (A1, A1) =AM @Ay Eony (70, T

L ¥4

i. e. & la donnge, pour toute section 3 de [  sur un ouvert V , d'un homomor-

F phisme de C_-modules T;: : F'!V-u—eIT'! v , satisfaisant les conditions
(3.1) T, (x) = £T, (x) T%: x = T;(fx)

ou f , x sont rospectivement dss secticns de A' ; F'  sur un ouvert de S conte-
’

i dans V . Les conditiors (i) -t(ii) d'une donnée de descente (&, paragravhe 1,

(¢)) s'éerivent alors resvectivement :

(3.2) T, X=x,  i.c¢. T, = id,
Ly 1 ol
(3.3) | Ty, =T, T
A

En d'autres termes, une donnée de descente sur ! équ}vggﬁ(é ure représentation

du faisceau de -algébres U = Hom, (A' , A') dans le faisceau de Oq-algtbres

o O o 2CRall M8 SeThset

s

avon
D

Hom. (F' , F') , satisfaisant lss dsux conditions de lindarité (2 .1). Si on a

un accouplement de fziscsaux quasi-cohérents sur S' @

1 1 t
x T —y F

1 72 3

(qu'on peut internrétsr comme un accouplement de fiisceaux de A*-modules sur S );
: . S

fzj
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et des données de recollement sur les F s définies par des homomorphismes Ti

]
i
(i=1,2, 3) U —> Hom (Pi s Fi) » alors ces donrées sont comvatibles avec

mq

1'accounlenent donné, dzns le sens évident du tarne; si 2t seulement si la condi-
tion suivante est vérifice : ‘

Pour toute section ’; de U sur un ouvert, désigrant mar Ag = Zg H 2, %; la
section de U QA I ( T étont considérd comme A'-module pour sa structure 2

gauche) defiri par la formule

(g)

N \/'J

g.(fg) z-r-§ (£)

(ou £ et g sont deux sections de A' sur wn ouvert plus petit), on a 1la for-

nule
1) (2)
2

x
o3
P

: (
(3.4) (x.7) = 2T
'g 1

our tout courle de sections x , v de A' sur un ouvert tlus petit. (On pourra
sy iy L) ) A

(1)

avec l'application diagonale de U , relativement 2 1'accouplement donné). En par-

v

v
P e

exprimer cette provriété en disant que 1lss homomorchismes T sont compatibles
X . p

ticulier; les formules (3.1) & (5.1) nous permettent d'intsrnréter en termes de
revrésentations d'algdbres 2 applications diagonales, les données de descente sur
un faisceau quasi-cohérent d'algébres sur & s donc aussi (se restreignant aux

algébres commutatives) les données de Cescente sur un S'-schéma affine.

De 12, on passe 2 une intervrétation arnalogue des données de descente sur un

]

§'-pré-schéma ' cquelcongus la donnée <'un tel X' équivaut & la donnée d'un

pré-schéma X' sur S , muni d'un homomorvhisme de Os—algébres
—— a—

A' -5 0,

~-.. —~

et une donnée de descente sur X' équiveut 2 la donnés 4'un homomorrhisme de fais-

ceaux (compatible avec la morrhisme h : X'—p &' ) ¢
T —y 10m (O 3 O"r')
n-m h (o ) mn o hy
satisfaisant les conditions analogues ~ux conditiosns (Z.1) & (3.4) ci-dessus.
EXSMPIE 1 ("WSIL"). - Suppososs 5'/S un revitenent dtale galoisien de groupe
de Galois | (cf. A, raragraphes 3, ot 4,(d)). ..lors une donnde de descente sur

un faisceau quasi-cohérent F' sur &' (rssn., sur un §'-nré-schéma I ) équi-

-
vaut & la donnée d'une représentution de ! par automorvhismes de (§' , T')

—

- . . . t -,
(resp. de (5" , X')) compatible avec les onérations de | sur S' . Co résultat
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est "formel¥, i. e. se demontre en termes de catégories, mais du point de vue de
ce numéro résulte zussi de la structure explicite de 2‘, (muni de sa structure
d'anneau, l'homomorphisme d'anneaux é}-—% 7 et l'aprlication diagonale), coh—

o

plétement connue grice au résultet suivant : J admet, en t.nt que A'-module
AN

4 gauche, une base formée dzs sections de U oqui correspondent aux éléments de
AP
K

TXTMPLE 2 ("CARTIER¥). - Soit p wun nombre premier, supposons pd. = 0 (i. e.

0. est de caractéristiqgg_ P ), A'pc 0S =A (i. e. SY/S  est radiciel de hau-

-l - T - e -

teur 1 ) et que le faisceau d'algébres A' sur A admet localement une p-base,

i. e. une famille (xi) de sections telle que A' soit engendré comme algébre

~a

. s s .
par les x. , soumis auwx seules conditions x, = 0 . Hous suprosons 1l'ensemble

+

des i fini, de cardinal n . Soit % le Tuiisceau des A-dérivations de A'',
c'est un faisceau de A'-modules localement liktrc de rang n , de plus c'est un
faisceau de p-algébres de Lie sur ‘& (mais non sur ﬁ: ) satisfaisant la condi-
tion

(3.5) [, £V = Z(£) ¥ + £[X , 74

IEMMZ. - U = Hom. (A' ,-A') est engendré, en tant que AOh—algébre muni d'un
AN s ol

-

&, avec les

homomorvhisme d'algebres &f——ﬁﬁl, par le sous-a'-module & gauche
relations supplémentaires :

[ X£ - X = X(£)
PXY - X £, Y

i
S =z

i

(3.6)

I1 rasulte du lemme précédent gqu'une donnne de descente sur le faisceau quasi-
cohérent F' sur ' écuivaut 2 la donnee, pour tout X k , d'un O ~endo-

morphisme X de F' , satisfaisant les conditions

—— -

(2.7) ' X = %
(3.8) | R(fx) = X(£) x + £X(x)
(3.9) - T = (2, ¥

(3-10) ) XT-‘.:JT = =1

Clest ce gu'on pourrait arveler une connexion linéaire sur F' sans courbure
b

et compatibls avec la puissance p-idme). On explicite de néme la notion de donnée

de descente sur un S'-pré-schéma X' , la relation (3.4) est remplacée ici par
la condition que les X sont des dérivations de OX' . Comme le morrvhisme S'—>5
est radiciel, le théordme 3 garantit que toute telle donnée de descente est
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effective, donc définit un S-pré-schéma X .
On notera qu'on n'a pas eu & faire d'hypothise de platitude, de non singularité

ou de finitude quelconque sur P' rssvo. X' .

4. application 2 des critéres do rationalité. - Soit X un S~pré-schéma tel que

1'image directe de Oy sur S soit O, ; cette propriété restera vraie alors

par toute extension nlate 53'— 3 de la base S . &1 T est un faisceau inver-

sible (i. e. localement libre de rang 1 ) sur X , les automorphismes de F ,

stidentifiant aux sections inversibles de QX , correspondent biunivoquement aux

sections inversibles de OS . Soit alors s wune section de X au-dessus de s ;

nous aprellcrons de facon imagée, section de T au-dessus de s , une section du

. s . * ’ - . . .
faisceau inversible s (F) sur S . I1 résulte de ce qui nrécéde que si Fi

(i =1, 2) sont deux faisceaux invesrsibles cur X., munis chacun d'une section

au-dessus de s., et si F1 et F2 sont isomorphes, il cxiste un isomorphisme

et un seul de Fl sur F2 compatible avec les sections en question (i. e. trans-

formant 1la premidre en la seconde). D'uilleurs, et indépendamment de la section
s , convenons de regarder comme équivalents deux faisceaux inversibles F1 et F2
sur X tel que tout point de S ait un voisinage ouvert U tel que les restric-
tions de ¥, et F_, & X!U soient isomorvhes. aAlors tout faisceau inversible

1 2.
F sur X est équivalent & un faiscezu inversible Fl muhi d'uns section mar-

e

quée au-dessus de s (on prend F, = Fs*(F)_l )s et F, lest déterminé 2 un iso-

morphisme prés. Tn d'autres termes, la classification dos faisceaux inversibles

sur X 2 une équivalence nrés est la méme quo la classification A un isomorphisme
prés des faisceaux inversibles munis d'une section marquée.

Comme ces provriétés restent vraies par extension plate X : §'—> S de la
base, (8n remplagant la section s par son image inverss s' par = ), on en
conclut, compte tenu du théoreme 1 :

Le pré-schéma Z/S étant comme ci-dessus st admettant une section s , soit

of ¢ S'-—» S un morphisme fidilement plat ot quasi-compact ; soit F' un fais-

ceau inversible sur X' = X Xq S' . Pour que F' =soit équivalent & 1'image inverse

sur X' d'un faisceau inversible F sur X., i1l faut et il suffit que ses images

g

inverses pI(F') st pZ(F') sur X' x, X' =X xS(S' g S') soient équivalentes.

$'il en est ainsi, F . est détermind 2 une équivalence prés. (On dira alors que

F' est rationnel sur S ).

S'inspirant de ce princirve dans le cas ou o : S8'—> S est comme dans l'exem-

ple 1 ou l'exemple 2 du numéro précédent, on trouve les critéres de rationalité

gglJeil ou de Cartier. (On notera que seg auteurs se bornent au cas ou S et St
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sont des spectres de corps ; a fortiori, S est alors le spectre d'un anneau lo-
cal, et le relation d'édquivalence introduite ci-dessus n'est autre que la relation
d'isomorphie). Dans le premier cas, ' est rationnel sur & si et seulement si
ses transfomég par ™ sont édquivalents & F' . Pour exprimer le critére de
rationalité dars le deuxidme cas, on considére, de fagon générale, le morphisme

diagonal‘ Xty X = X Xy X' de X'/X , le faisceau d'idéaux E‘ correspondant

2]
t - . < . . s s . . .
sur X' x_ X' et le faisceau I/I” , qui s'identifie * son image réciproque
PN AN

fﬁi,/X sur X (faisceau des 1-différentielles de X' par rapport ¢ X ). Comme

les restrictions des F; = pi(F') (i =1, 2) 2 la diagonale sont isomorvhes
. . "l ¢ . . . N .
(car isomorphes & F' ), i. e. -Ff Fu™Y = F g une restriction & la diagonale qui

2
est triviale, il s'ensuit que la restriction de Fv & (X /1 ) est donnée,
)

> Oy

3 un isomorphisme préc, par un élérment bién déterminé E: de
1., 2 1,
B (v, E/.I. ) = BO (X', ax'/x) .

. 1 ~1 . . 1 :
D'ailleurs, en l'occurence,on a f)x,/v = 0. , et par suite, si {)S'/S
o = ” — {

| ! /s Mg 2 |
est localement libre sur S (comme dans le cas de Cartier), § définit une section
de Rl f'qax,) 4 fié,/s sur S' (appelée classe de ativah-Cartier du faisceau

inversible F' .sur {'/3) dont 1'annulation ast nécessaire et suffisante pour que

les images réciproques de F' vpar les deux prrojections de

(X" 040/1I7) = X x o (87, 0q0/T7)

~o

J est le faisceau d'idéaux sur S" = &' Xg St

-

défini par le morrhisme diagonal S'—38' »_ S' ). Cette annulation est donec tri-
[

sur X' soient dquivalentes (ou

vialement nécessairs pour que les images récivroques de F' sur X¥ =X xg s
lui-méme soient équivalentes, donc aussi pour que F soit équivalent & 1'image
inverse d'un faisceau inversible F sur X . D'ailleurs, la classe de Atiyah- Cartier
peut aussi s'interpréter comme l'obstruction & 1'exlstence; localement au-dessus

de 8' , d'une connexion de F' relativement aux dérivations de X'/X , une telle
connexion étant de plus déterminée quand on connait les dérivations de F' corres-
pondant aux prolongerents naturels & X' des dérivations de S'/S . De ceci, et

des développements du numéro précédent, on conclut-facilement que dans le cas de
1'exemple 2 dudit, et lorscue Z/S admet une section, l'annulation Je la classe

de Atiyah-Cartier est aussi suffisante pour que F' soit raticnnelle sur S .

5. Application & la restriction du schéma de base dans un schéma abélien. - Soit

S un pré-schéma. On appelle schéma abélien sur S 'un schéma X simple et propre
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sur S dont les fibres en les points x €S sont des schémas de variétés abélien-
nes sur les Y(x) . Suprosons S noethérien et régulier (i. e. ses anneaux locaux

réguliers), alors on peut montrer en utilisant le théoréme de connexion de MURRS

[4] (du moins dans le cas "d'égales caractéristiques’, ou le théoréme cité est ac-

tuellement démontré) que toute section rationnelle de ¥ sur S est partout dé-

finie (i. e. est une section) (ce qui généralise un théoréme classique de WEIL).
I1 en résulte, plus généralement que si X' est un schéma simple sur £ , alors
Toute S-application rationnelle de X' dans X est partout définie. Il en résulte

ceci, qui généralise un résultat de IGUSA-IAIG : S étant noethérien et régulier

et X désignant son anneau des fonctions rationmnelles (composé direct de corps),

soit ¥ un schéma abélien au-dessus de 1 ; si X est isomorphe 2 un FK-schéna

de la forme X Spec (X) , ou X, est un schéma abélien sur S , alors X

est déterminé » un isomorphisme unique prés.

Utilisant le résultat d'unicité précédent, on voit que la question de restriction
de la base dans X est locale sur S (et par suite, qu'il suffit de savoir faire
la restriction aux Spec QQX) , avee xS ). On voit de la méme fagon que si
$' — S est un morrvhisme simple de type fini, si ¥' est 1'anneau des fonctions
ratiénnelles de S' , et si X & K' est de la forme X x., Spec (x') , alors

£ est muni d'une donnée de descente canonique relativement & o . Compte tenu

du théoréme 3, on en conclut :

PROPOSITION 5.1. - Soit S un pré-schéma noethérien et régulier, irréductible,

-de.corps de fonctions rationnelles Y , soit X' une extension finie de X , non

ramifiée sur S, S' 1le normalisé de S dans XK' (qui est donc un revdtement

étale de S ); X wun schéma abélien sur K tel que X &, ¥' soit de la forme
Xé X Spec (F')., ou X! est un schéma abélien projectif sur &' . Alors X est

de la forme X x. Spec (¥) , ou X, est un schéma abédlien projectif sur S .

REMARQUES. - Le conférencier ignore si on veut remplacer 1'hyrothése que S'— S
est un révétement étale surjectif (permettant d'utiliser le t.éorgme 3) par 1'hvpo-

thése que c'est un morphisme de type fini simple et surjectif (méme 8i on suppose

que c'est un étalement), ou si la proposition reste valable sans supposer Xé pro-

jectif sur S' (condition qui est peut-8tre remplie automatiquement).

6. Application 2 des critéres de locale trivialité et isotrivialité. - Soient &

un pré-schéma, G un "pré-schéma en groupes” au-dessus de S, T un pré-schéma

sur S sur lequel "G opere" (& droitz). On'dit que P est formellement princi-
pal homogéne sous "G si le morphisme, bien connu

G g P——P Xg P
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déduit des opérations de G sur P, est un dsomorphieme. Nous supposerons doré-
navant G plat sur S (donec fidélement plat sur S ), et nous reserverons le nom

. s . s . ~ -~ : . . . 4
de fibré princiral homogine sous © & un fitré formellement principal homogene P

‘qui est fidélement plat et cuasi-comvact sur S . Il est immédiat qu'il revient au

méme de Gire que 1'on peut trouver une extension fidelement plate et quasi-compacte

(<X ]

S'—— & de la hase & , telle que le fibré formellement principal homogene

Pt = P xq $' sous G' =G x_ &' soit trivial, i. e. isomorrhe & €' (i. e. admet-
t2 une section) , on rourra frendre en varticulisr &' = P ., Yoter d'ailleurs que

gi S .est localement noethiriern, alors l'hyrothése de fideéle platitude sur P

éguivaut & 1l'hvrothése que ﬁs = P x_. Spec (58) est fidélement plat sur 53 pour

.

é C
tout s£S (ou ‘§S désigne le compiéte de 1'anneau local O ), comme il résulte
du fait que ‘és est fidelement plat sur Qs . D'ailleurs, si P est de tvpe fini
sur S localement noethérien, 1'ensemble des points- s satisfaisant & la condition
ci-dezsus est constructible, donc si S est un “nré-schéma de Jacobson” (par exem-
ple'un‘schéma de tyme fini sur un corps, ou un anncau e Jacobson plus généralement),
il suffit de virifier la condition en question nour les noints fermés de S . Cela
nous raméne au cas ou la base est le srectre ¢'un anneau local complet 4 . Lorsque
S = Spec (4) ( & anneau local noethérier. comrlet) et que P est de type fini sur
S, la fiddle ~latitude de - P/S équivaut aussi 2 1'exirtence d'un S' fini et

plat sur S ‘el que P' soit trivial, et si de plus G est simple sur & , on neut

supposer &' étalé sur $ . Par suite, si de plus le corps résidusl ce 4 est

algérriquement clos ('cas geométrique®), P east fidelement plat sur a si et seu-

lement s il est trivial. Dozc, si S est un pré-schéma algébrique sur un corps
algéhriquement clos, et G simple de typeé fini sur S , on voit que la condition
de fidéle platitude sur £ équivaut 2 la condition de trivialité analytique (SLF)
de SERRZ (5] ». 1-12).

On peut introduire d'autres tyves plus forts ce conditions sur P , ayant la na-
ture d'une "rivialité locale’. Nous dirons en marticulier; que P est isotrivial

(resp. strictement isotrivial) si mour tout s €S , il existe un voisinage ouvert

U de s s et un morphisme fini et fidélement plat (resp. un revétement étale sur-

jectif) U'=—— 7T tel que P' = P x_ ' soit trivial. ('ous nous écartons de la
terminologie de S7R°E [1), qui appelle localement isotrivial ce que nous avpelons
strictement isotrivial). La stricte isotrivialité est surtout utile si G est sim-

ple sur S , mais est une notion inadéquate par contre dans les autres cas.

Si C est affine sur S , tout.fibré orincipal homogéne .P sous G est affine

d'apres le paragraphe 2, d'ou la possibilite, grace au théoréme 2, de "descendre®
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de tels fibrés par des morvhismes fidélement plats et quasi-commacts. Prenons, en
particuli=r;, G = Cl(n)F » défini par la cordition que le foncteur de S-pré-schémas
St HomS(S' , 3) (2 valeurs dans la catégorie des groupes) s'identifie au fonc-
teur Gl(n)(s') = 61(n , uo(qr , gs,)) du &, raragrapne 4, (e). Utilisant le fait
(i) que tout fibré principal homogdne sous © (rssp. tout faisceau localement
libre de rang n sur £ ) devient isomorrhe 3 I'objet '“rivial® G (resp°'9§ )
par une extension fidélement plate et quasi-comvacte convenable de S ; (ii) que
1l'on peut descendre les objets du tyre anvisagé (fibrés principaux homogénes sous
G , resp. faisceaux localement libres de rahg n ) nar de tals morphismes; et en-
fin (iii) que le grouve des automorrhismes du fibre trivial sur un $'/S est fonc-
toriellement isomorphe au groupe c2s automorphisves du faisceau localement libre de
rang n ‘trivial sur S' , on conclut "formellement® éu'il “revient au méme® de
se donner sur 3 (ou sur un .'/S ) un fibré princival homogine de groupe G , ou
de s'v donner un faisceau localement libre de rang rn . (De fayon plus précise,

on a une écguivalence de catégories fibrées). On ea conclut en particulier :

ment trivial.

Par des arguments connus, on en conclut le méme résultat nour des grouves struc-

turaux tels que S1(n). ; 3t (n) et des produits de tcls groupes. On en conclut

™
aucsi que, si F est un sous-groupe fermé de € = Gl(n)S ; plat sur S ; tel que

le quotient 7/F existe, et que G soit un fitré principal homogéne isotrivial
(resp. strictement isotrivial) sur G/F , de groupe F * (¢/F) , alors tout fibré
princiral homogéne de groupe F est isotrivial (resp. strictement isotrivial). _
Cela s'applique & tous les ‘croupes linéaires® sur S qui ont été utilisds jusqu'a
présent, et en marticulisr, au cas ou C = xk‘r', S étant un vré-schéma sur

le corps k , et ™ un groupe linéaire au sens clascique, et en particulier sim-
ple, sur k . Cela résout donc; pour de tels groupes, une question de SEZRRE (loc.

cit.).

Signalons aussi que, pour la plupart des groupes (linéaires ou non) simples sur
S connus, et en tout cas ceux de la forme 3 X, ™ comme ci-dessus, on peut mon-
trer que tout fibré principal homogéne isotrivial est strictement isotrivial, ce
qui résoud en rvarticulier, une autre question de SERRE (loc. cit. 1-14), compte
tenu qu'un fibré principal lomozéne obtenu par une dascente & la C-RTIER (cf. na-

ragravhe 3; exemple 2) est manifestement isotrivial.

RTVARGUE. - Une des difficultés cssentielles dans ces questions (mise2 part la
question de 1'existerce ces schémas quotients G/F ) est le manque de critéres

.

d'effectivité vour une donnée ue descente par un morphisme fidélement plat non fini.
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A. Foncteurs représentables et nro-revrésentables.

1. Fonchours rsprésentables.

1

Soit € une catégorie. Pour tout X « 2 ; so0it h, le foncteur contravariant
A . .

Al
J
~ e ~n

de C dans la catégorie (3rs) cCes ensemblas,
AN

h, :+ C — (Zns)

FiN

défini par la formule

.hX(Y) = oY , X) .
$i on a un morphisme X — X' dans G, on en Giduit de fagon évidente un. homo—
morphisme hX -— hK' de foncteurs : hX ect un foncteur covariant en X ; i.

e. on 2 défini un foncteur covariant canonicue

h: C — Hom(CO (Zns))

' e g : 0 .
de C. dans la catégorie des fonctaurs covariants de la duale C de C dans
AN -

~n

la catégorie des.ensembles. Rapvelons alors :

PROFOSITION 1, 1. -~ Ce foncteur i est pleinement fidsle, ea d'autres termes,

pour tout couple X , X' d'objets de C , 1l'aprnlication naturells

~
dom(X , X') > Tomu(h. , n,,)
. £y Fay
ast bijective.
i s 3 " ™ & O - \ : . ) -
Bn particulier, si un foncteur F £ Hom(C (Fns))  est isomorphe & un foncteur
~NA .

de la forme. hX s X est déterminé ? un isomorphismc unique prés. On dit alors _quer

le foncteur F est représentable. la wroposition vrécédente signifie alors que
I g

le foncteur canonique h définit une écuivalence de la catlporie Q; avec la
. . . 0
sous-catégorie pleine de iiom(f~ , (%ns)) formde par les fonctsurs représentables.
s .

Ce fait est 2 la base de la notion de Fisoluti-n d'un Probléme Universel®, un tel

probléme consistant toujours # examiner si un foncteur cdonné (contravariant comme

ici, ou covariant dans le cac dual) de ~ -dans (Zns) est renrésentalble.
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Notons de nlus, que, par définition méme de la notion de nroduit dans une caté-
gorie [1], le foncteur h : me)hx commute aux produits chaque fols

qu'ils existent (et plus généralement aux limites projectives Iinies ou infiniesg,
en particulier aux produits firés, 2 la formation de 'movaux™ 2] etc., chagque

fois qu'ils,existent) : on a un isomormnisme de foncteurs.
' ~
. Zs h, x h
B x " g

7

chaque fois que X x %' existe, i. e. on a des bijections fonctorielles en

h_xxx'('w) Ty hX(Y) % h.X'(Y) .

=<

En particulier, la donnée ¢'un morralsme

X x X' -—» X&

dans C (i. e. d'une loi de composition® dans ©C entre X, X', X" ) est dqui-

~n

P
valente & la donnée d'un morrvhisme hexr = hy hX' —% b, , 1. e. & la donnée

s
.'\.'i

pour tout Y € C d'une loi de comvosition d'ensembles

hX(Y) x hX,('-_’) - hX“(Y)

de telle fagon que, pour tout =morphisze Y -~ Y! dans C , le svstéme des ap-

ann

plications ensemblistes

)(v) —3 h (i)(‘{') ‘" {pour 1 =0, 1, 2)
X
soit un morvhisme pour les deux lois de composition, relatives & Y et T' . On
'voit de cette facon que la noti-n de structure de ﬁg-groupe” 5 tg-anneau", ate.
sur un objet X de ¢ s'exorime de la fagon la plus comnote (en théorie comme
en pratique) en disant que vour tout T & E\, on z une loi de groupes (resp. an-
neau, etc. ) au sens usuel sur 1'ansemble hX(Y) ; les applications
hx(Y) > hX(Y') corresvondant 2 Ces morvhismes ¥ - T' devant étre des
homomorphismes de groupes (resp. anneaux, etc. ). C'est la facon la plus intuitive
et la plus commode par exemple, nour définir les divers groupes classiocues Ga s
Gm . Gz(n) , etc. sur u1 pri-schéma S de base quelconque et mour écrire les
relations classiques entre ces groupes, pour metire sur le schéma affine V(E)_
au-dessus de S , défini war un faisceau quasi-cohérant ji ; une structure de

ifibrd vectoriel™, pour définir et étudier les diverses veriétés de drapeaux

(grassmaniennes, fibrés rrojectifs) associés, etc. ; le voga général étant d'iden-

tifier purement et simrlement; & 1'aide du foncteur canonique h , les objets de

. ¢ * des foncteurs contravariants particuliers, les foncteurs représentables,
)

~
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PR

de C dens la catégorie des ensexnhles.
-

Le rrocédé habituel de ranv-orsement ce {léches, qui s'immose nar exemple, dans
le cas des schéras affines pour nasser du langare géométrique au langage de
1'algibre commut.tive, conduit 2 dualiser les considérations nrécédentes et en

particulier, * introduire aussi les foncteurs covarients

¢ —> (%ns) représen-
~aw ——————g, e ————

takles, 1. e. de la forme ¥ ~~ Zom(Z , ¥) = 2M(Y) .
Svddinhmbaingt . a

2. Toncteurs prorsvrésentables, pro-objsts.

Soit zs:: (Xi)iaI un svstéme projectif d'objets de € ; il lui correspond un

. foncteur covariant

. h! = lin h!
Ty T35 Ny,
- i i

de fagon rins exrvlicite

¥

-~ 1

w1 (Y) = l_i__zgh)é(‘{) = 1_'1_11;1{om(Xi s ¥)

de C dans (Ens) . 70 foncteur de € dans (8ns) cul est isomorphe 2 un foncteur
A i

~e

de ce tvpe avec I filtrant, est dit pro-rerrésentable. D'aprés le numéro vrécé-

dent, ce sont exactement les foncteurs isomorvhes % des 1i-ites inductives fil-

trantes de foncteurs revrdsentables. 5oit X'::(X;.)j(;J un deuxiéme svstéme
. o e
projectif filtrant ¢.ns C (construit sur an deuximée ensemble d'indices pré-

o

ordonné filtrant J ), ~n vérifie aisément qu'on a une bijection canonique (géné-

ralisant la proposition 1, i)

Hom(h}{l ? h-) = lim linm Z—Lom(zli 5 &
p & ._-,1

J

b

~a

H

Cela am®ne » introduire la catégorie TFro(¢) des pro-objets de C : ses objets

AnA

o~
sont les svstémes projectifs d'objets de € (sur des ensembles d'indices préor-
o

)

.

donnés filtrents variables), =t si X = (X et X' = (Kﬁ)jJJ sont deux tels

.

jeT

fde

objets, on pose

Pro ‘fom(X , Z') = lim lim “on(X, s xs)
3 17

la composition des rro-homomorrvhismes 3tant évidente. Par construction néme,

L s h} veut Atre considéré comme un foncteur contravariant en X , établissant
A M AAA

i’ .

une équivalence de la catégorie duale de la catfzorie Pro(C) dJes pro-objets de

C, avec la catégorie des foncteurs covariants pro-représentables de G dans
AN ~N

(Ens) . Bien entendu, un objet i de C définit canoniquement un pro-objet; dénoté
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encore par X , de sorte que C est éguivalente  une sous-catégorie pleine
3 o (T
de ProQg) . 5i alors X = Ai)iél
aura (avec 1'identification oprécédente)

est un vro-obiet quelcongue de € , alors on
. . L

¥ = 1im X,
Ana Eayramed 3.
i
la limite vrojective étant prise dans Pro(C) (puisque h, = lim h. ).
——————— Lagad O n , Ho,
- i i

On fera attention que, lors méme que lz limite vrojective des Ki existe dans
C , elle sera généralement non isozorphe & la limite vrojective X dans Pro(C) ;
o~ o~ A
comme il est déia évident dans le cos ol C est la catégorie ces ensembles. On
NS

notera que par définition méme, ligp'Xi =L est défini par la condition que le
foncteur en 'Y € C -

o

i v X.) = Hom v X
};m Homc(4 , xl) o Pro(C)( ’ ;)

et & valeurs dans (3ns) soit revrésentable # 1'zide de” L , i. e. soit isomorphe
L

3 dom. (Y , L) 3 par suite, lim
C,w,' H C

et de fagon précise dévend fonctoriellement du vro-objet X chaque fols qu'elle

Xi est défini d€j& en termes du pro—objet X,

est définie , il n'v a donc pas d'inconvénient 2 la dénoter par 1}@C(X) . Si les
) ~ MAM

limites projectives dans C existznt toujours, limC(X) est un foncteur de

Pro(C) dans C , et il v & un romomorrhisse canonicue de foncteurs 1imC(X)-—a X.
~e ~n an .-
L3

Comme tout foncteur, covariant pour fixer los idées

F: ¢ — ¢
se prolonge de facon évidente en un foncteur

Pro(F) : Pro(C) — Pro(C')

~a

il s'ensuit que, si dans. (' les limites nrojectives existent toujours, F dJdéfi-
AR

nit auesi canoniquemeat un foncteur composé }igp, o Fro(T) :

~n

F: Pro(C) — O

transfgrmant X = (Xi)ieI

en lim,, 7(X,) .
= i
thpro-objct X est dit rro-objet strict s'il est isomorvhe 2 un vro-objet
s ,

'(Xi)isl
un foncteur d4fini par un tel objet est dit strictement pro-représentabhle. On

; ou les morphismes de transitiown Xi — Xj sont des &pimorphismes ;

veut alors exiger de plus que I ~soit ordonné filtrant, et que tout épimorphisme
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Xi-—a X' soit 4quivalent i un épimorphisne X, — Xj pour Jj € 1 convenable
(d5terminé de fagon unique par cette condition). Sous ces conditibms, le systime

orojectif (Xi)iezl est détermint 2 un isomorphisme unique prés (au sens usuel

d'isomorphismes de systémes orojectifs). Il en résulte que daps Pro(C) la limite

&
projective d'un systeme projectif de -ro-objets stricts X('() existe toujours

-

et qu'évec 1es notations ci-dcssus pour F , F on aura
- oA )
F(lin x ) = lim F(X(
A

on particulier; si tout pro-objet de O est strict, (cf. le nuaéro suivsut); le
. AN .

foncteur prclongé F commute aux limites rrojectives.

3. Caractérisation des foncteurs pro-rarrésentables.

Soient G, C' deux catigories o les limites vrojectives finies (i. . rela-
tives & des ensesbles préordonnés finis, non nécessairement filtrants) existent,
ou ce qui revient au mé3m2, ol les produits finis et les produits fibrés finis exis-
tent (ce qui implique en particulier, 1l'éxistence d'un Wobjet unité & droite" e ,
tel que Hom(X , e) solt rdduit ? un élément pour tout X ). Soit T un foncteur

i
covariant de € dans O

© A ~

' , Les conditions suivantes sont éguivalentes s .

i. ¥ permute aux limites rrojectives finies ; ,
ii. F nermute aux vrbduits finis et aux produits fibrés finis ;

iii, 7 permute aux oroduits finis, et pour tout diagramme exact
' — X' — X
dens G ([2], A, définition 2, 1) le diagramme transformé nar F
FX) —» F(x') = F(x¥)

est exact.

On dit alors que F est exact & gauche.

Par la suite, on supnose que dans C , les limites rrojectives finies existent.
A
11 est alors immédiat sur les définitions qu'un foncteur représentable est exact

¢ pauche, et par nacsage & la limite qu'un foncteur nro-représentable sst exact

a2 gauche.

Pour obtenir une réciproque, -soit

P(X) . On dit que 5 (ow le couple

Hy
O
=
Q
pat
(0]
o
o]
[¢]
(o]
<
®
H
'.Jo
P
ct
-
w0
o
P.
O
o
ct
>
i
(@]
dD
ct
Y
™
3



195-06

(X ,%)) est 9ini@§l si pour tout X' € 5 et ' € (X') , et tout monomorrhisme
strict ([3], 4,2) u: X' — X tel que {=F
phisme. On dit d'autre part, qu'un couple (X , g) domine (7 , g") (% eF() ,

(u)(gj) , u est un isomor-

;" € T(X")) s'il existe un morphisme v : X -—» X" <{el que E" = F(v)(g) 3

-
si & est minimal et si .F ect exact 2 gauche, ce morphisme v est alors unique

si E;" est minimal, v est surjectif. On en déduit facilement la proposition

suivante :

PROPOSITICK 3, 1. - Pour cue F soit strictement pro-représentable, il faut
et il suffit cu'il satisfasse aux deux conditions :
i. F est exact & gauche ;

. 2 . be - .« # .
ii. Tout couple (X , §) , avec § & F(X) , est dominé par un couple minimal.

Cette derniére condition est vide si tout objet de © est artinien, (en pre-

nant un sous-objet X' de X minimal marmi ceux pour lescquels il existe

' & F(X') tel que 5 soit 1l'image de %' ). D'ou. :
> > *

COROLLAIRE. - Soit C une catégorie dont les objets sont artiniens et ol les
limites projectives finies existent. Alors les foncteurs pro-revrésentsbles de
C dans (Zns) sont exactement les foncteurs exacts & gauche; et ils sont méme

strictement pro-représentables.

-

Ce dernisr fait signifie aussi Que'ﬁout pro-objet de C est strict.

4. Exemple ;. groupes du tvpe galoisien, groupes pro-algébriques.

Si ¢ est la catdgorie des groupes finis ordinaires, Pro(g) est écuivalente
2 la catégorie des groupes tovnlogiques compacts totalement discontinus. Ce sont
dec groupes de ce tvpe et leurs généralisations, obtenues en rémplacant les grou-
pes finis ordinaires par des sahémas en groupes finis au-dessus d'un rré~schéma
de base donné (par exemvle, les groupes algebriques finis sur un corps k ), qui
‘tiendront lieu de groupes fondamentaux, dlhomotopieg d'homologie absolus et rela-
tifs pour les pré-schémas. Dans tous ces exemples, le corollaire 2 la proposition
3, 1 s'epolique, et c'est bien par le foncteur associé que le’ ‘"1 doit se défi-
nir [2]. I1 en est de méme en partent de la catigorie des groupes algébriques ou

quasi-algébriques sur un.corps (ou vlus généralement sur un pré-schéma noethérien)

on trouve les "groupes pro-algébriques” de S3RRE [4].

5. Exemple : 'ivariétés formelles’.

Soient /) un anneau noethérien s G la catégorie des f\aalgébres A qui

sont des modules de type fini artiniens sur V' (ou plus briévement,
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des -algibres artiniennes). On est sous les conditions du corollaire & la nro-

vosition 3, 1. La catégorie Pro(C) est ici équivalente & la catégorie des al-

< . A . ~ > s . P’ .
gébres torologiques O sur s\ isomorphes & des limites prejectives topologiques

0 = 1liw O,
e— 1

d'algdbres Oj_é. G, i. e. dont la topologie est linéaire, séparée et compléte,
et telle que pour tout idéal ouvert Ji dge 0, O/Ji soit une algébre artinien-

ne sur A . Le foncteur € — (3ns) associé A une telle algébre n'est autre
N

que

it

F(L) = hé(A) ensenble des homomorrhismes continus de _A—alg%bres

toroc’ogicues 0 — 4

lin Fom s &)

. Oo
3 Lralgebres( i

On notera d'ailleurs que la catégorie C est essentiellement le nroduit des ca-
tégories analogues, corresmondent aux anneaux locaux complités das /\ﬂx pour

les idéaux maximaux M1 43 A : on peut donc si on lz désire se limiter au cas
oi A est un tel anneau local comnlet. In tous ccs, O se décompose canonique-

ment en le produit tomdologique de composants locaux, correspondants aux ipoints®

du schéma formel [2] 3éfini rar O . Un tel point est défini par un objet § ¢'un

F(X) , o ¥ &€ C est un corns (par exemrle, le corps résiduel du composant lo-
)

,

° 3 by , . o »~ »
cal envisagd), deux couplss (& ; X) et (é' , X') définissant le méme moint
e
si et seulement si ils sont dominés rar un méme (gﬁ , ¥1) , ou encore s'ils
dominent un mdme (E™, ¥m') . (Si les A/ sont ‘algébriquement clos, il suf-

7it de vrendre l'ensemble somme des F(/\/m) ).

I1 importe de donner des conditions pour que ls composant local 0O, de O

corresvondant & un % €F(¥) soit un anneau noethérien, Lorscue N egt un an-

Y

0; est isomorphe 2 un anneav guotient d'un anneau de séricsg formelles

f([[tl s eee s tnj] sur [\ . Tour donner un tel critére, introduisons (pour

tout annesu A ) la A-algébre I, des ‘mombres duaux" de 4 par

A

I, = Alti/t° alt) )

Soit & IA — i 1'homomorphisme d'augmentation; il définit (si & Eug ) une

application

F(E) : F(IA) - P(4)
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et utilisant le fait que F est exact 3 gauche, on définit de fagon intrinséque

une structure de s-module cans la partie

R, %) = F(E)T®)

A

de F(IA) formée des &' F(I ) qui Vse réduisent suivart ¢ ¥ ; utilisant la
> A > ,
forme exvlicite de ¥ en termes de 0 , on trouve cue ce Kemodule s'identifie

R » 2 . .
» Hom (“"t/ﬂlg , A) , o m, et le noveu ds 1'homomorphisme T: 0 —» 4,
2 S

N 13
i. e. si 4 est un corps, 1'iddal maximal du composant local O§ de O . 0nen

déduit aussitit la proposition suivante :

PROPISITION 5, 1. - Soit & & F(K) , ob K &G est un corps. Pour que le com-
posant local O, corgesvondant dz O soit un anneau nosthérien, il faut et il
suffit que 1'ensemble F(I'f’ , 5) des 4léments de }?‘(IF) se réduisant suivant

?7 soit un esrace vectoriel de dimension finie sur ¥ . Sous ces conditions; on

a un isomornhisme canonique

F(I , 5) = Hom(mg/:ng +Mg0) » K)

(ob Ny est 1'idéal maximal de N noyau de 1'horomorphisue A =KX ), en par-
ticulier, la dimension du KX-espace vectoriel F‘(IK , f) est 4gale & la dimencion
de 1'espace vectoriel mg/mzf sur le corps Og/m,s. = K(E) .

Supposons que Oy soit noethirien, et supposons pour simplifier 1'écriture que

A soit local complet, et 0O = Og . On dit que O est simple sur A si O est
une algdbre finie et étale sur 1'algébre complétde du localiss de _A[tl y vees tn]

en un idéal maximal de cet anneau, induisant 1'idéal maximal de A ; lorsque
1'extension résiduelle de O sur A est triviale, (par exemple, le corps résiduel
de N est algdbriquement clos), cela Squiveut & dire que O lui-méme est iso~
morphe & une telle algébre de séries formelles. Enfin, si on ne supvose plus né-

cessairement O noethérien, on dira encore que 0 est simple sur A si 0 est

.

jsomorphe & une limite projective topologique de A-algébres quotients qui sont
noethériennes et Jfl-simples au sens précédent. On généralise aussitét au cas ol

A , 0 ne sont plus supposés locaux. C2ci dit, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 5, 2. - Pour gue 0 soit simple sur A , i1 faut ot il suffit
que le foncteur F éssocié transforme érimorphismes en epimorphismes.

Cela signifie donc que pour tout homomorpvhisme surjectif A -2 4' dans g s
F(A) — T(a') est surjoctif. Pien entendu; il suffit de vérifier cette condition
quand A est local, et (en procédant de procne en proche) quand 1'idfal ds 4
novau de- 4 —> A' 2gt annulé mar 1'idéal maximal de A . Cels ramdne , en pra-

Py

tique, & vérifier qu'uize certaine obstruction, 1ide % des invariants infinitésimaux
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‘de la situation donrnant naissance au fonctour F , .est nulle, rrobléme qui ec

de nature cohomologique.

Pour finir, disons cuelgues mots; dais le contaxte orécédent, des anncaux

de définition. Soit toujours ¥ un forncteur ds :1 dans (7%ns) , rro-revrésen-
table > 1'aide d'une A-algibre tovolozicue O . Alors pour tout a4 62 et
tout ; € F(4) , il existe un plus ~etit sous-anneeu a' de 4 tel que E soit
inage d'ur élément £' de TF(4') (lequel eet alors uniquement déterniné) : en
effet, il suffit d'interoréter % au moven da'un somzoxornhisne de O dans A, et
de prendre pour A' 1'image d» 0 par ce dernier. Cn dit alors que A' est

1'anneau de définition de 1l'objszt tEer(a) , i u: A —» ® gst un homonor-

phisme d'algébres =t si W = F(u)(g) s alors l'ann-au de définition de VY csb
1'image par u dc 1l'anneau de Géfinition de E . Lorsqu'on part d'un foncteur
F de C Ccans (Fns) , 1'axictence des nnmaux de 2éfinition at les nrooriétés
qu'on vient d'en donner sont & peu de choses rris Squivalentes au fait que 7
soit vro-représentable ; c'cst dire gu'elles sont le vlus souvent lein d'éire

triviales.

B. Les deux théorimes d'=zxistence.

Gardons les notations de A; paragraphe £, st partons d'un foncteur covariant

P : C —> (Zns)

on cherche des critéres maniables vour quz F s0it pro-renrésentable; i. e. ox-

]

primable & 1l'aide d'uin  JSl-algdbre 0O comme plus haut. 'n vertu du corollairs

de A; provosition 3, 1., il faut et il suffit pour cela que F soit cxact 2 gau-
cne. Dans’ 1'4tat a~tuel de la technique de descente, (cf. questions posées dans
[3], p. 9) ce critére n'est vas directemsut virifiable sous cette forme dans les

cas les plus imvortants, >t on a besoin de critéres en avrarcace moins exigeants.

THEORDT 1. - Pour gue le foncteur ¥ soit nro-représentable, il faut et il
sﬁffit ou'il satisfasses les deux conditions suivantes :
i. F opermute aux produits finis ; .
ii. Pour toute zlgtbre 4 € C et tout homomofphisme 4 —» L&' dans g« tel

que le diagrammc

A“—?'A'jhﬂl"

soit exact ([3] 4, ~définition 1, 2.), le diagramme transformé

F(A) — F(a') =% T4 s, A')
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est exact.
De plus, il suffit de vérifier (ii) quand A est loccl et quand de plus, on
est dans 1'un des deux cas suivants :
a. A' est un nmodule libre sur A ;

b. Le module quotient A'J/A est un A-module de longueur 1 .

-,
el

La démonstration de ce théoréme ast assez ¢élicale 2t ne peut Ztre esquissde

relations d'écuivelence (au sens des catégories) dens le svectre d'une algébre

artinienne, (£étude qui vose encore plusieurs problémes, dont la solution semble
indispensablas pour le dévelopuvement uliérisur de la théorie).

Dans les applications, la vérification de la condition (i) est toujours tri- .
viale. Celle ¢z (ii) se ¢3compose en cdeux : le cas ou A' est un A-module libre

reléve de la technique de descente par nornhismes rlats ([3], théorémes 1, 2 et 3)

ot n'offre pas de difficulté. Pour traiter le cas (b), on utilisera le résultat
suivint o '

A

THEORAVE 2 - Soilent A un énneau local artinien d'idéal maximal i, A' une
A-algibre contenant A telle que MA'@ A et que A& -~ A = A B, A" soit
exact (ce qui est lc cas en particulier si A'/A est un A-module de longueur 1 ).
Soit f la categorie fibrée ([3, 4, définition 1, 1) des faisceaux guasi-coné-
-rents et plats sur des pré-schémas variadbles. Alors le morvhisme Spec(A') ~3 Spec(A)

~ s
est un morphisme de < -descente strict ([3] A, dsfinition 1, 7).

in d*zutres termes; la donnée A'un A-module ©vlat M est complétement équiva-
lente 2 la donnée d'un. A'~module plat ' , muni d'un A' ®, A' «isomorphisme
de M 5, A' sur A N M! satisfaisant la condition de transitivité habituelle
pour une donnde de descente (loco citato).

Le théorzne 2 se démontre en prouvant d'abord que
i P .
H (A*/4 , Ga) =9 rour i%» 1
([2] A, 4. e.), 1'hvnothése “MA' ® 4 permettant de se ramencr aisément au cas

oib A est un corps t (savoir A/w ). On arplique alors les écuivalences si-
gnalées dans [3), page 16,

? C. Applications & quelques cas particulisrs.

:

: L rd K -

. 1. Remargues générales sur les foncteurs revrésentés war des pré-schémas.

Soit S wun pré-schéma localement noeth3rien. Un vré-schéma X sur S est dit
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localement de twpe fini sur S si vour tout x € X , se projetant en v & ¥V,

il existe un voisinage affine de v d'anneau A ;| 2t un voisinage affine de x

au-dessus de ce dernier; d'anneau 73 , tels que R soit une A-algébre de type
fini. On trouve de nombreux excmrlas importants de pré-schénas localement de tvpe
fini sur S ; qul ne sont mas dz tvre fini sur £ ; comme solutions de probl%mes
univarsels classiques ; ainsi il imporite d= rouvoir considédrar le schéna de Pi-
card d'une courbe comue réunion d'une infinite de compozantes eomncxes, (qu'il

faut se gardsr de confondre av

(1

¢ la corxvosante conne. e de 1'élémeunt neutre, i. e.

ja}]

la "variété de Picerd"). Il =st alors rarfois cor-ode de se nlacer dans la caté-

ri
gorie § ces pri-schémas localement ds tvze fini sur o , vour y ervaminer la
ren

question de la re=résenta=ilits d'un foncteur contravariant T . Le hut principal

’

de ces exnosés ost de dévelovrer une tachnique géafrale permettant de reconnaitre

si un tel foncteur F ~it rerrésentable, et &'ltudier les ctropriétés du S-rré-
. : ) A : lu  S-1

schéma X corraspondant 2 1l'aide de celles de F . Signalons en passant Que dans

- —— e = n—— ————

cette ftude, on trouve des exemples non rathologiquas de pré-schémas sur S non

siparéc sur 3 , notamment comme "pré-schémas de Picard" d'excellents Séschémas ;
il faut donc se-garder de bannir de la géométrie algébrique les =ré-schémas qui

ne sont ras des schdmas
Soit X un pré-schéme localement de tvpe fini sur S, et soit F

F(7) = dom, (Y , X)

le foncteur contravariant zssocif. On peut considérer la rsstriction FQ de F

la sous-catégorie .Eo de C formés des oré-schémas Y sur S qui sont arti-
niens et finis eur S : lorsque S = Srec(A\) ;go sst donc la catégorie duale
de la catégorie des A-algbbres zrtiniennes considérée dens T . &1 T = Speé(A),
oi A est un anneau loczl artinien, Y est réduit & un seul noint v placé au-
dessus d'un point fermé s de 2, et un S-homomorvhisme de Y dans (i. e.
un 81ément de F(¥) est défini par la donnée d'un point x & X au-dessus de s ,
et d'un Es-homomorhhisme de ‘gv dans A . £'il existe un tel homomorphisme,

alors x est nécessairenent un noint fermé de X (son corps résiduel dtant algé-

brique sur celui de s ). Cela montre donc qus la restriction F de 7 aux

’

t V-gle*bres artiniennes® est rro-renrésentable, et est revrésentée par la

. . - N
Y-algebre topologicue dont les composants locaux sont les complétés C_ des an-

X —— - " m——

neaux, locaux de X aux voints x de £ gui sont farrus et se trouvent au-dessus

=r

de points fermds de . Cela montre que la seule connaissance de Fo - donne des

renseignenents vrécis sur le structure de X (savoir la structure des complétds

de ses anneaux locaux aux roints indiqués). On notzra que méme dans le cas ol S
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est le svectre d'un corps algébriquement clos, ce n'est que grice a4 la considération
svetématique de "varistéds® ¥ telles que Lo peut admettre des €1léments nilwo-
tants, en particulier en travaillant avec les svectres d'anncaux artiniens locaux,
qu'on peut arriver & la 'bonne formulation® des rroblimes unive.sels classiques,
et 3 en saisir 1l'aspect "infinitésimali.

Cuand on mart d'un fonctaur F dornd & 1'cvance; dont on veut décider s'il

o

est revnrésentable, 1'étude du fon:taur (3 1'aide des théorémes 1 et 2) don-

nera des indicatiras cuasi-comnldtes ; soit, comme il errive fréquemment (en tes-
tant simrlcment, par 2xemple, la nature des censemblces F(IK 5 %) et leur com-
‘portement fonctoriel, cf. 4) cu'on constate que Fo dega h'est vas pro-représen-
table {ce qui explique 1'dchec des tentatives faites jusqu'a présent pour définir
de fagon plus oSu moins naturelle des variétés de modules pour la clessification
des fibrés vectoriels de rang 21 ) ; soit qu'on arrive & vérifier que FO est
bien représentable, mais que les esraces vectoriels F L s §) ne sont pas ds
dimension finie, auquel cas il faut se contenter de la solution "formelle" ; soit
enfin que . Fo est bien représentable nar un prodult ¢'anneaux locaux complets
noethériens, ce qui donnz de tr#s fortes présomptions pour cue ¥ soit lui-:éne
représentable et, joint 3 des vropriétés analogues mais de nature vlus globale
que nous pensons dévelovper rar la suite, suffira sans doute ¢ entrainer qu'il
en mst effectivement ainsi. Infin, on rancontre des problémes géométriques inté-
ressants (voir paragraphes 4 et 5 ci-dessous) ol on ne dispose cue du foncteur
T (ne rrovenant d'aucun foncteur "global? F )5 et ol on s'estimera heureux

qua-d on aura pu lui associar un "schéma formel de modules™.

Pour terminer ces généralités, indiquons comment la théorie des schémas expli-
que des anomalies avparentzs,.telles la surface de Igusa V dont la "variété
de Ficard® P cst réduite 2 un point, et pour lacuelle pourtant on a

L1 o s . '
(v, OV) #0 ; dans ce cas, P est un groupe "rurement infinitésimal® non ré-
. . .

duit au groupe unité, i. e. défini par une algibre locale ‘0 de rang fini sur

le corps de base ¥ et ~uni d'une arplication diagonale correspondant & la struc-
2

ture multiplicative de P ; si =i est 1'idéal maximal de 0 , le dual de AN

. . N 1 ! .
est canoniquezent isomorphe & H (V , OV) (cf. le paragranhie 3 ci-dessous). Ce

n'est que lorsque le groure de -icard est un grouns algébrique au sens classique;

o ; : s . L1 .
i. e. simple sur le cornms de base ¥ , que la dimensioa de d7(V , OV) (toujours

0l

égale 3 celle de w/tmz ) est égale 2 celle du grouve de Picard.

MS . A

2. Schémas Hom.(X , 7) , TT;/_ iy AutS(X) etc.,

Soient X , ¥ deux pré-schdmas sur S ; vour tout pré-schéma T sur S,




soient Xn =X x T , ;= T x, T >t considérons 1'ensemble
) .

F(T) = HomT(XT R YT) = Hom (X, , T) = HomS(X x T, Y)

C
w

comme un foncteur contravariant oen T . £'il est représentable, on dénote par
Hom (X , Y) 1le rré-schdma sur S qui le représsnte, donc on a un isomorphisme
A

fonctoriel

Equ(T 4 HOmS(X s V7)) Hom:(T xc X, ¥)

I1 v a bien des veriantes de ce probldme universel, dont la solution s'y raméne :

s

pré-schéma des S-automorphismes 4'un  S-pré-schéma X (ce sera ur pré-schéma

en groupes), oré-schéme des S-homomorvhismes d'un S-pré-schéma en groupes dans

un autre (ce sera un pré-schéma en groupes commutatifs si le deuxiéme schéma en
grontes est commutatif) cte. On peut aussi généraliser la définition de

HomS(X , ¥) en considérant un pré-schéma 4 sur le pré-schéma X sur S, et
Caae 3 - . *

le foncteur

F(T) = dom, (XT R ZT)

0T
(ensemble des "sections™ de ZT sur XT ) ; si ce foncteur est représcntable,
le S-pré-schéma qui le rsprésente sera noté Ti s , on aura donc par defi-

x/s
nition un isomorphisme fonctorisl

HomS(T , :!X/C Z) = HomXT(XT s %)

FPaisant 2 = ¥ x, X , on rstrouve Homo(Z s 7) . De ces défirnitions rérulte pour

b A

les nouveaux pré-schémas ainsi introduits un formulaire aussi trivial qu'utile,

que nous ne donnerons was ici (vu qu'il vaut dans toute catégorie ol les produits

et produits fibrés existent). Flus séricuse est la guastion de l'existénce des

schémas du type Hom.(X , ¥) . On constate d'abord que rour ¥ fixé, Hom (X , Y)
4 v e G - PIVNINGS

ne peut exister pour tout ¥ sur S (ou rTX/S 2 pour tout 2 ‘sur X ) que

si X est plat sur S . e plus, on se convainc qu'il n'est raisonnable de s'at-

tendre 2 l'existence d'une solution, nour des Y assez généraux, que si X est

de plus propre sur S . Il semble var ailleurs que c=s conditions soient suffi-

santes pour 1'existenée de gQQS(X , 7) et rTX/S Z 4 2 conditiqn‘le cas 3chéant

de faire une hYDothése genre "quasi-vrojective® sur Y/S resp. sur 72/X ; clast

ce qu'on peut vérifier en tous cas dans d=s cas assez nombreux (par exempls,

lorsque Y est affine sur S , ou, par constructions dircctzs élémentaires, lors-

que X est fini sur & ). Voici ce que donnent les théorémes 1 et 2 ¢



g
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PRCPOSITION 2, 1. - Soient A un anneau noethérien, X et ¥ deux pré-schémas

gquelcongues sur A, considérons le foncteur

il

F(A) = dom, (X, , )

A A

S

sur la catégorie ©_- des J\-algzbres artiniennes. Si X est plat sur JN,, ce
-~

foncteur est pro-rerrésentable.

0D

Lo plus, on vérifie que pour tout A et §;€ E(A) , on a un isomorvhisme

.\O
canonique
P .. ®, 1
F(I, , &) =4 (4, 5 Joms (2 (& Ys O, )
A
ou S\ est lo faisceau des 1-différentielles de Fanler de ¥, par raprort

- A/A A |
% A . Dpenant mour A un corps, on trouve, utilisant 4. 5, 1. =t le théoréme

de finitude de [2] le corollaire suivant :
COROLIAIRT. - Supposons X nlat et propre sur S, Y localement de type fini
.

sur & . 4lors T est mro-reorésentable et lcs composants locaux de la N -algebre

topologique corresvondante sort das annecaux nocthériens.

REMARGUES. - Les problémes envisagés dans ce nunéro, et de nombreux autres;
étaient dtudids communément, dans le cadre de la géoméirie al

: 1'aide des "coordonnées de Chow® d=s cvcles dans l'espace vrojectif, vermettant

Q

v

&

é-rique classique;

de considérer ces cycles comme des noints de varidtés projectives convenables.

Ce procédé, et de fagon ginérale :'utilisation -des coordonnéas de Chow, semble
irrénddiablenent insuffisect dans le roint de vie des schémas, car il détruit les
éléments nilvotents dens les variétés ds raramétres, eil en particulier; .ne se

préte tas 2 une dtude satisfaisante des veriations infinit<szimales de cycles

[ 5]

~

(sans compter sa nature non intrinsecue, lide 1l'esrace projectif). Le langage
des coordonnées de Chow 4tait malheureusement le seul utilis¢ par de nombreux
géombtres algébristes pour 1'stude des familles de veridtés ou des familles de
cycles, ce qui semble avoir $t3 un obstacle sérieux & la clarificavion de ces
notions; malgré son intérét technigue certain (probablement rrovisoire). Si on
veut obtenir 1'analozue des varidtés de Chov en théorie degschémaes, on est con-
duit au probléme universel suivant : soit X un pré-schéma sur S , vour tout
pré-schéma T sur S, on considire 1l'ensemble F(T) des sous-pré-schémas fermés
de XT = X Xg T qui sont vlats sur T . On essaie de représenter ce foncteur en

T & 1'aide d'un pré-schéma sur S . Plus généralement, on peut se donner un fais-

ceau quasi-cohérent G sur X , et prendre pour F(T) 1'ensemble des faisceaux -

Y
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quotients de G qui sont plats sur T . Il semble qu'il existe une solution
du probléme, avec un schéma C localement de tyme fini sur £ ; lorsque X est
propre sur S localement noethérien -t lorsque ™ est de vlus cohérent. In tous
cas, sunnosant seulement S localement nosthérien, la restriction de F aux
" S-algdbres artiniennes" est pro-rcorésentabls; ot si de plus I est propre

4

sur S et T cohérent, les comvosants locaux de l'anneau topologique O cor-

D

respond:.nts sont 1eethiricas. “ien cntaondu, mére une fois prouvse 1'existence

-

du Yschéma da Chowi de X sur & , 1l resters & en trouver une décomoosition

Qi

sn ouverts disjoints Ci (corresvondants # la fixation d'invariants continus
tels que degré et dimension des cveles qu'on fuit varier), qui soient de type
fini (et non seulement localement de twpe fini) sur © , & préciser les rela-

tions de ce schéma avec les classiques variétés de Chow

s

3 vréciser quand ua

w

Ci est méme projectif ou du moins quasi-projectif sur

3. Schfmas ds Ficard.

Soit £ @ X — & un E-pré-schémz, considéirons le faisceau multiplicatif

E; des unités du faisceau structural de X ; at le grouve
Do ol x
P(X/S) =H (S, R f*(OX))

1 . )

appelé rroupe de Picard relstif de X/S . Un €1ément de ce grouve est donc défini

en se donnant un recouvrément ouvart (Ui) ‘e 3, et un faisceau inversible
Eﬁ sur chaque f-l(Ui) , de telle facon que pour tout coupls (i , i) s
}ilf_l(ﬂil\ Uj) soit isomorphs * .Ej'f_l(Uil\ Ui) , du moins localement au~dessus
de Uifﬁ Uj (i. e. ces deux faisceaux sont "équivalents" au sens de {2], B, 4.)
Si- /s admet une section, alors F(X/<) n'est autre que 1l'ensemble des clas-
ses de falsceaux invefsibles sur X/& '3 "éguivalence" rrés (loco citato). Fosons
maintenant, pour tout T sur S :

F(T) = P(Z/T)

on obtient un foncteur covariart en T ; qu'on vourra appeler le foncteur de Pi-

card de X/S ; et ce foncteur est rzprésentable, le pré-schéma sur. S qui le

revrésente sera appelé le pré-schéma de Ficard de X/S et poté P(X/S) . On aura

donc un isomorphisme de fonctzurs
Hom (T , F(X/S)) 5 P(X./T) .
Pl ~oA L
La formation de vpré-schémas de Ficard est compatible avec l'extension de la base,

en particulier, les pré-schémas de Picard dss fibres de X sur S (qui sont

des pré-schémas sur les corps résiduels F¥(s) des s & S ) sont les-fihres
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de P(X/S) . Rien entendu, comme P(XT/T) = F(T) est un grouve commutatif, les
pré-schémas de Ticard sont des pré-schémas en grounes: *otons aussi que les ja-

cobiennes généralisées de ROSENLICHT ne sont zutres que les composantes connexes

de 1'unité dans les schémas de Ticard da courbes complétes pouvant avoir des sin-
r

gularités, ce qui devrait rendre évidentes le rlurart de ‘eurs provriétés (une

fois démontrde l'existence).

RAMARGUT. - La définition adoptée ici n'est raisonnable que lorsque tout point
de Y admect un voisinage ouvert U sur lequel I admette une section. Dans le
cas général, il fzut modifier un neu la définition du foncteur de Ficard, pour
pouvoir obtenir sncora un théoréme d'existence.

Ici, les conditions plausitlss d'existence d'un pré-schéma de Picard sont les

suivantes : X est orovre et rnlat sur S f (0,) =0, et X adnmet locale-
rovre et > X M

* Y3

ment une section sur S . Cette condition s'introduit de fagon naturelle dans

1'application de la technique de descente, pour éliminer les automorphismes d'un

faiscesu inversible L sur X en le munissant d'une section marquée eu-dessus

de la section s ([3]; B, 4). On trouve notamment :

v

PROPOSITION 3, 1. - Supposons X plat sur S = Spec(N) , A noethérier, et que
pour tout T de type fini sur S , on ait ff*(oYT) = Oy, (si f est propre et 3

fibroo sdparablos ou si S est le spectre d'un corps, il résulte de Kinneth que la
dernidre condition équivaut a . f*(OX) = OS . Alors le foncteur de Picard de X/S
sur la catégorie des /\«algébres artinisnnes est'pro—représentéble.

De plﬁs, on aura ici 3
S
F(I, > §) =, 0 )
en particulier :

COROLLAIRE. - S84 X est propre sur < , alors les composents locaux de la

‘J\-algébre topologique O corresvondznt au foncteur de Picard sont‘noethériens.
ROMARGUES. - On veut généraliser les difinitions et résultats de ce numéro & la
classification des fibrés principaux sur I , & groupe structural un schéma en grou-

é pes C sur S qui est affine et plat sur &S 5 et commutatif. Dans le cas ou G

ne serait pas commutatif, donc le fibré en groupes adjoint d'un fibré principal
'(don@ les scctions sont les automorrhismes du fibré ~rineipal) n'est plus trivial,
la vroposition 3; 1 ne raste plus valable telle quelle. On meut cependant modifier
le probléme univarsel de fugon & obtenir encore une solution (du moins, pour 1l'inc-

tant, en géométrie formelle). La régle d'or & retenir, dans le contexte du présent
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numéro et des suivants, et chaque fois qu'on cherche des "schémas de modules"

rour des classes d'objets qui ne sont définis qu'd un isomorphisme prés, reste

toujours la suivante : éliminer les automorrhismes éventuels des objets qu'on

veut classifizr, nar 1'introduction si besnin est de structures auxiliaires

(voints ou éléuents de sections marquées, fixction de formes différentielles,.etc.),
qu'on prendra assez snodinas pour ne nas modifier ds fagon substantielle le pro-

bléme initial.

’

4. Y¥odules formels d'une vioriété.

Soit <\ un anneau locel noethdrien de corms résiduel % (le plus souvent,
A sera égal 2 ¥, ou } un vb-annsau de Conen) XO un pré-schéma sur k¥ . Pour
toute J\—@l %b*e arfinienne locale 4 , on considére 1'ensemble F(L) des clas-
ses & un isomorrhisme pris de A-pré-schémas X nlats sur A , munis d'un iso-

morrhisme

(*) X GA ){ (A) G-::- XO ® ){(n)

k

ou M(A) est le corms résiduel de a4 ; hien entendu, les isomorvhismes entre
tels A-pré-schémas plats doivent resmecter 1'isomorchisme précédent donné dans

la structure. 51 A est une _A-algéhre artinienne non nécessairement loczle, de

=

composentes locales 4, , on prend pour F(A) 1le produit des F(Ai) . Ainsi F
devient un foncteur multirlicatif en A ; gu'on pourrs appeler le foncteur des
modules rour X (et V). 8i ce foncteur ast représentchble, 11 lui correspond
une N\ -z gebrﬂ tovologicue 0O locale, Ge corms résiduel ¥ , et le spectre formel

de 0O sera a-pelé schéma formel des modulss pour KO (et A ), cf. [2) vour

quelques détails sur cette notion.

Ici, pour applicuer la technique de descente, les automorvhismes #finis" de Xo

sont inoffensifs, car ils sont sans influence sur l'existence d'sutomorvhisnmes

i

(su sens précisé nlus haut) des A-pré-schémas X ; la condition nécessaire et

"

suffisente, lorsque A n'est pas réduit 2 un corps, pour que X n'ait pas de

A-automorphisme non trivial, est qu'on ait

.0 . ;‘g
(Y i =0
- (“o ’ Xo/k)

Q%X /k désigne le faisceau des k-dérivations (= feisceau tangent) de Xo .
On trouve d'ailleurs facilement (du moins si XO est simple sur k ),
. . @
F(I, » §) =3°(x , 'XA/A)

On en conclut alors, comme d'habitude @
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~

PROPOSITION 4, 1. - Supposons que i (Xo ’ G;X /k) = 0 . Alors le schéma formel
des modules pour XO existe. Si de plus Xoest° nropre sur k , le schéma for-

mel des modules est noethérien.

REMARQUES o
1° Lorsque XB n'est pas supposé simple sur k , F(IA ,-§) s'identifie & un
sous-A=-module de

1
Ext (P, 5 I s 0, )
22, By Tty
ol onpose P, =X x, X , o0 O est regardé comie un faisceau cohérent sur
A A°TA TA ‘*XA
PA grice au morphisme diagonal XA-—$ PA s ot ol IX désigne le faisceau cohdrent

V¥
d'idéaux sur P A défini par le morphisme diagonal. De fagon précise, une globalisa-
tion facile de 1la thdorie de Hochschild montre que le Exb1 ci-dessus s'identifie

4 1'ensemble des classes, & un isomorphisme prés, de faisceaux de I A-alg‘ebres pla=-

tes 0 sur X munies d'un isomorphisme d'augmentation 0 €, A-—0 (on
L] . .
rappelle que 1'on pose I, = At/(tz) ). Le sous-module F(IA s E) est celui qui

correspond aux faisceaux d'algébres commtatives. Les hypothéses de simplicité ne

sont donc pas essenticlles en théorie des modules, comme [2] le laissait entendre.

2° Rappelons (loco citato) qu'en particulier, toute courbe algébrique Xo sim-

ple et propre sur k ‘admet un schéma formcl des modules, cimplc sur _AL, de

dizoncion rolotive 32 - 3 si le genre g est 32, g 8i g=0 oul . Ces
deux derniers cas ne rentrent plus dirsctement dans la proposition 4, 1. On vour-
rait cependant s'v ramensry dans le cas des courbes elliptiques (g = 1) grace

aux considérations qui vont suivre.

On peut bien entendu, varier ad libitum la proposition 4, 1 en considérant des

systimes de schémas sur ¥ , munis de structurss diverses. Supnosons par exemple,

que X g0it un schéma abélien sur k , & point origine marqud (i. . Ko est
considéré comme un schéma en groupes sur k ), et soit F(4) 1'ensemble des classes
4 un isomorphisme prés, de schémas abéliens sur A4 (i. e. de schémas en groupes
propres et simples sur A ) munis d'un isomorphisme de schémas abélicns (%) . On
vérifie que 1l'imposition d'une structure multiplicative (et méme seulement, d'une
"section unité") élimine les automorphismes infinitésimaux, et qu'il existe par
suite un schéma formel de modules, corresvondant ? un anneau local complet noethé-
rien O . On peut d'ailleurs montrer que, si X est un schéma propre et simple

3 fibres "absolument connexes" au-dessus d'un vré-schéma localement neethérien S ,
toute structure multinlicative sur X admettant une section unité est nécessaire-
ment associative et commutative fpourvu du moins qu'elle le soit sur une fibre et

@ que S soit connexe) et s-t de phus uniquement déterminée par la comnaissance
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do la section unitd. De plus, supposamt que S est le spectre d'un anneau local
artinien A .ds corps résiduel k , X propre sur A et muni d'une seccpion” s ,
et enfin X By k muni d'une structure de schéma abélisn sur k , admettant nour
élément neutre le point de X 5, k correspondunt & & , un calcul facile d'cbs-
tructions joint ? un raisonnement dil & ST7RE permet de prouver qu'il existe effec-
tivement sur X une structure multivlicative admettant la section s comme
section unité. (A partir de 12, utilisant 1z "t-doréme d'existence' de [2] pour
vasser au cas o A est noethéricn local comnlet, nuis la technique de descente
de [3) pour le cas général, on peut nrouver 1'¢roncd analogue pour tout S loca-
lement noethérien connexe). Tela prouve que le foncteur F(A) considéré ici est
isomorvhe au foncteur analogue défini au début de cz numéro en fuisant abstraction
de le structure multiplicative sur Xo . T1 s'ensuilt en perticulier que, si tw
egt 1'idézl maximal d2 O, Hl/ﬁxz est canoniquement isomorphe cu dual de

Hl(XQ s Q;X /k) 2t est donc de dinmension n2 , 04 n = dim XO « I1 sersit fort
: )

intéressant de déterminer si 0 est bien simple sur A s 1. e. isomorphe & une

5
algébre de céries formelles & n~  inad erminéss sur /\. . le paragraphe 1, pro-
vosition 5, 2 permat de donner une formulation 3quivalente de ce probléime comme

un probléme d'existence de schimas abéliens se rdduisant suivant un schéma abé-

lien donné. On voit en tous cas, pur voie transcendante, que la réponse est affir-
mative si k est de caractéristicuc 0 . Zn caractéristique p #Z0 , il suffit

évidemment de se borner cu cas oh - est 1l'anneau des vecteurs de Witt construit
Sur un corps algébriquement clos k . Ce serait meut-8tre 12 moment rour le "fonc-

teur de Greenberg" de faire ses preuves...

5. Bxtension des revétements.

Soient ¥ un rré-schéma formel nosthérien [2], U une partic ouverte de 9{,,
définie localsment par la "non anrulation® d'une section de 5&;} qui est non
diviseur de zéro , donc assez ~ros nour que toute section de ‘936 .sur un ouvert
V nulle sur U NV soit nulle. Soit ~ un "idéal de définition" rour # , et
soit Xn = (g{%, 52%;47 n+1) , qui est donc un pré-schéma noethérien ordinaire.

. “ s a , ~7 . , ,
Si alors £ , %7 cont deux revitements plats de o, (i. e. deux prée-schémas

sur % définis per des Taisceaux d'algbbres qui sont cohérents et localement

libres comme faisceaux de modules), non ramifiés sur U , 1'apnlicstion évidente

Homﬁﬁ(%' , Hm) HomXo(Xc') y X

. ) . . . . 2Vl PRRTS . o - . 2,
est injective, en varticulier un automorrhisme de %' qui induit 1'identité sur

N

Xé‘ cst 1l'identité. Cela vermet d'apnlicuer ¢ la situation la technicue de des-

cente. Fertons en particulizr, d'un revétement nlat Xé de Xo , non ramifié
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au-dessus de Uo , soit G(ﬁﬁ) 1'ensemble des classes, & un isomorphisme prés
(induisant 1'identité sur X} ) de revétements nmiats X' de ¥ qui induisent
Xé sur XO (et sont donc nécessairement non ranifiés sur U ). On définit de
méme (V) pour toute partis ouvarts V de ¥, et nlus ginéralement G(ﬁi)

. . ¥ LA . 4
pour tout pré-schéma formel 4 au-dcecsus de ¥ . “2la dit, les résultats d=

R

[2] et [3] impliguent d'abord les résultats suivante 3

. . \ .
a. Lorsque V est un ouvert variable de X , les G(V) forment un faisceau

4] . . . N T s
sur 6 , soit P?: G . La restriction de ce faisceau & T est le faisceau
constant dont les fibres sont réduites 2 un élément.

De fagon plus générale, la détermination des fibres de G, est uns question
Ko

d'anneaux locaux complets; de facon priciss :

i

W ~
b. Pour tout x¢ A , ona G G(Snﬂc(“.¥, ), (= classes #un isonaphisme prés

XP
d'algebres finies et libres 2 sur JKX’X munies d'un isomorpaisme de
)
Bw 0., avec 0O' , ol 0' est le faisceau d'algebres sur [ qui
U{ ~A. s X QX O o]

rd - ?
définit Xé ),

c. On & un isomorphisme canonique GCop = lim G~» , €2 d'autres termes, nour

) ~a <3 - o 1

h
n) .

tout ouvert V dz % , on a G&(V) = lim C(V
d. Sunrosons que ¥ se diduise d'un schéma ordinaire proopre X sur un anneau

(018

local noethérien comvlat A avant un iddal do définition ‘rei, en nrenant 1z

v . »
comrlété J-adicue de OX , o% J = &0 . Ahlors G(*%) est cocnoniquement iso-
) A N o~ - |
N » e . . o .
morvhe 3 1'enscmble des classes de revétzmert ~lats du schéme orainaire 4 qui

fise réduisent sulvant Xé ",

De fa on imagée, on peut dire que (a) =t (b) ‘tablissert relations fondamen-

puy

1las
tales entrs 1l'aspect local ct 1l'zsnect global iu provléme (c) donne les relations
P ’
d

c
entre l'aspect "fini" et 1l'aspect "infiritsizal™ , enfin (d) rappelle (sous les
1

conditions précisdes) 1'identité entrs 1'aspect "formel® et 1'uspact "algébrique”.

Supposons maintenant quc X soit défini sur un anneau local noethérien complet
A, avec T = mxoy: (donc £ est un rréi-schéma sur A/t ). Pour toute al-
-

gebre A ‘finie sur /A, voso-s

r(a) = o(% ) A) .

C'est un foncteur covariant en A , # valeurs dans la catégorie des ensembles,
et d'eprés (c) ce foncteur est comrplétement connu si oun le connalt pour 4 arti-
nien ; et il revient au méme de dire que ce foncteur est rro-représentable, i. e.

de la forme

_ 0
F(a) = O A _alpibres ton.((/ » 4)
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on ¥ estane A:algébre topologicue du type envisagd dans &, paragraphe 5, ou
de dire qu'il en est de m8me quand on se restreint aux A artiniens. La conjonc-

tion des théorémes 1 et 2 implique alors effsctivement:
PROPOSITION 5, 1. - Le foncteur précédent zst rro-représentable.

Bien entendu, d'aorés (a), si U =¥ , () est riduit 2 un seul $1lément

4

w:

pour tout 1} sur %, st le fonctsur F est alors. sans grand intérét (on
|4

/

aura O = A ). I1 semble gue dans nretiquement tout autre cas, 1l'anneau local

topologique O nrest pas nocthédrien. Son cxistence met néanmoins en évidence,

de fegon Trarpante, la nature "continue! dc 1'ensemble G(¥) des solutions

(correspondant intuitivenent au fait qu'il y a un choix "continu" dana la fagon
dont la ramnification se¢ propage quand on fait une sxtensisn de Xé ). On compare-
ra ce résultat avec le roint de vue de J. P. SERRE [4] en théorie du corps de
classes local, mettant lui aussi en évidencz le caractére continu du groupe ds
Galois topologique de 1l'oxtension abdlienne maximale d'un corps local "géométriquet,
le groupe dual (eu sens de Fontrjagin) v apparaissant comne une limite inductive
de groupes algébriques (ou du moins quasi-algébriques) ; ici aussi, la classifi-
cation des extensions est donnée war des "variétds® de dimension infinie. D'ail-
leurs, on peut prendre dans cz qui précéds pour 3E: le spectre formel d'un an-
neau local complet (dont L\ sera nar exemple, un sous-annceu de Cohen), et on
peut espérer que les résultats de ce numdro vuissent &tre utilisds dans 1'étude
des extensions d'un anneau local complet de dimension >1 . dusgsi bicn dans le
cas local que global, ils permettront peut-8tre de formuler des relations préci-
ses entre les ohénoménes de ramification supérieurc, ot des phénoménes en carac-
téristique O (abordables par voie transcendantc). Bn tous cas, c'est l'analyse
préliminaire & la wrorosition 5, 1 qui ner-et d'étendre au cus Ttamelv ramifiedt
les méthodes exrosées dans [2] rour 1'étude du grovpe fondamental, et de résoudre

par voie transcendante ls "probléme des trois voints™..

Pour finir, signalons que la situation se simplifie lorsque X0 est de dimension

1 : alors, en vertu de (a) et (b) G(¥) s'identific 2 1 | G(‘Spec(Oj)ex )) , ou
. - Lot 9 »

. o i,. . i
les Xy gont les roints de Ay - U : on meut se donner arbitrairement 18z exten-

sions "locales’ aux woints de ramification. De plus, lorscue X est normale
* ! H o 3

on constate que le schéma formel des modules geranti par 5, 1 est simple sur
Spec(/\) .
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Séminaire BOURBAKI 212-01

13e année, 1960/61, n° 212 réopior 1961

TEGHNIQUES DE CONSTRUCTION ET THEOREMES D'EXISTENCE EN FOMTRIE ALGFBRIOUE
IIT : PRESCHEMAS QUOTIENTS

par Alexander GROTHENDIECK

Introductione

Les probldmes traités dans le présent exposé différent de ceux envisagés dans
les deux précédents, en ce qu'on essaye de représenter certains foncteurs cova=-
riants, et non plus contravariants, de schémas variables. Le procédé de passage
au quotient est cependant essentiel dans beaucoup de questions de construction
on géométrie algébrique, y compris celles des exposés I et Il ({17, [2]). Ainsi,

1a question de 1'effectivité d'une donnée de descente sur un Twpréschéma X |

relativement & un morphisme fidélement plat et quasi-compact T - S , équivaut
3 la question de 1l'existence d'un quotient de X (satisfaisant les propriétés
raisonnables examindes plus bas), pour la relation d'équivalence plate dans X
définie par la donnde de descente ; les questions soulevées dans {13, 4, 8 2¢
se résoudront sans doute en méme temps que les questions posées dans le paragra-

phe numéro 2 du présent exposé. De méme, le schéma de Picard (pour la définition;

efe [2], G, §3) d'un S-schéma X peut se définir de diverses maniéres comme
quotient de certains autres schémas (de diviseurs positifs, ou dtimmersions dans
un projectif) par des relations dt fjuivalence plates, la définition et la cons-
truction de ces schémas auxiliaires étant d'ailleurs techniquement plus simple @
ce sont en effet des schémas du type EEES(X , ¥) et variantes définis dans

[2],C, §2, et dont la construction sera 1'objet de 1texposé suivant (sous des
hypothéses de projectivité convenables) . Combinant donc les résultats du présent
exposé et du suivant, on arrive & la construction des schémas de Picard, sous

des hypothéses convenabless

Le probldme du passage au quotient dans les préschémas offre encore plusieurs
questibns non résolues. La plus importante est mentionnée dans le paragraphe 8.

Elle reste actuellement le seul obstacle & la sonstruction des schémas de module

sur les entiers pour les courbes de genre arbitraire, les variétés abéliennes

polarisées, etc. C'est dire que sa solution mérite les efforts des spécialistes

des groupes algébriquess
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1. Relations d'équivalence, relations d'équivalence effectivess

Soient 'g“ une catégorie, et X un objet de &. Un couple de morphismes

->

plﬁpz:R**X

est dit "couple d'équivalence’dans C , de but X et de source R , si pour tout
~ il i AS

objet T de G , les deux applications correspondantes

5 @) , 5, ¢ B 3 X(D)

(o pour tout objet Y de G , on pose Y(T) = Hom(T , ¥) ) définissent une spplica-

tion
R(T) -» X(T) x X(T)

induisant une bijection de R(T) sur le graphe d'une relation dtéquivalence dans
1tensemble X(T) . On introduit entre les couples d'équivalences de but X une
relation d'équivalence évidente, une classe d'équivalénce pour cette derniére est

appelée une &—relation d'équivalence dans X , ou simplement une relation d!'é-

quivalence si aucune confusion n'en résulte.

Si X x X existe, la donnée d'une relation d'équivalence dens X équivaut a
la donnée d'un sous-objet R de X x X , tel que, pour tout objet T de G , le
sous~ensemble de (X x X)(T) = X(T) x X(T) qui correspond & R(T) soit le gra-
phe d'une relation d'équivalence dans X(T) « Désignant par p et p, les mor=
phismes de R dans X induits par les projections pry et Ty oy la condition
précédente exprime que (p1 ’ p2) est un couple d'équivalences On peut aussi ex-
primer diagrammatiquement dans &' (sous réserve de 1l'existence de X x X et du
produit fibré R , p2) xg ® , pl) ) les axiomes d'une relation d'équivalence
au sens ensembliste pour les R(T) dans les X(T) , conformément au principe gé-

néral expliqué dans [2],4, § 1. Nous n'en aurons p~s besoine

Chaque fois qu'on a un couple de morphismes (p1 , p2) de mfme source R et de
méme but X , on peut définir le conoyau du couple comme ltobjet Y de G qui

représente le foncteur covariant en 72 @

Hom Z
P o p2(X ’ ) !
ensemble des morphismes u de X dans 72 tels que up; = up, e Si Y existe,
il est déterminé 4 un isomorphisme unique prése. On le notera Y/(pl ’ p2) ou,

par abus de notation, Y/R , cette derniére notation étant surtout employée lorsque
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(p1 s p2) est un couple d'équivalence : il est d'usage alors d'identifier dans
les notations la relation d’'équivalence définie par le ccupla, 6t R . Hoter que
si on considére Y comme un quotient de X , il ne dépend en effet que de la re-

lation d'équivalence définie par le couple () > p2) .
Partons maintenant d'un morphisme
fi:1 X =» X

qui permet donc de considérer X comme un "objet au~dessus de Y " s et suppo=

gsons que le produit fibré

-
&(f/ =X xYX

existe. Soient P, et p, ses deux projections. Alors (pi ’ pz) est un cou-
ple d'équivalence, dit associé au morphisme f . I1 définit donc une relation

dtéquivalence, dite acsocide 3 f

On dit qu'un couple de crphismes (pi R p2) de but X , de méme source R ,

est un couple d'équivalence effectif, si
(i) le conoyau X/(p1 , p2) =Y existe
(ii) le produit fibré X xg X existe

iii) le morphisme R - X x, X de composantes p, et p, est un isomorphis-
Y 1 2
mes

Alors le couple (p1 5 p2) est bien un couple d'équivalences On dit aussi que

la relation d'équivalence qu'il définit est une relation d'équivelence effectives

On dit qu'un morphisme f : X = Y est un épimorphisme effectif si

(1) le produit fibré X xy ¥ = R existe ;

(11) 1e quotient X/(pl 5 pz) existe, ob p; et p, sont les deux projections
de R dans X ;

(1ii) le morph sme X/(p1 R p2) » Y induit par f est un isomorphismes

Alors f est bien un épimorphisme, et méme un épimorphisme strict (cfe [17,

A. % 2. 3) ; la réciproque étant vraie si le produit fibré X xy X existe. On

dit aussi que l'objet quotient de X défini par 1'dpimorphisme f est un quo-
tient effectir de X ,

Les définitions précédentes impliquent 1la ®correspondance geloisienne" suivante 3
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PROPOSITION lel. = Il y a ccrrespondance biunivoque, respectant les ordres na=-
turels, entre 1'ensemble des relations d'équivalence effectives R dans X,
et 1'ensemble des quotients effectifs Y de X , & R correspondant le quotient
effectif X/R , et & Y correspondant la relation d'équivalence effective dé-
finie par la projection canonigue X - Y , (qui est définie par le produit

fibré X xy X muni de ses deux projections) s

Dans les trés bonnes catégories (ensembles; faisceaux dfensembles, etcs) tout
quotient est effectif, e* toute relation d'équivalence est effective. Il n'en
est plus de mére dans les catégories telles que la cntégorie des préschémas au-
dessus d'un préschéma S Aonné, méme lorsque S est le spectre d'un corps, et
méme en se ernant sux schémes finis sur S » Les questions d'effectivité, et
méme (dans le cas de préschémms non finis sur S ) les questions d'éxistence de

quotients, sfavérent le plus souvent délicntes.

2. Exemple ¢ préschémss finis sur S .

Soit C 1la catégorie des préschémrs finis sur S , supposé localement noe thé-
rien. Blle est équivalente & la catégorie opposée de la catégrzie des faiscenux
cohérents d'algébres commutatires sur S , ou encore, si S est offine d'anneau
A, . la catégorie opposée de la catégorie des A~algebres finies sur A {i. e
qui sont des rmodules de type firi sur A )- On en conclut tout de sulte que dans
i;’ les limites projectives finles et les limites inductives finies existent.
Clest bien connu {sans aucune hypothése de finitude...) pour les premi’-ese
Ainsi le produit fibré de préschémas X , T sur S correspond «1 produit ten-
soriel B ®y C des algdbres ccorrespondantes, le noyau de deux morphismes
X 3 Y, défini par deux homomorphismes de A-algébres u,vs C % B, cor-

respond au quotient de B par 1'idéal engendré par les u(c) = v(c) , etc. Pour

: les limites inductives finies, il suffit de considérer d'une part les scmans
finies, qui ccrrespoident au produit crdinaire de A--algdbres, et d'autre part
les conoyaux de couples de morphismes X 3 Y , qui correspondent en effet,
(comme on constate aussitbt) au sous-anneau de C ensemble des é1éments ol les

.
gre.2e

homomorphismes u , v ¢ C 3 B coincident (ce dernier est fini sur 2 ¢

4 l'hypothdse noethérienne). Notons d'ailleurs qu'on peut montrer, utilisant
1'hypothdse noethérienns, que les limites inductives finies, et en particulier
les quotients, ainsi construits d-ns la catégorie G des préschémas finis sur

S , sont en réalité des quotients dans la catégorie de tous les préschémas.
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Comme nous avons dit dans [1], il y a dans C des épimorphismes non effectifs

(ou stricts, cela revient au méme puisque les produits fibrés existent). J'ignore

si les relations d!'équivalence somt toujours effectives, lorsqulon ne fait pas

dthypothése de platitude. Je n'al obtenu,dans cette direction, que des résultats
trés partiels, positifs, indispensables pour la démonstration du théoréme fonda-
mental en théorie formelle des modules (cf. [2], B, th. 1)+ Signalons qu'il est
facile dans le probldme posé de se ramener au cas oi S5 est le spectre d'un an-
neau A artinien local, de corps résiduel algébriquement clos. Mais méme si A

est un corps, la réponse n'est pas connues

On peut aussi considérer le cas d'un préschéma X sur S qui ntest plus sup-
posé fini sur S , mais en considérant une relation d'équivalence R dans X
telle que p; @ R - X soit un morphisme fini. On dit alors que R est une
relation d'équivalence finie. Supposant pour simplifier S et X affines {donc
R affine, de sorte que la situation ost ramenée a une situation de pure algébre can-

mutative), on ignore méme dans ce cas s'il existe un quotient X/R =Y et sile

morphisme canonique X - Y est fini.(Le cas le plus simple est celui ou on

suppose que S est le spectre d'un corps k , et ou X est le spectre de

k[t] , i. e+ la droite affine),Bien entendu, si les deux problémes précédents se
résolvent par l'affirmative, on peut conclure dans la situation présente que R
est effective. Notons que le probléme de 1l'existence d'un quotient Y at de la
finitude de £ ¢+ X = Y se pose dans exactement les mémes termes si, au lieu
d*un graphe d'équivalence dans X , on a seulement un prégraphe d'équivalence

dans X , au sens du paragraphe 4.

La question du passage au quotient par une relation d'équivalence finie plus
ou moins srbitraire se pose dans la construction des préschémas par "recollement"
de préschémas donnés Xi suivant certains sous-préschémas fermés ; la loi du
recollement s'exprime précisément par une relation d'équivalence finie dans le
préschéma somme X des Xi . I1 faut s'attendre aussi que la solution des pro-
blémes posds ici et de diverses variantes, sera une condition préliminaire a la
mise au point d'une technique générale de constructions non projectives, dans la

direction inauguréde dans [2].

Le seul fait général positif conmu du rédacteur est le suivant ¢

PROPOSITION 2¢1. - Soient S un préschéma localement noethérien, s un point

de S , et Q une extension algébriquement close de k(s) . Considérons le
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nfoncteur-fibre" correspondant F , associant & tout S-schéma X fini sur S,
lt'ensemble des points de X/S & valeurs dans . Ce foncteur (trivialement

exact & gauche) est exact & droite, i. e. commute aux limites inductives finies,

et en particulier aux conoyaux de couples de morphismese

En utilisant ce résultat pour tous les "points géométriques" de S , on en déduit
gque la catégorie C' "quotient" de C , obtenue en raisonnant "modulo morphis-
mes surjectifs radiciels" (i. e. obtenue en adjoignant formellement des inverses
pour les morphismes en question) , est une catégoric "géométrique”, i. e. satisfait
les mfmes propriétés "de nature finie" que la catégorie des enscmbless En parti-
culier, toute relation d'équivalence y est effective. Cela implique que si R
est une relation d'équivalence dans un X fini sur S , alors le morphisme ca-
nonique R - X x, X (ou Y =X/R) est radiciel ct surjectif (en fait une im-

Y
mersion fermée surjective, puiscue c'est un monomorphisme).

3+ Cas d'un groupe d'opérateurse

On suppose de nouveau que ii’ est une catégorie quelconques. Soient G , X des
objets de .9»’ et supposons que G est un C-groupe d'opérateurs sur l'objet X
de C . Cela signifie (cf. [2], A, §1) que pour tout objet' T de C , on s'est
donné une structure de groupe sur G(T) et une structure d'ensemble & groupe d'o=
pérateurs G(T) sur X(T) , de telle fagon que pour T variable, les structures
en question "varient fonctoriellement" avec T . Si dans G les produits G x G
et G x X existent, une telle structure peut encore se définir comme un couple

de morphismes
GxG =» G, n: GxX = X

soumis & la conditlon que pour tout objet T de C , les lois de composition cor-
respondantes pour les ensembles G(T) et X(T) fassent de G(T) wun groupe opé-
rant sur X(T) « La traduction de cet axiome par la commutativité de certains
diagrammes dans :2’ est facile, mais.fastidieuse, et en fait, parfaitement inuti-

le dans tous les cas & ma connaissance.
Supposnns que G x X existe, et considérons les deux morphismes
Py » Py 8 GxX 3 X

avec
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Pp =Py, PpE v
On constate aussit8t que le couple (p1 5 p2) est un couple d!équivalence si, et
seulement si, pour tout objet T de ‘gv, 1'application
G(T) x X(T) v (G x X) (T) - X(T) x X(T) s

définie par ce couple, est injective, i. e. si le groupe G(T) opére librement
sur l'ensemble X(T) , i« eo ge G(T) , xe€X(T) , gox = x implique g = é1é-
ment unité du groupe G(T) . On dit alors que G opére librement sur X , (ou que

X estun L-espace principal sous G ). La relation d'équivalence associée au cou=

ple (p1 ’ pz) est alors appelde la relation d'équivalence définie par le groupe
G opérant librement sur X o Lorsque X x X existe également et qufon considére
le morphisme

ps GxX -» XxX

défini par le couple (pl s p2) , la condition que G opére librement signific
que p est un monomorphisme.

Bien entendu, méme lorsque G n'opere pas librement sur X , on désire avoir des
eritdres dlexistence d'un quotient de X par G , i. e. du conoyau du couple

(py » p,) précédent.

Le conoyau en question sera souvent noté X/G , ou de préférence G\ si G opeé-
re 3 gauche (la notation précédente étant réservée au cas ou G opére & droite).
On notera que méme lorsque "1l'image" de G x X par p existe (cette image étant
définie par exemple comme le plus pebit sous-objet de X x X vpar lequel on peut
factoriser p ), soit R , cette derniére n'est pas le plus souvent une relation
dtéquivalence dans X . Si on essaye alors de passer directement au quotient par
R (ou plus précisément, par le couple des morphismes de R dans X dinduits par
les deux projections pr, ) on perd sans espoir les caractéres particuliers du
couple de départ (p1 5 ;2) . I1 importe donc de trouver une généralisation de la
notion de relation d'équivalence, s'appliquant directement au couple défini par
un :i:groupe dtopérateurs.

4, Pré-relations d'équivalence.

Rappelons qu'on appelle grougoide une catégorie ol tous les morphismes sont des
isomorphismes. D'autre part, une catégorie doit 8tre définie comme formée de deux
ensembles de base (X , R), 1l'ensemble des objets et l'ensemble des fléches, munis

des structures suivantes ¢
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(1) Un couple d'applications
pp Pt B 3 X

appelées application-source et application~but,

(ii) Une application
n%(R,pz)XX(R,pl)éR

appelée application-composition.

Ces donndes doivant satisfaire & des axiomes bien connus, quc nous ne répéterons
pas ici, et qui pourraient stexpliciter par la commitativité de certains diagram-
mes, et l'existence d'une application D ¢ X - R (nécessairement unique)
rond commutatifs deux autres diagrammes. D correspond au passage d'un objet

3 1a fldche identique correspondante, et satisfait a
plszzDzid,x .
Dire que la catégorie est un groupoide signifie alors qu'il existe une application
s: R - R

(nécessairement unique), appelée la symétrie de R, transformant cheque fléche
en une fldche inverse, ce qui pourrait s'expliciter par la commutativité de qua-
tre autres diagrammes, formés au moyen de s , A et des données précédentes, et

dont les deux premiers s'écrivent @
P13=P29P25=P1 .

Ces points étant rappelés, les définitions générales dans ([(2], 4, § 1) montrent
en particulier ce qu'il faut entendre par une structure de l&rcaté orie, respe
de C-group01de, sur un couple d'objets X , B d'une catégorie quelconque
C t c'est, par définition, la donnée, pour tout objet T de C s d'une structure
de catdgorie resps de groupoide au sens ensembliste, dont 1'ensemble des objets
soit X(T) , et 1l'ensemble des fléches R(T) , ces structures yariant foncto-

riellement” avec T variable. Cela implique donc la définition de deux morphismes
Pl:PQ‘.‘R:))X

appelés marphisme-source et morphisme-but, et lorsque le produit fibré voulu

existe d'un morphisme
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TC:(R,pz)xx(R,pl)-éR

appelé morphisme composition , ces trols données suffisant alors & déterminer la
structure de catégorie sur %X , R , 1'axiome a metlre sur ces donnédes étant le
suivant : pour tout T , les trois domnées correspondantes pour X(T) , R(T) 4é-
finissent sur ce couple dicasembles une structure de catégorie, {(resp. de groupoi-
de). Le cas échéont, cela peut s'exprimer par la commtativité de certains dia-

grammes, impliquant un morphisme bien déterminé
D: X = R

ot dans le cas des groupoides, un morphisme bien déterminé
s R » R,

diagrammes qui s‘explicitent comme dans le cas tensemblistel. Cette interpréta~
tion fa. sidieuse des axiomes est heureusement inutile pour la pratique, le seul
intérét théorique de 1la possibilité d'exprimer les donndes et axlomes a4 partir
de morphismes et éznlités de morphismes entre certains produits fibrés étant le
suivent : si on a un foncteur F : C -+ GC! exact 4 gauche (i+ e. commutant
aux produits finis et aux produits fitrds), il transforme une G-catégorie
(resps un C-grou;oide) en une ! vetégorie (resp. en un GY-groupoide) (sous

réserve de 1°--istence des produits finis et produits fibrés dans «9»)°

I1 est impcrtant en pratique desavoir interpréter les morphismes Py 5 Py 5 n,

D , s comme des opérations simplicimiac dans un objet semi-simplicial ou simpli-

cial convenable de - S ; du moins lorsque dans G les produits fibrés existent.

Pour fixer la terminologie, introduisons la catégorie ,§, des simplexes-types

comme la catdgorie dont les objets sont les ensembles finis de la forme

Anz[O,n] oh n>0

(intervalle des entiers de 0 & n ), et dont les morphismes ou fléches sont les

applications quelconques entre ces ensembles finis. On notera que la catégorie

“S” est équivalente & la catégorie des enseriles finis non vides, ou on prend comme
‘morphismes les applications entre ensembles finis. Dans § , la somme d'une famille
finie non vide d'objets existe évidemment; ainsi que la somme amalgamée de deux
objets sous un troisitme (opération duale du produit fitré)s On désigne par

la sous-catégorie de PN ayant mémes objets, mais ol les morphismes sont les ap-

plications croissantes entre les A - Cotte catdgorie est équivalente & la caté-

gorie des ensembles finis totalement ordonnés non vides. Dans cette catégorie la
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somme de deux objets n'existe jamais, et la somme amalgamée de deux objets A ,
B sous un troisidéme C n'existe pas en général (prendre par cxemple
C

v

AO y A=F =A1 , les doux applications structurales u @ C = A et

C - B égales). Elle existe cependant dans certains eas, par excmple

C=AO, A:Am, B:An, u@©) =n, v() =0

et dans ce cas, on a

Un cbfet simplicial (resp. un objet semi-gimplicinl) dans une catégorie G  est

par définition un foncteur contravariant K de § (resp. de St ) dans G«
Un objet simplicial définit donc un objet semi-simplicial par restriction, mais
le premiére notion diffdre de la seconde essentiellement par 1a présence d'opé-

rations de symétrie dans les Kn = K(An) , qui correspondent aux transformés

par le foncteur X des éléments du groupe symetrique n +1 lettres (consi-

a
déré comme le groupe des automorphismes de & =~ dans S )

Ceci dit, pour tout n , soit Al"l (resp. A;'l) la catégorie finie, dont l'en-
gsemble des objets est An , définie par la relation d'ordre chaotique (resp. d'or-
dre total naturel) sur An (1'ensemble des fldches étant le graphe de 1a dite
relation d'ordre). I1 est évident que A} (respe. Ag) dépend fonctoriellement
de 1l'objet A ~de S_ (resp. S!) « Si alors % est une catégorie,

Hom(Al[l y Z) (respe. Hom(A;}l y Z) ) est, pour An variable, un foncteur de la
catégorie §~, (resp. é:) , dens la catégorie des ensembles, 1. e. un ensemble

simplicial (resp. semi-simplicial), dit associé & la catégorie Z @ soient yA

et Z" . On a d'ailleurs un homomorphisme naturel évident de 1l'ensemble semi~
simplicial associé & Z' dans 2" , et ce dernier est un isomorphisme si et scu-

lement si Z est un groupoide. Ceci posé :

PROPOSITION 4.1. - Le foncteur 2 ~e> Z" de ln catégorie des catégories dans
la catégorie des ensembles semi-simpliciaux est pleinement fidéle, et définit
une équivalence de la catégorie des catégories avec la catégorie des engembles
semi-simpliciaux, i. e. des foncteurs contravariants K de Q' dans (Ens) ,

qui transforment les sommes amalgamées A':C B du type précisé plus haut, en pro-

duits fibrés d'ensembles. De méme, lc foncteur 7 ~- 7! de la catégorie des

groupoides dans la catégorie des ensembles simpliciaux est pleinement fidéle,

et définit une équivalence le la catégorie des groupoides avec la catégorie des
T ———————
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ensembles simpliciaux, i. es des foncteurs contravariants X de ii' dans (Ens) ,

qul transforment des sommes amalgamées en rroduits fibrés.

On peut donc considérer les catégories comme des ensembles semi-simpliciaux
particuliers, et les groupoides comme des ensembles simpliciaux particuliers,
3 comlition bien entendu de raisonner "a un isomorphisme prés" comme il est de
rigueur quand on interprétc certaines structures en termes dlautres. Le procédé

habituel de réduction au cas ensembliste implique alors

COROLIAIRE 442, - L!'énoncé précédent reste valable quand on remplace les caté-
gories, groupoides, ensembles simpliciaux, par des ‘&-catégories, S:g‘oupoides,

C-objets simpliciaux, pourvu que dans G les produits fibrés existent.

L'objot semi-simplicial X dans G associé & une catégoric (X ,R , oo )
dans G peut stexpliciter, en interprétant la composante Kn = K(An) de K
comme étant la puissance fibrée (n + 1)-idme de [® , pl) sur X , cu mieux,

par la formule de récurrence,

Ko =R, Kn = (Kn-l 2 PI(ln‘-l))"X ®, Pl)

ol les pj(_n—l) (0 <1i<n-1) sont les projections naturelles de Kn-l dans
X (qui se définissent également par récurrence). De cette fagon, Pp 9Py » Ty
D , s s'interprdtent comme les opérations simpliciales qui correspondent res-
pectivement aux morphismes dans 3'»: face 0O de Al s face 1 de Al , face
(0,2 de A, , dégénérescence L) - B, symétrie de A, « Toutes les autres
opérations semi-simpliciales (rcsp. simpliciales) se déduisent formellement des

quatre (resp. cing) précédentes par composition et produits fibrés.

On appelle maintenant pré-relation 4!'équivalence dans un objet X d'une ce-

tégorie, la donnée d'un groupoide dont 1l!'objet des objets (si on peut dire) est

X . Une telle domnde comporte donc entrc autres un objet R et deux morphismes
P, s Pyt R 3 X ¢

Mais on notera que ces seules données ne déterminent pas la structure envisagée,
contrairement 3 ce qui a lieu pour les couples d'équivalence. Dans cet exposé,
nous nous intéressons 3 cette notion dans le but d'obtenir des critéres de possi-
bilité de passage au quotient, i. e. de formation du conoyau du couple (p1 ’ p2) .
L'énoncé du problime ne fait donc pas appel aux données supplérentaires inhéren-

tes & un groupoide. Dans la démonstration des résultats qui vont suivre, on se
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sert cependant de ces données supplémentaires, et en particulier des opérations
simpliciales ( y inclus des opérations de symétrie) jusquten dimension 3 (faisant

intervenir la puissance fibrée quadruple de R sur X ).

Une relation d'équivalence dans un objet X de GC définit une pré-relation
dtéquivalence : il suffit de le voir dans le cas ensembliste, et on associe alors
3 une relation d'équivalence, dans un ensemble X , le groupoide dont 1l'ensemble
d'objets est X ,et l'ensemble des fliches est l'ensemble graphe de la relation

d'équivalence.

Un 'g:monoide G opérant sur un objet X de C définit une ,g:catégorie dont
les objete de base sont R =G x X et X (sous réserve que G x X existe), et
qui est un “Ergroupoide si et seulement si G est un groupes Il suffit encore
d'en faire la vérification dans le cas ensembliste. On définit alors la composi-

tion des fléches (g , a) et (g' , gea) comme étant

(g , ga)(g,a) = (g g, 2)

ie 6o 81 a, beX ; alors Hom(a , b) est par définition le transporteur de
a dans b , et les morphismes se composent grice & la composition des éléments
de G .

REMARQUE. - On peut éviter les difficultés logiques que souléve un énoncé tel
que (4.1) en y sous-entendant que tous les objets envisagés se trouvent dans un

"Univers" fixé, (qui lui-méme est un ensemble).

5 Quotient par une relation d'équivalence finie et plate.

THEOREME 5.1. - Solent X = Spec(B) un schéma affine, ® une pré-relation d'é-
quivalence dans X , dont la composante R, est affine, soit R; = Spec (C) »
On suppose que la premiére projection Py ¢ Ry - X est un morphisme fini et
localement libre, en d'autres termes que 1l'homomorphisme d'anneaux correspondant
pi t B » C faitde C un B-module projectif de type finis Soit A le sous-
anneau de B noyau du couple d'homomorphismes Iﬂ ’ pé t B 3 C (= ensemble
des éléments b tels que pj(b) = pi(b) ). Soit ¥ =Spez(h) , et £ ¢ X » ¥
le morphisme défini par 1'immersion de A dans B . Sous ces conditions @

(1) B est entier sur A , i« e« f est un morphisme entier.

(1i) Le morphisme f est surjectif, ses fibres sont les classes d'équivalence
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ensemblistes pg(pzl(x)) dans X modulo R , et la topologie de Y est quotient
de celle de X .

(iii) Y est le quotient de X par R dans la catégorie des préschémas.

(iv) Si R provient d'une relation d'équivalence, alors le morphisme
f+ X o Y est fini localement libre (i. e« B est un A-module projectif de
type fini), et la relation d'équivalence est effective, i« e. R1 -+ X Xy X est

un isomorphisme.

Ce théordéme généralise le théoréme bien connu relatif au cas d'un groupe fini
G opérant par automorphismes sur l'armeau B , et & l'anneau A des invarilants,
ot la démonstration est analogue & la démonstration connuee On peut préciser
(1ii) ainsi :

COROLIAIRE 5.2. - Le morphisme canonique R, - X g X est surjectif.

Soit toujours R une pré-relation d'équivalence "finie et localement libre"
dans X , mais X étant un préschéma quelconque. Supposons qu'on puisse trouver
un préschéma Y et un morphisme f ¢ X - Y el que fp = fp2 y €t tel en

plus que la suite d'homomorphismes de faisceaux d'anneaux sur Y
0y » £,(8) 3 g,6)

soit exacte (o g = fpi) « Il résulte alors du théoréme qu'on a des conclusions
(i) & (iv) ammlogues & celles du théoréme, en particulier, per (iii), ¥ est le
quotient de X par R , et par suite déterminé & un isomorphisme unique prés.
On dira sous ces conditions que la pré-relation d'équivalence R dans X est

"admissible". Avec cette définition 3

THEOREME 5.3. - Soient X un préschéma, R une pré-relation d'équivalence
dans X , telle que p. ¢ R1 -+ X soit un morphisme fini et localement libre.
Pour que R soit admissible, il faut et il suffit que toute classe d'équivalence
ensembliste p2(p;1(x)) dans X modulo R soit contenue dans un ouvert affine
(condition toujours vérifide si toute partie finie de X est contenue dans un

ouvert affine, par exemple si X est quasi-projectif sur un schéma affine).

On montre en effet sans difficulté que toute classe d'équivalence mod R dans
X est alors contenue dams un ouvert affine stable par R , et on construit le

quotient Y par recollement des morceaux obtenus & 1'aide du théoreme 5.1.
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COROLIAIRE 5.4. - Supposons cette condition réalisde et que de plus R provient
dtune relation d'équivalence. Alors cette derniére est effective, i. ee
R1 -+ X Xy X est un isomorphisme, et f : X - Y est un morphisme fini lo-
calement libree.

On en conclut aussitdt, par "descente" :

COROLLAIRE 5.5, - Sous les conditions de (5.4), pour que X soit partout de
rang n au-dessus de Y , il faut et il suffit que (R, , p) soit partout
de rang n au-dessus de X . 8i X , R, sont des Z-préschémas et p > Py
des Z-morphismes, done Y un Z-préschéma, alors X est plat sur Z si et
seulement si Y 1l'est.

En résumé :

SCHOLIE. - La donnée d'un morphisme fini, localement libre et surjectif
f i1 X -+ Y de préschémas, est équivalente & la donnée d'un préschéma X muni
d'une relation d'équivalence R telle que p; 3 R - X soit fini et locale-

ment libre, et que toute classe p2(pI1(x9) soit contenue dans un ouvert affine.

REMARQUES 5.6.
1° On n'a pas eu & faire d'hypothése noethérienne.

20 Cette notion de passage au quotient comprend comme cas particulier la
"descente inséparable" de CARTIER, qui correspond & la détermination des morphis-
mes finis localement libres f : X - Y tels que f*(Qx) admette une p-base
par rapport & Oy { X étant un préschéma donné dont le faisceau OX est annu-
1¢ par le nombre premier p > O ). On notera que le résultat s'exprime aisément
sans hypothése de régularité sur les anneaux locaux et sans supposer que X est
un schéma algébrique sur un corps. La théorie de JACOBSON-BOURBAKI est obtenue

" en prenant pour X le spectre d'un corps de caractéristique p

3° GABRIEL avait auparavant obtenu un cas particulier du théoréme (5.3) dans
la théorie du passage au quotient pour les groupes commutatifs finis au~dessus
d'un corps k . [Comparer (7.4 ) J.

6« Quotient par une relation d'équivalence propre et plate.

[ 4 A »
THEOREME 6.1y - Soient S wun préschéma localement noethérien, X un S-scheé-
ma quasi-projectif, R wune pré-relation d'équivalence dans X , telle que :
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(@) p ¢ By - X est propre et plat 3 (b) By - X xg X est un morphisme
fini, ou ce qui revient au e en vertu de (a), & fibres finies (condition au-
tomatiquement vérifide si & provient diune relation d'équivalence). Sous ces

conditions :
(1) XR =71 existe, et (si S est noethérien) est quasi-projectif sur S .

(ii) Le morphisme canonique f i X = ¥ est surjectif, propre, ouvert, ses
fibres sont les classes d'équivalence pz(pzl(xj) dans X mod R , donc Y
s'identifie & 1l'espace topologique quotient de X par la relation d'équivalence

ensembliste définie par ® . Enfin, R, = X xy X est surjectif.

(11i) Si R provient d'une relation d‘équivalence, cette derniére est effec-
tive, i. o. Rl -» X Xy X est un isomorphisme, et de plus f ¢ X 5 Y est
plat (done fidélement plat).

Pour la démonstration, on se raméne & (5.1) grfice & des quasi=-sections conve-
nables de X pour R , la démonstration étant analogue & la construction des

groupes algébriques quotients dans le Séminaire Chevalley-

En résumé 3

SCHOLIE. ~ Soit X quasi-projectif sur S localement noethérien. La donnée
dtun morphisme propre, fidélement plat et surjectif £ ¢ X =+ Y de X dans
un S-préschéma Y , est équivalente 3 l1la domnée d'une relation d'équivalence

R sur X , telle que p °* R -» X soit propre et plats

La méme méthode donne le résultat suivant @

e 5

THEOREME 6.2. - Soient S un préschéma noethérien, X un préschéma de type
fini sr S , R wune pré-relation diéquivalence dans le S-préschéma X, on
suppose que ¢ (a) ©p : R, = X est plat et de type fini 5 (b) Le morphisme

R1 » X Xg X est quasi-fini, (i. e. & fibres finies) s Alors il existe un ou-

vert U dense dans X saturé pour ® , tel que 3

(1) 81 Ry est la pré-relation d'équivalence induite par ® dans U , alors
U/RU existe, et est de type fini sur S .

(ii) Le morphisme canonique U - U/<RU est surjectif et ouvert, ses fibres
sont les classes d'équivalence cnsembliste pour G{U , (donc U/RU est un espace
topologique quotient de U par 1a relation d'équivalence ensembliste définie
par Ry ), enfin le morphisme ((RU)1 - U XU/RU U est surjectif.
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(iii) S1i ® provient d'une relation d'éauivalence, on peut supposer U = IVWU
fidélement plat et &y effectif.

C'est 12 un résultat de nature essentiellement "pirationnelleM,

REMARQUES 643

10 Jtignore si dons (6.1) ot (6.2) 1'hypothése (b) est inutile. Elle nous obli-
ge pratiquement dans le passage au quotient par des groupes de nous borner au cas

ol les stabilisateurs sont tous des groupes finis.

2° On peut se demander s'il n'y a pas des résultats analogues 3 (641) et (6+2)
sans hypothése de platitude. Je n'ai aucun contre-exemple dans cette direction.
Par contre, mfme en gardant l'hypothése de platitude, et en se bornant & des rela-
tions d'équivalence telles que P ¢ R -» X soit plat et quasi-fini (mais non
fini), X étant affine, il peut arriver que R ne soit pas effective ¢ prendre
les relations d!'équivalence induites sur des ouverts affines recouvrant la varié-

té de Nagata (oh un groupe & deux éléments opeére de fagon '"non admissible").

7. Applications.

Comme nous l'avons dit dans 1'introduction, 1'application la plus importante de
(6+1) est la construction de schémas de Picard, ainsi que de solutions pour divers

autres problémes de "modules", sur lesquels nous reviendrons ultérieurement.

On obtient une démonstration simple du résultat suivant de SHIMURA 3

PROPOSITION 7.1. — Soit A un schéma sbélien défini sur un anncau de valuation
diseréte V de corps des fractions X . Alors tout schéma abélien B! sur X
isogéne & un quotiort de A &y K "re réduit bien pour V " i. es est isomorphe
dun Buoy 4, ot B est un schéma abélien sur V (essentiellement unique, rap-

pelons-—le) o

On peut supposer que B! est le quotient de AK par un sous-schéma en groupes
C' « (N. B. ¢ C' ne sera en général pas "réduit", i. e. ses anneaux locaux au-
ront des &léments nilpotents). Considérons le sous-schéma fermé C de A "adhé-
rence" de C' , i. e. le plus petit sous-schéma fermé de A tel que CK maj ore
Ct . On aura CK =C' , et du fait que V est un anneau de valuation discrete,
on tire facilement que C est un sous-schéma en groupes de A sur V « Comme
A est propre sur Spec(V) =S , il en est de méme de C , d'autre part A est
méme projectif sur S . On peut alors appliquer (6+1) pour construire A/C =B,
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clest 1le B cherché.

Enfin, des raisonnements essentiellement connus permettent de tirer de (6.2) 1e

résultat suivant @

THEOREME 7.2. = Soient S 1le spectre d'un anneau artinien, F et G des sché-
mas en groupes de type fini sur S , u F » G un homomorphisme de schémas

en groupes sur S . On suppose
(1) F est plat sur S
(ii) le noyau de u est fini.

Sous ces conditions, le schéma quotient G/F existe, le morphisme canonique
G - G/F est surjectif et ouvert, ses fibres sont les classes d'équivalence en-
semblistes définies par les opérations & droite de F sur G o Enfin, si u est
un monomorphisme, alors le morphisme G » G/F est plat et le morphisme
GxF - G X(G/F) G est un isomorphisme, en d'autres termes G est un espace
principal homogéne sur G/F , de groupe structural (opérant a droite) F , ou
plutdt F xg (G/F) considéré comme schéma en groupes sur G/F (cfe [1], By § 6)s

COROLIAIRE 7.3. — Sous ces conditions, pour que G soit plat sur S , il faut
et il suffit que G/F 1le soit. Si cette condition est vérifiée, alors le passage
au quotient par F commute & toute extension de la base S,etsi F estun
sous-groupe invariant de G , G/F peut &tre muni d'une structure de groupe
quotient de G par F .

La situation est particulilrement simple si S est le spectre d'un corps, car

alors tout S-préschéma est automatiquement plat sur S . On trouve ¢

COROLIAIRE 7.4. - Soient F , G des schémas en groupes de type fini sur un
corps k, et soit u: F - G un homomorphisme de k-groupese Alors u se
factorise en F » F* 4 G, o0 F » F'!' est un homomorphisme de passage au
quotient par le sous-groupe fermé Ker u de F , et ou F' » G est un homo-
morphisme de groupes qui est une immersion fermée. Le quotient G/F = G/F' exis~
tes Le formalisme habituel (genre théorgmes de Noether) est valable parmi les

groupes algébriques sur k

Ce résultat permet de traiter de maniére uniforme le passage au quotient dans
les groupes algébriques au sens classique (i. e. qui sont irréductibles sur k

et simples sur k ), et le passage au quotient par des sous—groupes "infinitésimaux"
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considéré par CARTIER. Il y a avantage & considérer les "hyperalgébres" intro-

duites par CARTIER, & la suite des travaux de DIEUDONNE sur les groupes formels,
comme des groupes dans la catégorie des schémas formels au-dessus de k , et le
cas échéant (s'ils correspondent & des hyperalgtbres de rang fini sur k ) comme

des groupes algébriques finis sur k .

8« Une conjecture.

Elle répond au besoin de savoir passer au quotient par le groupe projectif opé-
rant sur certains sous-schémas des "schémas de Hilbert" (ces derniers remplagant,

en théorie des schémas, les variétés de Chow).

Soient S un préschéma, et n un entier. A tout préschéma S' swr S , fai-
sons correspondre le groupe Gl(n , I'(St , ®S')) des matrices inversibles & n
lignes et n colomnes & valeurs dans l'anneau des sections de GS‘ » On obtient
ainsi un foncteur contravariant en S!' , dont on montre aisément qu'il est re-
présentable, il correspond donc & un schéma en groupes sur S , d'ailleurs affine
sur S , noté Gzﬁﬂs . Sa formation est compatible avec le changement de base,
de sorte qu'en réalité tout provient d'un schéma en groupes sur Z , noté G2(n) -
Le groupe G1(l) , appelé groupe multiplicatif et souvent noté Gm , correspond
au foncteur S ~~s I' (S, stk, groupe des "unités" sur S « On a un homomor-
phisme évident G1(1) - Gl(n) , et on construit facilement le groupe quotient,
noté GP(n - 1) et appeléd le groupe projectif de degré n -1 sur Z . Il re-

présente le foncteur qui,ad S, associe le groupe des sections du faisceau
li&ﬂn)slglfl)s ol lizxn)s désigne le faisceau des germes de sections de Gl(n)S
sur S . (On fera attention que les sections de GP(n - 1)S sur S ne provien-

nent pas en général de sections de Gl(n)S sur S ! ). Notons que 1'on peut

prouver que GP(n - 1) représente également le foncteur S ~~= AutS(ngl) ,
(ot PE'I est le schéma projectif-type de dimension relative n -1 sur S},

du moins pour S noethérien. C'est de cette fagon qu'il s'introduit en théorie

des modules.

Soit S un SChéma noethérien, qu'on peut si on veut supposer affine, et soit
X un Sepréschéma quasi-projectif, muni d'un-faisceau inversible £ +trés ample
relativement & S . On suppose que le groupe G = GP(n)S opere sur X et en
méme temps sur £ (de fagon compatible avec ses opérations sur X ), et qu'il
opére librement sur .S .
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CONJECTURE 8.1+ = Sous les conditions précédentes @

1° La relation d'équivalence définie par G est effective, le guotient Y=Y

est de type fini sur S et le morphisme canonique f 3 X - Y est plat et sur-

jectif (donc X devient un fibré principal homogene sur Y , de groupe

20 Spit £' 1le faisceau inversible sur Y déduit de £ par "descente fidele-
ment plate" par f f{cf. [1], B, § th. 1). Alors £' est "préample" sur Y par
rapport & S , i. e, il existe un entier m et un morphisme quasi-fini de Y dans

?g , tels que (£1)®® soit isomorphe & 1'i-

un schéma projectif-type convenable

mage inverse de O N(1) .
Fs

On notera que mdme si X est géparé sur S , il pourra arriver que Y ne soit

pas séparé sur S (situation qui se rencontre dams des situations de "problémes
de modules" pas du tout pathologiques). Si 1° est vérifié, alors Y est séparé
si et seulement si la relation d'équivalence définie par G a un graphe fermé,
o 6e 58 GxX o X xX a une imge fermée (c'est alors une immersion fermée) «
Si Y est séparé, alors £!' est préample sur Y par rapport a S5 si et seu-
lement si il est ample, i. e. si une puissance tensorielle convenable définit
une immersion projective. Dans les problémes de modules mentionnés dans 1'intro-
duction, on peut montrer que la relation d'équivalence & laquelle on parvient a

bien un graphe fermé.

REMARQUES 8.1, - Nous avons supposé G = GP(n)S pour fixer les idées et parce
que c'est le cas le plus important en pratique, & 1l'heure actuelles L'hypothése
raisonnable & faire sur G semblerait plut8t que G soit une des "formes" sur
S d'un des groupes de Tohokfl (dont la construction sur les entiers a été faite
également par CHCVALIEY) . Le seul fait positif qui me soit conmu dans la dircction
de la conjecture précédente est le suivant : Soit X wun schéma affine sur un corps
k decarsctéristione O chle grao Gl(n}& cu GP(n - 1), opére librement. Alors la rela-

 tion d'équivalence définie par G est effective, le quotient X/G est également

affine, et le morphisme X = X/G est plat et surjectif. La démonstration utilise

le fait suivant (qui pour 1'instant n'est démontré qu'en caractéristique O ) s
lorsque 1l'on fait opérer G sur l'anneau affine A de G, considéré comme espace
vectoriel sur k , la représentation triviale de G n'intervient qu'une fois

(dans une suite de composition d'un sous-espace vectoriel de dimension finie sur

k stable sous G ). Il semble possible qu'une utilisation systématique de la
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théorie des représentations lindaires de G finira par donner une démonstration
de la conjecture, du moins lorsque 1l'on est sur un corps de bases Lorsque l'on

n'est plus sur un corps de base, le conférencier ignore toute
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TECHNIQUES DE CONSTRUCTION ET THEOREMES D'EXISTENCE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE
IV : TES SCHEMAS DE HILBERT

par Alexander GROTHENDIECK

INTRODUCTION. ~ Les techniques exposées dans [2], I et II, étaient pour 1'essentiel
indépendantes de toute hvpothése projective sur les schémas envisagés. Malheureu-
sement, elles ne permettent pas & l'heure actuelle de résoudre les problémes dlexis-
tence posés dans 1'exposé II de [2]. Dans le présent exposé et le suivant, nous
allons résoudre ces problémes moyennant des hypothéses projectives. Les techniques
employées sont typiquement projectives, et ne font pratiquement pas usage des ré-
sultats de I et II de [2) Ici, nous allons construire les tschémas de Hilbert" des-
tinds a remplacer 1'utilisation des coordonnées de Chow, comme il a été dit dans
[2], II, n® 2. Dans l'exposé suivant, la théorie de passage au quotient dans les
schémas développée dans III, jointe 2 la théorie des schémas de Hilbert, nous per-
mettra par exemple de construire les schémas de Picard (définis dans [2], II; n® 3)

sous des conditions assez générales.

En résumé, on peut dire qu'on dispose maintenant d'une technique de constructions
projectives & péu prés satisfaisante, sauf qu'il manque encore (%) un thérréme do passage
au quotient par des groupes tels que le groupe projectif, opérant "sans points fixes',
(cf. [2], III, n® 8). La situation semble méme un peu meilleure en géométrie ana-
lvtique (lorsqu'on s'y borne & 1'étude des espaces analytiques projectifs" sur un
espace analytique domné) , car pour les espaces analytiques la difficulté de pas-
gage au quotient par un groupe opérant joliment disparait. Par ailleurs, en géomé-
trie algébrique comme en géométrie analytique, il resteruit 2 mettre au point une

technique de construction valable sans hypothéses projectiveéo

1, Familles limitées de faisceaux $ propriétés de permanence.

Soient k un corps, et X un k-préschéma, de type fini pour simplifier. Pour

toute extension K/k , on en déduit donc un K-préschéma X, =X @ K « 51 § est

un faisceau cohérent sur Xk set si K! est une extension de X , alors 5’®K K'= ¥

est un faisceau quasi-cohérent sur L @y Kt =Xy o Qeci dit, si K et X' sont

deux extensions quelconques de k , § un faisceau quasi-cohérent sur XK et &

(*) Voir 1'edditif 2 la fin de 1'exposé.
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un faisceau quasi-cohérent sur XK' y on dira que § et & sont équivalents s'il
existe des X=homomorphismes de K , K' dans une méme extension K" de k , tels
que Ek" et Sk, soient isomorphes sur XK" o C'est 12 une relation d'équivalence,
et on s'intéressera & des classes d'équivalence de faisceaux pour cette relation,

et des ensembles de classes d'équivalence. Notons que ci Xo est de type fini sur
k , alors toute classe de faisceaux cohérents peut &tre définie par un faisceau co-

hérent sur un XK , o K est une extension de type fini de k . On peut alors,

dans la définition des classes de faisceaux cohérents, se borner aux extensions

- algébriquement closes de k , et on peut aussi se limiter & une extension algébrique~

ment close fixée € de k , de degré de transcendance infini, deux faisceaux cohé-

rents § et F sur XQ

morphisme o de Q, tel que Foy (0, o) soit isomorphe & S . On constate qu'il

dtant dquivalents si et seulement s'il existe un K-auto-

y a correspondance biunivoque entre les classes de faisceaux cohérents pour 1l'une

ou 1l'autre définition.

Soient E , E' deux ensembles de classes de faisceaux, cohérents sur X o Consi-
dérons les classes de *ous les faisceaux de la forme $@ & , ou & et &' sont
- des faisceaux cohérents sur un‘gégg XK > la classe de & étant dans E et celle
de %' dans E' . On trouve ainsi un ensemble de classes de faisceaux cohérents,
qu'on notera E® E!' o On définit de méme les «ngi (E ;, B') , etc. De fagon géné-
rale, & toute fonction U , associant & toute suite 51 9 eee 5n de n faisceaux
cohérents sur un méme XK un ensemble u(51 5 soo Sh) de faisceaux cohérents
sur X et ayant une propriété évidente de compatibilité avec les isomorphismes
de faisceaux et les images inverses par changement de basd, on associe une fonction,
notée par le méme symbSle U , associant & toute suite de n ensemble El s eee 5 En
de classes de faisceaux cohérents, un ensemble ‘U.(E1 9 oso g En) de classes de

faisceaux cohérents,

Notre but dans ce numéro est de donner une définition de certains ensembles ce
classes de faisceaux, qualifiés de limités, et de montrer que les opérations U les
plus courantes, appliquées & des ensemiles limités, donnent encore des ensembles
limités.

Soit X un préschéma de type fini sur 8 noethérien. Pour tout s e S , la fibre
Xe est un préschéma de type fini sur k(s) , et nous considérerons des classes de
faisceaux cohérents sur X, » au sens précédent s Cela donne un sens & la locution
classe de faisceaux cohérents sur une fibre de X/S , et les locutions analogues.

De méme, procédant séparément sur chaque fibre, on peut encore considérer des opé-

rations telles que E ® E' etc- faisant correspondre 2 des systémes d'ensembles de
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classes de faisceaux cohdrents sur les fibres de X/S , un autre ensemble de clas=

ses de faisceaux cohérents sur les fibres de X/S .

DﬁFINiTION 1o1s = Boit E un ensemble de classes de faisceaux cohérents sur les

fibres de X/S ¢ On dit que E est limité, s'il existe un préschéma S' de type v

fini sur S , et un faisceau cohérent &' sur X' =X g St , tel que E soit

contenu dans 1'ensemble des classes de faisceaux sur les fibres de X/S défini

par &' o

Ce dernier, par définition, fait correspondrc & un s € S les classes des faig-
ceaux &' ® g1 k(s') , ot s' parcourt les points de S' au-dessus de s (de sorte
que, k(s') est une extension de k(s) , et X @ (X )k( 1y S 'identifie 2 la fibre
Xt ® , k(s') = de X' en s' ). On peut dire que les familles limitées sont

celles qui sont contenues dans une famille algébrique de faisceaux cohérents, para-

métrée par un S' de type fini sur S .

Une réunion finie de familles limitées est limitée (prendre le préschéma somme
des préschémas de paramétires Si définissant les familles algébriques majorantes).
Un changement de base T - S transforme unc famille limitée relative 3 X/S en
~une famille limitée relative 2 XT/T , et la réciproque est vraie si T - S est
surjectif (ou plus généralement, si son image contient les s qui interviennent
offectivement dans la famille domnée E pour X/S ).‘Cela raméne théoriquement
1a détermination des familles limitdes au cas o S est le spectre d'une algebre

de type fini sur 1'anneau des entlers 7 .

8i B et B! sont des familles limitées de classes de faisceaux relatives &
X/s , alors E ® E' est également limité : en effet, si E ot E! sont majorés
respectivement par les familles algébriques définics par des T » S et F sur
XT y Tt >SS et F' sur XT,, on voit que E ® E' est majoré par la famille al-
gébrique définie par T! =T xg T' »S ot le faisceau F" sur X, produit ten-
soriel des images inverses de, § et &' sur Xpu Ce raisonnemont n'est correct
que parce que le foncteur $ @ &' en 5, %! est exact & droite, donc commute
3 1'extension de la base (et en particulier au passage aux fibres). I1 n'est pas
applicable tel quel aux opérations locales telles que Tor. (B, E), Hom (B, E')
Ex'bi (E, E') . On peut cependant montrer que ces opérations transforment encore
ensembles 11m1tes en enscmbles limités, en procédant comme pour E ® E' , mais en
utilisant en plus des résultats du type suivant (tous contenus dans (3], 1V, 6. 11)
une famille limitde E est toujours majorde pdr une famille algébrique définie par
un faisceau cohérent § sur un XT (T de type fini sur S ) qui est plat rela-

tivement 2 T . (On "coupc au morceaux" 1l'espace des paramétres initial). De telles
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propriétés de platitude sur des faisceaux convenables assurent en effet la commu-
tation d'opérations telles que ~22£i (5 , 5') au changement de base quelconque.

La méme méthode s'applique pour dos opérations de nature globale : images directes
et images directes dérivées de faisceaux cohérents par des mornhismes propres,

Ext globaux relatifs 2 des morphismes propres (cfe [5], III, § 6), etc., toutes
ces opérations transforment des familles limitées de faisceaux cn familles limitées
de faisceaux (Ne. B. = Ioi leé prééchémas sur lesguels on prend les divers faisceaux

peuvent changer par les opérations du type envisagé).

Les deux énoncés qui suivent se démontrent o ssentielle ment par la méme techni-
que de platitude ; pour la décomposition primaire sur les fibres d'un morphisme de

type fini, voir en particuliecr [5], IV.

PROPOSITION 1.2, = Soient E , E' des cnsembles limités de classcs de falsceaux
sur les fibres de X/S, X étant supposé propre sur S . Alors $

=

(1) La famille des noyaux, conoyaux, images d'homomorphismes & - %' , ol la

clagse de % est dans E et celle de &' dans E' , est limitéca -

{41) La famille des faisceaux 3" extcnsions d'un § par un & s ou la classc

de $ ost dans E et celle de &' dans E' , est limitées

Méyennant un changement de base convenable, on peut supposer E et E' définis
respectivement par un faisceau cohérent % et &' sur un XT/T s T de type fini
sur S « De plus, on paut supposer satisfaites certaines hypothéscs de platitude,

impliquant que la formation du faisceau fT(HomS (s, 8')) ot «Ef&% (¢, 8')

T
com~ute au changement de base pour un morphisme zzelconque T' - T o De plus, on
peut supposer les faiscoaux cohérents précédents sur T localement libres. Soient
alors TO et T1 les fibrés vectoriels sur T dont les faisccaux de germes de
sections sent respectivement les faisceaux précédents. On définit alors canonique-
ment un homomorphisme gT - 9% de faisceaux cohércnts sur XT s et une exten-

e} o}
sion 0

0 -)9T1—> gn —)9%1_) 0_

de faisceaux cohérents sur XT , ayant unc propriété universclle évidentcs Ce
1

deuxiéme faisceau définit une famille algébrique qui majore la fazmille cnvisagée

dens (ii)e I1 cn est de m8me pour les noyaus, conoyau et image do 1'homomorphisme
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précédent, dont la considération établit (i) (pourvu qu'on suppose le conoyau plat
relativement & To , auquel cas on se raménc cncore en découpant T0 Cn MOTw

ceaux otc)c

PROPOSITION 143 = Soit E une famille limitde de classe de faisceaux sur les

fibres de X%X/S . Alors les classes des faisceaux structuraux des supp & )réd ’

oa § est un faisceau cohérent sur un XK s avec K algébriquement clos, dont

la classe est dans E , forment une famille limitéc.

Ici, (supp & )réd désigne le support de % , muni de la structure réduite

induite, i. e, son faisceau structural est le quotient de OXK par le plus grand

faisceau d'idéaux définissant supp & « On pout prouver le résultat analoguc a
(1.3) pour les faisceaux déduits canoniquement de & par la théorie de la décom=
position primaire, par exemple les 3/%1 s Ou lcs Si sont les sous=faisceaux de
%2 primaires pour les composantcs du support do § , minimaux pour cette propriété ;
ou leg O 4§L, ol p est un faisceau d'idéaux preomier associé &2 & , ou les

K
€, /a, ot q est un faisccau d'idéaux primaire associé & une composante du support

X

deK § , (le corps de référence étant algébriquement clos) .

2, Familles limitées ot polyndme dc Hilbert.

Dans la suite, nous supposons que X est projectif sur S , muni d'un faisceau
trés ample, noté Qx(l) . Pour touto oxtonsion X d'unc extension résiduelle k(s)

d'un point s de S, on considére sur XK lc faisceau O, (1) correspondant,

B

qui sera encore trés amplc.

A tout faisceau cohérent § sur X, 5 On associe la fonction

Ps(n) = caractéristique ¢'Euler-Poincaré do F(n) sur Xy

qui est un polyndme en 1l'entier n , appelé polyndme de Hilbert de & « Pour les

grandes valeurs de n , P(n) n'est autre chose que la dimcnsion de HO(XK ’ %(n))

sur K , puisque les Hi(XK y 5(n)) sont nuls mour 1 >0 ct n grand.

Si maintenant & est un faisceau cohérent .r X , plat par rapport & S, alors
les polyndmes de Hilbert des faiscecaux SS induits sur les fibres XS relatifs
3 une méme composante connexe de S , sont tous égaux [5], III, § 7+ I1 on résulte
(sans hypothése de platitude) que 1'ensemble des polyndmes de Hilbert des fais=

ceaux 38 , 5 €8, est fini pour tout faisceau cohérent § sur X .
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Rappelons dlautre part que si $ est un faisceau cohérent sur X , il est iso=-
N
morphe & un faisceau quotient d'un faisceau OX(— n) , pour n , N assez grands.
Done les faisceau 53 induits sur les fibres sont également quotients du faisceau

(= n) sur la fibre.

De ces deux remarques, on déduit la partie "il faut" du théoréme suivant

THEORMME 2.1, = Soit X projectif sur S noethérien, Oy(1) trds expln sur X

relativement 3 S « Soit E  un ensemble de classes de faisceaux sur les fibres de

X/S . Pour que E soit 1imité, il faut qu'il satisfasse les conditions suivantes @

(a) T1 existe un faisceau cohérent £ sur X (qulon peut supposer de la forme

OX(- n)N ) tel que E soit contenu dans la fanillc des classes do faiscoaux cohé-

rents quotients de faisceaux de la forme SK .

des faisceaux $ dont la tlasse est dans E ,

(b) Les polyndmes de Eflbert P

sont &léments diun mdme ensemble fini de polyndmes.

I1 meste & prouver le "il suffit", qui sera un cas particulier d'un résultat plus
préciss Pour tcut Module cohérent § sur un préschéma de type fini sur un corps X,
et tout entier r , soit N& le sous-Module de $ dont les sections sur un ouvert
sont les sections de § sur cet ouvert dont lc support est de dimension < r . On
a donc N} =% pour r >dim supp § , Nf =0 pour r<L 0, et on obtient une
filtration croissanbte finie de & dont les facteurs Nr/Nr+1 ont comme eycle pre-
~miers associés exactement los cycles premiers associés & § qui sont de dimension

r o On posera
S(r) = S/Nr ’

done ﬁ(r) a comme cycles premiers associés cxactement les cycles premiers asszoiés
3 § qui cont de dimension >r , et on particulier, il est dgal & $ si et scu-

~ lement ci les cycles premiers associés & § sont de dimension >1r » Cecl posé 3

. ?
THEORRME 2.2, - Sous les conditions de (2.1), soit s un entier, ot supposons

% que E satisfasse les cenditions (a), et la forme affaiblie suivante de (b) @

(bs) Les polyndmes de Poincaré RS des faisceaux § dont la classe est dans E ,

i ont des coefficients en degrés <s -1 qui restent bornés.

Sous ces conditions, les faisceaux 5(8) (lorsque la classe de & reste dans

E ) forment une famille limitde., De plus, les coefficients en degré s -2 des P

- restent minorés.
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Ainsi @

COROLLAIRE 2.3, = Supposons que les faisceaux & dont la classe est dans E

_soicnt tels que tous les cycles premiers associés soient dc dimension d satis-

faisant s <d < r « Alors dans (2.1) (b), on peut se borner aux coefficients des

Pg en degrés compris entre s =1 ot r .

La fin du numéro est consacré 3 llesquisse de la démonstration de (2.2). Les

lemmes=-clefs sont les deux lemmes suivants, dont le premier cst bien conmu (et

résume le contenu mathématique utils des cozrdonnées de Chow) $

LEMME 2.4 (CEOW). = Considérons les faisceaux structuraux de sous-schémas 7

de flbres XK ( X extensions algébriquement closes de corps résiduels de S )

avec Y réduit et toutes ses composantes de méme dimension r , ( ©O., étant con-

s1déré comme un faisceau quotient de QX )o S1 les dogrés des Y restent bornds,

les Y forment une famille limitées,

Ici, le degré a deo Y peut se définir le plus commodément par le coefficient

du terme dominant de By = ant /rl + eee o
Y

LEMME 2.5, = Solent £ un falsceau cohérent sur X ; E un ensemble de classes

de faisceaux gquotient § de faisceaux £ ( K extension résiduelle de S ). On

suppose les fibres de X sur S de dimension L r , et on pose

ﬁs(n) = ag n'fel o+ by nr—l/(r - 1)1 + teres de degré 4 r - 1 o

Alors le coefficient &, reste borné, ct b, reste minoré. 8i bg reste bornd,

alors la famille des 5(r) est limitée.,

4
DEMONSTRATION, = Quitte & remplacer S par une réunion de sous-schémas de S
recouvrant S , on peut supposer qu'il cxiste un morphisme fini f ¢ X - @; ; tel
que ®X(1) soit isomorphe & 1'image inverse de © _(1) , donc pour tout faisceau
G).L
S

cohérent & sur X, ona P =T D'autre part, on vérifie facilement

5 f*(g) *
(par la technique du muméro préecédent) qu'un ensemble de faiscecaux % sur X est
limité si et sculcment si 1'ensemble des f*(ﬁ) l'cste Enfin on a

f*(S)(r) = f*cs(r}) s
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Cela nous reméne donc au cas od X = P% o De plus, on peut supposer que

S
£ =0 (k) pour k, s convenables. Le coefficient ag satisfait
s
<
0 & fg <s

et reste done borné. Cela dit, il revient au mime de dire que les Pg(n) ont un
coefficient de n' © restant minoré (respe bormd) ou de le dire pour les

Ps(n -k) = Pﬁ(-k) (n) « Cela nous raméne au cas ol

gm0 d .
oF
S
Considérons la suite exacte
O—)Nr—>$§—->3(r)—>0 3
dlel
P =P + P »
5 5 (r) Nr
et comme le coefficient de nr“l dans Py est positif (car dim supp I\L\<r -1),
T
on a ’
b <hb o
g(r) 5

Cela nous permet, pour prouver les assertions du lemme, de remplacer & par S(r) ’

i. e« de supposer que les quotients % cnvisagés de £ sont sans torsion.

Comme @fi est normal, il s'ensuit que $ cst localement libre de rang a a= 8
dans un ouvert U = @II{' ~Y , oh Y est de codimension > 2 4 Donc A $ est un
faisceau sur PII{' dont la restriction & U est inversible, donc ((P; étant régu-
lier et Y de codimension > 2 ) isomorphe & la restriction d'un faiscecau inver-

sible sur PL , défini 2 un isomorphisme prés. Co dernier est de la forme O r(d)

K
a & .. @KN
pour un entier d bien déterminé. Comme /A cst un quotient de Ao r = O(Pr s
®
K K

n . N . P .
avee N = (a) » 11 admet N sections canoniques, définissant donc des sections de




R21-09

) r(d) sur U, qui sont restrictions de sections s, (1L i< N)de 0 _(4),
® 1 oar
X K
(puisque ®E est normal ot Y de codimension > 2 ). Ces dernidres engendrent
K i
v} r(d) aux points de U , donc ne sont pas toutes nulles, ce qui implique que

Px

l'ona d>0 ., D'autre part; un calcul facike montrc qu'on a

= (v = + d "
bg agkr 1)/2 a

Cela montre en particulier que hp 2. 0 ; done bg est minoré. Il reste borné si
et seculement si d restec borné, montrons quialors & reste dans une famille
limitée. On peut supposor az et bg fixés, soient a et b, donc 4 fixé. La
connaissance des N scections S5 de O r(d) s 1 e+ d'un homomorphisme

a K
s 3 /\EK - 0 r(d) , permet de récupérer § comme la co-image de 1'homomorphisme

Px

composé correspondant

a=1 a aw=l
EK - Hom ( N EK' /\EK) - _H'_O'm._( A EKt @@r(d)) ’

K

ou le premier es: 1‘homomorphisme canonique provenant du produit extdriesur, ot
le deuxidme est déduit de s . On conclut alors par (1.2) (i).

La conjonciion des deux lommes précédents permet de prouver 3

IEMME 2.6. - Supposons sous les conditions préliminaires de (2.1) que 1'on ait

pour tout S s

Ps(n) = ag n /i o+ bg nr"l/(r -~ 1) + termes de degré <r -1 ’

et que les coefficients ag restent bornés. Alors les coefficients b5 restent

minorés. Si les b, sont bornés, alors les Z%r) sont limités.

On peut supposer que les corps de base K pour les faisceaux % gont algébri-

quement clos. Munissons chagque supp S(r) = réunion des composantes de degré r

de supp &, de la structure :-éduite induite. Alors les degrés des supp ﬁ(r)
restent majorés par & , donc en vertu de (2.4) les supp $(r) forment un ensemble
limité. De plus, pour toute composante de supp ﬁ(r) , la longueur de %(r) pour
cette composante est <a , donc si Jg est 17Idéal quidéfinit supp S(r),a]ors S(r
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peut 8tre considéré comme un Module sur le sous-schéma T, de X défini par
gga . Comme dans le lemme précédent, on se raménc aussi au cas oh ona &= ﬁ(r) ’
donc § provient d'un Module sur Y3 o Les Y _ correspondent & une famille limi-

)
tée de Modules quotients des OXK , donc proviennent d'un sous-schéma fermé Y

d'un schéma X *g T o On peut alors appliquer (2.5) & YA et E'QXZY s d'ol la

conclusiona

Nous pouvons maintenant prouver (2,2) par récurrence sur la borne supérieure
r des dim supp § . L'énoncé est trivial pour r <O , supposons donc r 20 et
1'énoncé prouvé pour kes r' < r . En vertu de (26) les §(r) forment un ensemble
limité; donc aussi en vertu de (1.2) (i) les noyaux des homomorphismes BK ﬁ's(r) 3
11 existe donc un Module cohérent £ sur X , tel que les noyaux en question,
donc gussi les N}(%) = Kor($ - S(T)) , soient quotients des Modules f,k o Comme

les S(r) sont limités, les P restent bornés, et la formule

5(r)

montre alors que les Py satisfont & la méme condition (bs) que les Pz o Donc
r

les N, satisfont les conditions (a) et (bs), et par 1'hypothése de récurrence

les (Nf)és) restent limités. Or S(S) est unc extension do §.y per (N )(s)

done par (1.2) (ii), les S( ) restent 1limités. Pour la derniére asscrtion de

(242), on note que les noyaux N, de - 5 (s) restent 1imités en vertu de (1.2)
(1), et que le coefficient du terme en n° -1 dans Py reste borné ; le lemme 2.6
prouve alors que le coefficient du terme suivant reste®minoré. Cola achéve la dé-

monstration.

3, Schémas de Hilbert : définition, théoréme d'existences

Soient X un préschéma sur un autre S , et § un Module quasi-cohérent sur

X « Désignons par

Quot (8 /X/S)

1'cnsemble des Modules quasi-cohérents quotients de $ qui sont plats sur S o
Soit maintepant S' 5 S un morphisme dec changement de base, posons X' =X Xq St

ot ' =% @y Oy, , donc X! est un préechéma sur S' muni d'un Module
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quasi=cohérent %' , et on peut considérer Quot(S!/X'/S') . On pose

Quot, /X/S(u ) = Quot(3'/X'/3") (ot X =X *g S ) o
Si maintenant 8" - S!' c¢sb un S-morphisme, alors X" =X X S"  est isomorphe
& X' xg 8" et 5" A Gt ®®S' Ogqn » €t commo lc fonctour image inverse
B!~ O ®q  Ogy de la catégoric des Modules quasi=cohéreonts sur X' dans
g

la catégoriec des Modules quasi-cohérente sur X" est exact & droite et transforme
g q

Modules S!'-plats en Modules S"=Plats, on trouve une application naturelle
Quot (8! /X' /S') - Quot(Sn/xn/sn) ,

] . . [} r 4
done QuOtE/X/S(S ) ost un fonecteur contraveriant en S (préschéma au dessus de

S ), 4 valeurs dans la catégorie des cnscmbles. Par la suitc, nous supposcrons que

X est projectif sur S noethérien, & cohdront, ot nous nous limitorons pour

simplifier & dos S*' sur S qui sont locilement neethériense

1 \
THEOREME 3.1, -~ Sous ces conditions, le foncteour contravariant Qu°t57X/S

sur la catégorie des S-préschémas localement nocthéricns csb représcntable par

un S-préschéma QuOtsyk/S s somme d'uns suitc de S-schémas projectifs (a fortiori

Quot /3 /5 est localement de type fini sur S ) »

Nous obtiendrons unc tclle décomposition de la fagon suivante. Soit E&(l) un
faisceau inversible sur X +trés ample relativement & S o Pour tout polyndme
P(n) 2 coefficients rationnels, soit QuotP(S/K/S) la partic de Quot(%/X/S)
formé des quotients cohérents & de & qui sont plats sur S et dont le poly-

ndme de Hilbert en tout s € S est dgal 2 & , On posera alors

Quot /X/S(S ) = Quot” (s'/x'/S=)

s . 3 - . '
et on obtient ainsi un sous-fonctcur dec iﬁ&Eﬁs/x/s La propri¢té d'invariance des
polyndmes de Hilbert rappclée dans le riméro 2 1mp11qao ceel ¢ Pour gun Lur Suts /s
soit représentable, il faut et il suffit que les Quot /s le soient, et alors

le S~ Ereschema QHOtéyk/S s qui lc roprésente, est isdmorphe au préschéna somme

des QuOtQVX/S qui représentent les fonctours guOtE%&/S o Cecl posé, (3<1) sera

» A

donc une conséquence du théorémec suivant
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' THEOREME 342« = Avec les notations prccndentes, le foncteur QuOtg/k/S est

représentable par un S-préschéma projectif QLOtS/K/S o

La suite de ce numéro est consacréc & la démonstration de (3¢2)e
Soit Vv un entier., Pour tout S au~dessus d¢ S ; nous désignons par Av(S')

1'ensemble des quotients g = s /A de F = S@O OS’
: S

s cohérents, plats sur S' ,
et satisfaisant les conditions suivantes s

8o T f;((@(n)) =0 pour 1>0 et n>v

be R £3(n(n))

Co f'(%(v + k) = 8 f (H(v)) pour k >0 .

O pour 1 >0 et n2>v

Pour cette derniére relation, on suppose que X est écrit comme le spectre pre-
mier homogéne d'une algébre graduée quagi-cohérente S, sur S , & degrés positifs,

» de sorte que X' est le spectre

’

engendrée par 8,

premier homogéne de §' . Pour prouver (3.2), on s¢ raméne d'ailleurs facilement

; et on pose &' =8w&, O
g S

au cas su X = @g (puisque S est réunion d'ouverts u tels que X'U soit un
sous-schéma fermé de @TU et OX(l) induit par Oﬁar(l) )y ot ol § est de la
N u

forme (9 r) , donc est plat sur S . Alorg dans ce qui précédc, les falsceaux ¥

%
sont, égaleient plats S' o Il résulte alors des relations de Kinneth (5], III, § 7,
et do (Dawe les condHens (a) et (b) sent stables par changement de base, et impliquent
que pour n >v , la formation de ffk(g(n)) et de F,‘k(:}{’,(n)) commute & 1l'exten~ .
sion de la base (loce cite ), done (c) cst égalemont stable par cxtension de la base.

En d'autres termes, A (S') est un foncteur contravariant en St , de facon précise

un sous-foncteur de A(S‘) = QuotP/X/S (S') » Pour v varlable, on obtient ainsi
une suite croissante de parties Av(S') do M) , dort o réudon ost  A(S') on vertu d'un
théoréme bien connu de SERRE [5], III, § 2, Notons maintenant que si @ est un quo-
tient cohérent de &' , plat sur S, s un élément de S tel que le changement
de base, Spec(k(s)) » S donne lieu & un quotient G, de F_ satisfaisant aux
condltlons (a)y, (b), (e¢)s 1e €0 qui est dans A, Spec(k(s)) ’ alors il existe un

' vois:Lnage ouvert U de s tel que ces mémes condltlons soient vérifiées peur

fo' (V) , 1. e» ce quotient est dans Av(U) ; pour (a) et (b),=cela résulte
en effet du "théoréme des fonctions holomorphes" [5], III, § 7, ct (c) rédsulte du
lemme de Nekaymama, et du fait qu'on salt en tous cas que f;(;g(n +k)) =8 f;‘(%(n))
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pour n assez grand, et k>0 , (cf. [5], 111, §2). De ces romarques on conclut

ceci (comparer [4], IV,). Pour que le foncteur A soit représentablo, il faut et

il suffit que les fonecteurs Av lc soient, et alors le S-préschéma Q qui repré-

sente A est réunion croissante d'ouverts Qv représentant les Av .

Soit

- GN
M*'—:niof*(ﬁ(n)):@* s

el

de sorte que l'on a

| N
M! =M O, = f = 3! .
I1 résulte de (a) que l'on a @

(a') Q;(g(n)) est localement libre de rang P(n) pour n>v ,
[5], 111, § 7, et de (b), pour i = 1 ¢

(am) f;(@(n)) est un Module quobient de M£ .

D'ailleurs, la nonnaissance de ce Module quotient, pour n =v, implique en
vertu de (c) celle des sous<Modules f1(%#(n)) de M pour nz v, donc la con-

naissance de ¥ et par suite de 9 ., On obtient ainsi une application injective

Av(sr) - Gr?ﬁ?P(v) (M;)

de A\‘S') dans l'ensemble des Modulcs quoticents localement libres dec rang P(V)

de M! , d'od un homomorphisme fonctoriel

iy 8 A - Grassp,) (6D,

ol le foncteur du deuxiéme membre est représentable par le schéma grassmanien

Grassp(v) (Mv) (comparer [4], V), qui est projcctif sur S o Jo dis @

LEMME 343e =~ Av(S') cst un foncteur représentable, et le mprphisme

Qv - GrassP(v) (Mv) qul représente 1'homomorphisme iv cst unc immorsion (ce qui

implique que Qv est quasi-projectif sur S ).

Cette assertion est dquivalente a la suivante (comparer [4], IV) : Supposons donné
un Module quotient N de M; , localement libre de rang P(v) , alors il existe un

sous-préschéma Z de S' tel que pour tout préschéma localement noethérien T!
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sur $' , 1'image inverse de N sur T' est dans In AxKT‘) si ot seulement si
T' - 8' est majoré par le sous-préschéma 2 . Changeant de notations, on peut sup~
poser S' =5 , 1. e. on s'est donné un quotient Nv de M, par un sous=-Module
Ry

fasse les deux conditions suivantes @

« Pour qu*il proviennc d'un élément de A(s) , i1 faut ot il suffit qu'il satis-

(1) Mv*k/%k Rv est localement libre de rang P(v +k) pesur k>0 .

(ii) Le sous-faisceau % de & défini par lec sous-Module gradué R* = 2 Sk Rv
k20

de M, ([5], II, § J et lc quotiont © = 5/ ., satisfont los conditions (a) et (b)
plus haut. Ces conditions sont manifcstemmnt nécessaires, d'autrc part si elles
sont vérifides, alors le faiscecau © défini dans (ii), étant isomorphc au fais-
ceau associé au $,-Module gradué N, somme des Mn+k/gk R, ost plat sur 8
(car ses fibres sont des facteurs direccts dec modules localisés de N pour des
iddaux premiers homogénes de S* ), et corrcspond au polyndme de Hilbert P en
vertu de (i). Compte tenu de (ii), on voit alors que (a') ot (a") sont vérifiés,
donc pour n >V , l'homomorphisme naturel N - f*(g(n)) cst un homomorphisme
surjectif de Modules localement libres de mdme rang, donc un isomorphisme, done
on a f*(;m(v +k)) = Sk
Rv est 17élément de Grass

R, pour tout k >0 , ce qui prouve que 8 e Av(S) et que

P(v) (Mv) défini par @ .

Ce aritére (i) (ii) s'applique également & la situation obbenue aprés un chan-
gement de base S° - S . Nous allons prouver d'abord quec le fait que la condition
(1) soit vérifide aprés le changement dc base S!' » S, s'cxprime par la condi-
tion gue S' 5 S est majoréd par un certain sous-préschéma 72 de S ; une fois
ce résultat obtenu, on est ramené (remplagant S par 72 ) au cas ol la condition
(1) est déja vérifide sur S, et commc elle est stable par changement de base,
il reste 2 oxprimer la condition {ii). Mais alors, si U désigne l'enscmble des
e € S tels que la cohomologie des feisceaux induits sur la fibre XS par $(n)
et ®#(n) soitrillecn dimension >0 pour n >V, ona déja signalé que U est
ouvert, ct la condition (ii) scra vérifide aprés un changement de base S'- S si
ot seulement si S' - S est majoré par U , ce qui prouve le lemme 3430 Il reste

donec & prouver le lemme suivant ¢

IEMME 3.4. - Soient S un préschéma localement noethérien, muni d'une algebre

graduée quasi-cohérente S, & degrés positifs, engendrée par 3, , M* un
$-Module gradué quasi-cohérent de type fini, P un polyndme & coefficients ration-

nels, Vv un entier, Alors il existe un sous-préschéma 72 de S (évidemment unique)
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ayant la propriété suivante : Pbur tcut pdéschém St sur S , pour que M 8y Oy
S

soit localement libre de rang P(n) pour tout n >v , il faut ot il suffit que

S!' + S5 soit majoré par Z .

On peut évidemment supposer S affine, donc noethérien. Alors @

LEMME 3.5. - Pour tout entier N v, soit U, ll'ouvert de S formé des

< .
s ®OS,S k(s) < P(n) pour tout v <n <N . Alors la
suite déeroissante des ouverts UN est stationnaire.

s € S tels que rangk(s) M

On sait [3], IV,que S, admet une partition finie en sous-préschémas réduits

Si » tels que chaque M ®OSOS' soit plat sur S ¢ On peut done supposer M plat,
i

donc les Mn plats. Enfin, on peut évidemment supposer S connexe. Mais alors il

existe un entier n_ = et un polyndme Q tels que

= >
rangy ) MnS @OS . k(s) = Q(n) pour n >n,
2

(5], III, § 7. Supposons d'abord P #Q donc P(n) #Q(n) pour n grand, alers

on a évidemment UN =@ pour N grand, a fortiori la suite des U, est station-

N

naire. Si au contraire P =Q ; alors on aura UN = Un pour N >,nO s et la
o

suite des UN est encore stationnaire.

En particulier, l'ensemble U_ des s€ S tels que

(%) rangk(s) Mns ®q k(s) < p(n) pour tout n > v s
Sy s

étant 1l'intersection des U’\I , est ouvert. On veut alors, pour la démonstration
) L
de (344), remplacer S par l'ouvert U , ce qui nous raméne au cas ol 1'inégalité

(x) est satisfaite en tout s € S . Dtailleurs ¢

IEMME 3.64 = Soit M un Module sur un préschéma localement noethérien S y et

r un entier. Alors il existe un sous-préschéma Z de S (évidemment unique)

ayant la propriété suivante : pour tout S' sur S, pour que M jS ©qy goit

localement libre de rang r , il faut et il suffit que S' = S soit majoré par

i 2

Z +Siona rang (4) My ~&03 k(s) < r pour tout s, alors Z est un sous-
S,s

1
préschéma fermé de S (on suppose M cohérent).
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En effet, le raisonnement précédent nous raméne au cas ol on a 1'indgalité ()
pour tout s € S (en remplagant au besoin S vpar la partie ouverte formée des
s ol 1'inégalité est vérifide). On peut alors supposer que M s'insére dans une
suite exacte

r
k‘%—)@s—)M-—)O ’

et la condition envisagée sur les S' sur S signifie aussi que dans la suibte
exacte Gg, — Og, — M' —5 0 corpespondante, la deuxiéme fléche est un iso-
morphisme, 1. e« la premiére est nulle. On voit alors que le sous=préschéma fermé

Z de S défini par 1'Idéal engendré par les coefficients de la matrice définissant

l'homomorphisme Og — Og s satisfait & la condition voulue.

Revenant alors 2 la démonstration de (3.4) ol nous 1l'avions laissée, on désigne
par 2, le sous-schéma fermé de S associé en vertu de (3+6) au Module M et
3 l'entier r = P(n) , par 2} le Inf des 2 pour V< ng N . Alors les Zy
forment une suite décroissante de sous=schémas fermés de Z , donec néeegsairemsnt
gtatronnaire. Soit 2 la veleur constante des Z; pour H grand. Clest 16 Z
cherché dans (3.4). Cela achdve la démonstratlon de (3.4), done aussi eslle de
(343).

On a donc prouvé que Quotg/x/s est représentabie pa: ua S~-préschéma Q qui

est une funion croissante de sous-préschémas ouverls Q, quasi=projectifs sur

S « Pour aller plus loin, il faut invoguer le théortme 2.1, d'ol on conclut faci-

’

lement que Q est quasi-compact, (car image du préschéma de type finl S' sur

S qui paramétre la famille des faisceaux quotients des ﬁK ayant le polyndme
de Hilbert P )e Done Q est égal & 1l'un des Qv s donc quasi=-projectif sur S .
Pour prouver qu'il est projectif sur S , il reste donc & prouver qu'il est
propre sur S , et pour cela il suffit d'invoquer le critére valuatif de propreté

sous la forme [5], IT,7%3s8. I1 suffit de vérifier ceci

LEMME 347. = Soient 8 la mactrs d'un anneau de valuation discréte, s son
point générique, X un préschéma sur S, § un Module quasi-cohérent sur X,

QS un Module quotient quasi-cohérent de Sé = 5(36 k(s) sur XS e Alors il
S
oxiste unModule quotient quasi-cohérent ¢ unique de &, plat sur S, et dont

la restriction a XS soit 98 .
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En effet, si = & AP , 11 suffit de considérer le plus grand sous-faisceau
# de § 1ndulsant x N [5], I, 9.4.2 et de prendre = %/% o+ On vérifie faci-

lement que ce faisceau conv1ent.
Le théordme 3.2, et par suite (3.1) est complétement démontré,
La démonstration prouve gqn méme temps ceci ¢

PROPOSITION 3.8. = Sous les conditions de (3.2), soient Q = QuOtZVX/S ’
XQ =X X Q, FQ = § ®q OQ , et soit 8 le quotient cohérent de 3Q s plat sur
S

Q , ayant le polyndme de Hilbert relatif P , tel que (Q , 9 représente le

P . .
foncteur QuOtg/X/s » I1 existe un entier v tel que, pour n >V, (QQ* (s(n))

soit un Module sur Q localement libre de rang P(n) , et trds ample relativement

3 S, 1. e définissant une immersion de Q dans un schéma grassmanlen

Grassp(,) (M) sur S . A fortiori, pour n >v , le faisceau (f )* (¢(n)) sur

Q est inversible trés ample relativement & S

On peut en effet se ramener, comme pour (3.2), au cas ou F est plat sur S,
et alors il suffit de prendre un entier v tel que Av = A (avec les notations

précédentes) .

Lae cas le plus important d'application de (3.2) est celui o &= QX e On éerit
alors

— e P R 4
Quot Ox /e T Hlle /s ? Quot %( /x/s = Hlle /s s

done on a une décomposition

Hilb, /o -J.J.Hilbx /s .

Par définition, Hlle/S représente le foncteux Hlle/S(S') = ensemble %es
sous=préschémas fermés de X' = X xg St qui sont plats sur S j et g;;px/s
représente le sous-foncteur correspondant aux sous-préschémas fermés admettant
un polyndme de Hilbert domné P . Ces préschémas sont aussi appelés le préschéma

de Hilbert de X sur S , respectivement le préschéme de Hilbert d'indice P,

La terminologie est justifide par le rdle joué dans la théorie par les polyndmes
de Hilbert. Leur différence de nature avec les classiques variétés do Chow (des-

tindes & paramétrer des cycles, et non des variétés) est du méme ordre qu'entre
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1'anneau de Chow des classes de cycles d'une vafiété, et 1'anneau des classes de

faisceaux de la variété (telle qu'il s'introduit dans le théoréme de Riemann-Roch
[1]) ; on notera en effet que lorsque X = @g , S étant le spectre d'un corps, la
connaissance du polyndéme de Hilbert d'un Module cohérent 5§ sur X équivaut
aussi 2 celle des classes de Chern de § , ou encore de la classe de & dans

1'anneau des classes de faisceaux cohérents sur X

. . P
REMARQUES 3.9, = On notera ?u351 que k@ construction des QuOtS/X/S et QuOtS/xk
a été ramenée au cas o X =fg , F =0y, OX(l) étant le faisceau trés ample
habituel ; de fagon précise, les QuOtg/k/s généraux se reall;ent comme des sous-
préschémas fermés des précédents. Comme la formation des QuOtS/X/S est évidem=-
ment compatible avec les changements de base S' -+ S, on voit qu'on est ramené
au cas ol on a de plus S = Spec(2) o En fin de compte, on est donc ramené a étudie:

les schémas projectifs sur Z

3 .
=q
0 _Eﬁ(@ r)N/@rZ/Spec(Z) ’
P

z

et plus particuliérement les schémas de Hilbert absolus @

F__P
Hilb, =9 .

Une étude plus détaillée de ces schémas, & commencer par la détermination de leurs
composantes connexes (sont-ils connexes ?), leurs composantes irréductibles (en

vertu de SERRE [7], il peut y avoir des composantes irréductibles qui se trouvent
tout entiéres sur un nombre premier p #0 ), serait fort intéressante. Rappelons
la question de WEIL si les composantes irréductibles des fibres de Eggéi sur les
s e Spec(Z) correspondent & des extensions "réguliéres" du corps premier, i. e.

si elles sont "relativement connexes". Il n'est pas exclu que ces questions soient

plus abordables pour les schémas de Hilbert que pour les "variétés de Chow".

44 Veriantes.

a. Sous les conditions de (3.1), soit U un ouvert dans X , ob désignons
par A le sous-foncteur de A =i§EEE£VX/S s tel que A'(8') soi% 1'ensemble des
Modules quotients & de &' , plats sur S' , dont le support ast contenu dans
U' , On voit aussitdt que A' est représentable par une partie ouverte du prés-

chéma QuOt§VX/S qui représente A o I1 s'ensuit que les théorémes (3.1) et (3.2)
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restent valables en supposant que X est g\uasi-projectif sur S au lieu de pro-

Jectif sur S , quand on remplace aussi dans les conclusions les mots M"projectif™

o " ‘ ’"- 3 ' ' 3
per-fpesi-prajeesif!s etqulond écigneraintensnt par Quot 5/%/5 (S') 1'ensemble des quotients
cohérents ¢ de 3 , plats sur St, dont le support est propre sur S'.

be De fagon générale, on peut imposer aux quotients G de & =35 ® OS' plats
S
sur S' toutes sortes de conditions naturelles supplémentaires, stables par chan-

gement de base, obtenant ainsi autant de sous-fonecteurs de qu'on se

Y5/ /s
propose de représenter. Le critére habituel permet dans beaucoup de cas de prouver
qu'on obtient encore des foncteurs représentables par des parties ouvertes de
ths/X/S + I1 en est en particulier ainsi lorsqu'on impose l'une des propriétés

supplémentaires suivantes

1° Les dimensions des cycles premiers associés aux Modules G, » (stes)
induits sur les fibres X;, appartiennent & un ensemble donné d'entiers.

2° (Lorsque &= Oy s donc § correspond 2 un sous-préschéma fermé Y de X' );
Y est un préschéma simple ([3], IV) sur S, respe. normel sur S (i, e. les
fibres Ys' sont normaeles "sur k(s) ", i. e. sont normales par toute extension
du corps de base), resp. (lorsque X est plat sur S ) sont des k=-intersections
complétes locales dans X relativement 3 S (i. o+ les fibres Ys' sont des

intersections compldtes locales dans les X, )e

D'autres conditions feraient intervenir des propriétés de naturs cohomologiques
sur les Modules GS, induits sur les X’S, » ebc, Bien entendu, la conjonction de
conditions dont chacune est représentée par un ouvert Ui de Quot 5/x/s ? est
rerrésentée par 1'ouvert intersection. Par exemple, considérant pour tout S' sur
S 1'ensemble des sous-préschémas fermés Y de X' =X Xq S' qui sont des revéte-
ments étales ({3}, I) de rang donné r de S' , on trouve un foncteur contravariant
représentable en S' ,

cs Les préschémas HomS(X , YY), xl}s (z/%) , Isoms(X s Y) , définis dans [2], II,

Cy n® 2, existent moyennant des hypoth&ses projectives convenables, et se réalisent
comne des ouverts dans des préschémas de Hilbert convenables. Comme on a

Homs(X , Y) = XI}S ((XxY)YX) 4, le cas de HomS(X y X) se raméne 3 celui de an‘ (z/%) .
On note alors que pour tout S' sur S, l'ensemble des sections de 2! =2 g St

sur X' =X *g S! est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des sous=prés-
chémas I de 7 (nécessairement fermés si Z est séparé sur X ) tels que le
morphisme I =+ X' induit par Z' - X' soit un isomorphisme. De cette fagon,
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lorsque X est plat et propre sur S, et Z est quasi-projectif sur S5,

Il (2/X) existe et se réalise comme un sous-préschéma ouvert de Hilb, 7 /g * Done
X/S °

lorsque X est projectif et plat sur S, et ¥ quasi-projectif sur S ,

HomS(X s Y) existe et se réalise comme un sous-préschéma ouvert de H:le(Xx v)/s *

Lorsque X et Y sont tous les deux projectifs sur S , il s'ensuit aussitot que
EEQES(X s Y) existe également, et se représente par une partie ouverte de

EggS(X , Y) o De méme, lorsque X est plat et projectif sur S et Y quasi-pro-
Jectif sur S , le S-préschéma EE@S(X/Y) , correspondant au sous-foncteur du
foneteur représenté par EEES(X , Y) qui correspond aux S%-homomorphismes X'-Y

qui sont des immersions, est également représentable par une partie ouvertede

Homg (X , Y) &
Soient £ (respe M) un faisceau inversible sur X (respe Y)  trés ample

relativement & S ; dfcd un faisceau trés amphe £®g T sur X Xg Y relative-
S
nment é S o Par suite, pour tout pclyndme P & ceefficients rationnels,

119( Y)/S est défini et est un préschéma quasi-projectif sur S . Il induit

done sur Homs(X , Y) une partie 2 la fois ouverte et fermée quasi-projective
sur S , que nous noterons HomS(X ) Y) o Dénc les sections de Hom (X s Y)P sur

S somt les S-morphismes g : X »Y tels que pour tout cntier n , on ait

x((ea g*(m)®") = »(n) o
X

On obtient de cette fagon des généralisations du théoréme dec Matsusaka, affirmant
que les automorphismes d'une variété projective "polarisée" forment un gboupe
algébrique, assertion qui prend ici une signification évidemment plus précise,
puisque nous disposons d'une définition de ce groupe comme solution d'un probléme
universel, On notyra d'ailleurs que, sur un corps algébriquement‘clos, le groupe
des automorphismes considéré anciennement est celui déduit du "vrai défini iei
en divisant par les éléments nilpotents ; cela explique pourquoi il y a peu de
chance que les constructions plus anciennes puissent se faire sur un corps de base
non parfait, 1'Idéal des éléments nilpotents apparaissant aprés extension du corps
de base n'étant pas nécessairement "défini sur k "¢ Cette méme remarque s'appli-

que d'ailleurs également & la plupart des constructions ancien style.
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5, Btude différentielle des schémas de Hilbert.

Elle découle du résultat suivant :

PROPOSITION 5.1, = Soient S un préschéma, 8, un sous~préschéma défini par
un Idéal quasi-cohérent & de carré mul, X un S-préschéma, & un Module

- 3 D, = 5 F =5 | = /
quasi-cohérent sur X , X xg 8 et F =5 ®€%€EO » enfin 8 56/%0

un Module quotient quasi~cohérent de Sb s plat sur SO « Pour tout ouvert U de
X , soit &(U) 1l'ensemble des Modules quctients quasi-cohércnts € de 5|U , plats

sur S, et tels que 9@g OS = 90 ; ainsi pour U variable, les &U) sont les
S o '
sections d'un faisceau & sur U . Ceci posé, le faisceau en groupes

®q &)
0 fé
o] 4]

— &

opére de fagon natureclle sur &, qui devient ainsi un faisceau nformellement prin-
cipal homogéne sous d " (i. e. pour tout ouvert U dans X, &U) est vide ou

un ensemble principal homogéne sous Q(U)) .

On en conclut :

COROLLAIRE 5.2. = Suppcsons qu'il existe localement sur X un prolongement 8
de 90 en un quotient de § plat gur S, (i. es que les fibres du faisceau &

soient non vides). Alors il existe une classe d'obstruction canonique
1
0(90) e (X, %) ’

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'un prolongement
global ¢ de 90 en un quotient de § plat sur S . Bi cette classe est nulle,
alors 1'ensemble &(X) de tous les prolongements possibles est un ensemble prin-

cipal homogéne sous (X) = Homy (¥  , & & 3
X

o @
S
o

L'existence du prolongement global est alors garanti en particulier si
Hl(x,a)=o°

COROLLAIRE 5.3. ~ Supposons que Q = Quotg/X/S existe (cfe 4o (a)) - par exemple
que X soit quasi-projectif sur S localement noethérien, et & gpohérent. Soit

x € Q , correspondant 2 une extension résiduelle K =k(x) d'un k(s) (ses) ¢
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done x est défini par un Module quotient cohérent & = 50/%0 du Module § =Ty

sur le K~préschéma Xy o Soit ¢ 1le faisceau cohérent sur Xy défini par

Alors 1'espace tangent de Zariski de la fibre G au point x (dual sur X
de m/m2 p ol m est 1'idéal maximal de @Q )} est canoniquement isomorphe &

0 K
B (X 5 0) o

Le résultat donnant l'espace tangent de Zariski peut se généraliser, et donne une
caractérisation, pour un S-morphisme donné g : S' »Q , i. e. une section g"
de Q' =4Q *g S!' sur 8' , du Module

Q= g0 ) = (/)

(od 9 est 1'Idéal sur Q' défini par la section g' de Q' sur &' ), par la

formule fonctorielle en le Module cohérent M sur S!' ¢

Homg (@, 1) = HO(xt , ) y
Sl
ou & est encore le Module sur X' =X > q S' défini par
@ = Hom y 88y ) ,

__.(%(' s

( g= &1 /1 étant le Module quotient de &' =G ® @S, qui correspond a g )e
S .
I1 suffit en effet d'appliquer (5.1) en y remplagant S, par St , S par le

préschéma D) = (S' , Oqs * 7) , ou M est considéré comme un Idéal de carré nul.
Lorsque dans (5.1), ona %= Oy » donc la donnée de 90 correspond 2 la donnée
d'un sous-préschéma fermé Y de X, plat sur S défini par 1'Idéal Jo =mo ’
alors (x) donne
S A= Homax(go/gi ’ OYo B 3) ’

S
3} 0

ol 3/32 s'interpréte comme le faisceau conormal & Y _  dans X, qu'on note aussi
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N g 3 il y a alors intérét 2 considérer { comme un Module sur Y s et de
o’ %o

calculer H° et Hl

compléte dans X , X étant plat sur S , alors dans (5.1) la possibilité de

sur Y . D'ailleurs, si YO est localement une intersection

prolongement local est garantie, dtautre part g/ﬁﬁ est localement libre sur YO

et on peut écrire

Y
A= ® J s
Xo/Yo oSO

ot le premier facteur du deuxiéme membre est le faisceau normal & Yo dans Xb .
Ttilisant le critére fondamental de simplicité ([3], III, 3.1), on trouve par

exemple ¢

COROLLAIRE 5.4, = Sous les conditions de (5.3), supposons que 5 =:OX s X plat
sur S , et que le sous-préschéma fermé Y, de X qui correspond & 8 soit
localement une intersection compléte. Alors 1'cspace tangent de 3ariski a QS en
x est canoniquement isomorphe 2 HO(Yo s ﬂXO/YO) o Si H}(Yo ’ ﬂXO/YO) =0,

' v
alors le préschéma de Hilbert X est simple sur S en le point x + ( Ty A
o' o

est lo faimceau normal & Y = dans X Ye

REMARQUE 5.5. - Cot dnoneé s'applique en particulier lorsque Y est une inter-
section compléte dans Xb définie par une équation, 1. es est un tdiviseur de

v
Cartier" positif. Alors ﬂk A est isomorphe au faisceau sur Yo induit par
o’ o

le faisceau inversible 3’1 sur Xo défini par le diviseur YO o C'est la situa-
tion rencontrée en particulier dans 1'étude des familles de diviseurs positifs

sur une variété projective non singuliére X e L'isomorphisme entre 1'espace
tangent de Zariski en le point x de Q (ou si on préfére, de l'ouvert D de

Q@ qui correspond aux diviseurs) et KO(YO 5 ﬁi K ) était connu en géométrie al-
o' "o

gébrique classique sous le nom de "homomorphisme caractéristique! du premier dans

le second- Il n'était défini que lorsque x é&tait un point simple de la variété
des paramétres T d'une "famille continue compldte" de diviseurs, c'est-a-dire,
de notre point de vue, une composante irréductible du schéma D , muni de la struc-
ture réduite induite. L'espace tangent 3 T on x est alors un sous-espace de
l'ecspace tangent & D en x., done 1'homomornhisme caractéristique des anciens
est bien injectif, mais n'est purjectif que eous des conditions supplémentaires,

par exemple si D est intégre en x . En fait, ZAPFA [8] a construit un exemple
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(avec X surface projective non singuliere sur le corps des complexes) ou méme en

le point générique de T , l'homomorphisme caractéristique n'est pas surjectif.

Cela signifie donc que D n'est pas intégre mSme en le point générique de la com~

posante irrdductible envisagée. Cela montre de fagon particulierement frappante com-

ment, les varidtés & §lments nilpotentssont nécessaires pour comprendre des phénoménes de

la plus classique théorie des surfacese.

5.6, - 0On a donné dans (5.4) un critére de simplicité, s'appliquant en particulier
aux schémas de diviseurs. KODAIRA & donné dans [6] un critére différent, savoir la

Ay 1 s _ 1

mllité de H (X , ) , o £ = 7

par le diviseur Yo ; critére valable lorsque S est le spcctre d'un corps da carac-

est le faisceau inversible sur Xo défini

téristique O , et prouvé dans [6] par voie transcendante dans le cas ol le corps
de base est C . Notons ici que, de fagon générale, S étant & nouveau quelcongue,
la condition de Kodaira est une condition suffisante pour que le morphisme canonique
D A-EEEX/S du préschéma des diviseurs dans le préschéma de Picard de X/S soit
simple au point x envisagé (comme on le vérifie facilement par le critére habituel
de simplicité, une fois apcquise l'existence de EEEX/S Yo 51 done, de plus, EEEX/S
est simple sur S au point image de x (par exemple si _lfi_cX /3 est simple sur

S ), alors D est simple sur S en x . D'autre part, CARTIER a démontré que tout

préschéma en groupes localement de type fini sur un corps k de caractéristique O

ost simple sur k . En conjuguant ces deux résultats, on retrouve le résultat de
KODAIRA. On notera qu'il résulte de ces remarques que sur un errps K de carac-
téristique p >0 , lorsque EESX/S n'est pas simple sur k (ce qui est le cas
lorsque X est la surface de Igusa), la condition Hl(XO s £) =0 implique au
contraire que D n'est pas simple en X, et méme n'est pas réduit en x si K

est algébriquement clos.

Pour finir, signalons encore lc résultat suivant, qui joue un r8le important dans

1'étude différentielle des espaces fibrés @

PROPOSITION 5,7, = Soient X un préschéma fini et plat sur S localement nocthé-

rien, et soit Z un préschéma sur S , tel que M (z/X) existe (ce qui est le
X/8

cas si 2 est quasi-nrojectif sur X )e Si alors Z est simple sur X,
Ml (2/%) est simple sur S o
x/S
C'est une conséquence immédiate de la définition, et du critére habituel de sim-
plicité ([3], III, 3.1). Remarquons que lorsque X est fini et plat sur S, la

question de l'existence de 9 (z/K) peut se traiter trds élémentairement, sans
X/3
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utiliser la théorie des schémas de Hilbert. On trouve par exemple que si X est

radiciel sur S , alors p (z/X) existc sans aucune restriction sur 7 o Par
X/S

exemple, soit T wun S-préschéma, et soit Tn le "voisinage infinitésimal 4'or-

dre n " de la diagonale de T x, T dans T xg Ty muni des morphismes Py Py ]

Tn » T induits par les deux projections. On considére T =~ comme un préschéma
fini sur T grace 2 Py suprosons-le de plus plet sur T (ce qui est le cas si

T est simple sur S ). Pour tolt jréschéma X sur T , posons
(n) *
Q o—
(/0™ =1 T GEOAVT)

o'est un préschéma sur T appelé fibré des germes doc sections d'ordre n de X

sur T (relativement & S )o I1 dépend fonetoricllement de X , et est simple sur
T si X 1l'est.

6. Relations avee la notion de norme ot los produits symétriquess

Soient ' S un préschéma, X et Y des S-préschémas,
u: (&/8)" sy

un Snmmqhkmegxmétrique de la puissance cartésienne n-iéme\de X/S dans Y .
Nous supposerons pour simplifier S localemont noethérien, ct X et Y de type
fini sur S o On peut alors, ¥ tout Module cohércnt % sur X , 3 support fini
sur S, plat sur S et de rang relatif sur S égal & n (1. ce tol que £ (%)
soit un Module localement libre de rang n sur S ), faire correspondre de fagon

naturelle une section de Y sur S @
i
.nx/s(s) e MY /s) .

Nous ne donncrons pas ici la définition en forme, nous contentant de signaler que
la formalisme auquel on arrive est unec généralisation naturelle du formalisme ha=-
bituel des normes et traces. Lorsque la puissance symétrique n-iéme de X sur S
oxiste (par exemple lorsque les orbites du groupe symétrique E% opérant sur '
(x/3)" sont contenues dans des ouverts affines), on peut prendre pour Y cette

puissance symétrique Symmg(X) , et on trouve un élément canonique

Ty o(8) e D(symmg(0)/5)
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qui permet de retrouver les ﬂ§/S(F) . Un autre cas important est celui o X est
un mono¥de commutatif sur S, et X =Y , le morphisme u provenant de la loi de
composition de X . On écrira alors simplement JY8) pour la scction de X sur

8 associde au Module § sur X .

Supposons maintenant que 1'on ait un Module cohérent & sur X , tel que
. . n - . . s
QuOtQVX/S existe, ou du moins tel que le foncteur HOtQVX/S qui associe & tout

S' sur S l'ensemblc des faisceaux quotients cohérents M de & = 3'80 0 51
S
qui sont plats sur S ct de rang relatif n , soit représentable par un S-pré=

schéma (luotgyx/s (Lorsque X est quasi-projectif sur S , alors Quobabw@
existe bien, ot n'est autre, avec les notations du muméro 3, que Quotgyx/s s
ot P est le polyndme réduit au terme constant n )e Comme la formation des
ﬂﬁ/s(m) est compatible avec le changement de basc, on obticnt alors un morphisme

canonique

T(;/S H Quotsn/x/s -Y s

en particulier, si la puissance symétrique n-iéme de X sur S oxiste ¢

/s Quot)? Quote 4 /g SymmS(X) .

Le cas le plus important est celui ou & = OX s qui donne mn morphisme ¢

Tysg ® Hilb?( /s smmg(x) .

C'est évidemment un isomorphisme pour n=0 ou n=1 « Mais pour n=>1, méme
si S est le spectre d'un corps k , et lorsque X est simple sur S, ce n'est

V4 rd * . . A 3 K3 . » s Id
pas cn général un isomorphisme ni méme un morphismc injectif, puisque un sous~-schema

de dimension O de X (correspondant par exemplc & un idéal i primaire pour

1'idéal maximal dans un anneau local OX , pour un point fermé x de X ) n'est

pas connu duand on connait le cycle qu 11 définit (en 1l'occurence, quand on connait

~la codimension sur k de i dans OX x ). On peut sculement dirc ceci ( S étant
H

de nouveau quelconque) 3

ae 51 X est simple sur S , alors lc morphisme-norme définit un isomorphisme
de l'ouvert de Hlle/S qui correspond 3 la classification do revGtements étales
de rang n contenus dans X (cf. n® 4, (b)), avec l'ouvert de SymmS(X) qui

correspond aux n-cycles @ans composantes multiples.
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be Si de plus X est de dimension relative 1 sur S5 , alors le morvhisme

spe s A . . .q. n
norme définit méme un isomorphisme de Hllbx/s avec SymmX/S ®

Ce dernier fait est dfi & ce que un sous-schéma de dimension O d!une courbe
algébrique non singulidre est connue quand on connait le cycle correspondaat. La
méme remarque s'applique d'ailleurs plus généralement aux diviseurs de Cartier,
positifs sur un schéma algébrique non singulier (et il n'est pas exclu que dans
ce cas trés particulier, la variété de Chow domne la néme chose que lc schéma de
Hilbert).

7. Compléments et questions.

Comme 1'a remarqué J.-P., SEREE, il résulte d'un exemple bien connu de NAGATA
qu'on peut trouver un schéma S , spectre d'un corps k , un S-schéma S' ,
spectre d'une cxtension quadratique k' de k , enfin un S'~schéma X propre et

simple (mais non projectif) de dimension 3 . tel que ﬂ/ (X/S) n'existe pas.
3t /s
Cela implique a fortiori que le schéma de Hilbert Hilbe % /5 n'existe pas (ni méme

le k-schéma qui représcnterait les revétements étales de rang 2 de S contenus
dans X ni a fortiori le carré symétrique de X , cf. numéro précédent). Cela
impose donc des limitations sérieuscs aux possibilités de construdtions non projec-
tives en Géométrie algébrique. (I1 est cependant plausible que de telles limitations
ne se présenteron’ pas en Géométrie analytique, pas plus qu'elles ne se présentent
on Géométrie formelle, (cf. [R], II)). Par contre, si X est un schéma propre sur
le spectre S d'un corps k , et sk Z est quasi-projectif sur X , alors

N (Z/X) existe, ot est un schéma, somme d'unc suite de schémas quasi~projectifs
2

sur S (comme dans le cas profectif (341)). Pour le voir, on se raméne en offet
au cas ot X est lui-méme projectif, en dominant X par un S~schéma projectif
X' ; nous ne domnerons pas ici le détail de la démonstration, qui utilise ausst

1e résultat de factorisation d'un morphisme fini signalé dans [2], I, 4, n® 2 (b).
Le succés de la méthode tient au fait que, S étant le speetre d'un corps, le

X' qui intervient dans le lemme de Chow sera automatiquement plat sur S .
Jlignore si le résultat reste valable sans hypothése sur S , en supposant seu-
lement X propre et plat sur S , Z quasi-projectif sur X . Un cas important
dans les applications est celui od 7 cst un sous-schéma fermé de X ; si alors

M (Z/X) existe, ¢'os pleussaircment un sous-schéma fermé de S . On peut le
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construire directement de facon assez simple lorsque X est projectif sur S,
sans utiliser la théorie des schémas de Hilbert, et la méthode employée montre plus

généralement que si 72 est affine sur X, alors 9 (z/%) oxiste et est affine
' X/S

sur S o Elle montre également que si X est propre et plat sur S (pas nécessai~

rement projectif sur S ), alors pour tout fibré vectoriel Z localement trivial

sur X, 11 (2/X) existe, et est un fibré vectoriel sur S . I1 scrait dési-
S

rable que ces résultats soient repris et unifiése
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ADDITIF

lajouté a la correction des épreuves]

T1 apparait meintenant que les conjectures de f2J, III, n® 8, sont fausses,
méme pour des variétds non singuliéres sur un corps de caractéristique O , tant
en ce qui concerne l'existence quec la quasi-projectivité du quotient, et méme lors-

que & opére avec un graphe fermé,

et A ot il
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fECHNIQUE DE DESCENTE ET THEOREMES D'EEISTENCE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE
V. IES SCHEMAS DE PICARD : THREOREMES D'EXISTENCE

pin Alexander GROTHENDIECK

Ls roupes et foncteurs de Picard soiltiive.

Pour tout préschéma (plus généralement, tout espace annelé) X , nous appelons

groupe de Picard (absolu) de X , et notons Pic (X) , le groupe des classes, a un

{somorphisme prés, de-Modules inversibles (i. e. localement isomorphes & Oy ) sur

X . On a donc un isomorphisme cenonique

(Lo1) Pic() SH (X, 08

ol O;g désigne lc faisceau des unités de Oy, (qui st'identifie en effet au
faisceau des automorphismes du Module inversible type Oy ). Notons que
X ~~ Pic(X) est un foncteur contravariart en X de facon évidente, et que

1'isomorphisme (l+1) est fonctoriel.

Si X est un préschéma au-dessus d'un autre S , alors pour un St variable
dans la catégorie (Sch) /s des préschémas sur S , on a un foncteur contrava-
riant St am~ Pic(X xg S') grfce & ce qui précéde. Ce foncteur n'a aucune chance

dt8tre "peprésentable" ([4], II, A), car par suite de l'existence d! automorphis—

mes non triviaux des Modules inversibles qulon se propose de classifier, ce fonc=
teur ntest pas de "nature locale" ([5], IV, 5.4)« Il y a donc lieu de le "rendre

local", en introduisant de fagon générale, pour tout préschéma relatif X/s ,

un groupe de nature relative,
. a 1
(1e2) | Pict (X/3) = H(S , R £ (6%)) ,

(b £3 Xo S est le morphisme structural) (comparer [41, II, G 3); Dans loco
citato, ce groupe est appelé groupe de Picerd relatif, il sersa préférable ici

" de 1tappeler. groupe de Picard relatif restreint de X/s , pour des raisons qui
vont apparaeftre. Lorsque S' verie dans (SQ)/S y St a~~ Plet (X Xg S1/s1)  est

un foncteur contraveriant en S!' , noté aussi Pic}/q ,.Xdonc défini essentielle-

ment par la formule

(1.3) Pich /g (8') = Pic(X xg S1/81) .
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' Ce foncteur est maintenant "de nature locale", vu qu'on a fait ce gqu'il fallait
pour cela. Intuitivement, le deuxiéme membre de (1.3) stinterpréte comme 1tensem~
ble des "familles algébriques" de classes de faisceaux inversibles sur (les
fibres-de) X/S , indexées par le préschéma de parametres S1/8 . Lorsgue le

foncteur Pic! est représentable, le préschéma sur S qui le représente est

noté Picx/s , et appelé le préschéma de Picerd de X sur S5 , donc, on aura

alors
(1+4) Homg (8% , ?ic-x/s) &%/S(Sf) = Pic! (X xq St/s1) . .

Ilye ce;pendant des cas importants oh -13&95'(/8 n'est pas représentable
(exemple : veriété de "Brauer-Severi" sur un corps k , sans point rationnel sur
k ), et ot cependant il existe une définition naturelle d'un préschéma de Picard
relatif. Cela tient eu fait cue dans la définition du foncteur Pic! 4 pertir
des groupes de Picard absolus Pic (X x S'/S') , on n'a pas encore assez localisé,
de fagon précise Pic' n'est en general pes "compatible avec la descente fidéle-
ment plate". Explicitons.

Soit (M) 1tensemble des morphismes de préschémes qui sont fidelement plats et

quasi~compacts, cet ensemble est stable par changement de base et per compositions

Soit P un foncteur contravariant de (Sch) /s dans la catégorie des ensembles,

et pour tout S-morphisme u 3 Tt 5T, ue (W ,considérons le diagramme

(Le5) P(T) » P(Tt) == P(T: xT'T!)
transformé per P du diagramme

Iy o, Py
Te T = TV xg T3 .

Si P est représentable, il résulte de la théorie de la descente (4], 1, B,
"the 2) que le diagramme (L.5) est exact pour tout u e (@) « On exprime ce fait
en disant que P est compatible avec (m) , en lloccurence que P est "compati-
ble avec la descente fidélement plete", ou encore que le Vpréfaisceau" P sur
(S‘g“) est un "faisceau" pour la notion de localisation fournie per l'ensemble
o . Lorsque P est quelconque, un procédé standard, bien connu dens le cas de
la localisation topologique habituelle, permet de 1lui agsocier un "faigceau
et un homomorphisme de foncteurs P - £ , qui so:Lt universel dens un sens évident.
Le calcul de @ peut s'expliciter de la fagon suivante : pour définir ©(T) ,
on désigne, pour tout T! sur T tel que le morphisiﬁe u: T*->Te(® , par
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HO(T?/T s P) 1le sous-ensemble de P(T') formé des é1léments € dont les deux

images § 5 &, dans P(T! Xp T!) sont telles qu'il existe un morphisme

vy T T x, T*', ve (@ , tel que g et &, ealent mlme image dans P(T")
[Ne Bs = Ltensemble T° ainsi défini est donc plus grand que ltensemble

HO(T'/T , P) introduit dens [4], I, &, 4 (a).] Lorsque T!' wverie sur T fixé,

(toujours avec u € (M) ) les H°(T'/T , P) forment un systéme inductif (quand

llensemble des T'!' est muni du préordre défini per la domination), et on pose

(L.6) #(T) = Lim H°(Tt/T , P) .
i —
. Tt
La loi fonctorielle en T de cette expression s'expllelte de fagon évidente.
Lorsque

P(T) = Pic(X xg T) .,

le foncteur contraveriant sur (Sch) /s défini par (1.6) est appelé foncteur de
Picard relatif de X sur S , et noté E_j.gx/s » et on appelle groupe de Picard

relatif de X sur S , et on note Pic(X/S) , le groupe Picy /s (S) « On trouve
alors une bijection évidente

(1.7) Picy/s (T) 3 Pic(X Xg T/T) R

Un é1ément de Pic(X/S) est donc défini & 1'aide d'un élément &' d'un groupe
Pic (X xg St) (oh S'- S est fidélement plat et quasi-compect), tel que llon
puisse trouver un morphisme fidélement plat et quasi-compact S" - St xq St tel
que les deux images inverses de &' dans Pic(X xg S")  soient les mfmes. Un
élément &' - de Pic(X xg S1) et § de Pic(X xg S,) (satisfaisant les condi=-
tions qu'on vient d'expliciter), définissent le mAme &lément de Pic(X/S) , si
et seulement s'il existe un morphisme fidélement plat et quasi-compact S} - St Xg %_
tel que les images des deux éléments en question dans Pic(X xq S}) solent
égales. Il est souvent commode de traveiller encore avec le foncteur P' = Pict /3
introduit plus haut, on constate aussit8t que le morphisme canonique P - P!
définit un isomorphisme |

(1.8) | N f y

ce qui donne une description de f}gx /s en termes de E_agi /s = Pt , plus com-
mode souvent. En vertu de 2.3 ci-dessous, lorsque dans la description de A

Pic(X/S) qu'on vient d'expliciter, on remplace P per P! , on peut en effet
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falre S" = 8! xg 8! ,° S} =8% xq S, » du moins sous les conditions explicitées
dans loco citato.

Lorsque le foncteur Pley/q est représentable, on dit que X/S admet un pré-
schéma ge Picard, et le préschéma sur S représentant le foncteur est appelé
préschéma de Picard de X sur S , et noté encore Pley /s * I1 suffit évidemment

pour ceci que P! = Ré'EX/S soit représentable, car alors P! est déja un
"faisceaut, et la formle (L.8) prouve que le morphisme P?'- €' gstidentifie au

morphisme canonique
(1.9 - Plelyss » Beyys o

qui est alors un isomorphisme. Donc notre terminologie est compatible avec celle
introduite plus heut avec (l¢4). En général, lorsque Picy /5 existe, il est
défini par 1l'isomorphisme fonctoriel @

(1.10) Homg (S* , g_i_cx/s)i‘i Pic(X xg S'/S) .

2. Relations entre les divers groupes de Picard relatifs et sbsolus.

PROPOSITION 2.1. - Soit f : X S un morphisme tel que Og > £ (G) « Alors

on a une suite exacte
0 - Pic(S) » Pic(X) » Pic! (X/S) .

Lorsque X admet une section sur S , le dernier morphisme est surjectif, 1. e.

on & un isomorphisme ‘
’ N
Pic! (X/S) — Pic (X)/Pic(S) .

Le suite exacte peut 8tre considérée comme.la suite exacte en bas degrés cor-
respondent & la suite spectrale de Leray pour .f et Oy . La deuxiéme assertion
également egt formelle.

PROPOSITION 2.2. — Soit £ : X - S un morphisme quasi-compact et séparé tel
que Og N £(9) , et soit S' - 5 un morphisme fiddlement plat et quasi-compact.
Alors

(i) Pic' (X/S) » Pict'(X Xg S1/81) est injectif ;

(11) Si X admet une section localement sur S (i« es tout s €5 a un voi-

sinage ouvert U tel que X|U ait une section sur U ), alors le diagramme

Pic? (X/S) » Pic! (X x4 S'/8') =3 Pic' (X xg sn/gn)
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(o 8" = 5% xq S ) est exact.

Le premier énoncé résulte, gréce aux propriétés élémentaires de la descente fi-
délement plate, de la remarque générale suivante. Si f ¢ X S est un morphisme
tel que 08'3 f*(OX) , alors le foncteur &~~~ £ %) , de la catégorie des lModules
localement libres de type fini sur S dans la catégorie des Modules localement
libres de type fini sur X , est pleinement fidéle, et 1'image essentielle est
formée des Modules & sur X tels que f*(g) soit localement libre, et que

1thomomorphisme canonique

£%(c, @) » ©

soit un isomorphisme. Le deuxiéme énoncé a été prouvé per la théoric de la des-
cente dans [4], I, B, 4.

Les résultats de 242 s‘énonéent aussi ainsi
COROLLAIRE 2.3. - Sous les conditions de 2.2, 1l'homomorphisme cenonique (1.9)
33;9.}'{/3 - 23&9}(/8 est injectif, et méme bijectif si X admet une section locale-

ment sur S . (Donc dans ce dernier cas, il y & identité entre le groupe de
Picar: relstif Pic(X/S) et le groupe de Picard reletif restreint Pic! (X/5) )

Conjuguant avec 2.1, on trouve done 2

COROLLAIRE 2.4. - Sous les conditions de 2.2, on a une suite exacte
0 - Pic(S) - Pic(X) -» Pic (X/S) a
Lorsque X admet une section sur S ; le dernier homomorphisme est surjectif,
ie eo on a alors un isomorphisme '

Pic (£/8) ™ Pic(X)/Pic(S) .

Remarque 2.5¢ = Soit £ ¢ X » S un morphisme tel que 04" £,(6) » et soit
g une section de X sur S . Soit £ un Module inversible sur X , appelons
g~rigidification de £ un isomoréhisme 08'3 g*(E) , ¢t eppelons Module inversible

g-rigidifié un Module inversible £ sur X muni dtune g-rigidification. Tout
automorphisme diune telle structure est trivial, et Pict (X/S) stidentifie &
1tgnsenble des classes, & un isomorphisme prés, de Modules inversibles g-rigidifiés
sur S « (Clest ce fait qui a permis dtutiliser la théorie de la descente pour
prouver 2.2, (ii).) Cele donne une nouvelle interprétation de . Pic (X/S) , du moins
lorsque f ost de plus quasi-compact et séparé, done Pic (x/s) ™, Pic? (X/S) per
2630+ -
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Remerque 2e6¢ = Soit £ 3 X - S un morphisme comme dans 22, et soit S'+ S
un morphisme fidelement plat et quasi-compact tel qu'il existe un S-morphisme
St 5 X , i. e. tel qu'il existe une section de X! = X xg S' sur 3P . Soit

St = St xg St , XM =X xg S, et considérons la suite exacte

Pic (X/S) - Pic(X!/S!) =} Pic(X"/s") .
Appliquant 2.4, on trouve une suite exacte.
Pic(X/S) » Pic(X!)/Pic(S') == Pic(X")/Pic(S") ,

en particulier, tout élément du groupe de Picard relatif "provient" déja dlun
élément de Pic(X!) . Cela donne donc une simplification substantielle pour la

description du groupe de Picard relatif donnée dens le numéro précedent, et de

méme pour le foncteur de Picard de X sur S , puisque, pour tout T sur S,
on peut appliquer ce qui précede & X xg T/T et au morphisme T' = S' xg T T
S5i par exemple T lui-mdme est fiddlement plat, on peut prendre S*' =X , ce qui
permet, lorsque f est de plus de type fini (resps slmple, etc.) de se borner,
dans la description du foncteur de Picard relatif T ~~- Pic(X xg T/T) , & des
changements de base T! - T api sont de type fini (resp. simple, etce) s« Lorsque

f est projectif et plat, S, localement noethérien, on grouve qu'on peut prendre

ci-dessus un S' + S tel que S' soit somme directe de revétemehts nlats Si
dtouverts Si de S couvrant S 3 si f est mfme séparable, on peut prendre
St étale sur S, .
i i

3« Le théoréme principal d'existence : énoncé.

On ne dispose pas, méme & titre congectural, d'un énoncé d'existence de pré-
schémasde Picard, englobant tous les cas connus. Une condition "pratiquement né-
cessaire", si on peut dire, est que f i+ X8 soit propre (assurant des pro-
oriétés de finitude essentielles) et plat. Ces conditions ne sont pas suffisantes,
mme si S est le spectre de 1l'algebre des nombres duaux k[t]/(t ) sur un
corps k (disons le corps C des nombres complexes), et X de dimension 1.
Au moment dtéerire le présent exposé, les théoremes d'existence les plus impor-

tants pour le préschéma de Picard sont déduits du théoréme suivent 3

THFOREME 3.1. - Soit £ : X +5 un morphisme de préschémas localement noethé-

riens. On suppose

(1) £ projectif
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(1i) £ plat
| (iii) les fibres géométriques de f sont integres.

‘Sous ces conditions, PicX/S existes

La démonstration, qui sera esquissée dans les deux numéros qui suivent, montrera
en méme temps ceci : Soit & la section de EEEX/S correspondant é un faisceau
trés ample OX(l) sur X/S (i e. induit par une immersion projective X - PE));
il existe alors une partie ouverte U de EiEx/s , réunion disjointe de parties
ouvertes quasi-projectives sur S , telle que U soit stable per la translation
"par &, et que gEEX/S soit réunion croissante des ouverts U = ng (tous
isomorphes & U ). Il en résulte en particulier que sous les conditions de 3.1,

Picx/s est ségaré sur S .

Remarque 3.2. - On voit sur des exemples (avec S le spectre d'un anneau de
valuation discréte, et X de dimension relative 1 sur S, par exemple), que
si dans 3.1 on omet 1'hypothdse (iii) en la remplagent par 1l'hypothése plus
faible que, pour tout s € S , l'homomorphisme k(s) - HO(XS » Oy ) est un iso-

tant dans le

we 0

morphisme, alors EEEX/S n'est pas nécessairement séparé sur S
cas o les fibres géométriques de f sont réduites, mais ol une fibre géométri-
que générique intégre "éclate" par spécialisation en deuvx composantes irréducti-
bles, que dans le cas o les fibres géométriques de f agont irréductibles, mais
ou une fibre géométrique générique intdégre se spécialise en une"fibre multiple".
Le premier cas se présente par exemple.avec une conique dégénérant en deux droi-
tes concourrantes, un exemple du deuxiéme m'a été fourni par D. MUMFORD, avec
une courbe elliptique dégénérant en une courbe elliptique double. Ces exemples

sont valables en toute caractéristique.

Remsrque 3.3. ~ Sous les conditions de 3.1, j'ignore si gigx/s est réunion
disjointe dtouverts qui sont de type fini, donc quasi-projectifs, sur S .« On
notera que la considération des polynfmes de Hilbert Q e Q['b] permet, comme
‘dens le cas des schémas de Hilbert ([4], IV), de donner une décomposition de
EEEX/S en somme digjointe dfouverts Eisg/s s, €t il semble plausible que ces
derniers sont quesi-projectifs sur S 3 c'est ce qu'on verra du moins dans le
prochein exposé lorsque f est un morphisme simple. On fera attention que si
- on remplace l'hypothése (i) par 1'hypothése : X est projectif localement au-
dessus de S (ce qui est suffisant pour la validité de 3.1, puisqué la question

d'existence de Picy/s est visiblement locale sur S ), il est facile per contre
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de donner des exemples ou Plcy/s contient des composantes connexes.qui ne sont

pas de type fini sur S . Soit par exemple XO une veriété algébrique non singu-
lidre projective sur un corps k algébriquement clos, munie d'un automorphisme
u et dtun élément & dans le groupe de Néron-Severi de XO , tels que les

un(i) soient deux & deux distincts. On peut par exemple prendre pour Xo le
produit d'une courbe elliptique E par cile-mfme, pour u 1tautomorphisme

(xy, )~ (x,y+x de ExE.Soit 5 la réunion de deux courbes irréduc-
tibles non singulidres se coupant en deux points & et b. Ilyasur S un
revé‘bemen’o principal comnexe P de groupe Z ; et utilisant les opérations de Z
sur XO définies par u , on en conclut un fibré agsocié sur S , de fibré XO
(triviel sur S -a et S -b), en fait un schéms sbélien sur S dans le cas
partizulier envisagé. On voit facilement que 3}-9-){ /s qui est aussi le fibré as-

socié & P et aux opéralions de Z sur Picy /x via u , contient une compo-
. .Y a o Ay 0] o ’
sante connexe isomorphe & P x P:\.gX /k (o4 Pic  dénote la composante connexe
O -

de 1!'élément neutre dans Pic ), laquelle n'est pas de type fini sur S . (11 se
produit également des phénomenes analogues dans divers cas de préschémas de Picard

non séperés sur S , comme envisagés dans 3430

4+ Diviseurs de Certier relatifs et fibrés projectifs.

Nous n'aurons & utiliser que des diviseurs positifs, et omettrons ce qualifica~-

tif supplémentaire dans la suite du numéro.

foit X wun préschéma. Un d1V1seur de Cariier sur X , ou simplement diviseur

sur X pour simplifier, est un sous-préschéma fermé D de X , défini par un
Iddal & qui est un Module inversible; i. e. engendré localemen'b par une section

non diviseur de zéro de OX . L D nous sssocions un Module inversible, & savoir

e@) =37,

et 1'injection canonique 3 - OX donne un homomorphisme canonique

o .
sy * Oy =3 = £(D) , i. e sDeF(X,SZ(D.)) .
Drailleurs, la donnée dtun diviseur est essenticllement dquivelente & la donnée
dtun Module inversible £ sur X , munie d'une section s qui soit partout non
diviseur de zéro, en associant inversement 3 un tel couple (£ , s) le "diviseur"

de s , noté div(?) o Pour un £ inversible domné sur X , 1l'enserble des
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diviseurs D définissant £ est en correspondance biunivoque avec llensemble
quotient T'(X , £)*/rx , O;) , ot T(L,2)* désigne la partic dc T'(X , £) for-
mée des sections qui sont partout non diviseur de zéro.

Supposons maintenant que 1'on ait un morphisme localement de type fini £ : X-S,
et supposons pour simplifier S localement noethérien. Soient 3 un Idéal cohé-
rent sur X , D le sous-schéme de X qutil définit, xe X , et s=£(x) .

On montre quec les conditions suivantes sont équivalentes @

(i) 3 est inversible en x (i. co 3, engendré par un élément régulier de

Op . ) et D est plat sur S en x .
X,x

(i) X et D sont platg sr S en x , et D, ost un diviseur de Cartier
sur la fibre XS en le point x .

(111) X est plat sur S en x, et Sk est engendré par un élément f,  in-

duisant sur Xs un germe non diviseur de zéro.

On dit alors que D est un diviseur de Cartier relatif sur X/S , (ou simple-

ment diviseur relatif sur X/s ), eu point envisagé. On notera sur (1) qu'alors

D est également un diviseur relatif aux points voisins de x , donc si X ct

D sont plats sur S , et D propre sur S, alors llensemble des se S tels que
DS soit un diviseur de Cartier dans XS (i e+ tels que D soit un diviseur de
Cartier relatif aux points de XS ) est une partic ouvertc de S . D'eutre part,

. on a fait ce qu'il fallait dans la définition précédente pour que la notion de
diviseur de Cartier relatif soit stable par un changement de base quelconque

St » S . Considérons alors, l'ensemble Div(X/S) des diviseurs relatifs sur

X/S , puls le foncteur contraveriant en S! variable sur S défini par

Divy /g (8') = Div(X xg 51/5%) .

Supposons X plat et propre sur S . Alors par la caractérisation (ii) des divi-
seurs de Cartier relatifs, Divy /g peut 8tre considéré comme un sous-foncteur
du foncteur Hilby s défini dans [4], IV, et le morphisme d'inclusion

Divy /g  Hilby /g

est "représentasble par des immersions ouvertes", (ef. [5], IV, 3.13) en vertu des
remarques qui précédent. Utilisant le théoréme dlexistence principel de [4], IV,

on trouve @
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PROPOSITION 4.l — Supposons f : X » S projectif et plate Alors le foncteur
PizX/S est représentable, et, de fagon précise, est représentable par un ouvert
de 1{_1__1_1_3;( /s

Utilisant (pour un faisceau Op(1) trés ample donné sur X/S ) la décomposition
canonique de E}BX /s en somme des ouverts EJ_._]_._BQ( /s correspondants aux poly-
ndmes de Hilbert Q € Q[t] , on en conclut d'ailleurs une décomposition analogue

. ' . Q
Divy o = H  Divg,
==x/s g [+] —X/s

en sorme d'ouverts disjoints quasi-projectifs sur S .

Utilisent 1'application Da~s®(D) , on trouve d'sutre part un homomorphisme
fonctoriel

(+) Divy/s ~ Flgy/s

que nous nous proposons d!'étudier ; il apparaitra qu'il est relativement repré-
sentable ([5], IV, 3) sous des conditions assez générales. Partons donc avec un
élément & de Picy /s (S*) , en supposant pour simplifier les notations que

St = S , et montrons que le sous~foncteur correspondant de Divy /s est représen-
table. Prenons d'sbord le cas o E est défini par un todule inversible £ sur
X « Nous supposerons X propre et plat sur S5 , et que les fibres géométriques
de X sur S sont intégres, ce qui implique aussi ([2], I]i, pare 7) que 1l'on a
OS Nr *(OX) et que cette relation reste valable aprées tout changement de base

8t » S . Alors les divigeurs de Cartier reletifs D sur X/S +tels que (D) et
£ définissent le méme élément de Pic(X/S) = Pigy /S(S) , 1. e. en vertu de 2.4,
tels que E(D) et £ sqient isomorphes localement au-dessus de S ’ sont en
correspondance biunivoque avec les sections du faisceau quotient ;f*(sz)*/o; .
Cette correspondance est compatible avec les changements de base. D'autre part,
des considérations générales du type "Kinneth!" de loco citato (cf« sussi [6])
montrent que la propreté de X/S et la platitude de £ sur S impliquent l'exis-
tence dtun Module cohérent & sur S , défini & un isomorphisme unique prés, et
un isomorphisme de faisceaux

£,(8) 5 Homg (2 , 0g) ,
la formation de @ é&tant par ailleurs compatible avec les changements de base.
Iei f *(ﬁ)* désigne le sous—faiscesu d'ensembles de f_(£) dont les sections
sur U sont les sections de £ sur f-l (U) qui définissent des diviseurs de
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Nartier relatifs sur f"l(U)/U y 1. e qui induisent des sectlons non diviseurs

de O sur les X, (s € U) » Utilisant 1'hypothése que les fibres X, sont in-
teégres, cela signifie simplement que les sections induites sur les fibres XS ne
sont pas identiquement nulles, ou encore en teries d'homomorphismes locaux

2 » Oy ; que lesdits homomorphismes soient surjectifs (NAKAYAMA) « Cela montre que
1ltensemble des sections de f*(ﬁ)*/€§< est en correspondance biunivogue ave. llene
semble des Modules quotients inversibles de 2 , ou encore, par définition du
fibré projectif P@®) associd au liodule cohérent 2 (cf. [5], V, 2), avec llen-

semble des sections de P@) sur S . Cette description est compatible avec la

formation des imaeges inverses, et on obtient par suite le théoréme ci-aprés.

3 )
THEOREME 4.3+ -~ Soient f : ¥ - S un morphisme propre et plat & fibres géomé=-
triques intégres, svec S localement noethérien, £ un Module inversible sur
X ¢ Pour tout S! sur S , soit T(S!') 1l'ensemblec des diviseurs relatifs D sw

X xg S1/st tels que £(D) soit isomorphe & £ %9 g1 localement au-dessus de
' S
8! (d. eo tels que £(D) et £ 9o gy définissent le méme $1lément de
S
Pic(X xg S1/8%) . Alors il existe un Mcdule cohérent @ sir S , déterminé & un
isomorphisme unique prés, tel que le foncteur T soit représentable par le fibré

projectif P{@) -

COROLLAIRE 4:4. -~ Si on suppose mfme f projectif, alors lthomomorphisme fonc-~
toriel Q%XX/S ﬂ‘EEEX/S est représentable par morphismes.projectifs.

En fait, lorsque X adret une section (resp. locelement une section) sur S,
elors 1lthomomorphisme précédent est représentable par des fibrés projectifs (resp.
par des fibrés projectifs locaux), gréce & 4.3 et 2.1. Dans le cas o f est
quasi-projectif, on se reméne facilement au cas précédent par une méthode de des—

cente, utilisant des quesi~sections finies et plates de X localement sur S .

Remarque 4¢5. - Sous les conditions de 443, le Module 2 sur S5 nlest en géné~
ral pas localement libre, ee qui s'exprime per le fait que la dimension des fibres
réduites de 2 , i. ec celle des HO(XS , ES) pour s € S variable, peut faire
des sauts- Etant donné un Module cohérent 2 sur le préschéma localement noethé~
rien S , on vérifie facilement que pour un s € S donne, 2 est libre en s
si et seulement si P(2) est plat sur S en les points au-dessus de s , (auquel
cas il sera donc rfme sgimple sur S en les points au-dessus de s ) ; en 1l'oc~
curence, 9 d&tant défini en termes de £ comme ci-dessus, cela signifie aussi gve
la formetion de 1l'image directe f*(ﬁ) "commite evec le changement de base au
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voisinage de s ", ou encore que f*(ﬁ)ﬂ - H° (Xs s ES) est surjectif. Il en sera

. . ] . 1 = » . 4 /.
ainsi per exemple si H (XS P ES) = 0 . Sous réserve d'existence des preechémas
en jeu, ces rritéres s'eppliquent en perticulicr & la situation universelle

DivY /s -+ Pic. (/s * et donnent une condition néceswaire et suffisante, resp. suf-

fisante, pour que ce morphisme soit simple en un point donné de Divy/e o

5. Démonstration du théoréme principal dlexistence.

Sous les conditions de 3.1, choisissons un Module Oy (1) +tres ample sur x/s ,
soit E 1'éléwent correspondant de Pic (X/s) .« Posons pour sbréger
P(S1) = Pic(X xg St/St) , et supposons d'ebord pour simplifier que X/S admette
une section. Soit f (s!) 1la partic de P(S!) formée des classes des £ in-
versibles sur X xg St tels que ‘ | |

Rl £1 (8(n)) =0 pour 1>0 et tout n30
£1(2(n)) #0 pour tout n>0 .

Ce sont 1a des conditions stables par changement de base, donc qui définifssenﬁ

un sous-foncteur }f' de P , évidemment stable per translation par £ « Utilisant
les "théorémes A et B" de SERRE ([2], III, 2) ct les généralités ([5], I, 5), on
voit facilement que P est représentable si et seulement si §+ 1test, et alors
£+ sera représentable par un ouvert U du préschéma Picy /s représentant P ,
et ce dernier sera réunion croissante des ouverts U = ng .

Soit pour abréger D = Pé‘xX/S , et soit Q+ l'image.inverse de £+ per le
morphisme canonique D - P « Donc on a un morphisme

+ +
(+) ' D - P ?

et on sait déja que Q+ est représentable per un ouvert D" 3u préschéma
D= Divx/s {dont 1'existence est garantie par 4.1). Il résulte facilement de
443 que le morphisme (+) est représentable par morphismes simples projectifs

surjectifs (et de fagon précise par des fibrés projectifs associés & des Modules

localement libres partout non nuls) ¢ cela tient au fait que , lorsque £ sur

X xg S' est, comme au début du présent numéro, alors f"k(f,) est un Module lo-

calement libre # O , dont la formation commte au changerment de base ; evec les

notations de 4.3, & sera alors isomorphe au dual de f}k(ﬁ) « Utilisant le cri-
tére général ([5], IV, 4.7), mous allons en coaclure le représentabilité de Pt .

Dans loco citato, nous prendrons pour & 1'ensemble des morphismes fidélement
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plats et quasi~-compacts de préschémas (qui sont bien des épimorphismes effectifs
en vertu de [4], I B). La condition (a) de loco citato, & savoir que (+) est re-
présentable per morphismes éléments de 6 , est vérifide comme on vient de le
voir ; de mfme la condition (b), qui signifie que le foncteur R+ est compatible
avec la descente fidélement plate quasi-compzctec, ce qui est immédiat. Reste &
prouver la condition (c) de loco citato, & savoir que 1téquivalence R dans le
préschéme D' déduite du morphisme G-représenteble (+) est S-effective, i. ee
est effective et telle que D* 5 D'/R soit € 6 . Pour ceci on note diabprd
‘ que les ouverts D+Q de DF correspondants aux divers polynfmes de Hilbert vir-
tuels Q e Q[t] sont stables par R (car les fibres de R sont connexes), ce
qui nous raméne & montrer que pour tout Q , la relation d'éguivalence RQ in-

+Q

duite dans D est S-effective. Or maintenant D+Q est quasi-projectif, et
dtautre part la relation d!équivalence Rg est projective et platé. On est donc
sous les conditions dtapplication de [4], III, 6.1, qui implique le résultat

voulues

Dans le cas général ou X/S ntadmet pas nécessairement de sectioh, on se ramene
facilément au cas précédent par le technique de descente, ou on reprend la démons-

tration précédente avec la modification qui s'impose dans la définition de £+ .

Remarques 5els =~ La méthode suivie est essentiellement celle de MATSUSAKA pour
la construction projective des veriétés de Picard. Le résultat invoqué de [4], III
pour la possibilité de passage'au quotient effectif peut se déduvire facilement
aussi du théordme dlexistence des schémas de Hilbert, (ef. par exemple {6]) (clas-
siquement, ces quotients se construisaient par utilisation des cocrdonnées de
' Chow) » On notera que 1idformation de 1'ouvert -;Eg/s de E;EX/S ot sa décompo~
sition en ouverts EEEX/S quasi~-projectifs sur S , suivant les polynfmes de
 Hilbert pour les diviseurs définissant les Modules inversibles envisagés, est
compatible avec le changement de base (ce qui permet 1'application de le tochni-
que de descente). '

Remarques 542+ = Il ntest pas exclu que Plcx/s existe chaque fois que
fs+ X558 ‘est propre et plat et tel que les homomorphismes k(s) - H°® X, » g )
s

(se S) sont des isomorphismes (cette dernidre condition signifiant alors aussi
que Og Nr ( ) et que cette relation reste valeble aprés tout changement de
base St - S )« C'est du moins ce qu'on prouve dens le cedre des espaces analy-
tiques lorsque f est de plus projectif, par une méthode différente (celle de
CHOW sauf erreur) expliquée dans [5], IX, 3«1. Dans cette méthode, le passage au
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quotient par une relation d'équivalence propre et plate dons un ouvert du schémn
des diviseurs, est remplacéc par un passage-au quotient par le groupe projectif
dens le schéma des immersions de X dens ‘gé . Cette méthode pourra probeblement.
s'adapter au cas des schémas, en utilisant les resultats de MUMFORD sur le passage
au quotient par le groupe projectif [8] 3 pour 1'instant, il n'y o de démenstretion
écrite que lorsque X a "beaucoup de sections locales" au-dessus de S , par
exemple lorsque X est séparable sur un enneau local complet. En principe, la
" mbthode en question serait de portée plus générale, puisqu'elle donne également
l'existence de préschémas de Picord dans des cas ol ceux-ci ne sont pns séparés,
ot ou la premiére méthode échoue donc nécessairement. (Techniquement, lo difficul-
té provient du fait que lorsque les fibres géométriques de "f ne sont plus in-
tégres, alors le foncteur envisagé dens 4.3 n'est plus représcntable par le fibré
projectif P(2) lui-méme, mnis paf un ouvert dudit, ce qui conduit & la question
' délicate du passage au quotient par unc relation d'équivolence plate mals non

pTopre; )

Remargiie, Se3c = On noters que Lo démolairell. o 2 ici ne fait appel, ni &
la consiruction préalable des jacobiennes des courbes ou familles de courbes, ni -
3 la théorie des variétés abéliennes ou schémas abéliens, et par 1a se distingue
de fagon essentielle dlexposés traditionnels comme dens le livre de LANG [7] ou-
1'exposé de CHEVALLEY [1], qui suivent la voie esquissée par A. WEIL. MBme dans le
caé des jacobiennes des ccurbes non singuliéres sur un corps algébriquement clos
(le corps des complexes disons), la construstion donnéde ici pour la jacobienne est
la seule connue qui en fournisse les propriétés trés fortes que nous avons pris
comme définition au numéro 1, (essentiellement celles de CHEVALIEY, mais en tenant
compte de "variétés de paramdtres" & éléments nilpotents) . Que la construction des
schémas de Picard doive précéder et non suivre la théorie des variétés albéliennes,
est clair a priori per le fait qulen général les schémas de Piéard ne sont ni ne
se ramdnent 3 des schémas abéliens, comme on voit déja dans le cas de courbes
singulidres sur un corps algébriquement clos, ol on trouve les "jacobiennes géné-
ralisées" de Rosenlicht, qui ne sont pas des variétés epéliennes. De plus, la
théorie des variétés abéliennes, et plus généralement des schémas abéliens, gagne
beaucoup en simplicité une fois qu'on diéﬁose dtune théorie des schémas de Picard
en général. En particulier, la théorie de dualité pour les schémas abéliens, et
notamment les résultats du type Cartier, deviennent & peu prés formels a4 partir
de 1 (cf. par exemple [10]). '
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Remarques 5.4. - Le "principe de compatibilité" de Igusa pour la jacobienne
dtune courbe dégénérant en une courbe singulidre, ne peut &tre bien compris que
comme un théoréme dlexistence du schéma de Picard d'un schéma relatif en courbes
X/S , non nécessairement simple sur S . Clest donc un cas partichlier du théore-
me d'existence principal 3.1 lorsque la courbe spécislisée est intégre (i. ee en
termes classiques, irréductible de multiplicité 1). On notera que pour 1l'instant,
le cas d'une courbe spéciale réductible (mfme lorsque les composantes sont de mul-
tiplicité 1, i, e. lorsque la courbe spéciale est séparable sur le corps résiduel)
échappe aux théordmes d'existence connus, sauf dans le cag ol on est sur un
anneau de valuation discréte complet & corps résiduel algébriquement clos, com-
parer 5420 Cette question dlexistence se posera certeinement & 1'occasion d'une
construction géométrique, en théorie des schémas, des "compactifications" de
Baily-Satake des schémas modulaires des courbes de genre ¢ » (Cette compactifi-

cation est connue pour 1l'instant seulement pour g=1, grlce aux travaux de
IGUSA) .

6. Théoremes d'existence relatifs.

Nous allons esquisser ici quelques cas utiles ol l'existence de certains schémas
de Picard implique l'existence de certains autres, ce cui permet de déduire du

théoréme principal 3.1 divers autres théorémes dlexistence.

PROPOSITION 6.le =~ Soit T X 5> S un morphisme plat projectif tel que dans °

la factorisation de Stein f

fv £1 , le morphisme f* : X - S' soit plat et
4 fibres géométriques intdégres (donc satisfait aux hypothdses de 3.1), et le
morphisme fini f" 3 S' 5 S soit plat. Alors EEEX/S existe et (avec les no-
tations introduites dans [4], II, C 2 on a un isomorphisme canonique

. N s
PJ&(/S »S']_}S PlCJ{/S‘ .

Pour le montrer, on établit dtabord un isomorphisme de foncteurs
Picy/a 3 1 Picy/ay ’
~X8x/s s1/8 ~=2X/s

on utilise 3.1, qui iaplique que EEQX/S' est représentable, et on utilise la
structure signalée dans le n® 3 de Picy /a1 (impliquant que toute partie finie
dtune fibre de PiCX/S' sur S est contenue dans un ouvert affine) pour llexis—

. tence de T Pic .
: - 81/s —=x/s"
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Par exemple, lorsque X est un schéma somme de schémas Xi sur S satisfai-
sant les conditions de 3.1, 1'énoncé 6.1 se réduit & 1'énoncé trivial
Picy /g ST picy /s .
i i
COROLLAIRE 6.2 ~ Soit f : X » S un morphisme projectif et plat & fibres géo-

métriques localement intégres (par exemple un morphisme projectif et normel) ,

alors Picx /S existe.

Dans ce cas d'ailleurs, S' est un revétement étale de S (vrai chaque fois
"que f est séparable, i. e. plat & fibres géoméiriques réduites), et on vérifie
que le théoréme de structure énoncé dans le n® 3 pour Picy /s est encore valable,

gr8ce & la structure enalogue de P'icX /s

Dt'autre part, un procédé de descente donne un théoréme d'existence relatif, dont
la portée dépend d'ailleurs de la solution des questicns de descente non plate sou-
levées dans [4], I, A (c), et dont nous nous contentons d!expliciter ici un cas
particulier @ |

PROPOSITION 6e3e ~ Soit f X -5 un morphisme propre, soient X, et X2
deux sous-préschémas de X plats swr S , définis par deux Idéaux cohérents
g, et J, telsaque J; nd, = (0) et que OX/@l + 32) soit plat sur S (i. e
le sous-préschéma de X sup de X; et X, est X, tandis que leur inf 72 est
plat sur X ). Supposons de plus que, pour tout se€ S , les Hom k(s) - HO(XiS,Oxi) R
8

i=1, 2, soient bijectifs. Alors l'homomorphisme naturel de foncteurs

Picx/s - PicX /S X EZEX?/S
1 2

est représentable par des morphismes affines, donc si ‘Pic:K /s et P:i.c:X 2/S exis~

tent, il en est de mfme de Picy /s et le morphisrme canonique

PicX/S - Picxl/s x Picxz/s

est -affine.
Par descente fiddlement plate, on est ramené eu cas ou 72 admet une section sur
S , définissant donc des sections de X , X; , X, sur S , permettant d'éliminer

les automorphismes dans les structures considérées comme expliqué dans 2.5. La

démonstration consiste alors & noter que le donnée d'un Module inversible
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hpigidifié" £ sur X' équivaut & la donnée d'un triple (8 , %, , W , ou £,
est un Module inversible "rigidifié" sur X, , et u un isomorphisme de 531\2
avec 32]2 , compatible avec les rigidifications. Il y a seulerment a vérifier que
pour £, EZ fixés, la donnée de u s'exprime par une section d'un schéma.
convenable sur S affine sur S , ce qui est facile. On conclut facilement de

6.3 :

COROLLATRE 6.4. — Soit X un schéma propre et séperable sur un corps k , et
goient .Xi les composentes irréductibles de X . 5i les Pchi/k existent, il

en est de mdme de PicK/k , et le morphisme canonique
. o
Pley sy = g L&Exi/k

est affine.

Combiné a 6.2? cela montre par exemple l'existence de giEX/k chaque fois qﬁe
X est un schéma projectif et séparable sur un corps kX « Lorsque X n'est plus
séparable sur k , on a également un résultat de réduction, en utilisant un rai-
sonnement d@ & OORT [11]. La méthode s!applique également sur un schéma de base
quelcongue (cas utile par exemple pour démontrer dans 1'exposé suivant le résul-
tet de finitude annoncé dans 3.3). Pour éviter un énoncé trop technique, bornons-

nous au cas ou l'on est sur un corps de base 3

" PROPOSITION 6¢50 - Soient X un schéma propre sur un corps k , X0 un sous-
schéma eyant méme ensemble sous-jacent (done défini par un Idéal nilpotent sur X)s
Alors le morphisme fonctoriel g;gx/k - EEEX /x est représentable par morphismes

. . as < b s 0 .
affiness En particulier, si PlEXo/k existe, il en est de méme de Plgx/k y et

le morphisme Picy/k - Piey /x est affine.
X

Combinant avec 6.4, on conclut facilement 3

COROLLAIRE 6.6. = Soit X un préschéme projectif sur un corps k , alors
22£X/k existe.

Remarque 6.6. - Il est extrémement plausible que pour tout schéma X propre
sur un corps k , EEEX/k cxiste. Les résultats qui précédent nous raménent,
dens cette question, au cas ou k est algébriquement clos, et ob X est integre.
On sai£ alors quiil existe un schéma intégre X' projectif sur k et un morphis-
me dominemt g : Xi - X (lemme de Chow). Il suffirait donc de montrer que le
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morphisme fonctoriel correspondant EEEX/k - Biﬁxn/k est représenteble (et sans
doute, représenteble per morphismes affines), puisqulon sait par ailleurs que
EEQX'/k est représenteble. Cela souléve des questions de descente non plate non
résolues pour 1l'instant. On notera que lorsqu'on se borne & congidérer le restric-
tion du foncteur PicX/k aux préschémas réduits, (X étant propre intégre sur

k algébriquement clos), on obtient bien un foncteur représenteble, comme 1l'a

montré CHEVALIEY [1] dans le cas ou X est normal, et SESHADRI [12] par une mé-
thode de descente dans le cas général. Mais avec nos notations, le schéma construit
par ces auteurs n'est pas Plcx/k s mais (Plcx/k) & ! le schéma réduit corres-
pondant a EEEX/k o

Remarque 6+7. - Soit plus généralement f : X' > X un morphisme surjectif de
préschémas propres sur Xk . Alors des considérations de descente non plate condui-
sent & conjecturer que EEEX/k'* Pic '/ est un morphisme afflne, ce qui implique-
rait en particulier (en divisant par les composantes connexes des é1léments neutres)
que l'homomorphisme correspondant sur les groupes de Néron-Severi est injectif
modulo torsion. Clest ce qu'on peut vérifier par la théorie des intersections
lorsque X et X' sont non singuliers. La féponse ne semble pag connue dans tout

autre case

Remarque 6.8+ - Contrairement & ce qu'on pourrait penser, la considération des
schémas de Picard de schémas algébriques & éléments nilpotents est utile, et mfme
indispenzable, dans diverses questions. Ainsi, lorsque X est un schéma projectif,
disons régulier, et ¥ une section hyperplane, il y a lieu de considérer les
"yoiginages infinitésimaux" de tous ordres X, de ¥ , et les schémas de Picard
EEEX /k 3 lorsque X est irréductible de dlmen31on > 4 (resp. > 3) , le mor-

7
phlsmc canonique

Blox/i > Hex /x (n grand)

est un isomorphisme (recp. induit un isomorphisme pbur les images inverses des
sous-groupes de torsion de Néron-Severi), résultat qui nous sera utile dens 1tétude
qualitative des schémas de Picard dans l'exposé suivant. De méme, la considération
des schémas de Picard de certaines courbes & éléments nilpotents et les théorémes
fondamentaux de géométrie formelle [3], permettent de vérifier, dans le cas d'éga=
les caractéristiques, une conjecture de MUIFORD, savoir que pour tout annesu local
noethérien normal complet A de dimension 2 ,le groupe des classes de‘diviseurs

de A peut 8tre considéré comme llensemble des points rationnels sur k d'un
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groupe algébrique G sur le corps résiduel k ( G é&tant d'ailleurs déterminé

canoniquement une fois qu'on se donnc un corps de représentants dens £ )e Dans

le cas ou A est de dimension quclconque, il est plausible qu'il existe un pro=-

groupe algébrique sur k jouant lo mdme rfle que G ci-dessus, qui se construit,

dans le cas ob on peut "désingulariser" Spec(d) , comre une limite projective de

schémas de Picard de schémas projectifs (& éléments nilpotents) convenebles sur

ke

(1]
(2]
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(4]
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(€]
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TECHNIQUE DE DESCENTE 5T THSOMEAMES D'EXISTENCE EN CEOMETRIE ALGEBRIQUE
V1. IES SCHEMAS DE PICARD : PROPRIETES CENERALES

nar hlexander GROTHENDIECK

rd - rd F 0 l
Os Compléments & 1'exposé précédent ([3], V) (7)e

I1 y a eu quelques progrés concernant les questions d'existence de préschémas
de Picard soulevés dans [3], V 3 4

ae (MUMFORD). Il n'est pas vrai en général que lorsque f 3 X - S est un mor-
phisme projectif et séparable (= plat & fibres séparables), le préschéma de
Picard _P_;L_clx/s existe, mBme si les fibres de f sont de dimension 1, et si
S est le spectre d'un anreau de valuation discréte complet. Un exemple en est
fourni en prenant S = Spec R[[t]] , et pour X Zle sous-schéma de ﬁ défini
par 1'équation (i x, y 4 2z sont des variables homogénes) xz + y2 = t22 ,
qui représente donc une conique dégénérant en deux droites concourrantes géométri-
quement, mais la fibre spéciale sur le corps R étant néanmoins irréductible
(elle est donnée par 1'équction =+ y2 = 0 sur R ). On voit facilement que,
spec C[[t}] , le préschéma de Picard
de X'/S' existe, et on en obtient une description explicite comue somme de copies
8§, oi § est déduit de S en dédoublant une infinité de fois 1'origines On

constate aisément que la donnée de descmnte sur Pi&[, /st pour S!'- S (donnée

aprés extension étale S' - S , avec S'

1l

ici par les opérations du groupe de Galois §/2§ de S' sur S ) n'est pas effec-
tive, le groupe échangeant entre eux certains points dédoublés (de sorte qu'il

y a des orbites qui ne sont pas contenues dans un ouvert affine)s Cependant,
MUMFORD peut montrer que si £ ¢ X - S est un morphisme projectif séparable tel
que, pour tout s e S , les composantes irréductibles de Xs sont géométriquement
irréductibles relativement 3 k(s) , alors Picy /g existe ; sa démonstration
s'appuie sur un raffinement de son théoréme de passage au quotient, cfe [7]e

Noter d'autre part qu'il reste possible que, sans hypothéses sur les composantes
irréductibles des fibres XS s le schéma fﬁ; /9 (qui sera introduit plus bas)
existe pourtante.
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be (MIRRE). Soit X wun schéma propre sur un corps, alors Picx’k existe. La
démonstration reprend en partie la démonstration de CHEVALIEY [1], et s'appuie &
fond sur la structure de groupe du foncteur de Picards

Pour certains compléments concernant la théorie des schémas de Picard, notam-
ment en relation avec les schémas abéliens, il y aura intér®t & consulter [7].
Enfin, une lacune notable du présent exposé est 1! absence de "criteéresd'équiva-
lence", permettant de comparer le schéma de Picard d'un schéma projectif, et de
ses sections hyperplanes ; les théorémes-clefs pour développer de tels criteéres
se trouvent dans [5], euquel il faut joindre les théorémes d*existence des sché-

mas de Picard.

le Propriétds topologiques des preéschémas en groupes commutatifse

Soient d'abord k un corps, G un préschéma en groupes sur k » Comme 1'é1é~
ment neutre e , étent rationnel sur k , est nécesseirement fermé, il s'ensuit
aussitdt que la diagonale de G x, G est fermée, donc G est séparé : tout

k
rd I'd , - Ve . O
préschéma en groupes sur un corps est séparé. Nous désignerons par G~ la comm

. o
posante connexe de 1'élément neutre e « Comme e est ratiomnel sur k, G

est en fait géométriquement connexe, 1. €o la formation de ®° est compatible

avec le changement de corps de base. Il s'ensuit aussi que Go est steble par
multiplication (ensemblistement), et lorsque G est localement noethérien, donc

O . L] I 0
G° ouvert, on peut considérer G  comae un sous=groupe ouvert de G o Dans la

suite, nous supposerons G- localement de type fini sur k alors © est géo=-

métriquement irréductible et de type fini sur k o En effet, on peut supposer k

elgébriquement clos, donc de plus G réduit (car Gréd sera alors un sous-groupe
de G, compte tecnu que Gréd Xy Gréd sera encore réduit), donc simple sur k
sur un ouvert non vide, donc partout comae on volt en translatent ledit ouverte
Mgis alors G est loc~lement irréductible, donc ses composantes irréductibles
sont identiques 3 ses composantes connexes, donc 6% est irréductible. Soit
elors U un voisinage affine de e dans c° 3 utilisant le fait que ® est
irréductible, on voit tout de suite que UeU = c° , ce qui prouve que ®© est

quasi-compact, donc de type fini sur k «

Supposons pour simplifier que G soit commutatife Pour tout entier n > 0,
soit G'? a%e inverse de G° par 1'homomorphisme ¢, de puissance n-~iéme
dans G , donc est un sous~groupe ouvert de G « Nous poserons 3

Toy ol

n
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= u oo
(nyp)=1

GP =y G(Ph)
h

¢@ p est l'éxposant carzctéristique pour lc corps k « On obtient donc autent

de sous~groupes ouverts de G , satisfaisant
c9ncP=q°, G%.G° = G¥ .

Remarques = On peut construire le schéma en groupes quotient G/Gp = N (cfo
[3], IV), et aéfinir alors G', G°, GP comie les images inverses dans G du
sous-gfoupe de torsion de N (respe de sa composante p-primaire, resps du com=
plémentaire naturel de cette derniére, somme des composantes g=primaires pour
q nombre premier # p )e On notera & ce propos que N est un schéma en groupes
discret séparsble sur k , donc (une fois choisi unc cldture algébrique k de
k , donnant lieu & un groupe de Galois rx ) s'identifie & un groupe discret or-
dinaire sur lequel x opére par automorphismes. C'est dé cette fagon gu'on peut
interpréter de fagon évidente la construction du sous-groupe de torsion et la
décomposition de ce dernier en ses composantes geprimairese Lorsque G est le
schéms, de Picard d'un schéma X propre sur k , N pourra s'appeler le schéma

de Néron=Severi (réduit) de X sur k « Lorsque Ggéd est un sous-schéms en

groupes de ° ,» ce qui a lieu en particulier chague fois que k est parfait ou
que ° est propre sur k (par cxemple X géométriquement normal)y il y a lieu
également d'introduire le quotient N' = G/G‘;éd , qui a tendance & se comporter
mieux que N du point de vue spécialisation, i. es quand X varie dans une
famille de schémas algébriguese

Soient maintenant S un préschéma localement noethérien, et G un préschéma
en groupes sur S , localement de type fini sur S o Nous ne supposons pas G
de type fini sur S , ni sépard sur S « Nous poserons alors

Go

U (6)°
€s

et lorsque G est commutatif s

CeT= U ()", Feu ), £=u (e) -
' =S s€S
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Ce sont 13 des parties de G , stable par la multiplication de G, de qui n'ime
plique évidemnent pas quielles puissent &tre définies & 1'aide de sous~préschémas

en groupes de G o Notamment, il semble qu'il n'existe pas en général de sous~

préschéma en groupes de G dont 1'ensemble sous-jacent soit G° . Bien entendu,

si 1'un de ces ensembles est ouvert, alors, muni de la structure induite, c'est
un sougs-préschéma en groupes ouvert de G « Nous verrons qu'il en est toujours
ainsi de G7 ; ainsi, du point de vue des foncteurs représentables, en particu-
lier du point de vue "spécialisations®, 1'équivalence numérique se comporte de fa-

con plus satisfeisante que 1'équivalence algébrique. Voici les principales pro-

priétés générales des ensembles qulon vient de définir

£ .
THECREME 1.1 - G, G, 69, 6P sont localement constructibles. De plus :

(1) G° est quasi-compact sur S . Lorsque les GS sont propres et G séparé

sur S , alors G° est propre sur S. donc fermé dans G .
(ii) GT est ouverte Si G° est formé, il en est de mdme de Y.

xs . A0 P o . P
(iii) 8i G  est fermé, il en est de mlme de G~ pourvu qu'on soit en égale
caractéristique, i» e« tous les copps résiduels dc S ont mlme caractéristique.
. o] » . . . o)
Si G est fermé et si G » S est universellement ouvert en les points de G

(cfe corollaire l¢5 cimdessous), alors ¢°+8 est universellement ouverte

(iv) si G° est fermé, il en est de mBme de af . Supposons qu'on soit en égale
caractéristique, et que,pour tout entier n >0 tel que (n, p) = 1, 1'homo~

morphisme de puissence n-iéme dans G soit ouvert, alors GP  est ouvert.

Donnons des indications sur lo démonstratione Le fait que G° soit localement
constructible, .et quasi-compact sur S , est contenu dans le locmme suivent :

IEMME 1.2+ - Supposons que S soit # P, clors il existe un ouvert non vide

U dans S , et un schéma en groupes de type fini H sur U & fibres connexes,

enfin un homomorphisme de schémas en groupcs H - GIU qul soit une immersion

ouverte ayant pour image G°|U"

Pour prouver le lemme, on.peut supposer S irréductible, soit n son point
générique, et faisons lec changement de base S! = Spec(@é ) - S, on trouve un
schéma en groupes G' sur un cnneau ertinien local & g = A , dans lequel on a
un sous-schéma en groupes ouvert @° de type fini sur A s comme on a dit plus

haute Il provient donc d'un schéme en groupcs de type fini H sur un voisinage

. . . o . . .
ouvert U de n , ct 1l'immersion canonique G'~ -+ G' provient d'une immersion
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ouverte H - G]U , qui sera un homomorphisme de schémas en groupes pour U

assez petite Comme les fibres de H sont comnexes si on prend U assez petit,
et toutes dc mlme dimension, égale & celle des fibres de G pour U assez petit,
il s'ensuit que, pour tout s e U, 1'image de H, dans G est exactement Gg

( U assez petit), cc qui prouve le2.

La deuxiéme assertion dans (i) est contenue dans le lemme suivant (qu'on appli-

que & un voisinage ouvert quasi-compact de G° dans G ) s

)

IEMME Le3s = Soivut X un préschdmg de type fini ot sépord sur S locaw

"ot
IxY
v
o4
Dy}

~

; . . 0] A
lement noethérien, unc section de X sur S, X la réunion des composantes

conncxes des g(s) s les X Soit s €8, tel que XZ soit prcpre sur

S L
k(s) , 2lors il existe un voisinage ouvert U de s, tel que X°|U soit pro-

pre sur U, et a fortiori fermé dans X|U .

Par descente fidélement plete de la bese, on sc raméne au cas ox S est le
spectre d'un ennecu local complet, et s son point fermée Appliquant [2], III,
5¢5e1y on voit que X se décompose en somme de deux ouverts disjoints X' et
xn ., le premiex; propre sur S et tel que Xé = Xg « Cela nous romene au cas o
X=X', jo ee ot X ecst proprc sur S « Dans ce cas on s'en tire par une démons-
tration standard, utilisant le criteére va.luatif de propreté dtune partie (oublié
dans [2], chape II). -

Prouvons que G est ouvert, ou ce qui reviemt au mime, compte tenu que la for=
mation de G (comme celle de G° , G, GP) commute & 1'extension de la basa s

pour toute section g de G sur S, g-l(GT) est ouverte Cela signifie deux
choges 3

ae Soit y €S tel que g(y) € Gv , alors pour tout y' e ¥y voisin de vy,
ona g(y') ec®.

be Soit y' € S tel que g(y') € G* s alors, pour toute générisation y de y',
ona gly) ec’. '

Pour (a), on note qu'il existe un entier n >0 tel que g (y) e 6° , comme
G° est constructible, (gn)-1 (G°) est constructible, il s'cnsuit que 1l'on a
g™(y') € G° pour y'e€y voisinde y . Pour (b), on note que les g(y)™ = gly)
rcstent dans un ouvert quasi-compact de Gy' (car ils sont contenus dans un nom=-
bre fini de classes mod GO, ), donc il existe un ouvert quesi-compact U dans
G qui contient les g(y') , donc aussi lours générisations g (y) , donc
les puiss ances de g(y) restent dans un ouvert quesi-compact de Gy y ce qui

implique facilement que g(y) € G; .



23606

Supposons G" fermé, prouvons qu'il en est de mlme de G' . Comme on sait
déja que GT est ouvert, donc localcment constructible, il reste & prouver qu'il
est stable par spécialisation, ce qui provient du fait que c'est une réunion da

fermés, & savoir les images inverses, par les homomorphismes ¢ de puissance

. o
n-iéme, du fermé G .

Le mdme argument prouvera que G° et GP sont fermés si G° 1'est (sous ré-
serve dans le promier cas qu'on soit cn égale caractéristique), une fois démontré
que G° et Gp sont locelcment constructiblese Or, pour x € Gt s So0it v(x)
1le plus petit entier n >0 tel que 1'homomorphisnc ? de puissance n-iéme
cnvoic x dans G, Donc G° (resps GP ) est formé des x € X tels que w(x)
gsoit premier & p (respe. une puissance de p )} ot notre assertion dec constructie-
bilité résulte alors de la suivante, plus précise

IEME le4s = La fonction v sur G° est localcment constructibles

Cela signifie en effct que, pour tout entier n >0, 1'cnsemble des x € G* ’
tels que W(x) = n s est locelemcnt constructible ; or c'est la différence de

9 (G°) et de la réunion des 4 (G°) s o1 d parcourt les diviseurs propres de
nj comie G° est localement constructible, il en est de mbme des @El(Gp) , donc

aussi de la différence précédenteo

Supposons G° fermé et G S universellement ouvert en los points de G’ 5
prouvons que 6%+ S est ouverte, i. ce transforme un voisinage dans ¢% alun
X € e en un voisinage de y = f(x) « Corme & est localcucnt constructible,
on est ramené a prouver qug pour toute générisation y' de y , il existe une
générisation x' de x dans G au-dessus de y' « Cela nous raméne par chen=
gement de base au cas o S est le spectre d'un enneau de valuation discréte et
oL y, y' sont respectiverient le point fermé ot le point générique. Utilisant
le foit que G »S est ouvert ecn x (donc qu'il existe une générisation xq
de- x dens G auwdessus de y' ), on peut supposcr de plus qu'il existe une
section g de G sur 3, telle que x= g(y) (quitte & faire encore un chanw
gement de base)e Si k(y') est de caractéristique O, il suffit de prendre n'importe quelle
générisation x' de x dans G au~dessus de y' , elle est dans G puisque
G’ est ouvert, donc dans G° puisque G;.:: G;|,n Si la caractéristique de
k(y') est p >0, posons

v(g(3')) = P'm avec (m s D) =1 5
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soient a et b deux entiers tels que aph + bm= 1, posons

g, =¥ g, =g ' g=g &

donc par construction, on a gl(yg) e G° ot gz(y’) e GP . Corme G° est fermé
il s'ensuit que gl(y) e q° et gz(y) e aP , dlol, en vertu de

g(Y) = gl(Y) gz(Y) e 6’ ?
o
aussi gz(y) € G, donc

gz(y) € G; n G§= G; .
Or de 1'hypothdse, et du fait que S est le spectre d'un annegu de veluation
discréte, résulte que G = (Gy - G;) est un ouvert de G sur lequel G - S
induit un morphisme ouvert, donc que, par tout point de G; » passe une "quasi-
scction" § par suite, quitte & feirec encore une extension sur la basé S , on
peut supposer qu'il existe unc section g'2 de G° sur S telle que
g'z(y) = gz(y) o Posons g' = g, g} j alors, per construction, g'(y) = g(y) = x,
et g'(y') = g(y") gé(y‘) GO, donc g(y') = x' est unc générisation de x

deans G° au~dessus de y' , ce qui prouve (iii)e

m

Prouvons enfin ls derniérec assertion (iv)e On est ramené & prouver que, si
x e 6P , alors toute générisation ! de x est dans GP o On peut supposer
(quitte & prendre les images par ¢, pour h convenable) que l'on a mBme

n

o . s s
x € G « Alors, pour tout entier n premicr a la ccractéristique, x est dens

1'image de P (car la puissaonce n-iéme dans un groupe de type fini connexe sur
un corps de caractéristique premiére & n est surjective). Core P est ouverte,
il s'ensuit que x' est également dans 1'image de ¢ Plus précisément, soit

U un ouvert quasi~compact de ¢¥ contenent G; s olors on a x' e Lpn(U) pour
tout n premier & p o Prenant pour n un multiple comun des facteurs premiers

LY

a p des Wz) s Pour z € U, on trouve que xte cf.

L' assertion (1le1), (iii),- se couplete ainsi s

COROLLAIRE 1.5, = Soit n > 1 un cntier tel que 1'homomorphisme de puissence
n-iéme g, ¢ GG soit wniversellement ouvert, (par exemple étale) posons

-l
G(n) = 9, (GO) , et supposons que les fibres connexes Gz ne "contiennent pas de
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composante additive" (is es le groupe déduit par extension du corps k(s) 2 la
cldture algébrique ne contient pas de sous-groupehisomorphe_é Ga )e Alors G - S
est universellement ouvert en les points des G(n ) « En particulier, si les

GZ ne contiennent pas de composante additive et si, pour tout entier n>1, .

1! homomorphisme Py est universellement ouvert en les points de caractéristique
résiduelle premiére 3 p , alors G - S est universellement ouvert en les points
de G°, donc ((lel), (iii)) si ¢° est fermé, ° » S est universellement
ouverte Dans ces cas, s ~~s dim GS est une fonction localement constante sur

S .

En effet, de 1'hypothése résulte que le noyaw G de ¢ est universellement
ouvert sur S , donc G -+ S est universellement ouvert en les points de nG ’

donc (remplagant n par nh ) on les points des ( h)G o Or 1'hypothése sur les
. n
fibres Gg sert exsctement 3 assurer que les points d'ordre une puissance de n

: h .
dens GS sont denses dens la réunion des a{n") , d'ol résulte facilement que
G » S est universellement ouvert en tous les points de cette réunion, en parti-
culier le long de la section unité, d'ou facilement le feit que & ~~» dim GS

est une fonction localement constante.

Remarque le6e = Rappelons gqu'un morphisme X -5 est dit universellement
ouvert s'il transforme tout ouvert cn un ouvert, et garde cette propriété lousble
aprés tout changement de base S!' 5 S o+ Ccla signifie aussi (lorsque S est loca=
lement noethérien et X » S localement de type fini), que toute composante ire
réductible de X domine S , ¢t que cette propriété est conservée aprés tout
changement de base S' » S « Dans ces deux assertions, il suffit d'ailleurs
(moyennant les hypothdses de finitude ci-dessus) de tester avec des changements
de base S' e_S s O S' est le spectre d'un cnneau de valuation discrete,
(complet & corps résiduel algébriquement clos si on y tient vsee). Ia définition
s'étend de fagon évidente cu cos d'une partie 2 .de X (telle la partie G°
de G )e C'est un phénoméne parfaitement normel, mdme si on part d'un morphisme
projectif simple X - S & fibres géométriques connexes (par exemple le carré
fibré de la famille modulzire de courbes elliptiques sur S = Spec C[j] ), que
EEEX/S ne soit pas universellement ouvert sur S , i. ee qu'il puisse y avoir
des composantes irréductibles de EEEX/S sc trouvant tout entiéres su-dessus
d'un seul point de S 3 cela est 1ié au fait que 1o rang du groupe de Néron-
Severi des fibres de X/S peut faire des sauts vers le haut (phénoménes de
"multiplication complexe")e Par contre, (le5) nous cssure que, dans les bons cas,
£§£§)S (et le' plus souvent mdme, scmblemt-il, Eﬁf;;s ) est universellement ,
ouvert sur S .
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. - . N . 0 5 ~
Enfin, voici un cas utile oi, exceptiomnellement, G~ consente a 2tre ouvert @

COROLLAIRE 1.7« = Supposons que G -+ 5 soit universellement ouvert en les
points de G°  (cfs (145)), ct que les fibres GS soient séparables, donc simples
sur Xk(s) (cette dernidre condition étant automatiquement remplie en caractérise
tique résiduclle mulle, en vertu d'un résultet de CARTIER). Alors o° est ouvert
dans G o Si de plus S est réduit, G° est simple (en particulier, plat) sur
S .

Le premiérc assertion peut dfaillours se préciser en notant que si, pour un
8 €S dommé, G =S cst universellement ouvert en les points de G: et si
Gg est séparable sur k(s) , alors G° est un voisinege de Gg (ct d'allleurs,
1'hypothése faite cn s resteré vérifide en les points voisins)e Cet énoncé,
d'ailleurs indépendsont de toute structurc de groupes, se trouvera démontré dans
[2], IV, paragraphe 7. Le derniérc asscrtion dans (1.7), égnlement indépendante
de toute structure de groupe et de toute question de ccmpesante connexe, est
un cas particulier d'un critére de platitude donné dans [IV], paragraphe 5, qui

implique, plus généralement

COROLLAIRE 1e8. ~ Soit U unc partie ouverte d'une fibre G, , telle que
G » S soit universellement ouvert en les points de U (cfe (1e5)). Si GS
est séparable sur k(s) et S réduit en s, olors G est plat sur S en les

points de U {(donc en 1l'occurence, simple sur $ en lcs points de U )e

Remarques le9s = J'ignorc.si, lorsque G cst séparé sur S, 6° ou G osttoujours
fermé dans G 3 cela semble peu proboblce On trouve en tous cas des contre-exemples
évidents si on laissc tomber 1'hypothese de séparction, par excmple en prenont
1a droite affinc dont on dédoublc une infinité dénombrable de fois 1'origine,
obtenant ainsi un schéma en groupcs G sur la droite affine dont toutes les
fibres sont réduitcs om groupe unité, s=uf une dont la fibre est Z o Ce schéma
en groupes cst un sous-schéma en groupes ouvert, savoir 1'adhérence de la sec-
tion unité, dans le préschéma de Picard du S-schéme X corrcspondant a une

famille dc coniques dégénérant en deux droites concourrantese

D'ailleurs, mlme en partant d'un schéma en groupes fini et plat, G, sur le
spectre S d'un anneau de valuation discréte V , et par suite si ¢° st réduit
& la section unité, donc formé, diverses conclusions devicnnent fausses si on
abandonne certaines hypothésese Supposons que V soit d'égale caractéristique
p >0, et soit G le noyeu de 1'homomorphisme ga'—*'ga défini par 1'homomor=
phisme de fonctecurs £ -~~~ P o tf o t est une uniformisante de V
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(Se rappeler que, par définition, le "groupe additif" Ea sur S représente
le foncteur S' ~~s T(8' , 0gy) o) ilors, en tant que S~schéma,

G = Spec V[x]/(: = tx) est réunion de p "droites" concourrantes, figurant

un groupe g/pg qui dégénére cn un groupe infinitésimal de type additif. Dans
cet exemple, °=c° (et c'est 1'unc des p droites), donc n'est pas ouvert
dans G « Dons le cas d'indgale ceractéristique, ceractéristique résiduelle

p >0, partons du schéma en groupcs H= p_ noyau de la puissance p-iéme

dans Qm s donc H = Spec V[x]/(xp - 1) , c'cst encore la réunion de p droites
concourrantes, figurant un groupe Z/pZ (en caractéristique O ) qui dégénére
en un groupe infinitésimal de type multiplicatif en caractéristique p e« Soit

H' 1e "schéma cn groupes constent" défini par le groupe fini ordinaire g/pé ’
donc la sorme disjointe de g/pg copies de S , ou encore Spec pz o Alors
G= H xgq H' déerit un groupe (g/pg)z en carzctéristique O , dégénérant en un
groupe infinitésimal fois Zyﬁéé cn carsctéristique p. Ici 6P estln réunicn &
la section unité et la fibre spéciale, donc 6P n'est pas ouvert, zlors que

6% est la réunion de la section unité et do la fibre générale, donc n'est pas
‘fermé, contrairement & ce qui est affirmé dens les cas d'égale caractéristique
dans (lel), (iii) et (iv). Bien entendu, ce sont 13 des phénoménes liés & la
caractéristique p > 0 « Les résultats qui précédent donnent en effet @

CCROLLAIRE l¢10e = Supposons les caractéristiques résiduelles de S toutes
nulles, donc G'= 6%, et G° =GP . idors G' = G°

’ . s ’ . (o]
et ferné si G est séparé sur S et si les GS sont propres ; sous cette mlme

est ouvert, et méme ouvert

hypothése, ¢ = 6P est propre sur S donc fermé dans G o Supposons enfin que,
. pour tout entier n > 1, 1'homomorphisne de puissance n-iéme dans G soit
universcllement ouvert, alors @ ost ouverty ot si de plus les Gg n'ont pas
de composante additive (par exemple lecs c° propres, coime ci—dessus), alors

s
T R . . £as
G° » S est universellement ouvert, et mbme simple si S est réduite

Signalons enfin le résultat facile suivant

PROPOSITION lelle = I1 existe une partie ouverte U de S , telles que
‘1'ensemble G' des points de G en lesquels G cst simple (respe plat) au=-
dessus de S , soit 1'cnsemble sous-jacent & un sous-schéma en groupes ouvert
induit de G|U « De plus, toute scction de G sur U est une section de G
sur - U e
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COROLLAIRE 1,124 ~ Si G ecgt simple (resp. plat) sur S en les points de la
section unité, elle 1l'est en les points de toute section de G sur S, et en
tous les points de G° . Si de plus pour tout entier n > 0, 1'homomorphisme
de puissance ne-iéme ¢ 3 G -G cst étale en les points de caractéristique
premiére & n , alors G est simple (resps plat) sur S en tous les points de
G°%.

2. 4Application aux propriétés locales des schémas de Picerd.

TUEOREME 2. 1.

(i) Soit f: X -5 un morphisme propre et s1mple, et supposons que .J(G
existe (par oxemple f wun morphisme projectif)e. Alors Picv/s est séparé sur
» o4 pour toute partic fermée Z de Plcv/s qui est de type fini sur S,

Z est propre sur S .

(ii) Soit X un prdschéma sur un corps k , propre et géométriquement normals

Alors Plcv/s est propre sur k .

Démonstrations

(i) Les critéres veluatifs ([2], II, paragraphe 7) nous reménent & prouver ceci :
si S est le spectre <'un anncau de valuation discréte complet, U 1'ouvert
réduit au point générique de S , alors toute section rationnclle de Eéfx/s sur
S , 1. e« toute scction au-dessus de U s S¢ prolonge de faogon unique en une sece
tion au~dessus de S5 o Compte tenu de la définition de Pch S % cela équivaut &
1'énoncé suivant : pour tout Module inversible £ sur V= £~ (U) s il existe
un Module inversible sur X qui prolonge £ , unique & un isomorphisme prése
Or ceci résulte fzcilement de la description des Modules inversibles sur V,
respe X en termes de classes de diviscurs "de Cartier", compte tenu que les
anmeaux locaux de X sont réguliers ( X dtant simple sur S régulier), donc
factoriels en vertu de AUSLANDER, ce qui implique que tout diviseur sur S est
un diviseur dec Cartiere En effet tout diviseur sur V pout se prolonger en un

diviseur sur X en prenant son 'hdhérence'.

Remargue 2:2¢ « La dénmonstration reste velable en supposant seulement que £
est plat et scs fibres Xs sont localenent des intersertions complétes, et sime
ples sur k(s) en codimension < 2 , compte tenu du résultat suivent démontré
dans [5] : un anneau local noethérien intersection compléte qui est régulier
en codimension £ 3 est factoriel ("conjecture de Samuel")f On notera que le



236~12

résultat devient faux si on remplace "codimension < 2 " par "codimension 1%,
ie e par 1'hypothése "normal", comme on peut se convaincre sur 1'exemple dfune
famille de quadratiques non singuliéres dégénérant en un cBne quadratiques

(ii) Utilisant le le.me de Chow, on est ramené au cas ou X est projectif,
donc plongé dans Pﬁ ; on peut supposer X connexee Si dim X = 1, alors X
est simple sur k , ct on applique (i). Si dim X > 2, on peut utiliser une
veriante des "critires d'dquivalence" connus, qui implique qu'il existe un nombre
fini de courbes Y sinples sur X (obtenues comme intersections de X avec
des sous~espaces llnealres convenables de Pn ) telles que Pch/k -»g PlcY /k

soit un monomorphisme, et induit a fortiori un monomorphisme pour les composantes
connexes. Comie celle du second membre est propre sur k d'aprds ce qui précede,
et qu'il s'agit d'un homomorphisme de schémas en groupes, qui sera nécessairement
une immersion fermée, il s'ensuit que EEEX/k est également propre sur k o On
peut éviter le recours aux délicats critéres d'équivalence cn utilisant la struce
ture des groupes algébriques commutatifs sur un corps algébriquement clos (duc &
CHEVALIEY-BOREL) 3 on est ramecné & prouver que tout morphisme dc la droite affine
dans Eégi/s est constant, ce qui équivaut & dire que tout Module inversible sur
X[t] provient d'un Module inversible sur X , résultat qui est bien connu et
fort élémentaire et n'utilise pas mlme le fait que X soit propre sur k (1! hypo=
thdse X normal permettant dc se réduire aussitdt au cas X régulier)e

COROLLAIRE 243+ = Soit £ 2 X » S un morphisme propre et normal (ie e. plat
et & fibres gdométriques normales), supposons que PicX/S existe, alors Pic§/s

est propre sur S , donc ferné dens PicX/S 3 de plus Pic%;s et PiQi/S sont
également fermés, et aussi Pic§/s en "égalc caractéristique'.

On applique (l.1) et £2.1), (ii).

COROLILAIRE 2¢4e =~ Soit f ¢ X - S un morphisme propre et simple, tel que
cxiste et soit somme de schémas P(l) de type fini sur S (cfe [31,V,4.1).
=ea/s (1)
4ilors chaque P est prapre sur S e

Résulte de (2e1), (i)e Comme on 1'a signalé dans (Re2), le résultat peut se
généraliser en faisant des hypothéses moins restrictives sur les fibres de f ’
mais devient faux si on se borne & supposer f normale Dans ce cas, j'ignore
d'ailleurs si EEE;/S est ndantoins propre sur S , mlme en aduwettant qu'il soit

de type fini sur S .
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THEOREME 2450 = Soit £: X+S un morphlsme popre et platy, tel que ga._cx/s
existe, et pour tout entier n , soit ¢y 1' homomorphisme puissance neilme
dans ce préschéna en groupese Alors Pp est étale en tous les points x e X
& caractéristique résiduelle premiére & n o

Par la caractérisation infinitésinale des morphismes étales, cette assertion
équivaut & la suivante s

LEM/E 2e6e = Supposons que S soit le spectre d'un anneau local artinien &

. dont 1'idéal maximal m soit de puissance (v + 1)eidme nulle, soit A 1= A/sfv,
Xv-l =Xe, Av-l s £ un Module inversible sur X , enfin 53‘ .1 Module ine
versible sur Xv-l dont la puissance tensorielle n-iéme sort isouorphe a

£ il = £ ®, 4, & . ¢ fdors il existe un Module inversible £' sur X dont la
puissance tensorlelle neidme est isomorphe & £ (si n est premler 2 la carace
téristique résiduelle de k = k(L) )e

Prouvons le lemnee On pose V= m’ = mv/ v+ ,A c'est un espace vectoriel sur
X = k(i) o On commacnce & prolonger E' 1 enun Module inversible quelconque sur

£' sur X « L'obstruction & ce fa_'l.rc s¢ trouve dans H2(X Oy ) e V , nais en
o

vertu de 1'hypothése faite sur B\';-.l et du fait que ﬁv-—l peut se prolonger,

on voit que le produit de cette obstruction par n est nul, donc elle-ume est
nulle puisque n premier a la caractéristiques D'aillecurs, 1'arbitraire dans le
prolongement effectué sc trouve dans Hl(Xo » % ) @ V, et la déviation &

de £'® avec £ sc trouve dans le mduc Moduleo; si on essaye de corriger £!
de fagon & rendre cette déviation nulle, on cst ramené & trouver un n dans
ledit Module, tel quc m = § « Or c'ost possiblc cncore gricc au fait que n

est preidier & la caractéristiquce

COROLLATRE, =~ Sous les conditions de (245), supposons de plus que les schémas
de Picara des fibres--X 5 _ns contiennent pes-.de--composante additive (par- exemple
les X géométriquement normaux, cfe (2e1), (ii))e Alors Picy /s S est uni=

versellement ouvert en les points de Piﬁoc /s Si Pigg_ 0{ /s est fermé (par exemple

les X géométriquement normaux, cfe (243)), alors .‘_’30{ /g est lui~mBme uni~
versellement ouvert sur S . Enfin, dans le cas d'égale caracterlsthue,
EJC /s - est universellement ouvert. '

On applique (1e5) et (Llel)s
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COROLLAIRE 2474 = Soit f£f: X 5 Y un morphisme propre et plat, tel que
PicK’S existee ilors la fonction s ~~~ din Picy k(s) W S est senie
continue supéricurcment (ie c. cllc peut fairc des Sauts vers le haut, mais pas

vers le bas), et clle cst mlme continue (i. ce localement constante) si les
—lil-g’-Xs/k(s) ne contiennent pas de composante additivce

La premiére assertion est vraie trivialenent eu presque pour tout préschéma en
groupes localement de type fini sur une base localencnt noecthérienne, puisqu'il
suffit de regarder le long dc la section unité. La deuxidémc assertion résulte
de (2+5)

REM.RQUE 28+ =~ Soient s , s' € S tels qu¢ s soit une spécialisation de
s' , alors (2.7) équivaut & une inégalité (résp. égalité) entre les dimensions
des schémas de Picard de X, et de sa Uspécialisée® Xs e D'ailleurs SERRE
avait fait observer, dés avant la construction des schémas de Picard, que 1'in-
variance de la dimension des Picards des XS dans le cas d'un norphisme simple .
f: XS était une conséquence fornelle de la théorie de la spéecialisation
du groupe fondamental ([4], X), ct des relations classiques & la Kurmer entre
les points d'ordre fini sur la variété de Picard, et le groupe fondamental rens
du abélien, ([4], XT)e Si on désigne de fagon générale par o, p 4 A les di-
nensions de la partie abélienne, mltiplicative, additive de -EL-CSXS /x(s) ? et

qu'on définit de mBue o' , p' , A' , les relations connues, s'expriment par les

inégalités suivantes s
(%) a4 p+Azal +put o+ A
(valable pourvu que Picy/q existe, donc problablenent en tous cas), indgalité
qui, pour A= A' = 0, se réduit & une égalité, valable sous les mBmes hypothé=-
ses d'existence :

a+p=a+pt 3

d' autre part on a

(%% 2+ pg R+t
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par 1'argument de Serre, si les X _  sont séparables (sans mBme supposer 1'exis-
« T . . -

tence de  Picy /g ), ou si les Picy /g (noyaux de ¢ =~ dans le foncteur de

Picard) sont séparés sur S , (coupte tenu qu'ils sont étales sur S gréce &

(245))e On aurait tendance & conjecturer quc (#¥) c¢st une égalité on tous cas, ou

du moins si les X, sont séparables, et qu'on a des inégalités
(#xx) aga, A A

qui devraient 2trc valables chaque fois qu'on a un préschdua en groupes, locam
lement de type fini sur S localement noethérien, dans lequel la diuension des
fibres est constente (voir (1.3) pour un résultat positif dens cettc direction).

Remargue 2¢9. ~ Dans tous les cas connus, EESQDS est universellement ouvert
sur S , mais il ne fout sans doute pas s'en autoriser pour des illusions excese
sives, mfme si f: X +S est simple ; en tous cas, MUMFORD a construit un
exeiple (il est vrai avec S non réduit, en fait S spectre d'un annesu arti-
" nien) ob Eﬁgi/s n'est pas plat sur S , en faisant varier infinitésimaleuent
la surface de Igusae Le point envisagé par MUMFORD se trouve d'ailleurs dans
2232/8 s et il reste possible (pour £ : X -+ S simple) que EEEx/S soit plat
sur S aux points de figg/s s lc conférencier doutc cepandent qu'il en soit
toujours ainsi, mlne en sc r;strcignant aux points de EEEEAS et e¢n supposant
que S est le spoctre d'un anncau de valuation discréte. La question est
d'ailleurs lide & 1'étude des points fixes d'un schéms abélien sous un groupe
fini d'automorphismes, situction pour laquellc on saable nenquer d'exerplese
I1 semblerait que mbue en se bornant & f: X - S simple et projectif, les
‘résultats de régularité locale sur EEEX/S énoncés dans le présent nuuéro, et
~ les conjectures signaldes dans (2.8), épuisent & peu prés ce qu'on pout dire a
ce sujet sans hypothéses plus particuliéres sur la neture des fibres de f « Rape
pelons cepandant queg si les fibres gdométriques de PFic q sont réduites et. sans
couposante additive, alors il résultc dc (1e8) et do (2.5) que EﬁfX/S est siie
ple sur S en les points de EEE;/S lorsque S est réduit j ce résultet vaut
mme, si f: X -8 ost nornal, sans hypothése sur S s COIME NOus verrons
dans (3¢5)s Signalons a ce propos ¢

PROPOSITION 2410,

(i) si Picx/s est simple (respe plat) sur S en les points de la scetion
unité, il Y'est en tous les points de Picg,s s ¢t cn les points de toute section
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(11) Soit seS tel que H(X, ; 6, ) = O, alors il cxiste un voisinage
s
ouvert U de s +tel que PicX/SlU soit simple sur U .

(iii) Soit X un schéma propre sur un corps, alors on a
. . . .
din Picy /k\< din H (X, OX) ’

1'égalité ayent lieu si ot sculement si PicX/k est simple sur k j c'est
toujours le cas si k eost de caractéristique nulle.

(1) résulte de (R+5) et (le12), (ii) du critére infinitésimal pour les morphig-
mes simples et d'un calcul dfobstructions bien connu, compte tenu que (par le
Whéoréne de semimcontinuité") 1'hypothése feite en s scra encorc vérifide aux
points voigins. Enfin (iii) résulte du fait que Hl(X 5 QX) est isomorphe &
1'espace tangent de Zariski en 1'élcément neutre de fggm/k 3 la derniére asser-
tion est un cas particulier d'un théorémc de CARTIER, disant qu'un "groupe formel®

en caractéristique O est fornellenent siuple sur k .

3¢ Le sous-schéna abélien canoniquc de Fic@/S s €t schéna d'ilbaneses

PROPOSITION 3¢ls = Soient k un corps; G un schéma en groupes de type fini
sur k , comwutatif ct "sans composantc additive". Alors Ggéd est séparable

sur k , et par suitc c'cst un sous-schéma on groupes simple sur k

La chosc étant triviale si k est parfeit, cn particulier pour G_, oi k
est la cl®turc algébrique dc k , il suffit de voir que (q;?réd provient d'un
sous~-schéma de G « Or 1'hypothésc sur QE (pas de composante additive) résulte

facilenent qu'il cxiste un entier 1w tel que (Gi)réd soit 1'inage M"schénetique!

de 1'homonmorphisme de puissance meidne dans G_ o Commc ce dernier homomorphisme
: k

provient de 1l'honomorphisne analogue pour G , 1'inage schématique de cc dernier

répond & la question.

COROLLAIRE 3¢2¢ - Soit X un schéua nornal et propre sur k tel que EEQX/k
existe, alors il existe un sous-schénz abélien 4 de EEEX/k dont 1'ensemble
sous-jacent cst Picg/k R

En effet, on vertu de (R.1), (ii), Pic;/k étent propre sur k satisfait &
la condition de (3e1)e
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Le résultat précédent montrc donc que, dans certains cas, la classique

Nyariété de Picard" (qui serait notée (Pic )géd dans 1la théorie actuelle)
' k

"est définie sur k ", sans supposer le corps I parfaite

Soit meintenant f ¢ X - S un achéie rolatif propre et plat, avec

6 3£,(6;) pour siuplifier, tel qus Ploys existe ot que Pic}cé/s Soit pro=

pre sur S « Nous supposerons de plus pour (3.3), (ii) qu'il existe un ouvert de

Picx/S contenant Plcx/s qui soit quasi-projcctif sur S ; cette condition est
vérifide, on 1'a vu, si f est projectif et & fibres geonetrlqucs séparables

ot irréductibless Rappelons qufon appelle schéma abélien sur S wun schéma en

groupes sur S , propre ct siuple sur S , & fibres géonctriques connexese Nous
nous proposens d'exaniner s'il existe un sous-sche&a en groupes 4L de Picx/s

qui soit un schéna abélien et dont 1'enseible sous-jacent soit PicX/S o On vient
de voir qu'il en existe toujours si S est lc spectre d'un corpse Voici ce

quton szit dire dans le cas général envisegé ici

THEOREME 3.3 = Sous les conditions précédentes @

(i) S'il existc un sous-schéiia ebélien de Picy X/S dont 1'ensemble sous-jacent

soit P&cx/s s il est uniquce Sa formetion cst par suite coupatible avec les

changencents de baseo

(11) Pour ou'il existe un tcl sous-schdua abélien, il suffit qu'il en existe

aprés tout changement de base S » 8 , ou S' ost artinien local 3 si S est
1lc spectre d’un anneau local, il suffit nlne de tester avec les S' = Spec(Ah) y
1 , s . iy £ :
= A/mp* . Ei S est réduit, il suffit égelencnt de tcster avec les chane

genents de base S'= S, ob S' est lc spectre d'un annceu de veluation discréte,

(couplet & corps résiducl algdbriqucuent clos si on y tient)e.

(ii1) Supposons que [ oxiste, ot soit B = Alb°(X/S) le schéne abélien dual,
(ie ce B = IECA/S [7]) Alors on peut construire cenonigueciicnt un espace prine

cipal homogéne P = Alb (X/S) sous B, et un Setorphisme X » P qui soit unie

versel pour les S-unorphismes de X dans des schéies para=cbéliens (i. co des

espaces principaux homogenes sous des schénas abélicns). La formation de
< 1 <
KI6°(%/8) , KIb'(%/S) et X AIb'(X/S) cowmte au changonont de base.

Bsquissons la déuonstration ¢

(i) est une propriété de rigidité gindralc pour les sous-schéuas abéliens des
schéinas en proupes coimutatifs, si deux tels sous-schéues colncident ensemblise—

tement en un point s € S, ils coincident au~dossus de toute la composante
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connexe de & [7]e (Ce résultat généralise un classique théoréme de CHOW.)

(ii) Utilisent les schémas de Hilberty on voit que le foncteur qui, & tout S
sur S , associe 1l'ensemble (réduit & 1 ou O éléments) des sous-schéuas abéliens
canoniques de (fi&x/s) xg 3! est reprééentable par un schéna de type fini T
sur S o BEn vertu de (i), T »S est un monororphisme, et en vertu de (3.2) il
est surjectife Dire qu'il existe un sous-schéna abélien canoniguc de EEEX/S
signifie que T a une scction sur 8 , ou encore que T -» S est un isomorphisme.
Cevi équivaut aussi & dire que T -»S est étale, oy dans le cas oi S est
réduit,que T - 8 ost propre.D'ol aussitdt (ii).

(1ii) Utilisant sinplement la gefinition de Eéfx/s s on constate que, pour
tout schéma abélicn C sur S, la donnée d'un Swiorphiswc de X dans un
cspace principel houogene sous C , équivaut & lo donnée d'un homomorphisne de
groupes GC? "EEEX/S s ou GC' est le schéua abdlien dual dc C o Or si le souse
schéma abélien canonique 4 de EEEX/S existe; ccs homonorphisnes se factori-
sent nécessairecuent par 4 (coime on peut voir encore en utilisant les points

d'ordre fini)e D'ol aussitdt (iii).
v ’

Renarques 3+4s ~ Nous poterons £§g§3s le sous=schéie =bélien canonique de
EEEx/S s s'il existe. Ce n'est nalhcurcuscient pes toujours le cas, coume on peut
voir en faisant varier infinitdsimalement la surface de Igusa (par la déformetion
modulaire du premier ordre)e. Il cst éepandant possiblc que Eéf;?é existe du
moins si S est réduity, ou ce qui revient au mne d'aprés (ii), si S est le
spectre d'un anneau de valuation discrétes Soient alors X, s X; lea fibre spéciale
et générique de X , et soit Ly = —;Exl/Kl s oo K cst le corps des fractions

de 1l'anncau do velmation V + En vertu de KOIZUMI, il cxiste un schéua abélien
L sur S, cssenticllement unique, dont la fibre générale est 4; 5 et on voit
aisénent coime dans (2¢1), (i) (supposant désorneis X siuplc sur S ) que le
morphisme identique de Al s¢ prolonge en un orphisne

I PiSK /S -

D'oli un honouorphisne

\ . 00
(*) L.o -> P.l&(o/k [}

dont on wontre facileuent que c'est un honouorphisne surjectif 4 noyau un

p=groupe fini, o0 p est 1l'exposant caractéristique du corps rédiduel k
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(toujours par utilisation des points d'ordre fini)e Ceci posé, les eonditions
suivantes sur X/8 ~sont équivalentes @

ae L'homomorphisme précédent (*) cst un isomorphisme (ce que SHIMURA exprimerait
en disant que la forination de la "variété de Picard" est "coupatible avec Spée

ciglisations").
e Pic%?g existe (alors il nc sera autre que 4 )e
ce (Pour adioire) lLes Pigﬁo/s existents
o'

D'aprés la reasrque quion a feite sur le noyecu de (%), le condition (a) est
setisfaite si la caractéristique résiduclle cst nulle, ueis cc résultat scra géné-
ralisé notablenent (3.5).

Bien cntendu, ei PiCX/S est simple sur S aux points deo P.9§/S s alors ce
dernier est ouvert dans Plcx/s (cfe (Le7)) ct par suite, muni de la structure
induite, cfest un sous-schéma abélicn de PlCX/S , donc égal & Picx/s qui existe

dans ce case Mais on a bien ndcux

4 \
THECRE/E 345 = Stous los conditions de (3e3), soit s €8S tel que Picy k(s)

soit simple sur k(s) , (ou ce gui revient au nlue, dix /k( ) = = din H (XS ,Ck )

idors il existe un voisinage ouvert U de s tel que Picv/s soit simple sur

S en les points de PicK/SIU s qui cst donc un sous—schéma abélien ouvert dans

ficX/SlU « L fortiori, Picle/U existes

Indiquons le principe de la démonstrations Ce qui précéde nous remenc au cas
ot S est lo opectre d'un anneau artinien locel i, et on raisonne par récur-

rcince sur llordre infinitésinael de i « On peut donc supposer Picgn/A siuple
sur A , ct se bormer & prouver que / est siuple sur 4 ;o On

constate qu'il sufflt pour cecl de construlro un schena abélien P5+l sur Ln+1
o

qui prolonge Pn = Eigxn/ﬁn , ¢t en mlne wemps un Module inversible gn+l sur

Xn+1 xﬂh+l Pnél qul prolonge lc Module inversible £, sw Xn xAn f% qui inter-
vient dans la définition du schéua de Picard Pigxn/A cormie solution d'un pro=
bléme universels (Neo Be - Nous pouvons supposer que X est muni d'une scction

sur S eee) Pour fairc la construction, on doit utiliser lc résultateclef suivent

tout schéna abélien défini sur un quotient d'anneau local artinicn peut se pro-

longer (en d'autres ternes, le "schéua formel des Modules" absolu ([3], IL.) pour
un schéua abélien sur un corps algébriquement clos, est simple sur l'anneau des
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vecteurs de Witt sur k ) j ce résultat lui-mBme s*obtient en utilisant les pro=-
priétés formelles générales de 1fobstruction & relever, et les opérations du
groupeo. Ce résultat admis, on comuience par prolonger 3n n' importe comment en
Pn,1 s on rencontre alors une obstruction & relever £ , obstruction qui se

n
trouve dans un H?(X x P, Qx xP )e, V(o V= np+l/np*2 ), et mdme dans

le sous-espace H (Xo ’ OX ) ® H (PB

’ OP ) & V (compte temu que la restriction
de E aux deux facteurs X et P est tr1v1ale) Or ce dernier espace n'est

antre que H (P ’ gF’/k) ® V s OU qI’/k est le faisceau tangent a I’/k ’
done cl'est asussi l'espace qui exprime l‘1ndeterm1natlon qu'il y avait dans le re-

lévement de P 3 P, ([3], II)e Par suite, on peut corriger cc reldvement
(d'une et d'une seule fagon comme il se doit) de fagon & tuer 1'obstruction &

relever £
n

1
COROLLAIRE 3.6+ = Sous les conditions de (3.5), R f*(qx) est un Module loca=-
lement libre sur S au voisinage de s , et sa formation commute au changement

de base.

Ce Module n'est autre en effet que le Module tangent & PicX/S le long de la

section unité.

__Remarque 3.7, - Utilisant le mfme argumant que pour (3.5), on peut montrer que
si 8' est un sous-schéma de S défini par un Idéal cohérent nilpotent, et si
on suppose seulement que Pic%,/s, existe et est & fibres simples, alors EEQE/S
existe nécessairement et est un schéma abélien sur S + Cela permet de construire
des schémas de Picard dans certains cas malgré 1'absence d'hypothése projective }
- par exemple le schéma abélien duel dfun schéma abdlien sur un anneau artinien
existe toujourse D'autre part, utilisant (3.6) dans le cas o X est un schéma
ebélien sur S , et utilisant la structure connue de H (X , €k ) comme algébre

extérieure sur Hl(X ’ Ck ) (ROSENLICHT—SERRE). on trouve que pour tout i,

R b (Ox) est localement libre, et de fagon précise isomorphe & la pulss@nce
extéricure i-idme de R® f (qx)

v

Remarque 3¢8. = Dans le cas d'un morphisme projectif simple £ ¢ X 8, S
réduit et & caractéristiques résiduelles nulles, le résultat (346) était connu
par voie transcendante, comme conséquence de la théorie de HODGE. En fait, tous

les RP f;(g§ys) sont elors localement librese On a des contre-exemples par:contre
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. oL . .

dans le cas d'inégales caractéristiques pour ¥ R f*(ox) localement libre", a
1'aide des variétés de SERRE ([8], p. 50)« Il semble qu'on n'ait aucun contre-

exemple en égale caractéristique.

COROLLAIRE 3.8s - Sous les conditions de (3.5) PigX/S|U est simple sur U
cn tous les points de Pigﬁ/slU .

On applique (2.0), (i). En particulier, tcnant compte de (2.10), (iii) :

COROLLAIRE 3.9e = Supposons S & caractéristiques résiduelles nulles. Alors
T

EEEX/S est simple sur S .

Remerque 3¢10s = On en déduit par exemple, si EEEx/S est cussi progre sur
S , que le groupe de torsion de Néron=Severi des fibres géométriques de f reste
constant sur toute compossntc connexc de S (ce qui est d'ailleurs évident par
voie transcendante lorsque f ost simple projectif). Signalons que 1'utilisa~
tion directe de (2.5) permet de montrer, plus généralcment, que, ei EEEX/S est
propre sur S (par oxemple f : X - S gsimple et projectif) et si g est un
nombre premier distinet des caractéristiques résiduclles de S , alors la come
posante g-primaire des groupecs de torsion de Néron=Severi des fibres géométriques
de X/S reste constant sur toute composante connexe de S o Il n'en est cepen=
dant plus de mBme en caractéristique p > 0 pour la composante p-primaire de
la torsion. Il restec cependant possible que le rang sur k(s) de .
féfxs/k(s)/f§9§:/k(s) = TXS/k(s) reste localemcnt constent 3 lorsque S est

réduit, on peut montrer qu'il revient au mme que £§£§;S existe, et que EEEX/S
est plat sur S, et il suffit de tester la question pour S spectre d'un anneau
- de valuation discrétes C'est ce que j'ai vérifié dans les quelques exemples‘que
j'al regardés ; mais comme 1'énoncé correspondant avec S artinien est feux

(cfe remarque (2.9) et (3.4)), il nc faut sans doute pas se faire des illusions

excessivese

4e Le théoreme de finitude pour le schéma de Picard.

Soit f: X.» S un morphisme projectif ct plat tel que PiEX’S existe, alors
la considération des "polymdmos de Hilbert" Q e Q[t] pormet de déaomposer
IHEK/S en somme d'ouverts Pi Q q e Lorsqu'on ne fait pas des hypothéses sup=
plémentaires, assurant par cxemple que PicX/S est séparé sur S, il ne sera
pas vral en général que ces ouverts soient de type fini sur S ; on obtient un

contre-excmple lorsque X est "une coniquec dégénérant en deux droitesh. Il cst
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possible qu'il en soit ccpendant ainsi si f cst séparable et a fibres géonrkppes
irréductibles. laquection est lide & celle de savoir si Fic§/s est de type fini

sur S, ce qui est peut-8trc vrai sans aucune hypothése sur les fibres de

X/S . Iogsque f3 X5 est simple, on note que —;Ei/S est contenu dans un
des PiCX/S (grhce au fait que, sur unc variété projective non alngullere,
1'équivalence "de torsicn" est plus fine que (en foit "identique a%, d'npres
MATSUSAKA) l'bqulvalenﬂe nunérique pour les diviseurs), donc est dc type fini
sur S si les Pick/s le sont. Hoter que les questions de finitude qu'on vient
de soulever gardent un scns évident sans supposer mime 1'existence de PicX/S N
car elles s'expriment cn disant que certaines familles de Modules inversibles
gont Mimitécs" au sens de [3], IV : Considérons, pour tout corps algébriguement
clos k , lcs sous-schémas intégres dec Ei s do dimcnsion n ot de degré 4,
et les Modules inversibles sur de tels préschémas, ayant un polyndme de Hilbert
Q (oo ryn,yd, Q sont donnds), montrer que la famille de ces iodules
(considérés comme des Modulecs cohérents sur les fi ) est limitéc, 1. e« peut se
paramétrer par un schéma de type fini sur 2 .

Utilisant la méthode de MATSUSAKL [6], unc deémonstration asscz technique
(faisant appel aux "critéres d'équivalence" sous une forme convenable) permet
de répondre par l'affirmative lorsque on se¢ borne aux sous-variétés non singu=

lidres de Ei « De fagon plus préclse, on obtient le résultat, suivant 3

THEOREE 44l = Soient ¢ X » S un morphisme simple projectif & fibres géo=
métriques connexes, avec S noethérion, Qx(l) un Module trés ample sur X relatif
a S, E une partic de /S s correspondant & une famille (ﬁ ) de Modules
inversibles sur les fibres géométriques X de X/S, D, un lelseur (pes

®1 sy T
nécessairement positif) sur 7, définissent £ , ail)-tn + eee + aél) le

i
polyndme de Hilbert de £, , £= & un diviscur définissant (1) 4 1o eo

une section hyperplanes Les conditions sont équivalentes ¢
ae Q est quasi~compact, ie s contcnu dans un ouvert de type fini sur S,
ie ee la famille des (£;) est limitée.
e - - . s Q
1 y ) s
be E cst contenu dans la réunion d'un nombre fini des ensembles Picx/s ’

Q € Q[t] s ie ce l'cnsemble des polynBmes de Hilbert des Ei est fini.

« (81 les fibres de X/S ont toutes mfme dimension n ). Les deux coeffi~

cients aéli et aéi% des polyn®mes de Hilbert des Bi restent dans un en-

semble finie



236=23

b"e (Si les fibres de X/5 ont toutes mBme dimension n ). Les entiers

En—l Di et in'z Di (degrés projectifs de Di et de Di ) restent majorése

COROLLAIRE 4¢2. =~ Soit f£ ¢ X - S wun morphismc simple projectif & fibres géo=

nétriques connexes, alors les schénas Pic%/s et Pici/s Qe Q[t]) sont pro=-

jectifs sur S »

Corme ils sont de type fini sur S d'aprés (4.1), on peut appliquer (2.4).
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