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CHAPITRE III (suite)

ETUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHERENTS

§ 6. FONCTEURS « TOR » LOCAUX ET GLOBAUX; FORMULE DE
KUNNETH

6.1. Introduction.

(6.1.1) Soient f:X—Y un morphisme de préschémas, & un Oyx-Module quasi-
cohérent. Dans I’étude des « images directes supérieures » R"f,(#), on est amené a
considérer le probléme général suivant : étant donné un morphisme « changement de
base » g:Y' =Y, on pose X'=Xy)=XxyY', F'=Fy0y, f'=fy): X' =Y, et
Pon se propose d’avoir des renseignements sur les images directes supérieures R"f’(F")
(en supposant connus les R"f (#)). On voit aisément (cf. par exemple (7.7.2)) que
Pon est ramené a étudier les variations de R"f (F®. %) pour un Oy-Module quasi-
cohérent variable ¢, autrement dit le foncteur ¥~>R'f (F®q 9). Si F est plat sur Y,
le foncteur %> ®o, ¥ est exact (0,,6.7.4) et par suite le foncteur composé
¥>Rf (F®o %) est encore un foncteur cohomologigue. Mais il n’en est plus de méme
dans le cas général; pour pouvoir appliquer les méthodes cohomologiques, on est
conduit & substituer & ¥~R'f (F®, ¥) d’autres foncteurs, qui cette fois sont loujours
des foncteurs cohomologiques. Ges foncteurs, qui généralisent les foncteurs « Tor » de
la théorie des modules, sont définis aux n® 6.3 & 6.7; il y a d’ailleurs deux
telles généralisations, I'une « locale » et l’autre « globale », reliées par des suites spec-
trales qui seront discutées au n° 6.7; comme application de ces suites spectrales, on
obtient en particulier, sous certaines conditions, une « formule de Kiinneth » exprimant
R fi X fo) (F1®yF,) a laide des images directes supérieures R?f.(F;) et Rifp(F,).
D’autres suites spectrales (6.8) généralisent les suites spectrales d’associativité du
foncteur « Tor » de modules; enfin, le probléme du changement de base conduit lui aussi
a des suites spectrales (6.9).

(6.x.2) En outre, on constate (6.10) que les foncteurs cohomologiques ¥~>7 (9)
ainsi définis sont localement (sur Y) du type %~#(L®y¥), ol £ est un complexe
de Oy-Modules localement libres (défini & une homotopie pres) et #, ’homologie. Il y a alors
intérét a oublier la situation particuliére qui a donné naissance a .7,, et a étudier de
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6 A. GROTHENDIECK Chap. IIT

fagon générale les foncteurs de la forme précédente ¥~ (Z.®y¥) (ou lon fait en
outre le cas échéant des hypothéses de finitude appropriées sur les % ou les #,(.Z)) : c’est
ce qui est Pobjet du § 7, dont la lecture, pour essentiel, est indépendante du § 6. Les
propriétés les plus importantes de ces foncteurs concernent les propriétés d’exactitude
d’une composante J; de J,; on donnera divers critéres permettant d’établir de telles
propriétés; comme application, on obtiendra des conditions permettant d’affirmer
(avec les notations de (6.1.1)) que le foncteur ¥—R"f (F ®o %) est exact (ce quon

exprimera en disant que % est cohomologiquement plat sur Y en dimension z). Une autre
propriété importante pour les composantes 7, de J.(¥)=H# (L. ®yY) est une
propriété de semi-continuité de la fonction y~>dim,, (T;(k(»))); lorsque Z; est exact,
cette propriété est remplacée par une propriété de continuité, la réciproque étant d’ailleurs
vraie d’aprés Grauert lorsque Y est réduit (7.8.4).

(6.1.3) Dans les §§ 6 et 7, nous avons systématiquement fait usage de IAyper-
cohomologie, en prenant partout comme arguments des complexes de faisceaux au lieu de
faisceaux, bien que la nécessité de ce point de vue n’apparaitra que dans des chapitres
ultérieurs. Le formalisme cohomologique développé a cette occasion deviendra d’ailleurs
plus transparent dans le chapitre de ce Traité qui sera consacré a la mise au point d’une
algebre des foncteurs cohomologiques de faisceaux cohérents, incluant le formalisme
de la dualité. Mais cela demandera des développements qui sortent du cadre du présent
chapitre.

(6.1.4) Pour abréger, étant donnés deux complexes K’, K’* dans une catégorie
abélienne €, nous dirons qu’un morphisme de complexes f:K*—>K’* est un homo-
topisme §’il existe un morphisme g:K’*-—>K* tel que les morphismes composés fog
et gof soient tous deux homotopes a I’identité (par abus de langage, lorsqu’il existe un tel
homotopisme, on dira aussi que K* et K’* sont omotopes). Lorsqu’on peut définir I’Ayper-
cohomologie d’un foncteur covariant additif T de € dans une catégorie abélienne C’,
par rapport & un complexe de € (0, 11.4.3), il est immédiat qu’'un homotopisme
K*—K’ de complexes de € définit canoniquement un ¢somorphisme R*T(K*) —-RT(K")
pour I’hypercohomologie (loc. cit.).

6.2. Hypercohomologie des complexes de modules sur un préschéma.

(6.2.1) Soient X un préschéma, H#" = (A");c, un complexe de Oy-Modules
dont Popérateur de dérivation est de degré + 1. Rappelons que pour tout morphisme
f:X—>Y de préschémas, on a défini (0, 12.4.1) les Oy-Modules d’hypercohomo-
logie IC"(f, #™) (aussinotés ICH(A™) ou R"f (A™)) pourtout neZ; I’hypercohomologie
IC(f, #") est Paboutissement des deux foncteurs spectraux '&(f, X)) et "&E(f, A7),
dont les termes &, sont donnés par

(6.2.1.1) e = V(A S, H))
(6.2.1.2) " EM = AV f, HUH ")) =RF (HU(A))
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§6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 7

ou HU(f, A7) est le complexe dont le composant de degré i est H#Y(f, A7) =RY. (A"
(loc. cit.). Rappelons aussi que lorsque Y est réduit & un point, on note ’hypercohomo-
logie correspondante H' (X, ™) (qui est formée de modules sur I'(X, Ox) indépendants du
préschéma ponctuel Y considéré); lorsque Y=X et f=1y, ona IH"(f,H")=H"(X")
(cohomologie du complexe %™); lorsque #“=o, sauf pour i=i,, on a

JN(f, A7) =R"Uf (A7),

La suite spectrale '&(f, ") est toujours réguliére; les deux suites spectrales sont
‘birégulidres lorsque K' est limité inférieurement (0, 12.4.1). »

Tout homotopisme h:A"—H" de complexes de Ox-Modules (6.1.4) donne un
wsomorphisme  IC(f, A°) X IC(f, #*) pour Phypercohomologie. Il en est de méme
lorsqu’on suppose seulement que (k) : S (H") — A (A"") est un isomorphisme et
que X" et A" sont limités inférieurement, comme il résulte aussitdt de (0, 11.1.5) appliqué
a la suite spectrale (6.2.1.2) et & I’analogue pour ™. Enfin, pour tout recouvrement
ouvert U= (U,) de X, on a aussi défini (0, 12.4.5) ’hypercohomologie H"(U, %)
comme la cohomologie du bicomplexe C*(U, #™) (dont le composant d’indices (7, )
est par définition C*(U, #7)); les H"(U, ) sont encore des modules sur I'(X, Oy).

Proposition (6.2.2). — Sotent X un schéma, W= (U,) un recouvrement de X par des
ouverts affines. Pour tout complexe A" de Ox-Modules quasi-cohérents, les modules d’hypercohomo-
logie H' (X, A™) et H'(U, A™*) sont canoniquement isomorphes.

En effet, toute intersection finie V d’ouverts du recouvrement U est affine (I, 5.5.6),
donc HY(V, #") =0 pour tout i et tout ¢>o0 (1.3.1); la proposition est donc un cas
particulier de (0, 12.4.7).

Proposition (6.2.3). — Soit f : X—>Y un morphisme quasi-compact et séparé de pré-
schémas. Pour tout complexe A de Oy-Modules quasi-cohérents, les Oy-Modules IC"(f, A™) sont
quasi-cohérents.

Comme les #(f, &) =Rif (") sont des Oy-Modules quasi-cohérents (1.4.10),
il en est de méme de ‘&%, qui, d’aprés (6.2.1.1), est quotient d’un noyau d’homomor-
phisme de Modules quasi-cohérents par une image d’un tel homomorphisme (I, 4.1.1),
Pour la méme raison, tous les Oy-Modules '&%, B, ('&71), Z, (" &%) de la premicre suite
spectrale sont quasi-cohérents. La régularité de la suite spectrale '&(f, #™) entraine
que Z_ (' &Y est égal 4 un des Z,(' 637, donc est quasi-cohérent, et il en est de méme de
Bw(’é’gq)zliirg B,("€%) (0, 11.2.4 et L, 4.1.1); les "% sont donc aussi quasi-cohérents.

k

La suite spectrale précédente étant réguliére, la filtration des FP(JC"( f, ™)) est discréte
et exhaustive; autrement dit, le Oy-Module ZC"(f, #™*) est réunion d’une suite crois-
sante (%,),>, de Oy-Modules telle que %,—o et que chaque %,/%, , soit égal a un
des Oy-Modules ‘&2, donc soit quasi-cohérent. Par récurrence sur £, on en déduit que
les ¢, sont quasi-cohérents (1.4.17), et comme J¢"(f, %):!in 9,, la proposition
est démontrée (I, 4.1.1).

139




8 A. GROTHENDIECK Chap. III

Corollaire (6.2.4). — Sous les hypothéses de (6.2.3), pour tout ouvert affine V de Y

b
U homomorphisme canonique

(6.2.4.1) H'(f~Y(V), £7) — D(V, K f, 2))

est bijectif pour tout neZ.

La démonstration est la méme que celle de (1.4.11), en utilisant (6.2.2), rem-
plagant & par X4, A" par f (€ (U, A7), #(A") par '(f, A"), et notant que ce
dernier est un (y-Module quasi-cohérent par (6.2.3).

Proposition (6.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre, A" un complexe de Ox-Modules tel que les Ox-Modules (A ™") soient cohérents.
Alors les Oy-Modules IC"(f, A™) sont cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ou Y est noethérien et
affine, et il s’agit donc, en vertu de (6.2.4), de prouver que les H"(X, #™) sont des
I'(Y, 0y)-modules de type fini. On a alors H'(X, ™) =H"(U, o) (6.2.2), ou 'on peut
supposer que U est fini, puisque X est quasi-compact. Les cochaines de chaque
complexe C'(U, #7) étant alternées par définition, il y a un entier >0 tel que
Ci(U, #7) =0 pour i<o et i>r; onenconclut (0, 11.3.3) que les deux suites spectrales
du bicomplexe C°(M, ™) sont biréguliéres. Comme les intersections des ensembles de U
sont des ouverts affines (I, 5.5.6), chaque foncteur F->C/(U, F) est exact dans la
catégorie des Ox-Modules quasi-cohérents; donc HI(C'(U, X)) = C(U, #1(A™)), et les

/>
termes E, de la seconde suite spectrale de C*(U, #*) sont donnés (0, 11.3.2) par

VER =HP(C'(U, (A7) =H(U, #4(A)) =H'(X, A(A7))

en vertu de (1.4.1); puisque f est propre, ce sont des I'(Y, 0y)-modules de type fini (3.2.1).
La suite spectrale "E(C* (U, ")) étant biréguliére, on en déduit bien que les H*(X, ™)
sont des I'(Y, Oy)-modules de type fini (0, 11.1.8).

A fortiori, si A" est un complexe de Ox-Modules cohérents, les Oy-Modules JC*( f, A™)
sont cohérents sous les hypothéses de (6.2.5) relatives & Y et f (0, 5.53.4).

(6.2.6) L’hypercohomologie J¢°(f, #") est un foncteur cohomologique dans la
catégorie des complexes de Ox-Modules limités inférieurement (0, 12.4.4). C’est un foncteur
cohomologique dans la catégorie de fous les complexes de Ox-Modules lorsque le mor-
phisme f est quasi-compact et ’espace sous-jacent a X localement noethérien : en effet, il
résulte alors de (G, II, g3.10.1) que f, permute aux limites inductives (la question étant
locale sur Y), et 'on peut appliquer (0, 11.5.2).

Enfin, si f est séparé, IC°( f, #) est un foncteur cohomologique dans la catégorie
des complexes de Ox-Modules quasi-cohérents. C’est immédiat lorsque Y est affine, car
alors X est un schéma, donc, en vertu de 'isomorphisme canonique (6.2.2), on est ramené
avoir que " —~>H' (U, #™) est un foncteur cohomologique dans la catégorie des complexes
de Ox-Modules quasi-cohérents, ce qui est immédiat puisque le foncteur %™ C* (0, A™)
est exact dans cette catégorie (I, 1.3.7). Dans le cas général, pour tout ouvert affine V
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§6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 9

de Y, f~'(Y) est unschéma, et pour appliquer ce qui précéde, il suffit de vérifier que
pour une suite exacte o—>X"" —>HA"—>A"" >0 de complexes de Ox-Modules quasi-
cohérents, ’homomorphisme 0 : IC*(f, 47"°) |V It !(f, )|V ne dépend pas du
recouvrement ouvert affine U de f~(V) utilisé pour le définir. Mais cela résulte de ce
que, si U’ est un recouvrement ouvert affine plus fin que U, le diagramme

H (M, o)
. H'(f~(V), ")
~
H (W, A™)

d’isomorphismes canoniques est commutatif, ainsi que le diagramme

H"(II, 9{”') _i Hn+1(u’ %'/-)
| |
o
v v

H"(u', %‘//-) _;) Hn+1(u/’ %/-)

Lorsque I'une des conditions précédentes est remplie et que X — " est un
homotopisme (6.1.4), I'isomorphisme correspondant IC°(f, ) S IC°(f, A"") est alors
un isomorphisme de é-foncteurs (0, 11.4.4).

(6.2.7) Tout ce qui précéde s’applique naturellement sans changement (sinon
de notations) & un complexe ¢, de Ox-Modules quasi-cohérents dont Popérateur de
dérivation est de degré —1; il suffit de considérer le complexe X" =(X") ol A=A,
pour tout ieZ.

6.3. Hypertor de deux complexes de modules.

(6.3.1) Soient A un anneau commutatif, P,, Q)  deux complexes de A-modules
dont les opérateurs de dérivation sont de degré —1; soit L, (resp. M,,) une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de P, (resp. Q) (0, 11.6.1); L, ®, M, est alors (pour
la somme des premiers degrés et la somme des seconds degrés) un bicomplexe (a opéra-
teurs de dérivation de degré —1), dont I’homologie H (L,®,M,,) ne dépend pas
des résolutions de Cartan-Eilenberg L,,, M,, choisies, et est par définition I’hyperhomo-
logie du bifoncteur P,®,Q, en P, et Q_ (0, 11.6.5). Nous poserons par définition

(6.3.1.1) Tor, (P, Q.)=H,(L.® M.,
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10 A. GROTHENDIECK Chap. III

et nous dirons que cet A-module est I'hypertor d’indice n des deux complexes P,, Q ..

On sait que dans la catégorie des complexes de A-modules limités inférieurement, les

Tor(P,, Q) forment un bifoncteur homologique en P,, Q_ (0, 11.6.5). En outre :
Proposition (6.3.2). — Le bifoncteur Tor*(P,, Q) . est aboutissement commun de deux

bifoncteurs spectraux 'E(P,, Q ), "E(P,, Q.), dont les termes E, sont

(6.3.2.1) 'E2, =H,(Tor}(P,, Q)

(6.3.2.2) "B = ,+<;9,,:qTor;‘(Hq,(P.), H,.(Q.)

oi, dans (6.3.2.1), Tor,(P,,Q.) désigne le bicomplexe formé des A-modules Tor}(P;, Q).
La suite spectrale (6.3.2.2) est toujours réguliére ; si P, et Q , sont limités inférieurement, ou si A
est de dimension cohomologique finie, les deux suites spectrales (6.3.2.1) et (6.3.2.2) sont
biréguliéres.

Cela résulte de (0, 11.6.5), car lorsque A est de dimension cohomologique
finie n, tout A-module admet une résolution projective de longueur » (M, VI, 2.1).

Corollaire (6.3.3). — Soient P., Q', deux complexes de A-modules, u:P,—>P’,
v:Q, Q! deux homomorphismes de complexes. St les homomorphismes H, (u) : H (P,) — H (P!),
H,(v) : H.(Q.)— H.(Q!,) déduits respectivement de u et v sont byjectifs, alors I’ homomorphisme
Tor*(P,, Q) — Tor (P, Q') déduit de u et v est bijectif.

En effet, '’homomorphisme de suites spectrales “"E(P,, Q) — “E(P., Q') déduit
de u et v est alors un isomorphisme pour les termes E, et la conclusion résulte de ce que
ces suites sont régulieres en vertu de (6.3.2) (0, 11.1.5).

Proposition (6.3.4). — Soient P, Q . deux complexes de A-modules, limités inférieurement.
Soit L,, (resp. M,,) un bicomplexe formé de A-modules plats, tel que pour tout i, L; , (resp. M, )

soit une résolution de P; (resp. Q). On a alors des isomorphismes canoniques.

(6.3.4.1) Tor’(P,Q,)3H(L,®, Q)3 H(P®M,)3H(L,.&M,)

Cela résulte de (0, 11.6.5, (ii) et (iii)) et de la définition des A-modules plats.

Remarques (6.3.5). — (i) Avec les notations de (6.9.1), les bicomplexes L, ®, M,
et M, ®,L,. sont canoniquement isomorphes, d’oli un isomorphisme canonique
Tor*(P,, Q.) 3 Tor\(Q., P,).

(ii) Si F et G sont deux A-modules, P, et Q) , les complexes de A-modules réduits
a F et G respectivement en degré o et nuls dans les autres degrés, alors deux résolutions
projectives L, M, de F et G respectivement peuvent étre considérées comme des réso-
lutions de Cartan-Eilenberg de P, et Q | en les complétant par des zéros. On a par suite
dans ce cas Tor*(P,, Q) =Tor*(F, G).

Proposition (6.3.6). — Soient (PY), (Q%) deux systémes inductifs filtrants de complexes
de A-modules ; on a un isomorphisme canonique

3 A/pr ~ A A 13
| (6.3.6.1) l%lTor. (P, Q%) 3 Tor, (l_llrg P.,}lTLrgQ‘t)

Posons P, =lim P, Q.= lim Q; par fonctorialité, il est clair que les Tor (P}, Q“)
forment un systéme inductif et que les applications Tor*(P*, Q%) —Tor*(P,, Q) déduites
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§ 6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 11

des applications canoniques P}->P,, Q*—-Q _, forment un systtme inductif d’homo-
morphismes, d’oit un homomorphisme canonique (6.3.6.1), et plus généralement un
homomorphisme canonique lirg "E(P?, Q%) —"E(P,,Q.,) dont (6.3.6.1) est ’homo-
morphisme des aboutissements. En outre, la suite spectrale "“E(P,, Q) est réguliére
(6.3.2), etil en est de méme de la suite spectrale lir_r)l “E(P}, Q*), comme il résulte des
définitions (0, r1.1.7) et de la démonstration de (0, 11.3.3); pour démontrer que
(6.3.6.1) est bijectif, il suffit donc (0, 11.1.5) de prouver que ’homomorphisme

(6.3.6.2) lim “E(P}, Q%) - "E(P,, Q.)

est bijectif pour les termes E?. Comme le foncteur H, commute 2 la limite inductive des
complexes de modules, on est finalement ramené a prouver que pour deux systémes
inductifs filtrants (F*), (G*) de A-modules, ’homomorphisme canonique

lim (Tor? (F*, G*)) — Tor? (lim F*, lim G*)

X Y

A w

est bijectif. Pour cela, considérons pour chaque F* la résolution libre canonique

L}: ...l —»Lrs... Ll Lo

ot L} est le A-module des combinaisons linéaires formelles d’éléments de F* et L,
le A-module des combinaisons linéaires formelles d’éléments de Ker (L}—L}_,); on
vérifie immédiatement que les L} forment un systéme inductif de complexes, et si 'on pose

F=1im F*, L,=1im L}, les L, forment une résolution L, de F, le foncteur lim étant exact;
Y Y e

en outre, les L;, limites inductives de A-modules libres, sont plats (0;, 6.1.2). On considére

de méme pour chaque p la résolution libre canonique M* de G*, et M, :l_i_{_)n M" est une

résolution plate de G =lim G*. Onaalors Tor? (lim F*, lim G*) =H, (L.,®, M,) en vertu
-— — —

de (6.3.5) et (6.3.4); mais H, (L ,®, M,) :1_1_n>1 H, (L’®, M*) puisque H, commute aux

A
limites inductives de complexes de modules; comme H, (L}®, M%) = Tor?* (F*, G*), cela

termine la démonstration.

Lorsqu’on suppose qu’il existe ¢, tel que P} =Q%=o0 pour i<i, quels que soient A
et u, on démontre de la méme maniére que I’homomorphisme canonique
(6.3.6.3) lim ‘E(P}, Q¥) - 'E(P,, Q)
est bijectif.

Proposition (6.3.7). — Supposons P, et Q , limités inférieurement. St le complexe P, est
Jormé de A-modules plats, on a un A-isomorphisme canonique de 0-foncteurs en Q

(6.3.7.1) Tor; (P, Q.) 3 H (P.®,Q.).

En effet, la suite spectrale (6.3.2.1) est biréguliere et dégénérée, et D'existence de
Pisomorphisme (6.3.7.1) résulte de (0, 11.1.6). En outre, en calculant hypertor a
partir d’une résolution projective de Cartan-Eilenberg de P, (6.3.4), on voit aussitot
que Pisomorphisme ainsi défini est un isomorphisme de d-foncteurs en Q , .
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12 A. GROTHENDIECK Chap. III

(6.3.8) Soit o : A>A’ un homomorphisme d’anneaux. Nous nous proposons
de définir un A-homomorphisme fonctoriel de degré o canoniquement associé a o :

(6.3.8.1) op..q. - Tory(P,, Q) - Tord (P,®, A", Q ®, A").

Pour cela, considérons une résolution de Cartan-Eilenberg projective L,, de P,;
considérons d’autre part une résolution de Cartan-Eilenberg projective L., de P, ®,A’.
Nous allons voir qu’on peut définir un A’-homomorphisme de complexes L, ®,A’'—L!,,
déterminé 4 homotopie prés. En effet, la construction de L, est entiérement déterminée
lorsqu’on se donne (arbitrairement) pour chaque 7, une résolution projective (X3);~,
de B,(P,) et une résolution projective (X}).-, de H;(P,), qui sont respectivement égales
a BI(L,) et HI(L.)); on en déduit successivement Z;(L,)=H; (L, )®B}(L,,), puis
L, =Z(L,)®Bl_,(L,). Cela étant, X? ®, A’ n’est plus en général une résolution
de P,®, A’, mais est encore un complexe formé de A’-modules projectifs, et il y a donc
un A’-homomorphisme X? ®, A’ — BI(L!) compatible avec les augmentations, et
déterminé a homotopie prés (M, V,1.1). On a de méme un A’-homomorphisme
XY ®, A’ > Hj(L.,) déterminé & homotopie prés, d’ott 'on déduit, par la construction
rappelée plus haut, un A’-homomorphisme L, ®,A’—L;, pour tout i; ces homo-
morphismes (pour i€Z) sont compatibles avec les opérateurs de dérivation L; ,—L,_,,
et les analogues pour L!,, en vertu de la méme construction, et ils constituent donc
le A’-homomorphisme L, ®, A’—L. cherché.

Pour définir (6.9.8.1), il suffit alors de considérer de méme une résolution de
Cartan-Eilenberg projective M,, (resp. M.,) de Q_ (resp. Q ®,A’), et un A’-homo-
morphisme M, ®,A’>M. . On déduit de ces homomorphismes un A’-homomor-
phisme (L,®,AN®, (M, ®,A') - L, ®, M., puis par composition un A-homomor-
phisme de bicomplexes L, ®, M, — L. ®, M/ , et en passant a I’homologie on obtient
(6.3.8.1), qui est bien défini puisqu’il provient d’un morphisme de complexes défini
2 homotopie prés.

Si p’: A’>A"” est un second homomorphisme d’anneaux, et p’’ : A—>A" I’homo-
morphisme composé p'op, il est clair que pp o =pp;,q.%Pp. q.» OU

P: = P.®AA’: Q' = Q.®AAI'

Notons encore que le morphisme de bicomplexes L, ®, M, - L! ®, M., considéré
ci-dessus définit des morphismes fonctoriels (en P, et Q) de suites spectrales

‘B, (P, Q) — B, (P.OA’, Q ®AY) et "EL (P, Q.)—>"E,(P®,A, Q ®,A),

indépendants des résolutions de Cartan-Eilenberg considérées, et ayant aussi la propriété
de transitivité précédente.

Proposition (6.3.9). — Soit o : A—A" un homomorphisme d’anneaux tel que A’ soit
un A-module plat. On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels
(6.3.9.1) Tor) (P,®,A’, Q. ®,A") 5 Tor (P, Q,)©,A’

| E(P.@A, QoA T B[R, Q)@ A

6.3.9.
(6.3.9.2) [ "E(P.@ A, Q.0,A) X "E(P,, Q )®,A".
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En effet, vu I'exactitude du foncteur M®, A’ en M, L ®,A’ et M, ®,A’ sont
alors des résolutions projectives de Cartan-Eilenberg de P ®,A’ et Q. ®,A’ respec-
tivement, d’ott la conclusion.

(6.3.10) Soit p : A—>A’ un homomorphisme d’anneaux; pour tout complexe P’
de A’-modules, P[, est un complexe de A-modules; en outre, application identique

’

iey—>P. peut étre considérée comme composée des applications canoniques
’ ’ 7 u ’
Py = P @A — P,

ot u est le A’-homomorphisme p(x®a’)=a’x. Si Q! est un second complexe de A’-
modules, on a donc des homomorphismes canoniques fonctoriels de degré o

(6.3.10.1) Tor‘f‘(P.’[p], Q) > Tor? (P, ®,A", Q@A) — Tor" (P, Q)

ol la premiere fleche est le A-homomorphisme défini dans (6.3.8) et la seconde se
déduit des A’-homomorphismes P ®,A'—=P. et Q[ ,®,A’>Q . par fonctorialité.
On a des homomorphismes analogues pour les suites spectrales de (6.3.2), et des pro-
priétés évidentes de transitivité, que nous laissons au lecteur le soin d’énoncer.

Proposition (6.3.11). — Soit o : A—A' un homomorphisme d’anneaux faisant de A’
un A-module plat. Pour tout complexe P, de A’-modules et tout complexe Q) , de A-modules limités
inférieurement, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(6.3.11.1) Tor(Pyy;, Q.) X Tor (P, Q ®,A").

En effet, si M,, est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q ,, M, ®,A’
est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q ®,A’, et l'on a, & un isomor-
phisme canonique pres, P ;©, M, =P.®, (M, ®,A’); la conclusion résulte de (6.3.4).

Remarque (6.3.12). — Soit (A*) un systéme inductif filtrant d’anneaux, et soient
(PY, (Q2) deux systémes inductifs de complexes de (A*)-modules; on a alors un isomor-
phisme canonique généralisant (6.8.6.1)

(6.3.12.1) lim Tor?" (P, Q?) = Tor(P,, Q.)
ot A=limA* P,=limP?}, Q,=1imQ» Une fois définis les homomorphismes
ey — iy
Tor! (P}, Q1) — Torl"(P%, Q)

pour A<yp, a l'aide de (6.3.10), la démonstration est celle de (6.3.6).

Proposition (6.3.13). — Sotent S une partie multiplicative de A, P, et Q . deux complexes
de A-modules, dans lesquels les homothéties définies par les éléments de S sotent bijectives, de sorte
que, si A'=S"'A, P, et Q. sont formés de A'-modules. Alors on a un isomorphisme canonique
Tor*(P., Q)3 Tor* (P, Q).

En effet, 'hypothése entraine que les homomorphismes canoniques P,—P ®, A’
Q.—-Q .®,A’ sont bijectifs. D’autre part, la fonctorialité de I’hypertor montre que tout
seS définit une homothétie bijective dans Tor*(P,, Q ), et par suite

Tor)(P,, Q.) — Tor(P,, Q )&, A’
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est aussi un homomorphisme bijectif. Comme A’ est un A-module plat, la conclusion

résulte de (6.3.9), et on a de méme des isomorphismes canoniques pour les suites
spectrales.

6.4. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas des schémas affines.

(6.4.1) Soient S un schéma affine d’anneau A, X, Y deux S-schémas affines
d’anneaux B, C respectivement, de sorte que B et C sont des algébres sur A. Tout
complexe 2, (resp. 2,) de Ox-Modules (resp. 0y-Modules) quasi-cohérents est de la

forme ? (resp. a), ou P, (resp. Q) est un complexe de B-modules (resp. C-modules)
(I, 1.3.7 et 1.3.8). On peut évidemment considérer P, et QQ, comme des complexes
de A-modules et former les Tor2(P,, Q); en outre, en vertu du caractére bifonctoriel
de Tor(P,, Q.), les A-algebres B et C opérent dans ce A-module, et ces opérations en
font un (B, C)-bimodule, ou, ce qui revient au méme, un module sur B®,C=A(X x,Y).
On a donc défini de la sorte un Oy, y-Module quasi-cohérent

(6.4.x.1) Tor (2., 2.) = (Tor; (P, Q.))~

que Pon appelle Uhypertor local d’indice n des complexes Z, et 2, et que 'on note aussi
Borl (2., 2.).

Lemme (6.4.2). — Avec les notations de (6.4.1), supposons que Uanneau A soit de la
forme R™'A’, ot A’ est un anneau et R une partie multiplicative de A’. Soit S’ = Spec (A’),
de sorte que X et 'Y peuvent étre considérés comme des S'-préschémas et que Uon a X Xe Y =X XY
(I, 1.6.2 et 3.2.4). On a alors Bord (2,, 2,) =Tori(?,, 2.).

Cela résulte de la formule (6.4.1.1) et de (6.3.13).

(6.4.3) Avec les notations et hypotheses de (6.4.1), soient % =T un Oy-Module

quasi-cohérent, % =G un 0y-Module quasi-cohérent; considérant # et ¥ comme
des complexes de Modules, on notera Jorls(F, %) ou Jori(#, %) leur hypertor
d’indice n; il résulte de (6.3.5 (ii)) que l'on a

(6.4.3.1) Torls(F, 4) = (Tor*(F, G))™.

Revenons alors au cas général de deux complexes de Modules quasi-cohérents Z_,
2.. Les formules (6.4.1.1) et (6.4.3.1) montrent, compte tenu de la prop. (6.3.2),
que Tort (2., 2,) est Paboutissement de deux suites spectrales '&(2,, 2,), " €(2,, 2.,),
dont les termes E, sont donnés par

(6.4.3.2) 8= A, (T (2., 2.))
(6.4.3.3) " E=, B TS (A, (2), #y(2)

ot Jor}(2,,2,) est le bicomplexe de Oy . y-Modules quasi-cohérents Tor (#;, 2).
(6.4.4) Considérons maintenant deux autres schémas affines X" =Spec(B"),

YW =Spec(C"), ou B" et CY sont des A-algtbres, et supposons donnés deux
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S-morphismes u : XX, v : Y?Y, correspondant & des A-homomorphismes
¢ : B>BY, § : C>C". Considérons les complexes u'(2,) = (2,@,B")~ de Oyy-Mo-
dules, v"(2,) =(Q.®;C")™ de 0 -Modules. Les A-homomorphismes canoniques

P, > P,®,BY, Q.- Q.®CC(D
donnent par fonctorialité un A-homomorphisme
Tor? (P,, Q) - Tor?(P,@,BY, Q ®,CH;

en outre, toujours par fonctorialité, cet homomorphisme est en fait un homomorphisme
de (B®, C)-modules. D’ou I'on conclut que I'on a défini ainsi un (u X gv)-morphisme

(6.4.4.1) 0: Borl(2,,2,) = orl (W' (2),v(2.)
et par suite, un homomorphisme de Ox@ . yw-Modules
(6.4.4.2) 6% 1 (u X g0) (Borl (2., 2.)) — Borl (' (2.), V'(2.))

qui est évidemment un morphisme de bi-8-foncteurs dans les catégories de Modules quasi-
cohérents limités inférieurement. :
L’homomorphisme (6.4.4.2) n’est pas nécessairement bijectif; toutefois :
Lemme (6.4.5). — Avec les notations de (6.4.4), supposons que u et v soient des immersions
ouvertes ; alors I’homomorphisme (6.4.4.2) est bijectif.

" Identifions X" (resp. Y¥) & un ouvert de X (resp. Y); XV (resp. YY) est alors
réunion d’ouverts de la forme D(f) (resp. D(g)), ot feB (resp. geC), et les préschémas
induits D(¢(f)) et D(f) (resp. D(¢(g)) et D(g)) sont isomorphes. Il suffira de prouver
le lemme lorsque XV (resp. YV) est de la forme D(f) (resp. D(g)); en effet, si ce point
est établi, et si ’on revient au cas général, il suffira de prouver que la restriction de 6% a
chaque ouvert D(f) x {D(g) est un isomorphisme; or,si % : D(f) - X", v;: D(g) - Y%
sont les injections canoniques, la restriction précédente n’est autre que (& X gv;) (6%);
mais il est immédiat, en vertu des définitions (6.4.4) et de (0;, 4.4.8), qu’en la compo-
sant avec I’homomorphisme canonique

(6.4.5.1) (X 521) " (Borl (W' (2.), 0'(2.)) — Borl (" (2.), v"(2.))
ou u' =uou, et v'=voy;, on obtient I’homomorphisme canonique
(6.4.5.2) (W x ') (Bori(2., 2.)) > Bor (" (2.), v"(2.))

et si 'on sait que (6.4.5.1) et (6.4.5.2) sont des isomorphismes, il en résultera qu’il
en est de méme de (u, X gv,)"(6%).

Supposons donc que XW=D(f) et Y"=D(g), de sorte que BY=DB, et
CV=C,; u'(2,) (resp. v'(2,)) sidentifie alors a (P)7” (resp. (Q,)7”); d’autre part,
XU % Y? sidentifie au sous-schéma ouvert D(f®g) de X X Y= Spec(B®,C) (I,
4.8.2.4); il s’agit de prouver que ’homomorphisme

(6.4.5.3) (Tor!(P., Q.));g, — Torl((R.);, (Q.),)
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déduit par fonctorialité des homomorphismes canoniques P,—(P,);, Q. —(Q.),, est
bijectif. Or (0;, 1.6.1), on peut écrire (P,);=lim P", ol les P sont tous des complexes
de B-modules identiques & P , P'application PP pour m<n étant la multipli-

cation par "~ ™; on a un résultat analogue pour Q) , en remplagant f par g; d’autre part,
il est clair que ’homomorphisme

Tor: (P!, Q1) — Tor’ (P, Q)

correspondant aux homomorphismes P™—P® et Q™ _Q® est par définition la
multiplication par (f®g)"™™. La conclusion résulte alors de (0;, 1.6.1) appliqué au
premier membre de (6.4.5.3) et de (6.3.6).

(6.4.6) Avec les notations de (6.4.4), on définit de méme des homomorphismes
canoniques de foncteurs spectraux

| (wxg0)'(E(2.,2)) > 'EW(2),v(2))

(6461) ?\ (u xsv)*(”g’(@., ,@.)) — ”é”(u*(g.)a v*(,Q.))

et le raisonnement de (6.4.5) montre que lorsque u et v sont des immersions ouvertes, les
homomorphismes (6.4.6. 1) sont bijectifs : en effet, compte tenude (6.3.6.2) et (6.3.6.3),
il prouve que c’est un isomorphisme pour les termes E% et (6.4.5) montre que c’est un
isomorphisme pour les aboutissements; on conclut donc a l'aide de (0, 11.1.2) et
(0, 11.2.4).

6.5. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas général,

(6.5.1) Considérons maintenant un préschéma S quelconque et deux S-préschémas
quelconques X, Y; soit &, (resp. 2,) un complexe de Oyx-Modules (resp. Oy-Modules)
quasi-cohérents. Posons Z =X XY ; nous allons définir des @,-Modules quasi-cohérents
BorS (2., 2.) dits hypertor locaux de P, et 2, qui se réduiront a ceux déja définis dans (6. 4)
lorsque S, X et Y sont affines.

Lorsque 2, et 2, se réduisent respectivement a leurs termes de degré o, # et %,
(les autres étant nuls), on écrira Jor’(F, %) au lieu de Gor)(Z,, 2,).

(6.5.2) Supposons d’abord S affine, et soient (X,), (Y,) des recouvrements de X
et Y respectivement par des ouverts affines; alors les Z,, =X, XY, forment un recou-
vrement ouvert affine de Z. Posons Z,, =2, |X,, 2,,=2,|Y,; nous avons donc pour
tout couple (2, ) un GZM—Module quasi-cohérent Z,, =Bor(%,., 2,.), etil faut montrer

que les &, vérifient la condition de recollement (0, 3.3.1). Pour cela, il suffit de vérifier
que pour tout ouvert affine UcX;nX,, (resp. VcY,nY, ), les restrictions de &,, et
de &, 4 UxV sont canoniquement isomorphes; mais cela découle aussitét de Pexis-
tence d’isomorphismes canoniques de ces restrictions sur Gory(Z,|U, 2,|V) (6.4.5). En
outre, il résulte aussitot de cette définition et de (6.4.5) que le 0,-Module ainsi défini
ne dépend pas (2 un isomorphisme prés) des recouvrements ouverts (X,), (Y,) consi-
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dérés; nous le noterons donc Bory(2,, 2.); il résulte enfin de (6.4.5) que pour foute
partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y), la restriction de Gori(Z,,2)) a U xgV est
canoniquement isomorphe & ®or(Z,|U, 2.|V).

(6.5.3) Passons maintenant au cas général ou S est quelconque, et soit (S,)
un recouvrement de S formé d’ouverts affines; désignons par X, (resp. Y,) I'image
réciproque de S, dans X (resp. Y); il faut encore prouver que les faisceaux
Borie(P,|X,, 2.|Y,) =9, vérifient la condition de recollement. Il suffit de définir,
pour tout ouvert affine T contenu dans S,nS;, des isomorphismes canoniques des
restrictions de &, et ¥ 2 U XV (en désignant par U et V les images réciproques de T
dans X et Y respectivement) sur Bors(#.|U, 2,|V); on peut, en outre, se borner au
cas ou T s’écrit & la fois D(f,) et D(fy), f, (resp. f;) étant une section de Oy au-dessus
de S, (resp. Sg); mais alors Torp(2,|U, 2,|V) est canoniquement isomorphe &
Gorg»(2,|U, 2,|V) d’une part, a Gori#(Z,|U, 2,|V) dautre part, en vertu
de (6.4.2); comme on vient de définir des isomorphismes canoniques de %, sur
Borg*(2,|U, 2,|V) et de %, sur Toris(2,|U, 2,|V) (6.5.2), cela achéve de définir
le 0,-Module Gori (2, , 2.). En outre, pour toute partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y),
BorS (2,|U, 2,|V) est canoniquement isomorphe a la restriction de Bori(Z,, 2,)
a Ux¢V.

Il est immédiat que I’on a ainsi défini (dans les catégories de complexes de Modules
quasi-cohérents limités inférieurement) un bi-d-foncteur Gor’(#,, 2,) a valeurs dans la
catégorie des 0;-Modules, car il est clair que la question est locale sur X, Y et S, en
vertu de (6.4.5) et de la remarque que (6.4.4.2) est un morphisme de bi-o-foncteurs.
On notera que si &, et 2, sont réduits respectivement a leurs termes de degré o, & et %,
Tors(F, ) n’est autre, en vertu de (6.4.1.1), que le produit tensoriel externe F ®.%
défini dans (I, 9. 1.2); cela résulte en effet de (I, 9.1.3).

(6.5.4) Il résulte de la construction précédente et des remarques faites dans (6.4.6)
que Bor’(2,, 2,) estl’aboutissement de deux foncteurs spectraux, '&(2,, 2.)," &(2,, 2.),
de termes E, égaux a

(6.5.4.1) &L= (Tori (2., 2.)

Vg
(6.5.4.2) "=, D TS (2), #,(2.)

7 + q

La suite spectrale (6.5.4.2) est toujours régulicre; les deux suites spectrales sont
birégulieres si &, et 2, sont limités inférieurement. Un autre cas ou les deux suites précé-
dentes sont biréguliéres est le suivant :

(6.5.5) Nous dirons que sur un espace topologique T un faisceau d’anneaux .o/
est de dimension cohomologique <n si, pour tout t€T l’anneau &, est de dimension
cohomologique < z; on dira alors aussi que espace annelé (T, o7) est de dimension coho-
mologique <n. On dira qu’'un faisceau d’anneaux (resp. un espace annelé) est de
dimension cohomologique finie s’il existe un entier n tel qu’il soit de dimension cohomo-
logique <n. On notera que si les 7, sont des anneaux locaux (commutatifs) noethériens,
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dire qu’ils sont de dimension cohomologique <7 signifie qu’ils sont réguliers et de
dimension (de Krull) <7 (0y, 17.3.1). Avec la terminologie de la théorie de la dimension que
nous introduirons au chap. IV, il revient au méme de dire qu’un préschéma localement
noethérien 'I' est de dimension cohomologique <n, ou de dire qu’il est régulier (0, 4.1.4)
et de dimension <n; cela signifie que pour tout ouvert affine U de T, ’anneau I'(U, Oy)
est de dimension cohomologique < n (O, 17.2.6). Cela étant, cette derniére remarque, jointe
a (6.9.2), prouve que si S est localement noethérien et de dimension cohomologique finie, les
suites spectrales '&(Z,, 2,) et "&(P,, 2,) sont biréguliéres.

11 est clair que Bor(2,,2,) se transforme en Borf(2,,7,) (a un isomorphisme
prés) par Pisomorphisme canonique de X XY sur Y X X.

Proposition (6.5.6). — Soit (P,.) un systéme inductif filtrant de complexes de Ox-Modules
quasi-cohérents ; il existe alors un isomorphisme canonique

3 S ~ S/1:
(6.5.6.1) E}n(‘@or.(@a,,,@.))%%or,(h_r)n@a.,,@,).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines et la
proposition se réduit alors & (6.3.6).

Remarques (6.5.7). — (i) Considérons en particulier le cas ot S=X=Y, £,
et 2, étant donc deux complexes de @g-Modules quasi-cohérents; alors les Gor)(2,, 2.)
sont des Og-Modules quasi-cohérents; en outre, pour tout point z€S, il résulte de (6.5.6)
que Pon a un isomorphisme canonique

(6.5.7.1) (Bor (2., 2.). 3 Tor,*((2.),, (2.).)

car la question est locale et on est ramené au cas des modules, en vertu de (6.4.1.1).

(ii) On peut généraliser la définition des hypertor au cas de deux complexes de
Ox-Modules P,, 2, sur un méme espace annelé (X, Ox); pour tout ouvert U de X, posons
en effet A(U)=I(U, 0f), P (U)=I'(U,2), Q. (U)=I(U, 2,); les A(U)-modules
Tor V(P (U), Q,(U)) forment alors un préfaisceau sur X, et 'on désigne par Gors (2., 2.)
le Ox-Module associé a ce préfaisceau. Lorsque X est un préschéma, il résulte de (6.5.12)
que ce Oy-Module est canoniquement isomorphe a I'hypertor défini ci-dessus. Nous ne
développerons pas davantage cette généralisation.

Proposition (6.5.8). — Soient X, Y deux S-préschémas, F (resp. 9) un Ox-Module
(resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. Si F ou 9 est S-plat, on a For,(F, G) =0 pour n*o.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X, Y et S affines, d’anneaux
respectifs B, C, A, et F =M, g-_—N, M (resp. N) étant un B-module (resp. un C-
module). Supposons par exemple que # soit S-plat, ce qui signifie que pour tout seS,
M, est un A ,-module plat (0;, 6.7.1); par suite M est un A-module plat (0;, 6.3.3),
et on sait que Tor*(M, N) =0 pour n>0 et pour tout C-module N (0;, 6.1.1), d’otx
la conclusion par (6.4.1.1).

Corollaire (6.5.9). — Soient X, Y deux S-préschémas, P, (resp. 2.) un complexe de
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Ox-Modules (resp. de Oy-Modules) quasi-cohérents limité inférieurement. Supposons que tous
les P, soient S-plats. Alors il existe un isomorphisme canonique de O-foncteurs en 2,

(6.5.9.1) Torl(2,,2) T H(P.®:2.).

Ce n’est autre que (6.3.7) lorsque S, X, Y sont affines; on passe de 12 au cas général
par les raisonnements de (6.5.2) et (6.5.3).

Corollaire (6.5.10). — Supposons que X soit plat sur S (0;, 6.7.1), que P, et 2, soient
limités inférieurement et que tous les P; soient des Oy-Modules localement libres (non nécessairement
de type fini). Alors ’homomorphisme (6.5.9.1) est bijectif.

En effet, ’hypothése de (6.5.9) est remplie, la platitude étant une propriété
ponctuelle sur X par définition et toute somme directe de modules plats étant un module
plat (0;, 6.1.2).

Proposition (6.5.xx). — Sotent X', Y' deux S-préschémas, f:X->X', g:Y-=Y’
deux S-morphismes affines. Soit P, (resp. 2,) un complexe de Ox-Modules (vesp. de Oy-Modules)
quasi-cohérents ; on a alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(6.5.11.1) (% 58),([Bori(Z., 2.)) 3 Borl(f,(2.), 8.(2.)).

Comme f et g sont affines, f (2,) et g (2,) sont des complexes de Modules quasi-cohé-
rents (II, 1.2.6), et si’'on pose Z’'=X'X Y’, les deux membres de (6.5.11.1) sont des
0, -Modules quasi-cohérents (6.5.1); on se raméne aisément au cas ou S, X’ et Y’ sont
affines; mais alors il en est de méme par hypotheése de X et Y et la vérification résulte
aussitét de (6.4.1.1) et (I, 1.6.3).

Remarque (6.5.12). — Soient X', Y’ deux S-préschémas et supposons que X’
soit S-plat; soient X un sous-préschéma fermé de X', i : X —X’ Dinjection canonique,
2, (resp. 2,) un complexe de Ox-Modules (resp. de Oy.-Modules) quasi-cohérents, limité
inférieurement. Soit enfin £, une résolution de ¢ (#,) formé de Ox.-Modules localement
libres, telle que tout point de X' ait un voisinage ouvert affine U pour lequel %] |U
“soit une résolution libre de 7 (#;)|U pour tout j. On a alors un isomorphisme canonique

(6.5.12.1) (ix 1) (BorS(2,, 2.)) X #.(L].0:2.).

Si S, X', Y’ sont affines et si &;, est une résolution libre de i (%)) pour tout j,
on est ramené, en vertu de (6.5.11), au cas ou X'=X est S-plat, et il suffit d’appli-
quer (6.3.4). Dans le cas général, on définit localement Iisomorphisme (6.5.12.1),
et il s’agit de vérifier que cette définition donne bien un isomorphisme global. Pour cela,
il faut se reporter & la définition du premier isomorphisme (6.3.4.1) qui provient d’un
isomorphisme de suites spectrales (0, 11.6.5 et 11.5.3), obtenu lui-méme a partir
d’un morphisme de bicomplexes L_—L!, ot L est la résolution donnée de P,,

L!! une résolution projective de P, dans la catégorie des complexes de A-modules limités
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inférieurement (cf. (0, 11.5.2.2)); notre assertion résulte de ce que l’isomorphisme
(6.3.4.1) ne dépend pas de la résolution projective L’ choisie, en vertu de Iexistence
d’un homotopisme entre deux telles résolutions (M, V, 1.2).

Proposition (6.5.13). — Sotent X, Y deux S-préschémas, et supposons vérifibe Uune des
conditions suivantes :

(1) X et Z=XXY sont localement noethériens et X est plat sur S.

(ii) S et X sont localement noethériens et Y est de type fini sur S.

Soit P, (resp. 2,) un complexe de Oyx-Modules (resp. de Oy-Modules) quasi-cohérents,
limité inférieurement. On suppose en outre que, pour tout n, H,(P) (resp. H#,(2.)) est un
Ox-Module (resp. un Oy-Module) de type fini. Alorsles Gori(P,, 2.) sont des O,-Modules cohérents.

Comme &, et 2, sont limités inférieurement, la suite spectrale "&(Z2,, 2,) est
biréguliére (6.5.4), et en vertu de (0, 11.1.8), il suffit (puisque dans les deux cas (i), (ii),
Z est localement noethérien) de prouver que les termes &, sont cohérents. L’hypothese
sur les 7, (2,) et #,(2,) et Uexpression (6.5.4.2) des "' &, montrent donc que la propo-
sition est équivalente a son cas particulier correspondant a 2, et 2, réduits a leurs termes
de degré o, autrement dit a son

Corollaire (6.5.14). — Supposons vérifiée Pune des conditions (i), (i) de (6.5.13), et
soit F (resp. 9) un Ox-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent de type fini ; alors les
Tor2(F, G) sont des Oy-Modules cohérents.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer S, X, Y affines.

(i) Sous les hypothéses de (i), S, X et Z sont noethériens. Il existe donc une
résolution localement libre %, de # formée de Oy-Modules de type fini (I, 1.3.7);
comme X est plat sur S, il résulte de (6.3.4) que 'on a Jory(F, §)=H#,(L.0:9);
or, les Z,®.% sont des 0z-Modules quasi-cohérents de type fini (I, 9.1.1), donc cohé-
rents. On en conclut que #,(%,®;%) est cohérent (0;, 5.3.4).

(ii) Supposons maintenant vérifiées les conditions (ii). Comme I’anneau A(Y)
est quotient d’une A(S)-algebre de polynémes 4 un nombre fini d’indéterminées
(I, 6.3.3), Y est un sous-S-préschéma fermé d’un S-préschéma affine Y’, plat et de type fini
sur S; Y’ étant noethérien (I, 6.3.7), il existe une résolution localement libre .#, de
7.(9) par des Oy-Modules de type fini (j:Y—Y' étant Pinjection canonique); en
vertu de (6.5.12), Jori(F, %) est 'image réciproque. par 1 Xj du 0, -Module
H(FosM,) (ou Z'=XX;Y'); on voit comme dans (i) que les F 4.4 sont des
0,-Modules cohérents, et 'on en tire encore la conclusion par (0;, 5.3.4).

(6.5.15) La théorie développée ci-dessus pour deux complexes Z, , 2, de faisceaux
quasi-cohérents sur deux S-préschémas X, Y se généralise sans peine au cas ou l'on
considére un nombre fini quelconque de S-préschémas X (1<i<m) et sur chaque X%
un complexe 2% de Oyi-Modules quasi-cohérents; si Z=X"x X@x ... xgX",
on définit ainsi un @,-Module quasi-cohérent ori(ZY, #2, ..., Z™). Nous laissons
au lecteur le soin de développer la théorie dans ce cas général et nous nous bornerons
a écrire, pour référence ultérieure, le terme E, de la seconde suite spectrale (réguliére)
dont ’aboutissement est Gord(PWY, P2 ... P .
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6.5.15. " ER = TorS (K, (P, ..., H#, (F™)).
( 5 15 I) »q q1+qa+<?+qu=q 07p( ql(g- )) bl %qm(g ))

Nous étudierons dans (6.8) les suites spectrales d’associativité auxquelles donnent
lieu ces foncteurs hypertor d’un nombre quelconque de complexes.

6.6. Foncteurs hypertor globaux de complexes de Modules quasi-cohérents
et suites spectrales de Kiinneth : cas de la base affine.

(6.6.1x) Considérons un schéma affine S=Spec(A) et deux S-schémas quasi-
compacts X% (i=1, 2); soit 2% un complexe de Ogi-Modules quasi-cohérents, limité
inférieurement, dont Iopérateur de dérivation est de degré —1 (i=1, 2). Considérons
d’autre part un recouvrement fii U%= (U¥) de X% par des ouverts affines; soit
X=X"xX® qui est un S-schéma quasi-compact (I, 5.5.1 et 6.6.4), et soit
U=UYx U® le recouvrement de X formé des ouverts affines UY x UP. Pour
tout couple d’entiers p<o, geZ, le groupe des (— p)-cochaines alternées C~7(UY, )
du recouvrement U™ & coefficients dans le faisceau 9&“ (G, II, 5.1) est un A-module;
pour p>o0, on posera CP(UY, PY) =0; on a ainsi défini un bicomplexe C*(UY, 2
de A-modules, dont les deux opérateurs de dérivation sont de degré —1. Il résulte des
définitions (0, 12.1.2) que le A-module d’homologie H,(C*(U¥, #)) de ce bicomplexe
(considéré a I'ordinaire comme un complexe simple pour le degré total) n’est autre que
le A-module d’hypercohomologiec H"(UY, #) ou P est le complexe & opérateur de
dérivation de degré - 1 obtenu en prenant ﬂ@q pour composante de degré ¢; par abus de
notation, nous Pécrirons H~"(U® 2%9), 1l résulte alors de (6.2.2) que ce A-module
est canoniquement isomorphe au A-module d’hypercohomologie H™"(X", 2*)  que
nous écrirons de méme H~"(X% #9); il ne dépend donc pas du recouvrement fini U
choisi.

(6.6.2) Nous allons appliquer aux deux bicomplexes de A-modules

Ll =C U, 29) (=1, 2)

et au bifoncteur covariant L{Y®,L? en ces deux bicomplexes, la théorie générale de

Phyperhomologie des foncteurs par rapport aux bicomplexes (0, 11.7.4). Comme les
cochaines considérées sont alterndes et les recouvrements U finis, on notera que les
modules C~7(U%, 2} ne sont + o que pour un nombre fini (indépendant de q) de valeurs
de p, et en particulier les deux degrés de chacun des LY sont lLimités inférieurement. Nous
désignerons par Tor2(L!Y, L) ou Tor’(UY, UP; 2V 27 le n-éme module d’hyperho-
mologie de LY®,L?, que nous appellerons I'hypertor d’indice n de #Y et P2, relatif
aux recouvrements U™ et U?. Lorsque Z et 22 sont réduits a leurs termes de degré o,
FU et FU on éerit JorS(UY, NUP; FU FO) leur hypertor. On désignera par
FTorS (U, U¥; PV P2 suivant les conventions générales, le bicomplexe dont le compo-
sant d’indices (j, &) est Jorh (U, UP; 2V, P2,

Comme L est un foncteur exact en #%, puisque les intersections des ensembles
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de UY sont affines (I, 5.5.6 et 1.3.11), TorS(UY, U?; PU P2) est un bi-o-foncteur
covariant en PV, P, 4 valeurs dans la catégorie des A-modules (0, 11.7.3). En outre,
on sait (0, 11.7.2) que ce bifoncteur est I'aboutissement commun de six foncteurs spec-
traux biréguliers, que nous désignerons par la notation WES(U®, U®; 22U PR oy
OE W, u®; 20 P on t doit étre remplacé par une des lettres a, b, o', ¥, ¢, d, et
dont les termes E, sont les suivants :

WEZ = @ TorA(H,(LY), H

Gta=q 1
E2 =H,(Tor}» (LY, L®))
E;q— ©_ Tor, (H, (L), Hy (L))

¢t q:=¢
®E2 =H,(Tor} (LY, L®))
OF2 _ 0Ly UL
E, = q,—{—% qTor (H (LYY, H (L2))

9E;, =H,(Tor, (LY, LY)),

(L))

ot les notations sont conformes a celles de la théorie générale de I’hyperhomologie.
Nous allons dans ce qui suit expliciter davantage ces termes initiaux.

(6.6.3) Suites spectrales (a) et (a’). Nous avons vu en (6.6.1) que le module
d’homologie H, (L) du bicomplexe L était égal 3 H™™(X% 2); donc

‘“)Eiq = @ Torﬁ(H“q*(Xﬂ), PU), H-¢(X®, 22)),

1+ q:1=¢

Par définition, le complexe H. (L) a pour terme de degré k le module d’homologie
H,(C (U9, 2)), c'est-a-dire, par définition, le module de cohomologie H™"(UY, 2V);
on sait (1.4.1) que ce module est canoniquement isomorphe 3 H™"(X® #); donc

@WEL = @ Torf(Hu(X®, #V), H-%(X®, 7).

¢1+q2=q

(6.6.4) Suites spectrales (b) et (b’). Par définition, Tord™(LY, L?) est un
bicomplexe dont le terme de degré (4, k) est le A-module

Tor?(ckh(um, 2N, CHU®, 22)).
Soit ®” I’ensemble d’indices de U¥; par définition, le complexe de modules

Cr(U?, #9) (r>0) est somme directe des complexes I'(U?, 27), ou UY est linter-
section des U} pour Eep, et p parcourt B(d¥); donc le A-module
Tor, (C"(UY, 2)), C7HU?, 22))
est somme directe des A-modules Tor}(I'(UY), 2Y), T'(UP, 27)), ol o (resp. 7)
parcourt les éléments de (@) (resp. P(P?)) tels que Card(c) —(h+1) (resp.
(@

Card(t)=—(k+1)). Comme X" et X® sont des schémas, les UY sont affines, donc
ona (6.4.1.1)

Tor?(F(Uf}), 21, T(UP, 28)) =T(UY x U2, Tor} (2V, 27)).
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On voit donc que YE2 est le (— p)-me module de cohomologic du complexe
L'(dY, ®?; &%) des cochaines bi-alternées sur @Y et O a valeurs dans le systéme de coefficients

L1 (o, 1) T (U X UP, Tory (2, 2))

(0, 11.8.4). On sait alors (0, 11.8.5 et 11.8.6) que la cohomologie de ce complexe
est la méme que celle du complexe C*'(®Y, ®?; &) de toutes les cochaines sur ®W
et ®® A valeurs dans &, et aussi que celle du complexe P*(®U, ®®; &) dont les élé-
ments sont les combinaisons linéaires des

Mo, 7)eD(UY xs U, Gord (2, 22))

ot 6={(0tg, ..., ) et t=(By, ..., B8,) sont des suites ayant méme nombre d’éléments.
Mais on a alors UY xU%= (UY x,UNn...n (Uf,lz X SUE%Z,Z) (I, 3.2.7). Si’on désigne
par U le recouvrement de Z=X" x;X® par les ouverts affines U x U, on voit
finalement, compte tenu de ce que X% x X® est un schéma, que I'on a, en vertu
de (1.3.1),

OE2 =H (X" x X®, Gorl (2", 22).

En second lieu, Torf(L¥, L?) est un bicomplexe dont le terme de degré (&, k)

.o oo

est la somme directe des A-modules

Torg(c—hl(u(ﬂ, ggl))’ C—h,(u&)’ g;czz)))

tels que A& +h,=h et k+k,=k; explicitant les modules C"(U%, %) comme ci-dessus,
on voit encore que ce terme est somme directe des A-modules

(U x sUY, Tory (75, 7))

ol k,4k,=k, et o (resp. t) parcourt les éléments de P(PY) (resp. P(D®?)) tels que
Card(c)4-Card(r) = —k—2. Le terme ®’E2 que nous calculons est le (— p)-éme module
de cohomologie d’un bicomplexe N*'=(N*), ou le complexe simple N** est le complexe
de cochaines bi-alternées sur @ et ®2), 4 valeurs dans le systtme de coefficients

Fy:(o,7) > (UL XUL, | @ Tork(@l, 22,))

ces systémes de coefficients formant un complexe & ou la différentielle provient de celle
du complexe simple associée au bicomplexe Fory(#", #?*). On sait que la cohomo-
logie de N** est la méme que celle du bicomplexe C:(®Y, ®®; &*) (0, 11.8.9), et aussi
la méme que celle du bicomplexe P*(®Y, ®?; &*), ou les éléments de degrés (4, k)
sont les combinaisons linéaires des

Mo, 7)eT(UY x (UG, . +(-2=k e%rs’(z@(_l)kl, @(E)ka))

6= (0%, «vus ), T={(By, ..., B,) €tantdessuites ayant méme nombre d’éléments (0, 11.8.10).
On voit alors comme ci-dessus que ®'E2 est le (— p)-2éme module de cohomologie du
bicomplexe C*(M, 2°), o 2 est le complexe simple associé au bicomplexe Jor5 (P, 22)
de @;-Modules. Avec les conventions faites dans (6.6.1), on a donc

OIE2 — H=7(XY % {X®, Tor3 (20, 7).
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(6.6.5) Suites spectrales (c) et (d). Par définition, le complexe HX(L) a pour
terme de degré % le A-module C™*(UY, S, (#9)), en vertu de ’exactitude du fonc-

teur G™*. On a donc, par définition de I'hypertor de deux Modules relatif 3 deux recou-
vrements (6.6.2)

UEL =, ©_ Tors(UY, U; 5, (2Y), #, ().

GFda=q O c} 2

Enfin, par définition, Tor}'(LY, L®) est un bicomplexe dont le terme de degré

(h, k) est le A-module Tor} (UY, U®; 2N, ). On a donc
WEZ, =H,(Tord (UY, UP; 21, 7).

(6.6.6) La théorie de I’hyperhomologie des foncteurs de bicomplexes (0, 11.7.3)
montre, comme dans (6.3.4), que, pour toute résolution plate de Cartan-Eilenberg
M, de LY (dans la catégorie des complexes de modules limités inférieurement) (i=1, 2),
on a des isomorphismes canoniques de bi-d-foncteurs

(6.6.6.1)
Tor} (U, U?; 2V, #2) X H, (MY, 0, MZ) 3 H, (M, ©, LY) 3 H, (LYo, M¥).

(6.6.7%) Nous allons maintenant montrer que ’hypertor global défini dans (6.6.2),
et les six suites spectrales correspondantes, ne dépendent pas des recouvrements ouverts
affines finis UY qui ont servi & les définir (3 des isomorphismes canoniques pres). 1l
suffira pour cela de montrer que si B sont deux autres recouvrements de méme nature,
tels que B soit plus fin que UY pour i=1, 2, alors on a des isomorphismes canoniques de
foncteurs spectraux

(6.6.7, t)) OF, (u(l), u(Z); y(l)’ g@)) ~ WF, (Q;(l)’ Q;(?); g(l), g(z))

ou ¢ est remplacé par a, b, a’, &', c ou d.
Or, on a pour i=1, 2 des homomorphismes de bicomplexes

G (U, 29 — C (B, 20)

bien définis & homotopies prés (G, II, 5.7.1); il en résulte déja des homomorphismes
(6.6.7, t)) canoniquement définis et compatibles avec les opérateurs bords dans les
aboutissements (0, 11.5.2). En outre, le calcul des termes E, des suites spectrales (a),
(6), (@), (b'), montre que pour ces suites spectrales ’homomorphisme (6.6.7, t)) est
un isomorphisme sur les termes E,; comme ces suites spectrales sont biréguli¢res, on
voit que (6.6.7,%)) est un isomorphisme pour ces trois foncteurs spectraux, donc un
isomorphisme de bi-0-foncteurs pour leur aboutissement commun (0, 11.1.5).

En particulier, pour des Oyl)-Modules quasi-cohérents F% (i=1,2), I’homo-
morphisme canonique

Tor.S(u(l), u(z); gz(l), g:(zl) N Tor?(ﬂ}(”, %(2); 37(1)’ g:(z))

est bijectif; vu le calcul de (6.6.5), on voit que (6.6.7, ¢)) est aussi un isomorphisme des
termes E, pour ¢t=c¢ et {=d. On conclut comme ci-dessus que (6.6.7, ¢)) est aussi un
isomorphisme de suites spectrales pour t=c¢ et t=d.
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On peut considérer que les isomorphismes (6.6.7,¢)) définissent des systémes
inductifs de foncteurs spectraux sur ’ensemble filtrant des couples (UY, A®) de recou-
vrements ouverts affines finis de XY et X®. Nous désignerons par

OE(XW, X; 2, 22) ou WES(XW, X®; 2, )

la limite inductive de ce systéme, par Tor® (X", X®; 21 %) Taboutissement de ce
foncteur spectral, que nous appellerons I’kypertor global des deux complexes 2V et 22,
si PY et 22 sont réduits a leurs termes de degré o, F\V et F®, nous écrirons

Tord (X1, X?; 1, #%),

et conformément aux conventions générales, Tory (X", X®; 21 %) sera donc le
bicomplexe des Tor} (XY, X®; 21, 22),

(6.6.8) Les hypothéses étant celles de (6.6.1), considérons maintenant deux
S-morphismes f; : X®—+Y" ou Y% =Spec(B,) est un S-schéma affine, B; étant donc
une A-algébre (i=1,2); cela définit donc un A-homomorphisme B,—TI'(X%, Oyi))
(I, 2.2.4), et par suite chacun des L définis dans (6.6.2) est un bicomplexe de
B,-modules; on en conclut que LY®, L2 est un quadricomplexe de (B,®, B,)-modules,
et ses six foncteurs spectraux d’hyperhomologie peuvent donc étre considérés comme
prenant leurs valeurs dans la catégorie des suites spectrales de (B,®, B,)-modules. Si 'on
pose Y=Y" x ;Y® = Spec(B,®,B,), on peut considérer les ¢y-Modules quasi-cohérents
associés & ces modules (I, 1.3.4); nous noterons “&(f,, f,; PV, #¥) (pour t=a, b,
a', b, ¢ ou d) les six suites spectrales (YE(XW, X®; 24 #2)~ de Oy-Modules, et

BorS(f, fo; PV, P#?) leur aboutissement commun (Tor?(X®, X2 20 22\~ On le

notera Jors(f, fo; FY, F?) lorsque #. est réduit 4 son terme de degré o, F9 (i=1, 2).

6.7. Foncteurs hypertor globaux de complexes de Modules quasi-cohérents et
suites spectrales de Kiinneth : cas général.

(6.7.1) Nous allons maintenant généraliser les définitions de (6.6.8) au cas ou S
est un préschéma quelconque, X% Y'Y des S-préschémas et f;: X?—-Y" des mor-
phismes séparés et quasi-compacts. 11 s’agit alors, pour tout couple de complexes 2 de
O«H-Modules quasi-cohérents, limités inférieurement, (¢=1, 2), de définir pour tout # un
Oy-Module quasi-cohérent Gori(f,, f,; PV, #?) ainsi que 6 foncteurs spectraux, se rédui-
sant aux définitions de (6.6.8) lorsque S, Y¥ et Y® sont affines (on pose Y =Y x (Y?).
Supposons d’abord S =Spec(A) affine, mais Y et Y® quelconques; soit W un ouvert
affine de Y9; f7Y(WY) est alors un S-schéma quasi-compact, W=W®x W*
un ouvert affine de Y; soit f]:f7 (W% W% la restriction de f;, et £ la
restriction V| f7Y(W%) (i=1,2). On a alors d’aprés (6.6.8) les suites spectrales
OE(f1, fa; P/ 2% de (Oy|W)-Modules quasi-cohérents, et il s’agit de vérifier
qu’elles satisfont aux conditions de recollement (0;, 3.3.1). On est aussitét ramené au
casoll Y?=Spec(B;) cst affine et ot W¥=D(g;), ot geB,;, de sorte que W=D(g,®g,)
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dans Y=Spec(B,®,B,) (I, 4.3.2.1); si X'"W=f7Y(W®) il sagit d’établir un iso-
morphisme canonique de foncteurs spectraux

(6.7.1.1) (‘)E(X'(”, X', gi:(l)’ g'(z)) ~ “)E(X(l), X@. gl g(z)) ®BBg

. 5 ) .

ou 'on a pos¢é B=B,g,B, et g=g,@g,. Pour cela, partons de recouvrements ouverts
affines finis W% de X% (i=1, 2), et soit U™ la trace de U? sur X'¥ qui est encore
formé d’ouverts affines (I, 5.5.10); de fagon précise, on a

G, 21) =C' U, 20) @y (B, .
Si on pose L;Y=C'(U"Y, Z/¥), on a donc L®,L®=(LY®,(B,),)®, (LY®; (B,),);
comme on a B = (By), ®, (B,),, & un isomorphisme canonique prés, on a, & un iso-
morphisme canonique prés, L/P®, L% = (LY®,L%)®;B,. Si MY est une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de LY, qu’on peut supposer formée de B;-modules, il
résulte du fait que (B, g, st plat sur B; que M:Q:M%@Bi (Bi)gi est une résolution

projective de Cartan-Eilenberg du bicomplexe L'”; en outre, on a

ee 2

M'm ®A M'(z) = (Mm ®A M2 ) Qg Bg .

L’isomorphisme cherché (6.7.1.1) résulte alors aussitét des définitions de I’hyperhomo-
logie d’un bicomplexe, et de P'exactitude du foncteur G®yB, en le B-module G.
(6.7.2) Supposons maintenant S quelconque, et soient % : Y?—S les morphismes
structuraux (=1, 2). Soit (S,) un recouvrement ouvert affine de S, posons Y% =u;1(S,),
XO= f7HY9), et soit f;, : XYW la restriction de f;, qui est un morphisme séparé
et quasi-compact. Les Y, =Y} Xy Y} forment un recouvrement ouvert de Y, et sur

chaque Y, sont définis par (6.7.1) des foncteurs spectraux

06 fru3 PVIXE, P XE)3

il s’agit encore de montrer que ces foncteurs vérifient les conditions de recollement.
On se raméne aussitot a la situation suivante : S=Spec(A) est affine, S'=D(%), ou
heA, et u(Y¥)cS’; on peut en outre supposer Y% =Spec(B;) affine; il s’agit de
définir des isomorphismes canoniques

(6.7.2.1) WES(XW, X@; 20, )~ OFS (X0, X@); P P,

) .

Or, avec les notations de (6.6.2), les L sont formés de A,-modules, et 'on a donc
Lﬂ?@Ah L?» =L%®,L? A un isomorphisme canonique prés; comme on peut prendre
une résolution projective de Cartan-Eilenberg M®, de LY formée de A,-modules, cela

donne aussitét 'isomorphisme canonique cherché.
Nous avons en résumé démontré le

Théoréme (6.7.3). — Soient S un préschéma, f;: X, —Y,; un S-morphisme séparé et
quasi-compact de S-préschémas, PV un complexe de Oxli)-Modules quasi-cohérents limité inférieu-
rement (i=1,2); on pose Y=YM X Y®. Il existe un bi-o-foncteur GorS(f,, fo; PV, P?)
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a valeurs dans la cate’gorie a’es @ -Modules quasi-cohérents, tel que si VY est un ouvert affine de
YO (i=1,2) et V=VU , on ait

Torl(fis Sfos PV, P2 |V= (Torl(fH(VY), f5H(VE); 29| fFTHVY), 22| F71(VE))~.
Ce bifoncteur est I’ aboutissement de six foncteurs spectraux biréguliers
E(fi, fo3 PY, 29) (t=a,b,a',b'yc,d)

dont les termes Ey sont donnés par
W8 =, D_ Tk (300(f,, PY), B0 fy, PY))
=H 7 fi X fa, Bory (PV, P2))
W’é"z =D _ Bory (A~ (f;, PV), H % f,, PP))

Q1+ ga=¢q

V& =T f X for Tory (P, PP))

épgq—%‘}'%— JOT (f;-"}g’ 1(‘@(1))"‘% (gz))
&= Tor(fir Sos PV, P2))

.

On dit que les suites spectrales (a) et () sont les suites spectrales de Kiinneth.

On notera que les suites spectrales (a) et (a’) (resp. (b) et (8')) sont identiques
lorsque 2 et P? se réduisent 2 leurs termes de degré o; dans ce cas, les suites (¢) et (d)
sont dégénérées et sont donc sans intérét.

Remarque (6.7.4). Les hypertor globaux que nous avons définis ci-dessus compren-
nent comme cas particuliers, a la fois les Modules d’hypercohomologie définis dans (6.2.1)
et les hypertor locaux définis dans (6.5.3). Montrons que I’on a, pour tout morphisme
J: XY quasi-compact et séparé et tout complexe &P, de Ox-Modules quasi-cohérents,
limité inférieurement, un isomorphisme canonique de ¢-foncteurs en &2,

(6.7.4.1) Bory(f, Iy; 2., Oy) I H™"(f, P.) (pour tout neZ).

En effet, les méthodes de recollement de (6.7.2) raménent aussitét au cas o Y
est affine; on peut alors, en vertu de (6.2.2), calculer les deux membres de (6.7.4.1)
a ’aide d’un méme recouvrement fini U de Y par des ouverts affines, et (pour le premier
membre) du recouvrement de Y formé de Y lui-méme; avec les notations de (6.6.2),
le bicomplexe L® est alors réduit & son terme de degrés (o, o), égal & A, et la conclusion
résulte de (0, 11.7.5). Pour une généralisation de ce résultat, voir (6.7.7); mais on
notera que lorsque dans le premier membre de (6.7.4.1), on remplace 0y par un
Oy-Module quasi-cohérent quelconque &, on n’a plus en général un isomorphisme avec

C"(f, 2.®0,F), bien que, dans le calcul précédent, le bicomplexe LY, L2 siden-
tifie encore au bicomplexe C'(U, Z,@yF).

D’autre part, on a un isomorphisme canonique de bi-d-foncteurs

(6.7.4.2) Bord (15, 1x06) ; PV, PP) X Gorf (P, 2.

En effet, on se raméne encore, par (6.7.1) et (6.7.2), au cas o S et les X' sont
affines; dans le calcul du premier membre de (6.7.4.2), on peut alors prendre pour
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recouvrement U% la famille réduite au seul élément X, de sorte qu’avec les notations
de (6.6.2), LY se réduit a T'(X® 2%) (considéré comme bicomplexe dont les termes
de premier degré %o sont nuls), et I'égalité des deux membres de (6.7.4.2) résulte
de (6.4.1.1) et (6.3.1).

Proposition (6.7.5). — Soit u: PV —->39Y un homomorphisme de complexes de
Ox-Modules quasi-cohérents, limités inférieurement, tel que I’homomorphisme

(1) : H(PV) > H,(20)
déduit de u soit un isomorphisme. Alors les homomorphismes
E(fisfos PV, PP) -8 (fi, fo; 2V, P2)

déduits de u sont des isomorphismes pour t=a, t=1"> et t =c.

L’assertion relative a la suite spectrale (¢) résulte de ce que cette suite est biréguliére
et de ce que 'homomorphisme considéré est un isomorphisme pour les termes E, par
hypotheése (0, 11.1.5). Ceci montre déja que Bor (f;, fo; PV, P) >Bor( f1, fr; 2V, P
est un isomorphisme. Appliquant les relations (6.7.4.1) et (6.7.4.2) on voit d’abord que
les homomorphismes J¢"(f;, ZV) =3 "(f;, 2Y) et Bor) (PY, P?) -TorS (2, 2
déduits de u sont des isomorphismes. L’assertion relative aux suites (a) et (b) résulte
alors de ce que ces suites sont birégulieres (6.7.3) et que les homomorphismes considérés
sont bijectifs pour les termes E, (0, 11.1.5).

Notons d’autre part que, si u: 2V -2 est un homotopisme, on en déduit des
isomorphismes canoniques “&(f;, f; PV, P SOE(f, fo3 Y, P2)  pour les six
suites spectrales. En effet, si S et les Y sont affines, on déduit de « un homotopisme de
bicomplexes C:(UY, V) - C*(UY, 29), et la proposition résulte de la théorie générale
de ’hyperhomologie (0, 11.5.2); le passage au cas général se fait par recollement, en
utilisant le fait que, d’'un homotopisme de complexes, on déduit un homotopisme de
résolutions projectives de Cartan-Eilenberg de ces complexes (M, XVII, 1.2).

Proposition (6.7.6). — Supposons que le complexe PV ou le complexe P2 soit formé de
Modules S-plats (les deux complexes étant limités inférieurement). On a alors un isomorphisme
canonique de bi-o-foncteurs

(6.7.6.1) Bory(fr» Jos P, PO) S IH T f1 X fo, PLOPY).

.

Supposons d’abord S, Y et Y? affines, de sorte qu’on est dans la situation de
(6.6.2), dont nous conservons les notations. Supposons par exemple que 2\ soit formé
de Modules S-plats, et calculons ’hypertor en utilisant la remarque (6.6.6) : c’est
donc 'homologie de LY®,M?, ot M®, est une résolution projective de Cartan-Eilen-

berg de L¥, au sens de (0, 11.7.1). D’autre part, les modules L)

sont plats sur A en
vertu de P’hypothése (1.4.15.1); on déduit alors de (0, 11.7.5) un isomorphisme
canonique

(6.7.6.2) Tor®(UY, UY; 2V PN~ # LV, LY).

On a d’autre part un homomorphisme naturel de bicomplexes de LY®,L?
dans C*(U, 2)), ot U est le recouvrement de Z =X"x,X? par les ouverts affines
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Ul x UP et 2,=2Y9,P? (considéré comme complexe simple pour le degré total);
en effet, la définition de cet homomorphisme a en substance été donnée au cours du
calcul de la suite (4’) dans (6.6.4), pour ¢=o; il suffit simplement (en gardant les
notations de (6.6.4)) de tenir compte de ce qu’il y a d’une part un homomorphisme
naturel du complexe N** dans le complexe C*(®%, ®®; &) (0, 11.8.5), d’autre part
un homomorphisme naturel de ce dernier complexe dans le complexe P*(®Y, ®®; &)
(0, 11.8.6), et enfin un homomorphisme naturel de ce dernier complexe de cochaines
dans le sous-complexe des cochaines alternées (0, 11.8.7). Par ailleurs, ’homomorphisme
de bicomplexes ainsi défini donne un isomorphisme en homologie, comme on I’a vu
en (6.6.4); on a donc, en composant avec (6.7.6.2), obtenu un isomorphisme

(6.7.6.3) Tord (U, U®; 2V 22 x H (U, PV 2.

Il faut ensuite prouver que l'isomorphisme ainsi défini ne dépend pas des recou-
vrements ouverts choisis (le second membre de (6.7.6.3) étant canoniquement
isomorphe & H™"(XWx X® #Vg #?) par (6.2.2)); cela se fait & 1’aide de (6.6.7)
en remarquant (avec les notations de (6.6.7)) que 'on a un diagramme commutatif
a2 homotopismes pres

C(ut, 2N e, C(u%, 27) - C(U, 2)

\
Cr(BY, PV, C* (B, #2) - C(B, 2.)

ou ‘les fleches horizontales sont les homomorphismes définis ci-dessus. Enfin, il faut
passer au cas général par recollement, ce qui se fait sans difficulté comme dans (6.7.1)
et (6.7.2); nous laissons les détails au lecteur.

Proposition (6.7.7). — Supposons que PV et P soient limités inférieurement, et que
tous les Modules 3¢~ fy, PY) ou tous les Modules 3C~"(fo, P?) soient S-plats. On a alors un
isomorphisme canonique de bi-o-foncteurs (n parcourant Z)

(6.7.7.x)  TBori(fi, fo; PV, 5”{2’):% +(an2:” H1(f, PNy ~%( f,, P?).

En effet, vu (6.5.8), la suite spectrale (a) de (6.7.3) est dégénérée, et la propo-
sition résulte aussitdt de (0, 11.1.6), cette suite étant biréguliére (6.7.3).

T héoreme (6.7.8). — Supposons que : 1° les complexes PV et PP soient limités infé-
rieurement ; 2° le complexe PV ou le complexe PP soit formé de Modules S-plats ; 3° tous les
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Modules 3=, PY) ou tous les Modules 3C—"( f5, P?) soient S-plats. On a alors un isomor-
phisme canonique de bi-0-foncteurs (n parcourant Z)

(6.7.8.x)  I(fixefs, PIOPI)Z, D _ I(fy, PV)@3IC"(fo, PT)

(« formule de Kiinneth »).
Cela résulte de (6.7.6) et (6.7.7).
Lorsque S, Y® et Y® sont affines, I'isomorphisme réciproque de (6.7.8.1) se
déduit (avec les notations de (6.7.6)) de I’homomorphisme de bicomplexes
C(u, 28)®,C(U®, 28) - C (U, 2,)

par le procédé défini dans (G, I, 2.7), comme il résulte de (G, I, 5.5).
Proposition (6.7.9). — Supposons vérifies les trois conditions suivantes :

198, YV et Y® sont localement noethériens, f, et f, sont propres, YV ou Y@ de type
fini sur S.

20 PY ot P sont limités inférieurement.

30 Pour tout neZ, #,(PY) est un Module cohérent (i=1, 2).

Dans ces conditions, Bors(fy, fo; PV, PY) estun Oy-Module cohérent (avec Y =YW xY®).

Il résulte de (6.5.13) que les hypertor locaux BorS(2Y, 2?) sont des Ox-Modules
cohérents (X=XWx X® ¢étant localement noethérien, car un des X est par hypo-
thése de type fini sur S (I, 6.3.4 et 6.3.8)). Comme Y est localement noethérien et
fiXsfo propre (IL, 5.4.2), il résulte de (6.2.5) que les termes &2 de (6.7.3) sont
des Oy-Modules cohérents. Comme toutes les suites spectrales de (6.7.3) sont biréguliéres
en vertu de I’hypothése 2°, on conclut par (0, 11.1.8).

(6.7.10) Soient maintenant Y'® deux S-préschémas, o;:Y'®-Y® deux
S-morphismes (i=1, 2), v : v, Xg0, leur produit, qui est un S-morphisme Y’ Y, oul’on
pose Y =Y'Wx,Y'® Considérons d’autre part, pour =1, 2, un S-préschéma X'?
et deux S-morphismes u;: X' X0 £ X'® YW  de sorte que les diagrammes

< M
(6.7.10.1) f%l lfi
vy v

Ug

solent commutatifs, les morphismes f; étant séparés et quasi-compacts. On a alors des
Oy.-homomorphismes canoniques de foncteurs spectraux

(6.7.10.2) o (NE(frs fos PO, PP)) = VE(f1, f3 w(PY), wa(PP))

pour t=a, @', b, ¥, ¢, d. Pour les définir, supposons d’abord S = Spec(A), Y¥=Spec(B,),
Y'?=Spec(B;) affines; les X% et X' sont alors des schémas quasi-compacts. Pour
calculer les suites spectrales “&(f;, fo; PV, %), nous considérerons comme dans
(6.6.1) des recouvrements finis U® par des ouverts affines de X% (i=1,2); pour
calculer "&(f1, fa; uy(PY), u3(#?)), nous considérerons des recouvrements finis U'?
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de X'% par des ouverts affines, plus fins respectivement que les recouvrements u; ()
(=1, 2). Il est clair que le bicomplexe C-(U® 2) =1L peut étre considéré cano-
niquement comme un sous-bicomplexe de C*(u; '{(UY), u;(2%)) (0;, 4.4.8.2); en outre,
en choisissant une application simpliciale (G, II, 5.%) de W dans u;!(U"), on définit
un homomorphisme de bicomplexes C*(u; *(U%), u;(27)) —C* (W'Y, u;(#)) d’ou, par
composition, un homomorphisme de bicomplexes LI L% =C (W', 4;(2%)). En
outre, cet homomorphisme est remplacé par un homomorphisme homotope quand on
change d’application simpliciale (G, II, 5.7.1); on a ainsi un homomorphisme bien
défini de foncteurs spectraux :

(6.7.10.3)

(t)év(u(l), ue, gsl)’ g«)(?)) — (t)g(u/(l), we, u;(gzsl)), u;(ﬂ?))).

On vérifie aussitét que si BY est un recouvrement affine fini de X% plus fin
que U, B’ un recouvrement affine fini de X', plus fin que u;1(W'?) et que B,
le diagramme

C (U, 20y . C (B, 29)

C (U0, u(27)) - C(BY, w(27))

est commutatif, ce qui implique que I’homomorphisme (6.7.10.3) ne dépend pas
essenticllement des recouvrements U% et U'® considérés. On a donc en fait défini un
homomorphisme de A-modules

(6.7.10.4)  UE(XY, XO; 20, 27) - OE(X'W, X; ui(2Y), ()

mais il est clair par définition des u; () et en vertu de la commutativité de (6.7.10.1)
que cet homomorphisme est aussi un homomorphisme de (B,®,B,)-modules; comme
le second membre de (6.7.10.4) est formé de (B;®,B;)-modules, on déduit canonique-
ment de (6.7.10.4) un homomorphisme de (B;®, B;)-modules

(6.7.10.5)
VE(XY, X2 20, 22)@p,0 5,(B1®4B;) — VE(X'W, X' 4 (PV), 5(PT))

ce qui, compte tenu de (I, 1.6.5) n’est autre que ’homomorphisme cherché (6.7.10.2)
dans le cas particulier considéré.

Il reste a passer au cas général en suivant les recollements de (6.7.1) et (6.7.2);
le second passage est immédiat; en ce qui concerne le premier, on considére comme
dans (6.7.1) des éléments g;eB;, et leurs images g;eB;, le produit tensoriel g=g,®g,
dans B=B,;®,B, et son image g'=g;®g; dans B'=B[®,B;, et tout revient a utiliser
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I’isomorphisme canonique (M@BB’)g,NMg®BgB;, (0;, 1.5.4); nous laissons les détails
au lecteur.

(6.7.1x) La théorie des hypertor globaux, développée ci-dessus pour deux
S-morphismes X% Y% et deux complexes #Y de Modules quasi-cohérents limités
inférieurement, s’étend aussit6t au cas général suivant : on a un préschéma S, une famille
finie de S-préschémas Y (iel), une famille finie de S-morphismes séparés et quasi-
compacts f; : XYY", et pour chaque i un complexe de 0, y-Modules quasi-cohé-
rents Z% limités inférieurement. Si Y est le produit des S-préschémas Y, on définit
alors pour chaque entier neZ, un Oy-Module quasi-cohérent Gori((f)ic; (2P)ic1),
ces Modules formant un ¢-foncteur covariant en chacun des complexes Z; en outre,
ce foncteur est I’aboutissement commun de six foncteurs spectraux “&((f)ic1; (P)21)-
Nous laissons au lecteur le soin de répéter pour ce cas général les définitions et les raison-
nements faits ci-dessus pour I={1,2}. Notons simplement que lorsque I se réduit a
un seul élément, on retrouve ’hypercohomologie J¢°( f, ) définie dans (6.2.%) (comme
on ’a déja observé dans (6.7.4)). Lorsque I est l'intervalle 1<i<m de N, nous écrirons

%Orﬁ(fu MRS fma @9)’ RS '@(.m)) pour L@‘,OTTSL((-](;)’I:EI; y(j))ie I)'

Proposition (6.7.12). — Les notations étant celles de (6.7.11), soit J une partie de 1 telle
que, pour 1€1—]J, onait X¥=YY=S, f; étant réduit a P'identité, et PV égal au complexe réduit
au terme de degré o égal a Oy. 1l y a alors un isomorphisme canonique de O-foncteurs
(6.7.12.1) Torl ((filie1s (PDier) 3 Borl((fliess (P)ies)-

On peut se borner & définir cet isomorphisme lorsque S et les Y sont affines, le
recollement se faisant comme d’ordinaire. Pour :el—]J, on peut prendre le recou-
vrement U formé du seul ensemble S, et alors L% =C"(UY, 2%) est réduit & son seul
terme de degrés (o, o), égal a I'(S, Oy) =A(S); I'isomorphisme (6.7.12.1) est alors
évident.

Remarque (6.7.13). — Les notations étant celles de (6.7.3), considérons le
S-isomorphisme canonique YW x Y®—>Y® x YU (I, 3.3.5); alors ’image par cet iso-
morphisme de Torf(f,, fo; PV, P¥) est Bori(fy, fi : PP, 2V); la question étant locale,
on est ramené au cas envisagé dans (6.6.2), et si on désigne par MY, une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de LY (i=1, 2), lisomorphisme considéré transforme

MY ®,M® en MZ?® MY  dol notre assertion en considérant I’homologie des

complexes simples associés & ces tricomplexes.

6.8. Les suites spectrales d’associativité des hypertor globaux.

(6.8.1) Les hypothéses et notations étant celles de (6.7.11) (et en particulier
les 21 étant supposés limités inférieurement, supposons donnée une partition (I,);c; de
Pensemble d’indices I; nous nous proposons de donner une relation d’ « associativité »
entre les hypertor Bor((f)ic1; (#%);c;) et chacun des hypertor « partiels »

ﬂ:j:i?;or_s((ﬁ)ie Ij; (yii))ie 1])-
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Pour simplifier I’écriture, nous nous bornerons au cas ou I est Pintervalle 1<i<m, et
ou la partition (I;) se compose des deux intervalles {1,2,...,7} et {r 4+ 1,...,m}.

Proposition (6.8.2). — 1l existe un foncteur spectral canonique birégulier (dit « foncteur
spectral d’associativité ») noté

DE(fry ones fu; PY, oo, P™) (ousimplement ©E(f, ..., fo; PV, ..., P

dont Paboutissement est TorS(fi, ..., fou; PV, ..., P™), et dont le terme E, est donné par

<°)co@;q=ql+<‘;3’=q%rqs(%or§’1(ﬁ, s S PO P, Borg (frsts s Sy PUTY, L, P,

Dans cet énoncé, on a identifié canoniquement Y au produit Z% X Z®, ou
Z9=YW x Y® x ... x YV, et ZB=Yr*¥x .. . XY™, Nous nous bornerons au
cas ou S et les Y¥ sont affines; on passe de ce cas particulier au cas général par les méthodes
développées dans (6.7.1) et (6.7.2), et nous laissons les détails du raisonnement (sans
difficulté) au lecteur. Nous démontrerons donc le

Corollaire (6.8.3). — Soient A un anneau, S=Spec(A), X (1<i<m) des S-schémas
quasi-compacts et, pour chaque i, soit PV un complexe de Oxti)-Modules quasi-cohérents limité
inférieurement. Il existe un foncteur spectral canonique birégulier ayant pour aboutissement

Tor3(XY, ..., Xtm; gl gpim)

et dont le terme E, est donné par

A s . it
“E2, =, +6(2=4T°rp (Tory (X, ..., XM 20, ., 27,

. .

TorS (X +0, ., X, r+1,  gpim))

Suivant la définition donnée en (6.6.2), le calcul de I’hypertor considéré se fait
en prenant pour chaque ¢ un recouvrement ouvert affine fini A% de X%, en considérant
les bicomplexes L= C (U, 2%), une résolution projective M, de Cartan-Eilenberg

oo

de chacun de ces bicomplexes (au sens de (0, 11.7.1)), le produit tensoriel M,,, = @1 MY

de ces tricomplexes, et en prenant I’homologie de M, ,. Considérons M,,, comme un
complexe simple N, , produit tensoriel des deux complexes simples
7 m
NI =® M., N/= ® M,
i=1 i=r+1

ot N’ et N’ sont gradués par la somme des degrés totaux des M, . En outre, les A-modules
des complexes N! et N’ sont projectifs, donc il résulte de (6.5.9) que l'on a
H (M,,) =Tor*(N., N!’); la suite spectrale cherchée n’est autre alors que la suite
(6.3.2.2) appliquée aux complexes N_ et N!’, compte tenu de I'interprétation des modules.
d’homologie de ces complexes qui résulte de ce qui précéde (quand on applique les remarques.
du début & chacun des produits partiels XU xgx ... XX et X+ x. .. X X™).
Enfin, les propriétés de régularité résultent de (6.3.2) et du fait que, les 2% étant limités
inférieurement, il en est de méme des M ; parsuite, N/ et N’ sont limités inférieurement.
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6.9. Les suites spectrales de changement de base dans les hypertor globaux.

(6.9.1) Les hypothéses et notations étant toujours celles de (6.7.11) (et en parti-
culier les 2% étant supposés limités inférieurement), considérons un morphisme g:S’ —S$
de préschémas, et posons Y =Yg, XV=X{, et 0=V, 0y, P étant
donc un complexe de O -Modules quasi-cohérents; soit f;=(f)s, : X'? Y0, qui
est un morphisme séparé et quasi-compact (I, 5.5.1 et 6.6.4). Nous nous proposons
d’étudier les relations entre les Oy-Modules quasi-cohérents Borl ((f1)icr; (Z)ic1)
et Bord ((f)iers (?fi))iEI)C@@s Oy, ou Y =YX3S8 =Yg, Un cas particuliérement
simple est le suivant, qui se réduit & (1.4.15) lorsque I se réduit & un seul élément et £,
a un seul module :

Proposition (6.9.2). — Si le morphisme g : S"'—S est plat, on a un isomorphisme canonique
de o-foncteurs (en les PY) :

(6.9.2.1) Torl((f)iers (Qsi))iel)@)osws' S Bor (fiers (P Dien)-

On peut encore se borner au cas out S, S’ et les Y? sont affines, le recollement se
faisant suivant les méthodes de (6.7.1) et (6.7.2). Soient S=Spec(A), S’=Spec(A’),
et prenons pour chaque ¢ un recouvrement ouvert affine U® de X%; si u, : X' X0
est la projection canonique, u; *(U%) est un recouvrement ouvert affine de X' (II,
1.5.5), que nous noterons W; il est clair alors que C-(U'®, 2.9) =C:(UY, Z9)®, A,
et Pexistence de I’isomorphisme (6.9.2.1) est immédiate, car si M, est une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de LY =C*(U", 2%) au sens de (0, 11.7.1), formée
de A-modules, M ®,A’ est une résolution projective de Cartan-Eilenberg (au méme

sens) de LY®,A’ formée de A’-modules, en vertu de I’hypothése que A’ est un A-module

plat; cette méme hypothése montre en outre que H(@) (MY ®,A") :H_(é;)iM(” Y®, A

© (M.

On notera que lorsque I est réduit au seul élément 1, la formule (6.9.2.1) se déduit
directement de (6.7.7), appliqué en prenant Y,=X,=Y', =14, etle complexe #?
réduit a son terme de degré o, égal a O, ; on sait alors que I’hypercohomologie (14, Og,)
est nulle pour tout n= o et se réduit & 0y pour n=o0 (6.2.1).

Dans le cas général, nous allons introduire a la place de 0y un complexe 2. de
Og-Modules quasi-cohérents limités inférieurement, de sorte que si, pour simplifier, on
prend I={1,2,..., m}, on peut considérer le d-foncteur

BorS(fis « v vsfoms 1g3 PY, oL, P, 20,

Proposition (6.9.3). — Il existe trois foncteurs spectraux canoniques biréguliers notés

OE(fiy e osf; PV, L, P™ ) (avec t=ce, [ ou f') apant pour aboutissement commun
BorS (s « v S 153 PU, oo, P, 20) et dont les termes By sont respectivement
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W2 = D TorS(BorS(fiy - osfons PO, ..o, P, Ky (20))

¢ +q" =q
ez _ 8 s .
é’pq T+ g+ ..<_.B+qm+1=q%rp (%orql(ﬂ: Igs e@(.1)3 0S’): IR s o
. m, ’
ceey ‘(‘Sorqm(fm, 1g; P, 0Og), ij]m“(,@,))
(”eﬁ"lfqzq1+ ‘_.@qm=q‘60r§'(f{, coos Sus 193 T0r (P, Og), - . ., Tory (P, Os.), 2))

La suite (¢) n’est autre que la suite d’associativité de (6.8.2) pour r=m. Pour
définir les deux autres suites spectrales, on va encore se limiter au cas ou S, S’ et les Y®
sont affines, le passage au cas général se faisant par les méthodes de (6.7.1) et (6.7.<)
et étant laissé au lecteur. Nous démontrerons donc le

Corollaire (6.9.4). — Sotent A un anneau, A’ une A-algébre, S =Spec(A), S’ =Spec(A’),
X9 (1<i<m) des S-schémas quasi-compacts et pour chaque i, soit X'9=X{, qui est un
S'-schéma quasi-compact. Pour chaque i, soit PV un complexe de Ox(i-Modules quasi-cohérents ;
soit enfin Q', un complexe de A’-modules, ces complexes étant limités inférieurement. Il existe trois
Joncteurs spectraux biréguliers en les PY et en Q'., ayant pour aboutissement commun

Tor’(XW, ..., XM S ;20 . 2m Q)
et dont les termes L, sont respectivement

OE2 = @ Tork(Tor (XY, ..., X", 2, &) H.(Q.))

¢ +4q'"=q
w2 __ A’ S w(l) Q. gpll)
qu—q,+q,+.@+qm+l=qTorp (Tor, (X', 8"; 27, Os.), ...,
] Torgm(X(M)a SI; ?EML @S'): qu+1(Q.l-))
VB = ‘.Eli-)qm:qTorS'(X’m, cey X ST Tor (P, O, .., Tory (P, Og), Q).

Nous ne reviendrons pas sur le premier de ces foncteurs spectraux, qui a été traité
dans (6.8.3) et n’est inclus ici que pour mémoire. Pour définir les autres, considérons
pour chaque i un recouvrement ouvert affine fini U? de X, et, si u : X' X est

la projection canonique, le recouvrement ouvert affine fini correspondant W' =u; 1(U®),
En vertu de (6.6.6), BorS(XW, ..., X™ S, p0 2™ Q') sobtient en prenant
pour 1<i<m une résolution projective de Cartan-Eilenberg MY, de L% = C* (¥, 2Y)

(ausensde (0, 11.7.1)), considérant le tricomplexe M,,, =M ®, M? ®...®, M"®, Q’,

(ot Q’, est considéré comme un tricomplexe dont les deux derniers degrés se réduisent a o),
et en en prenant I’homologie. Si 'on pose M!?=MY ®, A’, on a (en se rappelant

que Q’, est un complexe de A’-modules) M, =M"e, MP®...0, M, Q. Or,

considérons chacun des complexes M) comme un complexe simple (pour son degré
total) et notons que ce complexe est formé de A’-modules projectifs; il résulte de (6.3.7)
(étendu a2 un nombre quelconque de complexes) que H (M,,) est aussi égal a
Tor® (MY, ..., M/ Q); cest donc (6.5.15) 'aboutissement d’une suite spectrale
ayant les propriétés de régularité voulues (les trois degrés de M, étant limités inférieu-

rement lorsque Z est limité inférieurement) et dont le terme E, est donné par
A’ ’ '
E = @ qTorp (H, (MY), ..., H, M ™, Hy,  (QL))-

@+ +q,,, = oo eoe m+1
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On a dailleurs Hy (M) =H, (M ®,A")=Tor} (X", S'; 2%, 05) en vertu de
la définition des hypertor globaux, ce qui donne la suite (f) cherchée. On peut d’autre
part considérer M%) comme un bicomplexe dans lequel le premier degré est la somme du

premier et du second degré du tricomplexe MY | le second degré étant le troisiéme degré

eee)

de ce tricomplexe; comme les modules formant les M. sont des A’-modules projectifs,
la théorie générale de I’hyperhomologie montre que I’homologie du bicomplexe
MUY®, MP¥®...®, M/™®,, Q' est canoniquement isomorphe 2 son Ayperhomologie

(0, 11.6.5); c’est donc I’aboutissement d’une suite spectrale de terme E, égal a

E2,— © _ Tory (H (ML), ..., HY (M%), HY  (Q)).

Ot Ty = vee voe [/
Or, comme le second degré de Q’, se réduit & o, on a HY(Q’)=o0 pour n=o
et HNQ')=Q'; la formule précédente s’écrit aussi

Ef,qzq S quorﬁ'(H}]{(M’(l)), R H{,Im(M"”‘)), Q).

.2,

En outre, on a H%(M:(f}):H;i(Mﬁ_@AA'):Tor;?i(L(fZ, A’) en vertu de (6.3.4);
mais LY, =C/(UY, 2{), somme directe des ['(V, 2§), ol V parcourt les intersections
(affines) de j-+1 ensembles du recouvrement U%; si V'=u71(V), V' est affine dans

X' et il résulte de (6.4.1.1) que 'on a
D(V', Torg (P}, Og)) =Torg (T(V, Z), A')

?

G (U0, Tory (29, 05))

d’oti pour le bicomplexeH ‘III@ (M%) I’expression

ce qui donne finalement ’expression cherchée pour le terme E, de la suite (f’). Le fait
que cette suite soit biréguliére sous les conditions indiquées se vérifie comme d’ordinaire,
tenant compte de ce que, si 2 est limité inférieurement, tous les degrés de M.¥ sont
limités inférieurement.

Remarque (6.9.5). — On voit comme dans (6.7.6) que le remplacement des 2%
et de 2! par des complexes qui leur sont respectivement homotopes ne change pas les
suites (¢), (f) et (f’) & un isomorphisme canonique pres. En outre, pour la suite (f), des
homomorphismes #9227 de complexes qui donnent des isomorphismes en
homologie ., (2Y) 3 H, (R, #.(2.) 3 #,(F') fournissent un isomorphisme de
suites spectrales " &(f,, ..., fru PV, ..., P™ ) SVE(f, ooy fu i BY, ., R, T);
la démonstration est la méme que pour (6.7.6) en tenant compte du résultat de (6.7.6)
et de la régularité de la suite (f).

Corollaire (6.9.6). — Sous les conditions de (6.9.1), supposons que :

10 Les complexes P sont formés de Modules plats sur S, et les Oy-Modules

Tory(fis « o s Sms P05 ooy )

sont plats sur S.
20 Les P9 et 9. sont limités inférieurement.
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On a alors, en posant PV =PV0e Uy, des isomorphismes canoniques fonctoriels

{6.9.6.1) GorS (f)y ooy fry 193 PY, ., P™ 9 3
: ’+§-’)'=n %orns'(\fis RN} f;n: ‘@?)’ ce ey QEM))C@S%”(Q:)‘

n

En particulier, pour 2. réduit & un seul terme F' de degré o, on a des isomorphismes cano-
niques fonctoriels
(6.9.6.2)
BorS (fis oo osfms 1gs P, L, PO F) X BorS(frs oo os 3 PYy oo, PN@o F

8
et plus particulierement, pour F'=0.,

(6.9.6.3)  Tory (fi, - s fus P o s PN I Bor(frs oo s Sins Py oo s P00 Osrs

L’hypothése de platitude sur les Modules composant les 2 entraine que les
complexes Jor (PV, Os) sont nuls pour ¢+ o (6.5.8). La suite (f*) est donc dégénérée;

I’hypothése 2° entraine d’ailleurs qu’elle est biréguliere (6.9.3), donc le edge-homo-
morphisme

{6.9.6.4) Bors (fis « s 153 PV, .., P 9)) 5 g2 =
=Tor, (fi, - o> S 13 2, .., 21, 2))
est bijectif (0, 11.1.6). L’hypothése de platitude sur les Modules
Tory(fis - s Sus PV, oo, P
entraine que (e’é"jqzo pour p+o (6.5.8). La suite (¢) est donc aussi dégénérée, et
comme elle est biréguli¢re, le edge-homomorphisme

(6.9.6.5) BorS(fis oo os S 1y s P, oL, P, 20) S &, =
B SO s s 3 P,y P00 Ho(2)

est bijectif (0, 11.1.6); d’oli, en combinant les deux isomorphismes précédents, l'iso-
morphisme (6.9.6.1). L’isomorphisme (6.9.6.2) s’en déduit trivialement, puisque
Pon a alors £, (2.) =0 si g+o0 et #((2))=%". Enfin, le cas F'=0; dans (6.9.6.2)
donne I'isomorphisme (6.9.6.3), compte tenu de (6.7.12)."

Corollaire (6.9.7). — Sous les conditions de (6.9.1), supposons S et S’ affines, et
supposons donné pour chaque i un entier d; (1<i<m). Il existe alors un entier N ne dépendant que
de S, des X' et des d;, ayant la propriété suivante : pour tout entier ny,, on a des isomor-
phismes canoniques (6.9.6.3) pour n<n, et pour tout systtme de complexes PV vérifiant les
conditions suivantes : 1°PV=o0 pour k<d; 20 PV est plat sur S pour k<ny+N;
30 Bory (fis -+ vs Jus PV, oo, P est plat sur S pour q<ny+ N.

Supposons Z}? plat sur S pour k<r; alors Jorg(#, 03)=o0 pour k<r et

¢;% 03 calculons

(6.9.7.1) Bors (fis - oy fos Tors (P, O, ..., Tor (P, 05)
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par la méthode de (6.6.2), a I'aide de I'image réciproque d’un recouvrement affine

fixe UY de X% (1<i<m) (indépendant de S’ et des 2%); les termes Lf) sont nuls

pour j<—N; (ne dépendant que de U¥); si 'un des ¢; n’est pas nul, le complexe simple

dont ’homologie de degré p est (6.9.7.1) a ses termes nuls pour tous les degrés

<r+Zdi— X N;, donc (6.9.7.1) est nul pour p<r—N, en désignant par N le plus
jxi i=t

m
grand des nombres X N;— X ;. On en conclut que 'on a &2 =0 pour g+o et
i=1 g

p<r—N; comme d’autre part &% =0 pour ¢<o, on voit que le edge-homomor-
phisme (6.9.6.4) est bijectif pour n<r—N (M, XV, 5.6) (pour 2.=0). En second
lieu, si Borf(fi, -« s fus 25 ..., P™) est plat sur S pour ¢<r, on a /&% =0 pour
p+o et ¢<r; par ailleurs &% =0 pour p<o, donc le edge-homomorphisme (6.9.6.5)
est bijectif pour n<r, ce qui achéve la démonstration.

Le cas le plus important de (6.9.3) dans les applications est celui ot m=1,
2. étant réduit a un seul terme %’ de degré o; nous I’énoncerons & nouveau dans ce cas
en vue de références ultérieures (1) :

Proposition (6.9.8). — Soient S un préschéma, g:S'—S un morphisme, f:X-—>Y
un S-morphisme séparé et quasi-compact de S-préschémas, P, un complexe de Oyx-Modules quasi-
cohérents limité inférieurement, F' un Oy-Module quasi-cohérent. Il existe deux foncteurs spectraux
biréguliers en P, et F', a valeurs dans la catégorie des (UY(S,)-Moa’ules quasi-cohérents, ayant méme

aboutissement Gor® (f, 155 P., F'), et dont les termes By, sont
(6.9.8.1) & =Tor, (IS, L), F')
(6.9.8.2) VEE=8C(f', Tor} (P, F)),
01\1 fl :ﬁsr) . X(S') QY(S')'

Les suites en question peuvent aussi s’obtenir, non en partant de (6.9.3), mais des
suites (a) et (4') de (6.7.3) pour XP=X YW=Y, XO=YO=S', fi=F, fi=1g.
Lorsque S=S'=Y, Y étant affine, on obtient deux suites spectrales de termes E, égaux a
(6.9.8.3) ‘& =T, (UL P,), F)

(6.9.8.4) " &L =3P (f, Tor, (P, F))

aboutissant (en vertu de (6.7.6)) & I’hypercohomologie #¢*(f, Z,®y%) du foncteur f,
par rapport au complexe Z,®y% de Ox-Modules, pour tout Oy-Module quasi-cohérent
et Y-plat F (ou pour tout Oy-Module quasi-cohérent & lorsque &, est formé de
Ox-Modules Y-plats), qui sont distinctes de celles de (6.2.1).

Corollaire (6.9.9). — Sous les conditions de (6.9.8), supposons que le complexe P, soit
limité inférieurement, formé de Modules plats sur S, et que les Oy-Modules IC"(f, P,) soient plats
sur S,

(*) Le cas traité dans (6.9.8), et en particulier les suites spectrales (6.9.8.3) et (6.9.8.4), nous avaient
été signalés en 1957 par J.-P. Serre.
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On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels
(6.9.9.1) Bory (f' 195 P, F') 3 (S, )@, F

ot P=P Qo0 en particulier, pour F'=0s,, on a des isomorphismes canoniques fonctoriels
(6.9.9.2) I(f'52) ZH(S, 2.)®o s -

C’est le cas particulier m=1 de (6.9.6). Plus particuli¢rement :

Corollaire (6.9.10). — Soient S un préschéma, f:X—>Y un S-morphisme séparé et
quasi-compact de S-préschémas, P, un complexe limité inférieurement, formé de Ox-Modules quasi-
cohérents, plats sur S. On suppose en outre que les Oy-Modules 3C*(f, P,) soient plats sur S.
Pour tout seS, notons X, et Y, les fibres X®gk(s), Y®uk(s), f,: X, —~>Y, le morphisme
S Xs1, P le complexe P @0 K(s) de Ox -Modules. On a alors des isomorphismes canoniques
Sonctoriels

(6.9.10.1) 3 f,, P2) X f, P)®o K(s).

On a donc, moyennant des hypotheses de platitude convenables, un cas ou la
formation des foncteurs dérivés R"f (#) « commute au passage aux fibres », que nous
retrouverons par une autre méthode au § 7.

6.10. Structure locale de certains foncteurs cohomologiques.

Proposition (6.10.1). — Soient S =Spec(A) un schéma affine, Y (1<i<n) une famille
finie de S-schémas affines, plats sur S; pour chaque i, soit f;: XYY un S-morphisme séparé
et quasi-compact, et soit PV un complexe de Oxi-Modules quasi-cohérents limité inférieurement.
Soit Y le produit des S-schémas Y. Il existe un complexe R, de Oy-Modules quasi-cohérents et
plats sur S, ayant la propriété suivante : pour tout S-schéma affine S’ et tout complexe de Og.-Modules
quasi-cohérents 2. limité inférieurement, il y a un isomorphisme
(6.10.1.1) BorS(fis o os foy 193 PY, L., PN, 9)) X H(R.Do 2))

qui est un isomorphisme de o-foncteurs en 2.. En outre, pour tout S-morphisme wu:S'"—S’ de
S-schémas affines, le diagramme

Borl (fis « v osfos Iss PV oo, P, 20) T H (RO 20)

(6.10.1.2)

BorS(fis « - os for g3 PO, L, P W(2) X e}fﬂ(,%.@)osu*(,@j))

(ot les fleches verticales somt les (1y X qu)-morphismes canoniques définis dans (6.7.10)) est
commutatif.
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Calculons les hypertor par la méthode de (6.6.2), en tenant compte de la remarque
(6.6.6); avec les notations de (6.6.2), chaque L% est un bicomplexe de A,-modules,
en désignant par A; anneau de Y®; il admet donc une résolution de Cartan-Eilenberg
projective M¥  (au sens de (0, 11.7.1)) formée de A;-modules, et en vertu de (6.6.6),
le premier membre de (6.10.1.1) est canoniquement isomorphe 3 H,(M,,.®,Q), ou
M, =MYo,MP®...0,M" et Q:='CVZ.. Comme, par hypothése, les anneaux A,
sont des A-modules plats, les MY, sont des tricomplexes de A-modules plats (0, 6.2.1),
et il en est de méme de M__,; en outre, si B est anneau de Y, produit tensoriel des A;,
M.., est un tricomplexe de B-modules ; le complexe Z,=(M,,,)™ de Oy-Modules (ou M,,,
est considéré comme complexe simple) répond donc a la question, comme il résulte aisé-
ment de (6.7.10).

Corollaire (6.10.2). — Dans l’énoncé de (6.10.1), on peut supposer R, limité inférieure-
ment. Lorsque les P\ sont limités supérieurement et les Y de dimension cohomologique finie, on
peut supposer X, limité supérieurement.

La premiére assertion résulte de ce que les trois degrés de chacun des M! sont
limités inférieurement; d’autre part, si les anneaux A; sont de dimension cohomologique
finie, le troisitme degré de chacun des M{”, ne prend qu’un nombre fini de valeurs, et
il en est de méme par construction de son premier degré (6.6.2); comme son second degré
est limité supérieurement s’il en est ainsi du degré de 2 (6.6.2), la seconde assertion
en résulte aussitot.

Remarques (6.10.3). — (i) Avec les notations de (6.10.1), (%, ®c2!) est iso-
morphe a Gor (Z,, 2.) puisque Z, est formé de Oy-Modules S-plats (6.5.9); il est donc
(6.5.4) 'aboutissement d’une suite spectrale réguli¢re de terme E, donné par

(6.10.3.1) o= B _ ToS(Hy(R.), #,.(2)

¢ ¢

qui n’est autre que la suite spectrale (¢) du changement de base (6.9.3).
(ii) Soit #. un second complexe de @y-Modules quasi-cohérents, plat sur S, et
soit g :Z%.—%, un homomorphisme de complexes tel que i (g) : #,(Z.) —>H (A.)

soit un isomorphisme. Alors, en vertu de (6.3.3) et (6.5.9), on déduit de g un isomor-
phisme de ¢-foncteurs en 2] : # (Z#.®392])) 3 H,(R,Os2.) tel que le diagramme

H(R2s2]) 3 H(R9:2))

H (B2 (2) T H (RO (L))

soit commutatif. Cela prouve donc que le complexe #, n’est pas entiérement déterminé
par les propriétés de (6.10.1).

172



§6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 41

(iii) Dans la démonstration de (6.10.1), on peut supposer les M) formés de

A;-modules libres (comme il résulte aisément de la démonstration de (0, 11.5.2.1)
« dualisée »); les MY ®, B sont alors formés de B-modules libres, et comme M., est

égal a leur produit tensoriel sur B, on voit qu’on peut supposer en outre dans (6.10.1)
que £, est associé a un complexe de B-modules libres. En outre, en vertu de (M, XVII,
1.2), le tricomplexe M, , dépend fonctoriellement de chacun des bicomplexes L (donc
de chacun des 2%, lorsqu’on fixe un recouvrement fini de chacun des X), les « mor-
phismes » de tricomplexes devant étre ici entendus comme les classes d’homomorphismes
pour la relation d’homotopie; d’ailleurs, le remplacement d’un recouvrement de X
par un recouvrement plus fin donnant lieu pour les L¥ 4 des homomorphismes définis
précisément & homotopie prés (6.6.8), on voit finalement qu’avec la convention précé-
dente pour les morphismes, le tricomplexe M,,, est un foncteur en chacun des 2%, Nous
préciserons cette dépendance fonctorielle, et notamment le comportement de Z, relati-
vement & des suites exactes 02 P P .o de complexes, dans le chapitre
consacré a une algebre générale de foncteurs cohomologiques, mentionné dans (6.1.3).

Scholie (6.10.4). — Le fait que #, est formé de Oy-Modules S-plats entraine
aisément que £, (#.®42.) est un foncteur homologigue en 2. (voir le raisonnement
de (7.7.1)). Clest cette propriété qui, ainsi qu'on 1’a mentionné en (6.1.1), est la
motivation de l'introduction de I’hypertor. Posons en effet

X=X, XX, X ... XgX,, S=fi XsSo Xg - -+ Xg [os P =PV PR ... @ P,
X'=XXg8, Y =YX8, [f'=fXslg;

les problémes de changement de base aménent 4 étudier ’hypercohomologie J¢;,(Z,®3A4")
en tant que foncteur par rapport au Oy-Module quasi-cohérent A4, ou encore ’hyper-
cohomologie J¢;(#,®3.4") comme foncteur en le Os-Module quasi-cohérent #”. Lorsque
les % (donc aussi ) sont S-plats, il résulte de ce qui précéde et de (6.7.6) que ce
foncteur est bien un foncteur cohomologique en 4" ; mais il n’en est plus de méme lorsqu’on
ne fait plus ’hypothése de platitude sur les %, et ’on ne peut plus alors aborder 1’étude
de J€(#,®5A") par les méthodes usuelles de I’Algeébre homologique.

Nous aurons toutefois surtout & utiliser le cas ol =1, Y=S et ou &, est formé
de Ogx-Modules Y-plats. On a dans ce cas le

Théoréme (6.10.5). — Soient Y = Spec(A) un schéma affine noethérien, f :X—>Y
un morphisme propre, P, un complexe de Ox-Modules cohérents, plats sur Y, limité inférieurement.
1l existe alors un complexe £, de Oy-Modules, limité inférieurement, dont les termes L; sont des
Oy-Modules de la forme OF, et un isomorphisme

(6.10.5.1) IH(f, 2.0v2,) 3 H(Z.©y2,)

de O-foncteurs en le complexe 2, de Oy-Modules quasi-cohérents, limité inféricurement. En outre,
pour tout morphisme u : Y'—Y, ona, en posant

X’=X(Y’): f'=f(Y')a P. =P &y 0y, $:=u*($.)
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(qui est un complexe de Oy.-modules localement libres de type fini), un isomorphisme
(6.10.5.2) (', PL@y. 2) 3 H (L1, 2)

de -foncteurs en le complexe 2. de Oy.-Modules quasi-cohérents, limité inférieurement, de sorte que
le diagramme

([, 2.0v2) 3 H(ZL.®y2,)

(6.10.5.3)

H(f', P@yu' (L)) 3 H (L ®yu(2.))

soit commutatif.
L’application de (6.10.1) donne d’abord un complexe limité inférieurement
(6.10.2) Z, de Oy-Modules quasi-cohérents et Y-libres (6.10.3, (ii)) et un isomorphisme

(6.10.5.4) H(f, P8y 2,) 3 H(R.8y2,)

de o-foncteurs en 2,, mais a priori les termes de %, ne sont pas nécessairement des
Oy-Modules de type fini. Mais sil’on applique (6.10.5.4) au cas ou.2, est un complexe réduit
3 un seul terme Oy, on voit que #,(%,) est isomorphe & JC'(f, 2,), et est par suite formé
de Oy-Modules cohérents (6.2.5). On sait alors (0, 11.9.2) qu’il existe un complexe 2,
limité inférieurement, formé de Oy-Modules associés & des A-modules libres de fype fint,
et un homomorphisme % —%,, tels que I’homomorphisme correspondant pour I’homo-
logie, H,(Z.)—>H (2, soit bijectif; d’out I'isomorphisme (6.10.5.1), en vertu de
(6.10.3, (ii1)). Les autres assertions de (6.10.5) résultent de (6.10.1) et (6.10.3, (ii))
lorsque Y’ est affine; dans le cas général, il suffit de vérifier que lorsqu’on considére un
recouvrement (V,) de Y’ par des ouverts affines, et 'isomorphisme correspondant
(6.10.5.2) relatif a chacun des V,, les restrictions a2 un ouvert affine WcV,nV, des
isomorphismes correspondant 4 V, et & V; coincident avec I'isomorphisme correspondant
a W, ce qui résulte de la commutativité du diagramme (6.10.1.2) appliqué aux injec-
tions canoniques W—V, et W—V,.

Remarque (6.10.6). — Dans les chapitres suivants, nous appliquerons surtout
(6.10.5) au cas o 2, est réduit a4 un seul Ox-Module cohérent &, plat sur Y. Comme
on a alors H#(ZL)=d""(f,F)=R"f(F) (6.2.1), on voit que les H,(Z,) sont
nuls pour #>0; nous verrons plus loin (7.7.12, (i)) qu’on peut alors supposer que 2,
n’a que des termes de degrés <o (donc en nombre fini), & condition de remplacer I’hypothése
que les Z; sont associés & des A-modules libres de type fini par celle que les #; sont
localement libres de type fini.

Le complexe &, correspondant & un tel Ox-Module & ne parait posséder aucune
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propriété particuli¢re, en dehors de la restriction précédente sur les degrés. On peut
alors se demander si inversement, étant donné un complexe &, formé de Oy-Modules
associés a des A-modules projectifs de type fini, limité inférieurement et dont les termes
de degré >o sont nuls, il existe un Y-schéma X, projectif et plat sur Y et un Ox-Module
localement libre &, tels qu’il y ait un isomorphisme JC°(f, F®y2,) X H#, (L. ®v2.)
fonctoriel en 2,. L’intérét d’un tel résultat serait de réduire complétement la théorie
cohomologique des Modules cohérents et Y-plats sur des Y-schémas propres, 4 la théorie
« & homotopie prés » des complexes de A-modules projectifs de type fini sur un anneau
noethérien A.

§ 7. ETUDE DU CHANGEMENT DE BASE
DANS LES FONCTEURS HOMOLOGIQUES COVARIANTS DE MODULES

7.1. Foncteurs de A-modules.

(7.1.1) Etant donné un anneau A (non nécessairement commutatif), nous note-
rons Ab, la catégorie des A-modules & gauche, et nous noterons simplement Ab la catégorie
des Z-modules, identiques aux groupes commutatifs. Soit T : Ab,—>Ab un foncieur
covariant additif, et soit M un (A, A)-bimodule; 'T(M) est alors muni de facon naturelle
d’une structure de A-module @ droite. En effet, pour tout aeA, notons /4,y (ou simple-
ment %) 'endomorphisme x—xa du A-module & gauche M. Par hypotheése, T(%,) est un
endomorphisme du Z-module T(M); en outre, comme T est un foncteur covariant additif,
on a, pour acA, beA,

T(hp) =T (kyoh,)=T(h)oT(h) et Tlhy)=T(h+h)=T()+T(hk);

cela prouve que I'application (a,y)—T(%,)(y) est une loi externe de A-module a droite
sur T(M). En particulier, T(A,) est un A-module a droite.

(7.1.2) Lorsque A est un anneau commutatif, il résulte de (7.1.1) que pour tout
A-module M, T(M) est naturellement muni d’une structure de A-module; en outre,
si u: M—N est un homomorphisme de A-modules, on a, pour tout a€A, uok, y =k, you,
d’ott T(u)oT(k, y)="T(k,x)oT(«), cequiprouve que T(x) : T(M) — T(N) estun homo-
morphisme de A-modules; on voit donc que T peut étre considéré comme un foncteur
covariant additif de la catégorie 4b, dans elle-méme. De facon précise, on a ainsi défini
une équivalence canonique entre la catégorie des foncteurs covariants additifs Ab, —Ab
et la catégorie des foncteurs covariants A-linéaires T : Ab,—>Ab,, c’est-a-dire tels que
T(k, u) = b, ray pour tout aeA. Comme le foncteur d’inclusion I:Ab,—A4b, faisant
correspondre a tout A-module le Z-module sous-jacent, est exact et fidele, les propriétés
d’exactitude des deux foncteurs associés par I’équivalence précédente sont les mémes.

(7.1.3) L’anneau A étant toujours supposé commutatif, soit B une A-algébre (non
nécessairement commutative), et soit p : A—>B I’homomorphisme d’anneaux corres-
pondant & cette structure d’algebre; cet homomorphisme définit un foncteur covariant
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additif p_: M~>M, de la catégorie Aby des B-modules a gauche dans la catégorie Ab,

des A-modules. Par composition, on en déduit un foncteur T : Aby Rad Ab, LY Ab,
¢videmment covariant et additif, que nous noterons aussi T® (pour des raisons typo-
graphiques) ou T®,B, et que nous dirons obtenu a partir de T par extension des scalaires
de A a B. Bien entendu, si B est commutative, on peut considérer Ty comme un foncteur
de Abg dans elle-méme (7.1.2). Lorsque B est commutative, et C une B-algébre, on voit
aussitot que Tip = (Tg); il est immédiat que Pextension des scalaires est fonctorielle et
additive en 'T'; en outre, lorsque T commute aux limites inductives ou aux sommes directes
(resp. est exact a gauche, exact a droite, exact), il en est de méme de T, : en effet, p_est
exact et commute aux limites inductives et aux sommes directes.

(7.1.4) Supposons toujours A commutatif, et soit T un foncteur covariant additif
A-linéaire Ab,—Ab,, commutant aux limites inductives. Alors, pour toute partie multipli-
cative S de A et tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de
A-modules

(7.x.4.1) T(S~'M) < S~'T(M).

Supposons en effet d’abord que S soit ensemble des puissances /* (n>0) d’un
élément feA. On sait alors que M, =l_i£>n M,, ou (M,, ¢,,) estlesystéme inductif des
A-modules M, =M, avec ¢, :2~>f"""z (0, 1.6.1); d’ou dans ce cas l'isomorphisme
(7.1.4.1) en vertu de ’hypothése sur T; si ensuite S est quelconque, S™'M est limite
inductive des M;, pour feS (0;, 1.4.5) et on conclut de la méme fagon. En outre, la
fonctorialité de l’isomorphisme (7.1.4.1) montre que c’est un isomorphisme de

N

S~'A-modules, et qu’on peut donc écrire, & un isomorphisme canonique prés
(7.1.4.2) Ty (ST M)=S"'"T(M)=T(S~'M).

Lorsque S=A—p est le complémentaire d’un idéal premier p de A, on écrit T,
au lieu de T(Ap).

Proposition (7.x.5). — Sous les hypothéses de (7.1.4), st T, est exact @ gauche (resp.
exact & droite, exact) pour tout idéal maximal m de A, T est exact a gauche (resp. exact a droite,
exact).

On sait en effet que lorsque deux sous-modules N, P d’un A-module M sont tels
que N,,=P,, pour tout idéal maximal m de A, on a N=P (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I1, § 3, n° 3, th. 1).

7.2. Caractérisations du foncteur produit tensoriel.

(7.2.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), M (resp. N) un
A-module 4 gauche (resp. & droite), P un Z-module. Rappelons que la donnée d’un
Z-homomorphisme »: N®, M->P équivaut a la donnée d’une application Z-bilinéaire
u:NxM-P telle que u(ta, x)=u(t, ax) pour acA, teN, xeM, les deux applications
étant reliées par v(t®x)=u(t, ). D’autre part, la donnée de u équivaut a celle d’un
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Z-homomorphisme x—f, de M dans Homy(N, P) tel que f,,(¢)=f,(ta) pour ae€A, teN,
xeM, les deux applications étant reliées par u(¢, x) = f,(¢).

(7.2.2) Soit T : Aby—Ab un foncteur covariant additif. Nous allons définir pour
tout A-module a gauche M, un homomorphisme canonique fonctoriel en M, de Z-modules

(7.2.2.1) ty : T(A,)®, M->T(M).

Il suffira pour cela, en vertu de (7.2.1), de définir un Z-homomorphisme x>t} (x)
de M dans Homy(T(A,), T(M)), tel que 'on ait fy(ax)(y)=ty(x)(ya) pour acA, xeM
et yeT(A,). Notons pour cela que Homy(T(A,), T(M)) est canoniquement muni d’une
structure de A-module 4 gauche provenant de la structure de A-module a droite de T(A,),
la loi externe étant telle que si aeA, veHomy,(T(A,), T(M)), (a.2)(y)=v(ya) pour

yeT(A)). Cela étant, nous définirons f; comme composé des deux homomorphismes
canoniques

Hom, (A,, M) ~ Homy(T(A,), T(M))
la seconde fléche étant I’application u~>T(u), la premiére I’isomorphisme canonique

de A-modules x~>0, tel que 0,(§)=E&x pour £€A, xeM. On a 0,=0,04, donc
T(6,,) =T(0,08,) =T(6,)0oT(h,) et par suite, pour yeT(A)),

T(0,) () = T(8,) (T (%) (1)) =T(6,) (ra)

par définition de la loi externe sur T(A,), ce qui prouve I’existence de #y; il est immédiat
de vérifier que cet homomorphisme est fonctoriel en M, c’est-a-dire que pour tout
homomorphisme w : M—-M' de A-modules a gauche, le diagramme

T(A)®,M —* T(M)

l

T(A,)®,M’' —s T(M)

[

(7.2.2.2) 1@w

est commutatif.

La fonctorialité de ’homomorphisme (7.2.2.1) montre que lorsque A est commu-
tatif, c’est un homomorphisme de A-modules (cf. (7.1.2)).

(7.2.3) Lorsque A est commutatif, on peut plus généralement définir un homo-
morphisme canonique de A-modules

(7.2.3.1) T(N)®, M - T(N®,M)

pour tout A-module N; il suffit dans la construction de (7.2.2) de remplacer ’homo-
morphisme 6, par ’homomorphisme de A-modules N —->N®,M qui a tout yeN fait
correspondre y®x. Il est immédiat que cet homomorphisme est fonctoriel en M et N.
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En particulier, si B est une A-algébre (non nécessairement commutative), on a un homo-
morphisme fonctoriel en M

(7.2.3.2) (T(M))g)=T(M)®,B~>T(M®,B) =T (My)

qui, en vertu de la fonctorialité de (7.2.3.1) en M, est un homomorphisme de B-modules.
On a en outre le diagramme commutatif

T(A)®,M — ™ T(M)

(7.2.3-3)

T(B)(Bs)®BM(B) g T(B)(M(B))

(B)

ou la fleche verticale de droite est ’homomorphisme composé
TM) -T(M)®,B - T(M®,B) =Tg(Mg)

de (7.2.8.2) et de 'homomorphisme canonique; quant a la fleche verticale de gauche
de (7.2.3.3), c’est ’homomorphisme T(A)®,M —Ty(B,)®5(B®,M) =Ty (B)®,M
ou T(A) =Ty (B,)=T(B) est T(p), p étant considéré comme homomorphisme de
A-modules A —B,.

Lemme (7.2.4). — Si T est un foncteur covariant additif de Ab, dans Ab, commutant avec
les sommes directes, I’homomorphisme canonique t;, (7.2.2.1) est un isomorphisme pour tout
A-module libre L.

En effet, on a L:@ILOC ou L, est isomorphe & A, pour tout acl; la définition

de #; donnée dans (7.2.2) montre que tL:ozG—e)ItLac’ puisque

T : Hom,(A,, L) ->Homy(T(A,), T(L))

est somme directe des applications Z-linéaires T, : Hom,(A,, L,) >Hom,(T(A,), T(L,))
en vertu de I’hypothése sur T. On est donc ramené a prouver le lemme pour L=A;
mais #, n’est autre alors que l'isomorphisme canonique T(A,)®,AT(A,) valable
pour tout A-module a droite.

Proposition (77.2.5). — Soit T un foncteur covariant additif de Ab, dans Ab, commutant
aux sommes directes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T est exact & droite.

b) Lhomomorphisme canonique ty (7.2.2.1) est un isomorphisme pour tout A-module
a gauche M.

b') T est semi-exact et I’homomorphisme ty est surjectif pour tout A-module & gauche M.

¢) T est isomorphe & un foncteur en M de la forme N®, M, ou N est un A-module a droite.

Il est clair que 4) implique ¢) et que ¢) implique a) ; montrons que a) implique 4).
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Posons T'(M)=T(A,®,M pour tout A-module & gauche M. Il existe une suite exacte
L'->L—->M-—o0, ou L et L’ sont deux A-modules 2 gauche libres; comme T et T’ sont
exacts a droite, on a donc le diagramme commutatif

T'(L) - T'(L) - T'(M) - o

Iy j{ 2
v

T(L) - T(L) - T(M) — o

Iy

ot les deux lignes sont exactes; comme #;, et &, sont des isomorphismes en vertu de (7.2.4),
il en est de méme de #; par le lemme des cing. Enfin, il est clair que ) entraine 4’). Pour
montrer que 4’) entraine a), il suffit de prouver le

Lemme (77.2.5.1). — Sotent K, K' deux catégories abéliennes, ¥, G deux foncteurs covariants
additifs de K dans K', f:F —G un morphisme fonctoriel (T, 1, 1.2) tel que, pour tout objet E
de la catégorie K, fy : F(E) —~G(E) soit un épimorphisme. Alors, si F est exact a droite et G semi-
exact, G est exact & drotte.

Tout revient en effet 2 démontrer que pour tout épimorphisme v : E'—E dans K,
G(v) : G(E') >G(E) est un épimorphisme; or, on a le diagramme commutatif

F(E) 2% F(E)
l

fer

dans lequel F(v), fz. et fi sont des épimorphismes; il en est donc de méme de G(v).
Remarque (7.2.6). — Pour tout A-module a droite N, posons Ty(M)=N®,M
pour tout A-module a gauche M, de sorte que Ty est un foncteur covariant additif de 4b,
dans Ab, exact a droite et commutant aux sommes directes. Si on identifie canonique-
ment Ty(A,) & N, on vérifie aussitot que ’homomorphisme correspondant (7.2.2.1)
devient I’identité. On en conclut que le A-module & droite N de I’énoncé de (7.2.5, ¢))
est déterminé a4 un isomorphisme unique prés et est canoniquement isomorphe a T(A,).

On peut encore dire que les morphismes fonctoriels T~>T(A,) et N~>Ty constituent

s
une équivalence (T, I, 1.2) de la catégorie des A-modules a droite et de la catégorie des
foncteurs covariants additifs 4b,—Ab qui sont exacts a droite et commutent aux
sommes directes.

Proposition (77.2.7). — Soient A un anneau artinien & gauche, dont le quotient par son
radical m est un corps k. Soit T un foncteur covariant additif de Ab, dans Ab, commutant aux
sommes directes. Les conditions de (77.2.5) sont alors aussi équivalentes a

d) T est semi-exact et ’homomorphisme 'I'(e) : T(A,) —>T(k) déduit de I’homomorphisme
canonique € : A, —~k est surjectif.

179



48 A. GROTHENDIECK Chap. III

I1 est clair que la condition 4’) de (7.2.5) entraine d); prouvons que d) entraine 4’).
Il existe un entier » tel que m"=o0; posons, pour tout A-module M, M,=m"M; nous
prouverons par récurrence descendante sur £ que #y est surjectif. La proposition est

évidente pour hA=mn; pour 2<n, on a une suite exacte

o—>M, , —M,-M,/M, ., —o

et ’hypothése de récurrence entraine que tw,,, estsurjectif. D’autre part, M,/M, ., est
annulé par m et est donc un (A/m)-module, autrement dit est somme directe de
A-modules isomorphes a £. Pour prouver que #yy, ., est surjectif, il suffit donc de prouver

que f, Pest, puisque T commute aux sommes directes. Or, en vertu de la commutativité
du diagramme

Iag
T(A,)®,A, — T(A))
1®e T(e)

T(A,)®, k —> T(k)

I

et de (7.2.4), 'hypothése d) entraine que ¢, est bien surjectif. Pour terminer la démons-

tration, il suffira de prouver que si Pon a une suite exacte 0o—>M'—>M->M"—o0 de
A-modules, telle que #y et f sont surjectifs, alors fy est surjectif. Or, on a un
diagramme commutatif

T'(M’) —s T'(M) —> T'(M”) —> o
b tn I

TM') — T(M) e T(M"”) — Coker(T(v))
dans lequel les deux lignes sont exactes, en vertu de I’hypothése que T est semi-exact.
Comme par ’hypothése de récurrence #y, et #y., sont des épimorphismes et que la derni¢re
fleche verticale est un monomorphisme, le lemme des cinq (M, I, 1.1) montre que #
est un épimorphisme.

7.3. Critéres d’exactitude des foncteurs homologiques de modules.

Proposition (7.3.1). — Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), T, un
Soncteur homologique covariant (T, 11, 2.1) de la catégorie Ab, dans la catégorie Ab, commutant
aux sommes directes. Soit p un entier tel que U, et T, _, soient définis. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) T, est exact a droite.

b) T,_, est exact a gauche.
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¢) Pour tout A-module & gauche M., I’ homomorphisme fonctoriel canonique (7.2.2.1)
(7.3.x.1) T,(A)®, M — T, (M)
est un isomorphisme.

d) Pour tout A-module & gauche M, I’ homomorphisme (7.9.1.1) est un épimorphisme.

e) T, est isomorphe & un foncteur M-~>N® M, oi N est un A-module & droite.

St en outre les conditions de (77.2.7) sur A et m sont vérifies, les conditions précédentes sont
aussi équivalentes @

) L’homomorphisme canonique 'T,() : T,(A;) T, (k) est un épimorphisme.

Comme par définition d’un foncteur homologique, T; est semi-exact pour tous
les ¢ tels que T soit défini, et que, pour toute suite exacte o->M5>MSM" 0, ona
Ker(T;_,(u)) = Coker(T;(v)), il est clair que a) et b) sont équivalentes et les autres
assertions résultent trivialement de (7.2.5) et (7.2.7).

Corollaire (7.3.2). — Soit A un anneau commutatif. Avec les notations de (77.3.1), suppo-
sons 'L, exact a droite. Si feA n’appartient a I annulateur d’aucun élément +o d’un A-module M,
alors f wappartient & I annulateur d’aucun élément +o de 'T,_(M). En particulier, si A est intégre,
le A-module 'T,_((A) est sans torsion.

En effet, si 4 désigne ’homothétie x—fx de M, Phypothése signifie que % est
injectif; il en est donc de méme de T, _, (%) par la condition 4) de (7.3.1).

Proposition (77.3.3). — Soient A un anneau, T, un foncteur homologique covariant de Ab,
dans Ab, commutant aux sommes directes. Soit p un entier tel que T, ,, T, et T, ; soient définis.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T, est exact.

b) T, et T, sont exacts a drotte.

¢) T, et T, , sont exacts a gauche.

d) 'L, est exact & drotte et 'T,,_, est exact a gauche.

e) Pour tout A-module M, les homomorphismes canoniques

(7.3.3.1) T(A)©,M~>T(M)

sont des isomorphismes pour i=p et i=p-1.

¢') Pour tout A-module M, les homomorphismes canoniques (7.%.8.1) sont des épimor-
phismes pour i=p et i=p-+1.

f) Pour tout A-module M, I’homomorphisme (7.3.3.1) est un isomorphisme pour i=p
et T,(A,) est un A-module @ droite plat.

f') Pour tout A-module M, I’homomorphisme (77.3.8.1) est un épimorphisme pour i =p et
T,(A,) est un A-module a droite plat.

L’équivalence des conditions a), b), ¢}, d) résulte de I’équivalence des conditions a)
et b) de (7.3.1). L’équivalence de b), ¢) et ¢') résulte de I’équivalence de a), ¢) et d)
dans (7.3.1). Enfin, dire que T,(A,) est plat signifie que le foncteur M-~>T,(A,)®, M
est exact & gauche; équivalence de a), f) et f’) résulte encore de I’équivalence de a),

¢), d) dans (7.3.1).
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Corollaire (7.3.4). — Supposons A commutatif, ‘T, exact et supposons en outre que T,(A)
soit un A-module de présentation finie. Alors la fonction x~>rang, (T, (k(x))) est localement
constante dans X =Spec(A), donc constante si Spec(A) est connexe.

En effet, comme T,(A) est un A-module plat en vertu de (7.3.3, 1)), il est projectif
de type fini, et (T,(A))™ est donc un Ox-Module localement libre (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. II, § 5, n° 2, th. 1); on a en outre T,(k(x)) =T, (A)®,k(x) (7.3.3,¢)) et I'on sait
que le rang au point x du A-module T,(A) est localement constant (loc. cit.), d’ou le
corollaire.

Proposition (7.3.5). — Supposons que A soit un anneau artinien @ gauche dont le quotient
par son radical m est un corps k. Alors les conditions de (77.9.9) sont encore équivalentes a chacune
des suivantes :

g) L’homomorphisme canomique 'LTy(e) : T;(A,) =T (k) est un épimorphisme pour i=p
et i1=p+1.

k) 'T,(e) est un épimorphisme et T (A,) est un A-module @ droite plat (ou, ce qui revient
au méme (Bourbaki, 4lg. comm., chap. 11, § g, n°® 2, cor. 2 de la prop. 5) un A-module
libre).

Supposons en outre que A soit commutatif et le A-module 'L,(k) de longueur finie d. Alors
les conditions précédentes équivalent ausst & chacune des suivantes :

t) Pour tout A-module M de longueur finie, on a

(7.3-5.1) long(T,(M))=d.long(M).
Jj) Ona
(7.3-5.2) long(T,(A))=d.long(A).

L’équivalence de g) et 2) avec les conditions de (7.3.3) découle aussitét de (7.2.7).
Pour démontrer les autres assertions, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (7.3.5.3). — Soient K, K' deux catégories abéliennes, ¥ : K—K' un jfoncteur
covartant additif ; on suppose que F soit semi-exact, et que, pour tout objet simple S de K, F(S) soit
un objet de longueur finie dans K'. Alors, pour tout objet E de longueur finie dans K, F(E) est de
longueur finie dans K'. Pour toute suite exacte 0>ES5E>E" >0 d’objets de longueur finie
dans K, on a

(7-3.5-4) long F(E)<long F(E’) +-long F(E")

et pour que les deux membres de (7.9.5.4) soient égaux, il faut et il suffit que la suite
o—>F(E)->FE)->FE")-o

soit exacte.

En effet, la suite F(E’)MF(E)—&F(E”) est exacte par hypothese; sil’on suppose
F(E") et F(E"”) de longueur finie, il en est de méme de Im(F(x)) et de Im(F(v)) et
comme Ker(F(v))=Im(F(x)), F(E) est de longueur finie et 'on a
(7-3-5-5) long F(E)=Ilong Im(F (x)) 4+ long Im(F(v)) <long F(E’) 4 long F(E").
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Par récurrence sur la longueur de E, cela prouve déja la premiére assertion; en outre,
les deux membres de (7.3.5.5) ne peuvent étre égaux que si long Im(F(u))=1long F(E’)
(ce qui équivauta long Ker(F(z))=o0, ou Ker(F(u))=0) et long Im(F(v))=long F(E")
(ce qui équivaut a long Coker(F(v))=o0, ou Coker(F(v))=0).

Notons maintenant que si M est un A-module de longueur finie (A étant commu-
tatif), les quotients d’une suite de Jordan-Hélder de M sont nécessairement isomorphes
au A-module £, donc on déduit de (7.3.5.4), par récurrence sur la longueur de M

(7-3.5.6) long T,,(M)<d.long(M).

En outre, il résulte de (7.3.5.3) que si T, est exact, on a I’égalité (7.3.5.1);
donc la condition a) de (7.3.3) entraine ¢); il est clair que i) entraine j), et il reste a
prouver le

Lemme (7.3.5.7). — La relation long T, (A)=d.long A entraine que 'T,(c) est un
épimorphisme et que 'L, (A) est un A-module plat.

En effet, partant de la suite exacte o—m—>A—k—o0, il résulte de (7.3.5.4)
et (7.3.5.6) que l'on a

long T,(A) <long T, (m) - long T, (£) < d(long m +long k) =d.long A

et que I’égalité ne peut avoir lieu (7.3.5.3) que si la suite
(7.3.5.8) 0 T, (m) >T,(A) >T,(k) »o

est exacte. En vertu de (7.2.7) et (7.2.5), T, est isomorphe a un foncteur M~>N®, M,
et I'exactitude de la suite (7.3.5.8) montre, en vertu de la suite exacte des Tor, que
Pon a Tor}(N, ) =0. On en conclut que N=T,(A) est un A-module plat (0, 10.1.3).
Lemme (7.9.6). — Sotent A un anneau, T, un foncteur homologique covariant de Ab,
dans Ab, commutant aux sommes directes. Supposons T, et T, | définis, et T, exact a gauche. Pour
que T, soit exact, il faut et il suffit que T, (A,) soit un A-module a droite plat.
En effet, on sait d’aprés (7.3.1) que ’homomorphisme canonique

T, 1(A)O M =T, (M)

p+1

est un isomorphisme de foncteurs; il suflit d’appliquer la définition d’un A-module plat.

Proposition (77.3.7). — Sotent A un anneau, U, un foncteur homologique covariant de Ab,
dans Ab, commutant aux sommes directes. On suppose qu’il existe i, tel que T, soit exact pour 1<1,.
Alors, pour tout entier p>1,, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T, est exact pour q< p;

b) T, (A,) est un A-module & droite plat pour g < p.

¢) Pour tout A-module M, I’homomorphisme canonique T, (A,)® M —T (M) est surjectif
pour g<p-+1.

L’équivalence de a) et ) résulte de (7.3.6) par récurrence sur ¢, puisque T, est
exact par hypothese; ’équivalence de a) et ¢) résulte de I’équivalence des conditions a)

et ¢/) dans (7.3.3).
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(7-3.8) Si A est un anneau commutatif, B une A-algébre (non nécessairement
commutative), T, un foncteur homologique covariant de 4b, dans A4b, il résulte des
définitions (7.1.8) que le foncteur de 4b; dans Ab obtenu par extension des scalaires
de A a B, et que nous noterons T® = (T®), est encore un foncteur homologique.

Corollaire (77.3.9). — Supposons que 'L, vérifie les conditions générales de (77.9.%) et commute
aux limites inductives, et en outre que A soit un anneau intégre et tous les T,(A) des A-modules de
présentation finie. Alors, pour tout entier N, il existe un fe A—{o} tel que le foncteur T'M: Ab, —Ab
soit exact pour p< N.

Par hypothése, T; est exact pour ¢<i,, donc T;(A) est plat pour ces valeurs de i.
En vertu de (7.3.7, b)), il suffit de prendre f tel que T{?(A)=T,(A)) soit un Aq

r

module libre pour {,<p<N. Or, on a T,(A)=(T,(A)); puisque T, commute aux

p
limites inductives (7.1.4). Si x est le point générique de Spec(A), (T,(A)), est un espace

vectoriel de dimension finie sur le corps des fractions de A. Commzf): chaque T,(A) est
de présentation finie, il existe bien un f ayant la propriété voulue (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 5, n° 1, cor. de la prop. 2).

On notera que s’il n’y a qu’un nombre fini d’indices 7 tels que T;=o0, il existe
JeA—{o} tel que tous les T{* soient exacts.

Corollaire (7.3.10). — Supposons que T, vérifiec les conditions générales de (7.9.7) et
commute aux limites inductives, que A soit commutatif et noethérien et les T, (A) des A-modules de
type fini. Alors, pour tout entier N, il existe un ouvert dense U de Spec(A) tel que, pour tout p<N,
la fonction x-»rang,, (T, (k(x))) soit constante dans U.

Soit p un idéal premier minimal de A; par hypothése, 'anneau B=A/p est
intégre et Spec(B) s’identifie & une composante irréductible de I’espace topologique
Spec(A). Nous allons montrer par récurrence sur p<N qu’il existe f,eB—{o} tel
que si on pose B'=By, T®) soit exact et les T;(B’) des B’-modules de type fini pour i < p.
La proposition est vraie pour p<i, en vertu de I’hypothése, en prenant f,=1 (donc
B'=B=A/p) car T, étant alors exact, T,(B) est isomorphe a T,(A)/T,(p), donc est
un A-module (et a fortiors un B-module) de type fini. Raisonnons par récurrence sur p;
J, est 'image canonique dans B d’un élément g,€A, etsil’on pose A’= Agp, ona B'=A'[p’
ou p’ est un idéal premier minimal de A’, égal a Py, Comme on a Ti(Agp) = (T,(A)) gy
les T;(A") sont des A’-modules de type fini, donc le foncteur TW) vérifie les mémes
hypothéses que T,, mais en remplagant ¢, par . On peut donc se borner au cas
ou A’=A, etou T, est exact; la suite exacte 0—p—>A—>A/p—o0 donne alors la suite

exacte T, ,,(A)—=T, (A/p) —iTp(p) —T,(A), et comme T, est exact, la derniére fleche
de droite est injective, donc T, ;(A/p) est un quotient de T, ;(A) et est par suite de
type fini. Notons maintenant que le raisonnement de (7.3.9) n’a utilisé le fait que les
T,(A) sont de type fini que pour p<N; on peut donc I'appliquer a 'anneau intégre B,
au foncteur T® et & N=p-1, ce qui achéve le raisonnement par récurrence. Cela
étant, il y a un fyeB—{o} tel que Spec(By ) soit un ouvert V partout dense dans Spec(B)

ne rencontrant aucune autre composante irréductible de Spec(A). Si la proposition est
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démontrée pour By , on aura un ouvert W partout dense dans V dans lequel les fonctions
de Iénoncé seront constantes, puisque A,= (By ), pour tout xeW. En faisant le méme
raisonnement pour toute composante irréductible de Spec(A), le corollaire sera démontré.
On peut donc se borner au cas ot A est intégre; le raisonnement de (7.3.9) prouve alors
existence d’'un feA—{o} tel que les T,(A,) soient des A-modules libres de type fini
pour p<N, ce qui entraine la conclusion de (7.3.10) en vertu de (7.3.4).

Proposition (7.3.11). — Soient A un anneau commutatif local, k son corps résiduel,
T, un foncteur homologique covariant de Ab, dans Ab, commutant aux sommes direcies.
On suppose qu’il existe 1, tel que T; soit exact pour 1<1,, et que tous les 'T,(A) soient des A-modules
de présentation finie. Alors les conditions équivalentes a), b), ¢) de (7.3.7) impliquent les deux
sutvantes, et leur sont équivalentes lorsque I’anneau est en outre réduit :

d) Pour tout x€Spec(A), on a rangy,'T,(k(x))=rang, T (k) pour g<p.

d’) Pour tout point générique x; d’une composante irréductible de Spec(A), on a

rangy(z,) T, (k(x;)) =rang, T (k) pour g<p.

Comme T,(A) est un. A-module de présentation finie, la condition 4) de (7.3.7)
équivaut a dire que T,(A) est un A-module libre pour g¢<p (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5); la condition ¢) implique que
T,(k(x)) =T, (A)®,k(x) pour g<p, donc les conditions équivalentes de (7.3.7) impli-
quent 4), et il est trivial que d) entraine d’). Reste & prouver que d’) implique @) lorsque
A est réduit. Raisonnons par récurrence sur ¢<p, puisque T, est exact pour ¢<i,.
Supposons donc T, exact pour k<¢<p et montrons que T, ((A) est un A-module libre.
En vertu de ’hypothése de récurrence, T, ,(A)®, M est isomorphe & T, (M) pour
tout A-module M, par la condition ¢) de (7.3.7) et (7.3.3); appliquant cette propriété a
M=k(x) et M=£, on trouve, en vertu de 'hypothése d’), que

Tang(s,) (Tq +1(A) ®Ak(xj)) = ranngq +1(k)

pour tout 7; mais cela implique que T, ,(A) est libre (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II,
§ 3, n° 2, prop. 7), ce qui acheéve la démonstration.

Les résultats précédents seront considérablement améliorés pour les foncteurs
homologiques de type particulier que nous allons étudier dans (7.4); on obtiendra en
effet des critéres d’exactitude ne faisant intervenir qu’un seul des T,,.

7.4. Critéres d’exactitude pour les foncteurs H (P ®, M).

(7.4.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), P, un complexe
de A-modules & droite plats. Comme le foncteur M~>P,®, M est alors exact dans Ab,
pour tout £, le od-foncteur

(7.4.1x.1) T.(M)=H,(P,®, M)
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est un foncteur homologique de Ab, dans 4b, évidemment A-linéaire lorsque A est commutatif
(7.1.2), et commutant aux limites inductives.

Si A est commutatif, alors, pour toute A-algébre B, le foncteur homologique T'")
(7.3.8) est donné par définition par

(7-4.1.2) TP(N)=H,(P.®, Ny

ou p:A—B est ’homomorphisme définissant la structure d’algeébre de B; comme on
peut aussi écrire P,®, N, =P ®, (BOyN) ;= (P,©,B)®zN, on voit que 'on a

(7-4.1.3) TP(N)=H,(P.®N)

pour tout B-module N, P, étant le complexe P,®,B de B-modules plats (0;, 6.2.1).
Proposition (77.4.2). — Sous les conditions générales de (77.4.1), et pour un entier pcZ
donné, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) ‘T, est exact @ gauche (ou, ce qui revient au méme, T, ., est exact & droite).
b) Z,(P,)=Coker(P, —P,) est un A-module a droite plat.
¢) Il existe un complexe P. de A-modules & droite plats tel que la différentielle

. ’ ’
dyyy P, =P

soit nulle, et un isomorphisme de foncteurs homologiques de H (P, ®, M) sur H, (P.®, M).
Par définition, on a une suite exacte fonctorielle en M

0—>T,(M)>Z,(P.oM)—>P,_ &M

ou Z,(P,®M)=Coker(P, ;®M—->POM)=7/(P)®M en vertu de 'exactitude a droite
du produit tensoriel. Pour tout homomorphisme f:M—N, on a donc un diagramme
commutatif

o—-T,(M) — Z;(F) OM~—P,_,OM

(7.4.2.!) u v w

0—->T,(N) — Z)(P)®N—P,_,®N

dont les lignes sont exactes. Si f est un monomorphisme, il en est de méme de w puisque
P,_, est plat; si T, est exact a gauche, u est lui aussi un monomorphisme; on en conclut
que v est un monomorphisme, ce qui entraine que Z (P,) est plat. Inversement, s’il en
est ainsi, v est un monomorphisme pour tout monomorphisme f :M—N, donc le
diagramme (7.4.2.1) montre que u est un monomorphisme, et par suite T, (qui est
déja semi-exact) est exact a gauche. Ainsi a) et &) sont équivalentes. Il est immédiat
que ¢) entraine a), car si 4,,,: P, ;—P, est nulle, et 0>M'>M—->M"—0 est une

suite exacte de A-modules, I'opérateur bord dans la suite exacte
H,_,(P.oM") > H,(P,oM') —» H,(P,o M)
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est nul par définition (M, IV, 1), donc T, est exact 2 gauche. Montrons inversement
que b) implique ¢). Si Z, ,(P)=Ker(P, ;—P,), on a une suite exacte

0—~>Z,.,(P,)>P, ,—~Z,(P,) -0

danslajaelle P, et Z)(P,) sontplats,donc Z, ,(P,) estplat (0;,6.1.2). Onva prendre
P/=P, pour i+p et i%p+1, ;=7 (P) e P, =7 (P,);

pour différentielle 4/ :P;— P;_;, on prendra celle du complexe P, pour i%p et
t+p+1, 0 pour i=p-+1 et pour i=p I’homomorphisme Z (P)—>P,_, déduit de
d, par passage au quotient. Comme les P; sont plats, on a

Z;(PM)=Z/(P)®M, Z(P,OM)=Z(P)®M et B,(P.®M)=B,(P)®M

(en posant B;(P,)=Im(P;, ,—P;)); on en conclut aussitét pour tout M des isomorphismes
fonctoriels H,(P,® M) 3 H,(P.® M) pour tout i, et la vérification du fait qu’il s’agit d’un
isomorphisme de 9-foncteurs découle sans peine de la définition de ¢ (M, IV, 1).

On remarquera que les conditions de (7.4.2) impliquent aussi que B,(P,) est plat,
car on a une suite exacte 0—>B,(P,)>P,—Z (P,)—o0, dans laquelle P, et Z)(P,) sont
plats (0;, 6.1.2).

Corollaire (77.4.3). — Supposons que A soit un anneau noethérien régulier de dimension 1
(autrement dit un produit d’anneaux de Dedekind (O, 17.1.8 et 17.3.7), par exemple un
anneau principal). Alors, pour que T, soit exact a gauche, il faut et il suffit que T,(A) soit un
A-module plat. Pour que 'Y, soit exact, 1l faut et il suffit que T, (A) et T, ,(A) soient des
A-modules plats.

Rappelons que pour un module M sur un anneau de Dedekind, il revient au méme
de dire que M est plat ou qu’il est sans torsion (07, 6.3.3 et 6.3.4); sous les hypotheses
de (7.4.3), tout sous-module d’'un A-module plat est donc plat.

La seconde assertion de (7.4.3) résulte de la premiére, puisque dire que T, est
exact signifie que T, et T, sont exacts a gauche. Pour démontrer la premiére assertion,
notons que 'on a une suite exacte

o—~H, (P)~Z(P,)—>B, _,(P,)—o0

dans laquelle B, ,(P,) est un A-module plaf, en tant que sous-module du A-module
plat P,_,. Il est donc équivalent de dire que H,(P,) est plat ou que Z (P,) est plat
(0,,6.1.2).

Les applications les plus importantes de (7.4.2) sont les suivantes :

Proposition (77.4.4). — Soient A un anneau noethérien, P, un complexe de A-modules plats :
on suppose, soit que les P; sont de type fini, soit que les H,(P,) sont des A-modules de type fini et
qu’il existe i, tel que H;(P)=o0 pour 1<i,. Soit T le foncteur homologique défini par (7.4.1.1).
Alors Pensemble U des yeSpec(A) tels que (T,), (7.1.4) soit exact & droite (vesp. exact a gauche,
exact) est ouvert dans Spec(A).

Dans la seconde hypothése sur P,, on peut remplacer P, par un complexe P, de
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A-modules libres de type fini pour lequel le foncteur H (P.®, M) estisomorphe (en tant
que o-foncteur) a T, (M) (0, 11.9.3). On peut donc toujours se ramener a la premiére
hypothése et dans ce cas les Z;(P,) sont de type fini; en outre, on peut se borner 4 démon-
trer les assertions relatives a4 ’exactitude & gauche (cf. (7.4.2, a))). Cela étant, soit xeU;;
comme le foncteur M~>M, est exact, on a (Z,(P,)),=Z,((P,),), et (en tenant compte
de (7.4.1.3)) Phypothése entraine, en vertu de (7.4.2, b)) que (Z,(P,)), est un A -
module plat, donc libre puisqu’il est de type fini et que A, est un anneau local noethérien
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5). On en conclut qu’il y a
un feA tel que (Z,(P,)); soit libre sur A, (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 1, cor.
de la prop. 2), et a fortiori (Z,(P,)), est libre sur A, pour tout yeD(f), ce qui acheéve la
démonstration en vertu de (7.4.2, 4)).

Corollaire (77.4.5). — Sous les hypothéses de (7. 4.4), supposons en outre que A soit intégre.
Alprs Pensemble U des xeSpec(A) tels que ('T,), soit exact est ouvert non vide.

11 suffit en effet de prouver que (T,), est exact pour le point générique x de Spec(A),
ce qui est immédiat puisque A, est un corps, donc tout foncteur additif sur Ab, est
exact.

Proposition (77.4.6). — Sous les hypothéses générales de (77.4.4), les conditions a), b) et c)
de (7.4.2) sont aussi équivalentes @ :

d) 1l existe un A-module Q et un isomorphisme fonctoriel

(7.4.6.1) T, (M)~ Hom, (Q, M).

En outre, le A-module Q) est déterminé & isomorphisme unique prés par cette propriété, et il est
de type fini.

L’unicité de Q est un cas particulier de I'unicité d’un objet représentatif d’un
foncteur représentable (0, 8.1.5). Il est clair que le second membre de (7.4.6.1) est
exact & gauche. Inversement, pour démontrer I'existence de Q, lorsque T, est exact a
gauche, on peut d’abord, comme dans (7.4.4), se ramener au cas ou les P; sont plats
et de type fini, donc (puisque A est noethérien) projectifs de type fini (Bourbaki, Alg.

comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. du th. 1). Le dual lvﬂ- de P, est alors aussi un A-module
projectif de type fini, P; est canoniquement isomorphe au dual de lv’i, et ’homomor-
phisme canonique P,®, M —>HomA(f’i, M) est bijectif (Bourbaki, Alg., chap. 11, 3° éd.,
§ 4, n° 2, prop. 2). On sait d’autre part (7.4.2, ¢)) qu’on peut supposer que 4, , : P, ;, =P,
est nulle, donc que 'on a une suite exacte

0 — TP(M) — PP®M — Pp_1®M

, . , dp
ot »=d,®1. Posons alors Q'=Ker(d,), de sorte qu’on ala suite exacte 0 ~Q'—~P,—>P _,,

! ¢
~ d, v W v

s o .. . D , .
d’oli, par transposition, la suite exacte P,_; — P, — Q' 0. Nous allons voir que

Q=Q = Coker('d,) répond a la question. En effet, on a la suite exacte
o — Hom(Q, M) — Hom(E,, M) % Hom(B,_,, M)
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ol »'=Hom('d,, 1); lorsqu’on identific canoniquement P,®M a Hom(Iv’i, M), v’ s’iden-
tifie donc a v=4,®1, etlon a par suite 'isomorphisme fonctoriel T,(M)~Hom,(Q, M)
cherché. En outre, Q, étant un quotient de P,, est de type fini.

Proposition (7.4.7). — Supposons vérifiées les conditions générales de (7.4.4). Alors,
pour tout A-module M de type fini :

(1) Les T,(M) sont des A-modules de type fini.
(i) Pour tout idéal m de A, I’homomorphisme canonique

(7-4.7.1) (Ti(M))” — lim Ty(M®, (A/m"*1))
(ou le premier membre est le séparé complété de T, (M) pour la topologie m-préadique) est bijectif.
Comme dans (7.4.4), on se rameéne d’abord au cas ou les P; sont de type fini;
A étant noethérien, les sous-modules des P,®, M sont de type fini, d’ot trivialement
Passertion (i). Quant & Iassertion (i), elle résulte plus généralement du lemme
suivant :
Lemme (7.4.7.2). — Soient A un anneau noethérien, u : E—~F un homomorphisme de
A-modules de type fini. Pour tout A-module de type fini, posons K(M)=Ker(u®1y),
C(M) = Coker(u®1y); alors les homomorphismes canoniques

(7-4.7-3) (K(M))" —lim K(M,), (C(M))" —lim C(M,)

(ot Pon a posé M,=M®,(A/m" 1) =M/m" " M) sont bijectifs pour tout idéal m de A.
Comme E®M et FOM sont de type fini, et que le foncteur M->M est exact

dans la catégorie des A-modules de type fini (0, 7.3.3), (K(M))” et (C(M))” sont

respectivement le noyau et le conoyau de (u®1)” : (E®M)” —(F®M)". L’exactitude

a gauche du foncteur 1<1_n3 montre donc que (K(M))Azlj_m K(M,); d’autre part,

Pexactitude a droite du produit tensoriel prouve que C(M,) =C(M)®,(A/m" "), donc
(GM))” :Liﬂ C(M,) par définition.

Remarque (77.4.8). — Compte tenu de (6.10.5) et (6.10.6), on voit que, moyen-
nant une hypothése de platitude supplémentaire, (7.4.7) redonne le fait que (4.1.7.1)
est un isomorphisme, c’est-a-dire ’essentiel du « premier théoréme de comparaison »
pour les morphismes propres; en outre, I’énoncé s’applique non plus seulement & un
Ox-Module cohérent, mais & un complexe de tels Modules. II serait intéressant d’obtenir
un énoncé comprenant a la fois (7.4.7) et (4.1.7.1) comme cas particuliers. On notera.
que lorsque les P; sont de type fini, la démonstration de (7.4.7) n’utilise pas le fait que
ce sont des modules plats; il y aurait lieu d’examiner si la conclusion de (7.4.7) est
encore valable lorsque les P, ne sont pas supposés plats ni de type fini, mais que les
H;(P,) sont supposés de type fini pour tout ¢ et nuls pour <¢,. Est-il alors possible de
remplacer P, par un complexe P! de A-modules de type fini tel que les foncteurs H,(P,® M)
et H (P.®M) (qui ne sont plus homologiques) soient encore isomorphes ?
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7.5. Cas des anneaux locaux noethériens.

(7.5.1) Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, et pour
tout A-module M, désignons par M son séparé complété pour la topologie m-préadique,
isomorphe & lim (M®,(A/m"+1)) =lim (M/m"**M). Soit T un foncteur covariant
additif de 4b, dans 4b; les homomorphismes canoniques (7.2.3.1)

TM)®,(A/m"*) >T(M®,(A/m"+1))

forment évidemment un systéme projectif de A-homomorphismes, qui donnent donc

3 la limite un A-homomorphisme fonctoriel en M
(7.5.1.1) (TOMD)" > lim T(M,)
ol ’'on a posé¢ M, =M®,(A/m"*+!), A, =A/m"+.

Proposition (7.5.2). — Sotent A un anneau local noethérien d’idéal maximal m, k=A/m
son corps résiduel, 'T' un foncteur covariant additif de Ab, dans Ab, semi-exact et commutant aux
limites inductives. On suppose en outre que pour tout A-module de type fint M, T(M) est un A-module
de type fini et que I’ homomorphisme canonique (%7.5.1.1) est un isomorphisme. Sous ces conditions, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) T est exact a droite.

b) Pour tout n, le foncteur N~>T(N) est exact a droite dans la catégorie des A, -modules de
type fini (ce qui revient a dire que T est exact a droite dans la catégorie des A-modules
de longueur finie).

¢) L’homomorphisme canonique T(e) : T(A)—'T (k) est surjectif.

d) Pour tout n assez grand, I’homomorphisme canoniqgue 'T(A,)—'T(k) est surjectif.

Il est clair que @) entraine 4). Montrons que &) entraine @), c’est-a-dire que si
u:M-—>N est un épimorphisme de A-modules, T(x) est un épimorphisme. Comme T
commute aux limites inductives et que le foncteur 1_12)1 est exact dans la catégorie des
modules (pour des ensembles d’indices filtrants), on peut se borner au cas ot M et N
sont de type fini. Comme T(M) et T(N) sont alors de type fini, et que A est un anneau
local noethérien, il suffit de montrer que (T(x))” : (T(M))™ — (T(N))” est surjectif
(0, 7.8.5 et 0y, 6.4.1). Par hypothése, (T(M))"~ et (T(N))" sont respectivement
1<i__rr_1 T(M,) et l(ln T(N,), donc (T(x))” estlimite du systéme projectif d’homomorphismes
Tu®1, ) : TM,)—>T(N,). Or, &) signifie que ces homomorphismes sont surjectifs; en
outre, 'In‘(Mn) est un A -module de type fini, et A, est un anneau artinien par hypothese;
on en conclut que (T (#)) " estsurjectif (0, 13.1.2 et 13.2.2). Il est clair que ¢) entrainec),
et comme T(c) se factorise en T(A)—>T(A,)—>T(k), ¢) implique d); enfin, il résulte de
(7.2.7) que b) et d) sont équivalentes puisque T est semi-exact dans Ab, , ce qui acheve
la démonstration.

Corollaire (77.5.3). — Sous les hypothéses générales de (77.5.2), s& T(k)=o, alors
T(M) =o0 pour tout A-module M.
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Comme £ est le seul A-module simple, on déduit de (7.3.5.4) que T(E) =0 pour
tout A-module de longueur finie E. Si maintenant M est de type fini, (T(M))" est
isomorphe a l<1_ng T(M,), et comme les M, sont de longueur finie, on a (T(M))”~ =o;

comme T'(M) est de type fini par hypothése, il est isomorphe & un sous-module de (T(M))”
(04, 7.3.5), donc on a T(M) =o0. Enfin, pour un A-module M quelconque, T(M) est
limite inductive des T(N,) pour les sous-modules de type fini N, de M, ce qui achéve
la démonstration.

Proposition (77.5.4). — Sotent A un anneau local noethérien d’idéal maximal m, k= A/m
son corps résiduel, T, un foncteur homologique de Ab, dans Ab, commutant aux limites inductives.
On suppose en outre que pour tout i et tout A-module M de type fini, T,(M) est de type fini et I’ homo-
morphisme canonique (T;(M))” —>l<i_m_ T,(M,) est bijectif. Pour un entier p donné, les conditions
sutvantes sont alors équivalentes :

a) T, est exact.

b) 'L, est exact & droite, et T (A) est un A-module libre.

¢) Les homomorphismes canoniques ‘T, ,(A) =T, (k) et T, (A)—>T,(k) sont surjectifs.

d) Pour tout n, les homomorphismes canoniques ‘T, ((A,)—T, (k) et T,(A,)—T,(k)
sont surjectifs.

e) Pour tout n, le foncteur N-—~'T (N) est exact dans la catégorie des A, -modules de type
Sfini.

On sait (7.3.3) que a) équivaut a dire que T, ., et T}, sont exacts a droite; comme
T, est un foncteur homologique dans la catégorie 4b, , le méme raisonnement que dans

(7.3.1) montre que ¢) équivaut a dire que T, et T, , sont exacts a droite dans la caté-
gorie des A,-modules de type fini. On déduit donc de (7.5.2) que a) et ¢) sont équiva-
lentes; I’équivalence de a), ¢) et d) résulte aussi de (7.5.2). Enfin, on sait que tout
A-module plat de type fini est libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § g, n° 2, cor. 2 de la
prop. 5); I’équivalence de a) et ) résulte alors de (7.3.1) et (7.3.3).

Corollaire (7.5.5). — Supposons vérifices les conditions générales de (7.5.4).

(i) 8§t T,(k)=o, ona T,=o, T, est exact a droite et 'T,_, est exact a gauche.

(i) S T, (k) =T, (k) =0, T, est exact, ’homomorphisme canonique

T,(A)®,M~T,(M)

est bijectif et T,(A) est un A-module libre.

(i) découle aussitot de (7.5.3) puisque T, est semi-exact, la derniére assertion
résultant de la définition d’un foncteur homologique. On conclut aussitét de (i) les deux
premiéres assertions de (ii), compte tenu de (7.3.3); le fait que T, (A) soit libre résulte
de (7.5.4)-

Corollaire (77.5.6). — Supposons vérifides les hypothéses générales de (7.5.4), et supposons
de plus que A soit un anneau de valuation discréte.

(i) Pour que 'T, soit exact @ droite, il faut et il suffit que T, ,(A) soit un A-module libre.

(ii) Pour que T, soit exact, il faut et il suffit que T,(A) et T, ,(A) soient des A-modules
libres.
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Il est clair que (i) implique (ii) (cf. (7.3.8)). Pour prouver (i), remarquons que
si f est un générateur de I'idéal maximal de A (« uniformisante » de A), pour qu’un
A-module de type fini M soit libre (ou plat, ce qui revient au méme), il faut et il suffit
que ’homothétie k; : x—fx de M soit injective, car cela équivaut ici & dire que M est

. c 1y . hy . .
sans torsion (0, 6.3.4). Considérons alors la suite exacte 0—~A—>A—k—o0, qui fournit
la suite exacte d’homologie

T,(A) =T, (k) - T,_,(A) N T, 4(A)

P

On voit que T,_,(A) est libre si et seulement si T,(A)—T,(k) est surjectif; la
conclusion résulte alors de (7.5.2).

Remarque (77.5.7). — On notera que, en vertu de (7.4.7), les hypothéses générales
de (7.4.4) entrainent que le foncteur homologique T, défini par (7.4.1.1) satisfait
aux hypotheses générales de (7.5.4). Dans ce cas, (7.5.6) est donc contenu dans (7. 4.3).

47.6. Descente des propriétés d’exactitude. Théoréme de semi-continuité et
critére d’exactitude de Grauert.

Proposition (7.6.x). — Sous les conditions de (7.4.1), soit B une A-algébre commutative.
Si T, est exact & droite (resp. exact & gauche, exact) il en est de méme de T3; la réciproque est
vraie lorsque B est un A-module fidelement plat.

La premiére assertion est un cas particulier d’une assertion triviale de (7.1.3).
Inversement, supposons d’abord que B soit un A-module platz. On a alors, pour tout
A-module M, H,(P,®,(M®,B))=H,(P.®,M))®,B, ce qui s’écrit aussi, pour tout p,

{7.6.1.1) T,(M)®,B =T (M)

4 un isomorphisme canonique prés. Supposons T exact 4 droite (resp. exact a gauche,
exact); comme M-~>Mp, est un foncteur exact, le premier membre de (7.6.1.1) est
un foncteur exact a droite (resp. exact a gauche, exact) en M; si maintenant B est fidele-
ment plat sur A, on en déduit que T, a la méme propriété d’exactitude (0;, 6.4.1).

Proposition (77.6.2). — Sous les conditions de (7.4.1), on suppose en outre que A soit un
anneau noethérien réduit et que les P, soient des A-modules de type fini. Pour que T, soit exact @ droite
(resp. exact a gauche, exact), il faut et il suffit que, pour toute A-algébre B qui est un anneau de
valuation discréte, T® le soit.

En vertu de (7.3.1) et (7.3.3), on peut se borner a considérer 'exactitude a droite,
et il n’y a naturellement qu’a prouver la suffisance de la condition (7.6.1). En vertu
de (7.4.2), il suffit de montrer que Z, (P,) est un A-module plat; comme P,_, est de
type fini, Z,_,(P,) est aussi de type fini; le critére (0, 10.2.8) montre qu’il suffit alors
que Z, ,(P,)®,B soit un B-module plat pour toute A-algébre B qui est un anneau de
valuation discréte. Or, comme P, est un complexe de A-modules plats, on a

Z, (P)®,B=7, (P®,B);

‘p—1
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P,®,B est un complexe de B-modules plats (0;, 6.2.1), et pour tout B-module N, on a
H (P®,N)=H, ((P,®,B)®N), donc TP(N)=H,((P,®,B)®;N); appliquant (7.4.2)
a T, on voit que I'hypothése que T est exact a droite est équivalente au fait que
Z, (P®,B) est un B-module plat.

Le critére précédent ameéne a étudier de plus prés le cas des anneaux de valuation
discrete :

Proposition (77.6.3). — Sous les conditions de (7.4.1), supposons que A soit un anneau
noethérien régulier de dimension 1 (autrement dit, que A est noethérien et que, pour tout xeSpec(A),
A, est un corps ou un anneau de valuation discréte). Alors, pour tout entier p et tout A-module M, on
a une suile exacte canonique fonctorielle en M

(7.6.3.1) 0 > T,(A)®,M 2 T,(M) — TorA(T,_,(A), M) - o.

Dans ce qui suit, nous supprimerons pour simplifier la mention du complexe P,
dans les notations homologiques usuelles H,(P,), B,(P,), Z,(P,) et Z/(P,). On a les trois
suites exactes

o-H,~Z2 —-B,_,—>o0
o>B,_,~7Z, ,—+H,_,—>o0

o>Z2, ,~P_,—->B,_,—0

Comme P,_, et P,_, sont plats, il en est de méme de leurs sous-modules respectifs
B,_,,Z,_, et B, , puisqu’il y a identité entre A,-modules plats et A ,-modules sans torsion
(pour tout xeSpec(A)); par tensorisation avec M, on a donc les suites exactes

(7.6.3.2) o="Tort(B,_;, M) > H®M - Z,®M > B, ®M - 0
(7.6.3.3) o=Tor}(Z,_;, M) > Tor’(H,_,, M) > B,_®M > Z,_,®M
(7.6.3.4) o="Tor’(B,_,, M) > Z,_,®M 5> P,_ ®M.

Par définition, T,(M)=XKer(4,®1)/Im(d,,,®1); c’est donc le noyau de ’homo-
morphisme (P,®M)/Im(d, ,®1)—>P,_®M obtenu a partir de 4,®1 par passage
au quotient, homomorphisme qui s’écrit aussi Z,®M—P, , ®M par définition de
Z,=P,B,; or, cet homomorphisme peut étre considéré comme le composé

Z,®M 5>B,_®M > Z,_,®M > P, ®M.

Comme w est injectif d’aprés (7.6.3.4), on a une suite exacte

o — Keru — T,(M) - Kerv — o,

qui n’est autre que (7.6.3.1), compte tenu de (7.6.3.2) et (7.6.3.3) et de ce que
H,=T,(A) par définition.

Remarques (7.6.4). — (i) H,(P,®,M) est ’homologie du bicomplexe P ®,M,
ou M est considéré comme un complexe réduit & son terme de degré o; elle est par
suite (6.53.6 et 6.3.2) 'aboutissement de la suite spectrale réguli¢cre dont le terme E,
est

E2 = Tor*(H,(P,), M) = TorA(T,(A), M).
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Or, ’hypothése sur anneau A entraine que Tor)(E, F)=o0 pour p>2 et pour
des A-modules quelconques (O, 17.2.2); on sait (M, XV) que cela entraine I’exactitude
de la suite

0 —> Eg’q — Hq(P.®AM) - Elz’q_1 -0

qui n’est autre que (7.6.3.1).

(ii) Compte tenu de (7.3.1), la suite exacte (7.6.3.1) redonne comme cas parti-
culier le résultat de (7.4.3).

Corollaire (7.6.5). — Sous les conditions de (7.4.1), supposons que A soit un anneau de
valuation discréte, de corps des fractions K, de corps résiduel k, et que les T,(A) soient des A-modules
de type fini. On a alors

(7.6.5.1) rang, T, (k) > rang,(T,(A)®,k) > rang, T (A) =rang; T (K).

En outre, pour que les termes extrémes de cette inégalité soient égaux, il faut et il suffit que T,
sout exact, ou encore que 'T,(A) et T, _,(A) soient des A-modules libres.

Faisons en effet M =# dans la suite exacte (7.6.3.1); il vient, puisqu’il s’agit
d’espaces vectoriels sur &

rang, T, (k) =rang,(T,(A)® k) -+ rang,(Tor; (T, _,(A), k).

D’autre part, comme T,(A) est un module de type fini sur I'anneau local integre A,
on a (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 1 de la prop. 4)

(7.6.5.2) rang,(T,(A)® k) > rang, T, (A) = rangg(T,(A)®,K)

et en outre les deux membres de (7.6.5.2) sont égaux si et seulement si T,(A) est un
A-module libre (loc. cit., prop. 7). On notera d’ailleurs que puisque K est un A-module
plat, on a par définition T, (A)®,K=H,(P,)®,K=H (P,®,K)=T,(K). On a donc
bien I'inégalité (7.6.5.1) et on voit en outre que I’égalité n’est possible que si: 1° T,(A)
est libre; 20 Tor}(T,_4(A), k) =0, condition qui équivaut, comme on sait (0, 10.1.3),
au fait que T, ;(A) est un A-module libre. Enfin, comme les T;(A) sont des A-modules
de type fini, il revient au méme de dire qu’ils sont plats ou libres (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. II, § g, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), et on conclut par (7.4.3).

(7.6.6) Les hypothéses étant toujours celles de (7.4.1), nous poserons, pour
tout xeSpec(A)

(7.6.6.1) d,(x) = d (x) = rang, T, (k(x)).
Lemme (7.6.7). — Soit o : A—A’ un homomorphisme d’anneaux, et soit
=t : Spec(A”) —Spec(A)
Papplication correspondante (I, 1.2.1). Si Pon pose T.=T%) (7.1.3),0na
(7.6.7.1) dy =d;of.
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En effet, pour tout x'eSpec(A’), on a, en posant x=f(x),
H,(P.®,k(x")) = H, (PO, k(%)) @y k(x")) = H, (P&, k(x)) ®pke(x'),

puisque k(x’) est plat sur k(x), d’ou la relation (7.6.7.1).

Lemme (7.6.8). — 8% Panneau A est noethérien et le complexe P, formé de A-modules de
type fini, la fonction x-~>d;(x) sur Spec(A) est constructible.

Il faut prouver que pour toute partie fermée irréductible Y de X ==Spec(A), il
existe un ouvert non vide U de Y dans lequel 4, est constante (0, 9.2.2); comme
Y=Spec(A/a), ot a est un idéal de A tel que A/a soit réduit, on peut, en vertu de (7.6.7%),

se borner au cas ol Y =X et ol A est un anneau noethérien infégre; mais alors Passertion
résulte de (7.4.5).

Théoréeme (77.6.9). — Soient A un anneau noethérien, P, un complexe de A-modules plats
de type fini, T (M)=H_(P.®,M) le foncteur homologique défini par P,; pour tout xcSpec(A),
soit  d(x) =rangy, T (k(x)). Alors :

(i) La fonction d, est constructible et semi-continue supérieurement dans Spec(A).

(1) St T, est exact, d, est continue (donc localement constante) dans Spec(A); la réciproque
est vraie lorsque Panneau A est réduit.

(1) La premiére assertion a été démontrée dans (7.6.8). Pour prouver la seconde,
il suffit donc (0, 9.2.4) de montrer que si = x est une générisation de x dans Spec(A),
on a d,(x") <d,(x). Or, il existe alors un anneau de valuation discréte B et un mor-
phisme f: Spec(B) —Spec(A) tels que, si a désigne le point fermé de Spec(B) et b son
point générique, on ait f(a)=x et f(b)=y (II,7.1.9). Envertudelaformule (7.6.7.1),
on voit qu’on est ramené a démontrer I'inégalité d,(a) > d,(b) dans Spec(B); mais cela
n’est autre que l'inégalité (7.6.5.1) ().

(ii) La premiére assertion a déja été démontrée (7.3.4). Pour démontrer la réci-
proque, utilisons le critére valuatif (7.6.2); compte tenu de la formule (7.6.7.1), on est
donc ramené au cas ot A est un anneau de valuation discréte; mais comme Spec(A) ne
comporte alors que deux points, 'hypothése que d, est constante implique bien que T,
est exact, en vertu de (7.6.5).

Corollaire (77.6.10). — Sotent A un anneau noethérien, p; (1<i<r) ses idéaux premiers
minimaux, k; le corps résiduel de A, (1<i<r).

(1) Pour tout xcSpec(A), il existe un indice 1 tel que

(7.6.10.1) d,(x) > rangy, T, (k).

En particulier, si A est intégre et si K est son corps des fractions, on a

(7.6.10.2) d,(x) > rangg T,(K)
pour tout xeSpec(A).

(*) Le principe de démonstration de (i) par réduction au cas d’'un anneau de valuation discréte nous a été
communiqué oralement par Hironaka.
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(ii) Supposons en outre que A soit local et réduit, et soit k son corps résiduel. Alors, pour
que 'L, sout exact, il faut et il suffit que Uon ait '

(7.6.10.3) rang, T, (k) =rang;, T,(k) pour 1<i<r.

(i) est immédiat puisque tout voisinage de x contient un des p;, etil suffit d’appli-
quer la définition de la semi-continuité. D’autre part, si A est local, le seul voisinage
dans Spec(A) de I'idéal maximal m est Spec(A) tout entier, donc on a d,(x) < rang, T, (k)
pour tout xeSpec(A); cette relation, jointe a (i), montre que la condition (7.6.10.3)
entraine que d,(x) est constante dans Spec(A), et par suite que T, est exact en vertu de
(7.6.9, (ii)); la réciproque est évidente en vertu de (7.6.9, (ii)).

Remarque (7.6.11). — On peut se demander si I’assertion de (7.6.9, (1)) ne peut
étre renforcée par I'inégalité

(7.6.11.1) rangy ., T, (k(x)) > rang,, (T,(A)® k(x))

pour tout xeSpec(A), qui a lieu effectivement lorsque A est un anneau de valuation
discréte et x son idéal maximal (7.6.5). Bornons-nous au cas o A est un anneau local
noethérien, d’idéal maximal m et de corps résiduel . Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Pour tout complexe P, de A-modules plats de type fini, on a

(7.6.11.2) rang;(T,(k)) > rang,(T,(A)® k) pour tout entier p.
b) Pour tout A-module M de type fini, on a

(7.6.11.3) rang,(M® k) > rang,(M®, k).
¢) Pour tout A-module N de type fini, on a

(7.6.1x.4) rang,(Tor}(N, £)) > rang,(Tors(N, £)).

On notera qu’il revient au méme, par décalage (M, V, 7.2), de dire que I’on a,
pour tout ¢>1

(7.6.11.5) rang,(Tor}(N, #)) > rang,(Tort, ,(N, £)).

Donnons rapidement quelques indications sur la démonstration. Pour voir que a)
‘s . d N .
entraine ), on considére une suite exacte L,—~L,—~M-—=o0 ou L, et L, sont libres de
. . td ¥ >
type fini, et on applique @) au complexe P;—P; avec Py=L,, P,=L,, les autres termes
étant nuls; on a alors T, (A)=M et T,(k) =Hom,(M, k) =Hom,(M/mM, k), autre-
ment dit T, (k) est le dual de I’espace vectoriel M®,k, et a donc méme rang que ce
dernier. Pour prouver que b) entraine ¢), nous établirons d’abord le lemme suivant :

d
Lemme (7.6.11.6). — Etant donné un complexe ...->0—>P,—>P—>0—>... de
A-modules plats, on a une suite exacte

(7.6.11.7) 0 —> Tord(Z,, k) — T,(A)®, k — T, (k) — TorA(Z;, k) — o.
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En effet, partant de la suite exacte 0—Z,~P,—~B,~0, on en tire la suite exacte

o->Tork(B,, k) >Z,®k—->P,®k>B®k—>0. De la suite exacte 0—B,—~Z,~Z!—0, on
tire, puisque Z,= P, est plat, Tor}(B,, k) = Tor}(Z;, k); par définition, on a Z, =T, (A);
enfin, on a T, (k) =Ker(d®1), et d®1 se factorise en P,®k->B®k->Z®k=P,0k;
on a T (k)=u""(R), ot R=ZKerov, et comme u est surjectif, R=u(T,(k)); enfin,
R =Tor}(Z,, k) par définition de v, ce qui achéve d’établir la suite exacte (7.6.11.7).

Pour déduire alors ¢) de 4), on considére une suite exacte LILLO——)N -0, ou L,
et I, sont des modules libres de type fini; considérons le foncteur T associé au complexe
formé de L, et L,; comme L, et L, sont libres, ils s’identifient & leurs biduals; donc si
M = Coker('d), T;(A)=Ker(d) =M; par ailleurs, M®, k= Coker("d®1,) a méme
rang sur £ que Ker(d®1,). L’hypothése b) entraine par suite que

rang, (T, (A)®, k)<rang,(T,(k));

comme Z;=N, Plinégalité (7.6.11.4) résulte donc de la suite exacte (7.6.11.7).
Enfin, pour prouver que ¢) entraine a), appliquons (7.6.11.6) en remplacant P, et P,
par P, et P,_,; 'hypothése ¢) appliquée au module Z, donne rang,R >rang,S, ol
R=Ker(P,@k—>P, ®k) et S=Z®k Or, si l'on factorise d,,,:P,,,—P, en
Pp+li>Zp—j>Pp on a Im(d,, ®1)=(j®1)(Im(»®1)). Comme

T,(A)®, k= (Z,/B,)® k= (Z,0k)[Im(2®1),

et T (k)=R/Im(d,,,®1), on en conclut bien 'inégalité (7.6.11.2).
Cela étant, supposons que ’anneau local A soit régulier de dimension z; on sait alors

[17] que le A-module Tor}(k, k) est isomorphe a la puissance extérieure }\(m/mﬁ);
on voit donc que la condition (7.6.11.4) n’est pas vérifiée pour N =%, dés que 7> 4.
Par contre, si ’anneau local intégre A est tel que tout A-module réflexif de type fini soit
libre (ce qui est le cas lorsque A est un anneau régulier de dimension 2), la condition
(7.6.11.3) est vérifiée : en effet, on sait que le dual M d’un A-module M de type fini M
est réflexif, donc libre, et par suite rangk(M® 1K) =rangK(M)=rangK(M) (K corps
des fractions de A); par ailleurs, on sait que toute base sur £ de M®, £ est formée d’images
d’un systéme de générateurs de M (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1II, § 3, n° 2, cor. 2 de
la prop. 4), donc rangg(M)<rang,(M®,k), ce qui prouve notre assertion.

7.%7. Application aux morphismes propres : I. La propriété d’échange.

Les trois numéros qui suivent sont, pour l’essentiel, des traductions, dans le
langage des morphismes de préschémas, des résultats des numéros précédents.

(7.7.1) Soit f:X—-Y un morphisme quasi-compact et séparé de préschémas,
et soit &, un complexe de Ox-Modules quasi-cohérents, dont I'opérateur de dérivation
est de degré —1; supposons en outre que les Ox-Modules &; sont Y-plats (0, 6.7.1).

197
9



66 A. GROTHENDIECK Chap. III

Nous allons considérer le o-foncteur A4 ~>J (M) (aussi noté 7, (Z,,.#)) dans la caté-
gorie des Oy-Modules quasi-cohérents, a valeurs dans la catégorie des 0y-Modules quasi-
cohérents (en vertu de (6.2.3)), défini par

(7.7.1.1) T(P,, M)=T,(M)=ICT"(f, P@o M) pour neZ,

ou # est le complexe dont le terme de degré j est P_;, 'opérateur de dérivation étant
donc alors de degré +1. Le foncteur J, ainsi défini est un foncteur homologique en M
(6.2.6).

(7.7-2) Soit g:Y'—Y un morphisme, et posons X'=Xy,=XXxyY' et
f=fy;:X’>Y’, qui est un morphisme quasi-compact et séparé; soit d’autre part
P, =P B 0y; Cest un complexe de Ox-Modules quasi-cohérents qui sont Y'-plais
en vertu de (I, 9.1.12) et (0, 6.2.1). Nous poserons (avec les mémes conventions sur
les degrés)

(7.7.2.1) T (M) =0 (f', PO M) =3 ([, PO M)

qui est un foncteur homologique en le @y.-Module quasi-cohérent .#’. Lorsque Y’ est
un schéma affine d’anneau A’, on écrira 7% au lieu de J)'; pour tout A’-module M,
on a alors I (M) = (I(Y’, 7Y (M'))~; on posera T¥(M')=I(Y’, 7Y (M), qui
est un foncteur homologique de A’-modules, & valeurs dans la catégorie des A’-modules.
On observera que si Y = Spec(A) est aussi affine, le foncteur de A’-modules T’ coincide
avec le foncteur obtenu par extension des scalaires de A & A’ & partir du foncteur homo-
logique de A-modules T# (7.1.3) : en effet, soit g:Y'—Y le morphisme correspondant
4 ’homomorphisme d’anneaux A—A’, et soit g’ : X'—X le morphisme correspondant
qui est affine (II, 1.6.2); si U est un recouvrement ouvert affine de X, U’ =g"~'(U)
est un recouvrement ouvert affine de X’; en vertu de (6.2.2), tout revient a voir que
C(U, 2R g (M)=C(W,Z B A"), et finalement, que pour tout ouvert affine U
de X, en posant U’'=g~YU), on a I'(U, POo g (M) =T(U,P B M), ce qui
est trivial (I, 1.9 et 3.2).

En particulier, si U est un ouvert de Y, on a, pour tout Oy-Module quasi-cohérent .#

(7.7.2.2) T (M| U)= (T (A))| U.

(7.7.3) Pour tout Oy-Module quasi-cohérent .#, on a un homomorphisme cano-
nique, fonctoriel en .# :

(7.7.3.1) T (Oy)®oy M — T (M).

p

En effet, si Y est affine, cet homomorphisme a été défini en (7.2.2); cette défi-
nition s’étend sans peine au cas général, en remarquant que si U, V sont deux ouverts
affines de Y tels que VcU, le diagramme
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(Zp(Oy)@o M) |U =T ) (0y|U)C0, (M |U) —~ T (M|U)=(T,(A))|U

(Zp(Oy)@o M)V =T J(Oy|V)®0, v (M|V) — T (M|V)=(T,(HA))|V

est commutatif par (7.2.3.3).

Pour tout morphisme g:Y'—Y on a un homomorphisme canonique

(7.7.3.2) T (0y)® O —~T 7 (0y)

qui n’est autre que le cas particulier de (6.7.11.2) (pour les aboutissements) dans le
casou S=Y, v,=f, v,=1y, Z? réduit au seul terme .# de degré o.

Lorsque Y =Spec(A), Y’ =Spec(A’) sont affines, (7.7.3.2) n’est autre que ’homo-
morphisme de faisceaux correspondant a4 I’homomorphisme canonique de A’-modules
défini dans (7.2.2)

TAA)®, A’ - TX(A') =TA(A)

comme il résulte aisément de (6.7.11) (car dans le cas envisagé, on peut prendre
W=y Y (UY) dans (6.7.11)).

(7.7.4) Lorsque f est un morphisme propre, Y =Spec(A) un schéma affine noethé-
rien et &, un complexe de Ox-Modules cohérents et Y-plats limité inférieurement, on a
vu (6.10.5) que l'on peut écrire &4 un isomorphisme pres, ﬁ'p(,/{)-:.}?;(,’f.@@y.//{),
avec Z, =fI:J_, ou L, est un complexe de A-modules libres de type fini limité inférieurement
le foncteur 7, est donc du type qui a été étudié en détail dans (7.4) et (7.6). Nous allons
traduire les résultats de cette étude :

Théoréme (77.7.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, (U,) un recouvrement
de Y formé d’ouverts affines, f:X—~>Y un morphisme propre, P, un complexe de Ox-Modules
cohérents et Y-plats limité inférieurement. Le foncteur homologique I (M) défini par (7.7.1.1)
possede alors les propriétés suivantes :

I) (La propriété de semi-continuité) (). La fonction

(7-7.5-1) y~>d(y) =rang,, Ty¥(k(y))

est semi-continue supérieurement.

(1) Un cas particulier de ce théoréme se trouve déja dans la note [3] de Chow-Igusa. La propriété de semi-
continuité a été découverte, dans le cadre des espaces analytiques (et sous des hypothéses assez particuliéres), par
Kodaira-Spencer (On the variations of almost-complex structures, Algebraic Geometry and Topology, A Symposium in

honor of S. Lefschetz, Princeton Series n® 12, p. 139-150, Princeton, 1957) et la version générale démontrée par
Grauert [5].
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IT) (La propriété d’échange). Pour un entier p donné, les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) J, est exact @ droite.

a’) I (M) est isomorphe & un foncteur de la forme N @ M (N élant nécessairement
isomorphe & T,(Oy) =IC~P( f, F)).

a’") L’homomorphisme canonique fonctoriel (77.7.3.1) est un isomorphisme.

b) F,_, est exact & gauche.

b’) Il existe un Oy-Module 2 (nécessairement cohérent, et déterminé & un isomorphisme
unique prés) et un isomorphisme de _foncteurs

(7.7.5.2) T, _(M) 3 Hoomg (2, M).

c) En désignant par A, Uanneau de Uouvert affine U, pour tout indice o le foncteur de
A, -modules TA= est exact & droite.

d) Pour tout morphisme g :Y'—Y, Phomomorphisme canonique
(7.7-5-3) Z(@Y)C@OY Y'_)y—z,((OY’)
est un tsomorphisme.

La propriété de semi-continuité est locale sur Y et résulte donc de la remarque
(7.7.4) et de (7.6.9). Il est clair que a'') entraine a’) et que a’) entraine a). L’équi-
valence de a), a”’), b) et b’) a été démontrée dans (7.3.1) et (7.4.6), compte tenu de
la remarque (7.7.4), lorsque Y est affine. Pour passer au cas général, prouvons d’abord
que a) est équivalent a ¢), ce qui prouvera le caractére local sur Y de la propriété a);
la démonstration s’appliquera également pour prouver le caractére local de a'’) et b).
Comme 1l est clair que ¢) entraine a), tout revient & prouver la réciproque. Il suffit
évidemment de montrer que pour tout ouvert affine U de Y et toute suite exacte
0>F' >F >F" >0 de (0y|U)-Modules quasi-cohérents, il existe une suite exacte
0>%' ->%—->%" >0 de Oy-Modules quasi-cohérents telle que F'=%'|U, F=¢|U,
F'"'=%"|U; or, cela résulte aussitét de I’hypothése que Y est localement noethérien,
et de (I, 9.4.2) : on prolonge en effet # en un Ox-Module quasi-cohérent ¢, %’ en un
sous-Ox-Module %' de ¥, et il suffit de prendre ¥ =%/%".

Pour démontrer I’équivalence de 4) et 4’) dans le cas général, remarquons que
lorsque Y est affine, on sait que 2 est déterminé a un isomorphisme unique prés; si alors
U est un ouvert affine du schéma affine Y, on en déduit qu’il existe un isomorphisme
fonctoriel I _ (M |U) 3 #ome y(2|U, #|U). Dans le cas général, pour tout ouvert
affine U de Y, il y a un (0y|U)-Module cohérent 2;; et un isomorphisme fonctoriel
Ty (A|U) —Homy_y(2y, #|U); la remarque précédente montre que si V est un
ouvert affine contenu dans U, on a 2y|V=2y; d’ou lexistence et l'unicité¢ du
0Oy-Module 2 vérifiant (7.7.5.2).

Reste enfin & montrer 1’équivalence de a) et d); il est clair que d) est de caractére
local sur Y, et on a vu ci-dessus qu’il en est de méme de @) ; en outre, d) est aussi local
sur Y’. Or, lorsque Y=Spec(A), Y'=Spec(A’), on a vu que T# est le foncteur obtenu
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a partir de T# par extension des scalaires & A’, et il est clair alors que a’) entraine
que (7.7.5.3) est un isomorphisme. Inversement, supposons toujours Y = Spec(A)
affine et soit A’ la A-algébre A®M, ot M est un A-module quelconque, la multipli-
cation dans A’ étant donnée par (ay,m)(ay, my)=(a a5, aym,+a,m;); alors

T¥(A)) = T,(AOM) = T,(A) S T,(M),

et ’hypothése que (7.7.5.3) soit bijectif entraine qu’il en est de méme de I’application
canonique T,(A)®,M T, (M), autrement dit d) entraine a"), ce qui achéve la
démonstration.

Théoréme (7.7.6). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f: X —Y un mor-
phisme propre, F un Ox-Module cohérent et Y-plat. Il existe alors un Oy-Module cohérent 2 (déter-
miné 4 isomorphisme unique prés) et un isomorphisme de foncteurs en le Oy-Module quasi-cohérent M

(7.7.6.1) S(F o M) Home (2, M)
(d’olt un isomorphisme de foncteurs
(7.7.6.2) X, #F® M) Homy (2, .4).)

En effet, comme #->F®, M est exact (0, 6.7.4) et f, exact a gauche, le
foncteur M~ f (F @ M) est exact a gauche. Il suffit alors d’appliquer I’équivalence
de (7.7.5, b)) et (7.7.5, b)) pour p=r.

Corollaire (77.7.7). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un mor-
phisme propre, F, F' deux Ox-Modules cohérents et Y-plats, u: F —F' un homomorphisme.
Considérons les deux foncteurs en le Oy-Module quasi-cohérent M :

T (M)=Ker(f(F ©o M)~ [ (F'Oc M))
T(M)=T(Y, T (M) =Ker(T'(X, F O M) - T(X, F'®p_M)).

Alors il existe un Oy-Module cohérent X (déterminé a isomorphisme unique prés) et des
isomorphismes de foncteurs

(7.7.7.1) T (M) 3 Homo (%, M)
(7.7.7.2) T(#) 5 Home (Z, ).

On peut se borner a démontrer (%7.7.7.2); cela prouvera en effet (7.7.7.1) dans
le cas ot Y est affine, et on passera de 12 au cas général en raisonnant comme dans la

.....

unique prés d’un représentant d’un foncteur représentable (0, 8.1.8). Il résulte de
(7.7.6) qu’il existe deux Oy-Modules cohérents 2, 2’ définissant des isomorphismes
fonctoriels

(X, FQo A) S Homg (2, 4), T(X,F'®q M) Home (2',.M).

Or, u: F—%"' définit canoniquement un morphisme de foncteurs
(X, F Qo M)~ T(X, F'Qp M);
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il correspond 2 ce dernier un homomorphisme unique v:2’'—>2 de Oy-Modules tel
que le diagramme

P(X, #@o M) - (X, F'®p M)

Hom, (2, #) —~ Hom, (2', #)

soit commutatif (0, 8.1.4). Comme le foncteur contravariant A" ->Hom(9y(JV , M) est

exact a gauche dans la catégorie des 0y-Modules, il suffit de prendre %= Coker(v)
pour obtenir Pisomorphisme (7.7.7.2) cherché.

Corollaire (77.7.8). — Sous les hypothéses de (77.%7.6) relatives & X, Y et f, soient F, G
deux Ox-Modules cohérents vérifiant les conditions suivantes : (i) F est Y-plat : (ii) ¥ est isomorphe
au conoyau d’un homomorphisme de Ox-Modules localement libres de type fini &, —>&,. Considérons
les deux foncteurs en le Oy-Module quasi-cohérent M :

T (M) = [ (Homo (G, FOo M)
T(M)=T(Y, T (M))=Home (¥4, F®o_H).

Alors il existe un O,-Module cohérent N (déterminé & isomorphisme unique prés) et des
isomorphismes de foncteurs

(7.7.8.1) T (M) 3 Home (N, M)
(7.7.-8.2) T(#) 3 Home (N, ).

En vertu de I'isomorphisme fonctoriel (0;, 5.4.2.1), on a des isomorphismes fonc-
toriels en A4

Hoome (61, FOo M) 3 EQo (FOo M) 3 (68 F)Do M 3 Homo (6, F)®o M

pour i=o, 1. Posons fi=<7fomwx((o@,-, F) pour i=o0,1; ce sont des Ox-Modules
cohérents (0;, 5.3.5) et Y-plats (0}, 5.4.2); soit u=Hom(v, 14) : F,—~F,. En vertu
de I'exactitude & gauche du foncteur #~>Hom, (#, F®q M), ona des isomorphismes
fonctoriels en .#

Homg (9, F o M) = Ker(Homy (65, FOo M) — Home (6, FOo M)) S

Ker(#@o M — F B0 M)
Puisque f, est exact & gauche, on en déduit un isomorphisme fonctoriel
S (Homo (4, F®o M)) 3 Ker(f(FOp M) > f(F ®o M))

et il suffit alors d’appliquer (7.7.7).
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Remarques (7.7.9). — (i) Dans (7.7.6), (7.7.7), (7.7.8), la formation des
Oy-Modules 2, Z, A" permute aux changements de base. Par exemple (gardant les nota-
tions de (7.7.2)), dans le cas (7.7.6), on a, pour tout @y.-Module quasi-cohérent .#’,
I'isomorphisme

S (F®o M) = Jfomoy,(g*(,@), M

car en vertu de la remarque faite dans (7.7.2), tout revient & voir que ’on a

Hom, (2, g (M"))=Hom,_(g'(2), 4")

ce qui n’est autre que (0;, 4.4.3.1). De méme, quand dans (7.7.7) on remplace
Y, f, M, F, F par Y, f', M, 5‘7®@X O, 3‘7'®@X Ox., il faut remplacer # par g (#).
Enfin, dans (7.7.8), lorsqu’on remplace X, Y, f, #, F par X', Y', f', M, F @ Ox:,
et ¥ par ¥'=9Q®, O, il faut remplacer 4" par g (AN) : cela résulte de ce que
Pon a encore une suite exacte &;—>&—>% >0 avec &;=6,®, Oy et de ce que
(@0 (F O M)=E©o (FOo M) (i=0,1).

(1) La condition (ii) de I’énoncé de (7.7.8) relative & % est toujours satisfaite
pour un Oyx-Module cohérent ¥ quelconque lorsqu’il existe un Ox-Module inversible
Y-ample, par exemple lorsque Y est affine et f: X—Y est un morphisme projectif. Il
suffit alors de noter (compte tenu de (IL, 5.5.1)) qu’il existe un Ox-Module localement
libre de type fini &, tel que % soit isomorphe & un quotient de &, (I, 2.7.10); comme
&, et 4 sont cohérents, il en est de méme du noyau ¢, de &,—%, et en appliquant le
méme résultat a %, on obtient bien une suite exacte &,—~&,—>%—0 ou &, et &, sont
localement libres de type fini.

(ii1) Nous prouverons au chap. V que, dans (7.7.8), hypothése restrictive (ii)
est surabondante.

Proposition (77.7.10) (criteres locaux pour la propriété d’échange). — Sous les
conditions générales de (7.7.5), soient y un point de Y, p un entier. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) Le foncteur T,Y est exact & droite.

b) L’homomorphisme canonique Tgy(@y)—aT;’U(k( 9)) est surjectif.

c) Pour tout entier n, I"homomorphisme canonique T,¥(0,/mi ™) =T u(k(y)) est surjectif.

De plus, Uensemble des yeY vérifiant ces conditions est le plus grand ensemble ouvert U de Y
tel que T, soit exact & droite.

Compte tenu de (7.7.4), I'équivalence de a), b) et ¢) résulte de (7.4.7) et (7.5.2).
Le fait que I'ensemble U ou T,¥ est exact & droite soit ouvert est aussi conséquence
de (7.4.4), et inversement si .7} est exact a droite, il en est de méme de Tf” pour tout
yeV, par la condition ¢) de (7.7.5) et (7.6.1).

Corollaire (7.7.x1). — i T, est exact & droite (vesp. a gauche), alors, pour tout mor-
phisme g :Y'>Y, T est exact & droite (vesp. & gauche). La réciproque est vraie lorsque le

morphisme g est fidelement plat.
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La premiére assertion est conséquence immédiate de (7.6.1) et du fait que la
question est locale sur Y et Y’, d’aprés (7.7.5, ¢) et b)). Pour démontrer la seconde
assertion, il suffit de voir que pour tout yeY, Tfy est exact a droite (resp. & gauche),
en vertu de (7.7.10). Mais par hypothése, il existe 'Y’ tel que g(y') =y, et 0, est
un ¢,-module fide¢lement plat; la conclusion résulte alors de I’hypotheése et de (7.6.1).

Remarques (7.7.12). — (i) Sous les hypothéses de (7.7.4), supposons en outre
que Z, soit un complexe fini; alors il résulte de (7.7.1) (puisqu’on peut prendre pour
un recouvrement ouvert affine fini de X) que le bicomplexe C'(U, Z'®q A) est aussi
fini, et de fagon précise qu’il existe un ensemble fini E de couples, indépendant de M, tel
que C'(U, 97”‘®@Y.//{ )=o0 pour tous les couples (k, £)¢E. On en conclut qu’il existe ¢,
tel que, pour i>i,, on ait J(.#)=o0 pour fout Oy-Module quasi-cohérent .#. En
particulier, .7; est trivialement un foncteur exact en .# pour ces valeurs de 7, et par
suite (7.4.1), Z;(L,) est un A-module plat de type fini (donc projectif de type fini, puisque
A est noethérien) pour ces valeurs de 7. Considérons alors le complexe (L!) de A-modules
tel que L;=L, pour :<i, L; =Z;/(L,) et Li=o0 pour i>i et soit £, :f.’. II est
clair que (Lo M) =H (L ©o M) pour i<i—1 et aussi pour i>7 (les deux
membres étant alors nuls); enfin, comme Im(Z;®, M)=Im(L, ®, M) par définition,
on a aussi H (L O M)=H (L O M) pour i=i—1. On voit donc qu’on peut
supposer dans (7.7.4) que %, est aussi un complexe fini, a condition d’exiger seulement
que les &, soient des Oy-Modules localement libres (associés a des A-modules projectifs
de type fini).

Ce raisonnement s’applique en particulier au cas ot &, est réduit a un seul terme
F %0, de degré o (auquel cas J,(#)=R7"f(F®y.#)); on peut alors supposer
que les &, sont nuls pour i>o0; on utilisera de préférence dans ce cas les notations
cohomologiques, écrivant donc J 7 au lieu de 7.

(i) Lorsque dans I’énoncé de (7.7.5), on ne suppose plus que les &, sont Y-plats,
les conclusions restent valables a condition de poser cette fois

(7.7.12.1) T (M) =Torl(f, 1y; P., M).

P

En effet, Gorl:(f, 1y; 2., Oy) est alors un Oy-Module cohérent en vertu de (6.7.9).
La démonstration de (6.10.5) s’applique sans changement, compte tenu de (6.10.1)
et montre encore que lorsque Y =Spec(A) est affine, I'on a J (M) =H#,(ZL Qo #),
avec 2, zf., ou L, est un complexe de A-modules libres de type fini; cela prouve

notre assertion.

7.8. Application aux morphismes propres : II. Critéres de platitude coho-
mologique.

Définition (7.8.1). — Sotent X, Y deux préschémas, f:X—Y un morphisme quasi-
compact et séparé, P, un complexe de Oyx-Modules quasi-cohérents et Y-plats, T, le foncteur homo-
logique de Oy-Modules quasi-cohérents défini par (7.7.1.1), y un point de Y. On dit que P, est
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homologiquement plat sur Y au point p, en dimension p (ou cohomologiquement plat sur Y au point 3,
en dimension —p) s’il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que T ) =T " soit exact.
On dit que &, est homologiquement plat en dimension p sur Y (ou cohomologiquement plat en
dimension —p sur Y) 5’1l est homologiquement plat sur Y en tout point yeY, en dimension p.

Lorsque £, est homologiquement plat sur Y (resp. sur Y au point y) pour foute
dimension p, on dit simplement que &, est homologiquement plat sur Y (resp. sur Y au point »)
ou cohomologiquement plat sur Y (resp. sur Y au point p).

(7.8.2) Par définition, la notion de platitude homologique sur Y est locale sur Y.
Si Y est localement noethérien, ou un schéma, pour que £, soit homologiquement plat
sur Y en dimension p, il faut et il suffit que le foncteur 7, soit exact : la démonstration a
été faite dans le cas ot Y est localement noethérien au cours de la démonstration
de (7.7.5); le raisonnement est le méme (basé sur (I, 9.4.2) appliqué & un ouvert affine
dans un schéma quasi-compact) lorsque Y est un schéma.

Proposition (7.8.3). — Les notations et hypothéses étant celles de (77.8.1), les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) P, est homologiquement plat sur Y au point y en dimension p.

b) 1l existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que T et T}, soient exacts & droile.

c) 1l existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que T} et T,_, soient exacts & gauche.

d) 1l existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que T}, , est exact & droite et T 5 _, exact
a gauche.

Compte tenu de P'interprétation de 7, lorsque Y est affine, cela n’est qu’unc tra-
duction d’une partie de (7.3.3).

Proposition (7.8.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X —Y un mor-
phisme propre, P, un complexe de Ox-Modules cohérents et Y-plats limité inférieurement, T, le
foncteur défint par (7.7.1.1). Pour tout yeY, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) P, est homologiquement plat sur Y en y en dimension p.

b) Le foncteur T,¥ est exact.

c) 1l existe un entier n, tel que pour n= iy, on ait

(7-8.4.1) long T5¥(0,/m; ™) =long T,¥(k(y)).long O, /m;**
(ou il s’agit de longueurs de O, -modules).
d) Il y a un voisinage ouvert U de y tel que (ICTP(f, #*))| U soit isomorphe & un (Oy|U)-

Module de la forme (Oy|U)" et que, pour tout (Oy|U)-Module quasi-cohérent M, I’homomor-
phisme canonique

(7.8.4.2) (Je=*(f, 7*))| U)®q, |l — I7P(f, (7

U)@o, yl)
soit bijectif.

Lorsque ces conditions sont vérifides, on a en outre la propriété suivante :

- €) 1l existe un voisinage de v dans lequel la fonction z~>d,(z) (définie dans (7.7.5.1))
est constante.

De plus, st Y est réduit au point y (0;, 4.1.4), ) est équivalente aux autres conditions.
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En effet, la condition b) équivaut a dire que T;Jy et T;¥ | sont exacts  droite (7.3.3).
L’équivalence de a) et b) résulte alors de (7.7.10) et (7.8.3). Comme @,/m)*™* est
artinien, et que T;¥(0,/m} ") et T;¥(k(y)) sont des (0,/m"*')-modules de type fini (7.7.4),
donc de longueur finie, ’équivalence de 4) et ¢) résulte encore de (7.7.10) etde (7.3.5.7).
Le fait que a) entraine ¢), et lui est équivalente lorsque 0, est réduit, est conséquence
de (7.6.9). Enfin, a) entraine que (7.8.4.2) est bijectif en vertu de la définition (7.8.1)
etde(7.7.5); d’autre part, a) entraine que (JC~7( f, #*)), estun 0,-module plat (7.3.3, f)),
donc libre (0, 10.1.3), puisqu’il s’agit d’'un @,-module de type fini en vertu de (7.7.4);
puisque JE7(f, #*) est un Oy-Module cohérent (7.7.4), il est localement libre dans un
voisinage de y (0;, 5.2.7). Inversement, il est clair que d) entraine a) par définition du
foncteur I (7.7.2.2).

Proposition (7.8.5). — Sous les hypothéses de (7.8.4), les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) 2, est homologiquement plat sur Y en toute dimension i< p.

b) Pour i<p-1 les foncteurs I, sont exacts & droite.

c) Pour i>—p, les Oy-Modules JC'(f, P*) sont localement libres.

L’équivalence de a) et b) est triviale (7.8.3) et @) entraine ¢) en vertu de (7.8.4).
Inversement, supposons ¢) vérifiée; notons d’autre part qu'on a #;=o0 pour i<y,
(7.7.4), donc aussi J;=o0 pour i<i,. Tout point yeY a donc un voisinage affine
U=Spec(A) tel que T#(A) soit un A-module libre pour i< p; en vertu de (7.3.7),
on en conclut que 7 Y=T% est exact pour i< p.

Nous allons surtout appliquer les critéres de platitude cohomologique au cas ou
le complexe 2, est réduit a un seul Ox-Module cohérent F plat sur Y, pris égal a £;
rappelons que 'on a alors 7, (#)=R7"f (F O, .A).

Proposition (7.8.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un mor-
phisme propre et plat, y un point de Y ; désignons par X, la fibre f~'(y) =X®yk(y). Supposons
que T'(X,, @Xy) =R soit une k(y)-algebre séparable (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 5)
autrement dit composée d’un nombre fini d’extensions séparables de degré fini de k(y). Alors Ox est
cohomologiquement plat sur Y au point y en dimension o.

En vertu de (7.8.4), on peut se borner au cas ou Y est le spectre de ’anneau
local A=0,; I'hypothése que f est plat entraine J_,=o, donc on voit déja que Tj
est exact & gauche et tout revient a voir qu’il est exact a droite; en vertu de (7.7.10 ¢)),
on est méme ramené au cas o A=0, est artinien. Soit k£’ une extension finie de k()
qui soit un corps neutralisant de R, de sorte que R®,, k" est composée directe d’un
nombre fini de corps isomorphes a £’. On sait qu’il existe un homomorphisme local de A
dans un anneau local A’, faisant de A’ une A-algebre libre finie sur A, et tel que le corps
résiduel de A’ soit isomorphe a £’ (0, 10.g.2). En vertu de (7.6.1), on est ramené a
prouver que T4 est exact 2 droite, autrement dit on peut supposer que R est composé
direct de m corps isomorphes a k( y). Notons maintenant le lemme élémentaire suivant :

Lemme (7.8.6.1). — Soit Z un espace annelé en anneaux locaux ; pour que Z. soit connexe,
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il faut et il suffit que Uanneau T'(Z, Oy) ne soit pas un produit de deux anneaux non réduits @ o.

Il est clair en effet que si Z est réunion de deux ouverts non vides disjoints, I'(Z, @)
est isomorphe au produit des deux anneaux I'(Z,, @;) et I'(Z,, @;) non réduits & o. Inver-
sement, dire que I'(Z, @,) est un tel produit équivaut a dire qu’il y a dans I'(Z, ¢,) un
idempotent s distinct de o et de 1; pour tout z€Z, s, est alors un idempotent dans @,,
donc égal a o ou 1. Mais il est clair que I’ensemble des z tels que s, = o0 est ouvert; d’autre
part, si s,=1, on a par définition s(z)=o0, donc l’ensemble des z ol 5,=1 est aussi
ouvert (0;, 5.5.2); d’ott la conclusion.

Il résulte de ce lemme que X, a exactement m composantes connexes X/ et que
(X, Ox:) =k(y) pour tout i. Comme A a été supposé local et artinien, son spectre est
réduit 2 un point, donc X et X, ont méme espace sous-jacent; X a donc m composantes
connexes X, telles que X=X ®y k(). On est ainsi finalement ramené au cas ou
R=EK(y); en vertu de (7.7.10, b)), on est ramené a prouver que ’homomorphisme
canonique I'(X, Ox)—T'(X, @Xy) est surjectif; mais cela est trivial, car le composé

'Y, 0y) =A - T'(X, ) - I'(X,, @Xy) = k()
est déja surjectif.
Corollaire (7.8.7). — Sous les hypothéses de (7.8.6), il existe un voisinage ouvert U de y
tel que :
1) f.(0x)|U soit isomorphe a un (Oy|U)-Module de la forme (Oy|U)™.

(i) Pour tout zeU, [’homomorphisme canonique

(f.(0x)).®e K(2) > T'(X,, Ox)

est byjectif.

(1) résulte de (7.8.6) et (7.8.4).

(ii) résulte de ce que I} est exact (pour U convenablement choisi), et de (7.7.5.3).

Corollaire (77.8.8). — Supposons vérifides les conditions de (7.8.6) et en outre que
rx,, 0Xy) =k(p). Alors il existe un voisinage ouvert U de y tel que I’homomorphisme canonique
Oy\U—f (0x)|U  soit bijectif.

En effet, il résulte de (7.8.7, (ii)) que l’entier m figurant dans (7.8.7, (i)) est
nécessairement égal a 1.

Corollaire (7.8.9). — Sous les hypothéses de (77.8.6), il existe un voisinage ouvert U de y,
un Oy-Module cohérent 2 (déterminé & isomorphisme unique prés) et un isomorphisme de foncteurs
en le Oy-Module quasi-cohérent M :

(7.8.9.1) RY(f (M) 3 Homo (2, H).

En effet, Phypothése entraine que 7 est exact pour un U convenable; il suffit donc
d’appliquer I’équivalence de (7.7.5,4a)) et (7.7.5,4)) au cas p=o0 et en prenant
pour 2, le complexe réduit a son terme de degré o égal & Oy.

Remarques (i7.8.10). — (i) Sous les conditions de (77.8.6), considérons la factorisation
de Stein de f (4.3.3)

i g

X>Y SY
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avec Y'==Spec(f (0x)); le morphisme fini g est alors tel que g (0y,) =f.(Ox) soit locale-
ment libre au voisinage de y, et sa fibre en y est le spectre d’une algébre séparable sur k( y)
(I, 1.5.1). Nous en déduirons au chap. IV qu’il y a un voisinage ouvert U de y dans Y
tel que pour la restriction g~'(U) —U de g, toute fibre g7*(z) (ot zeU) soit spectre d’une
algébre séparable sur k(z) (c’est ce que nous appellerons un revétement étale de U); il
résultera alors de (7.8.7, (ii)) que I’hypothése faite sur le point y dans (7.8.6) est
vérifiée aussi en tous les points d’un voisinage de j.

(ii) Nous verrons au chap. V que, méme si X est projectif sur Y (et méme s’il est
en outre « simple » sur Y, propriété qui sera définie au chap. IV), le ¢;-Module 2
de (7.8.9) n’est pas nécessairement localement libre; en d’autres termes, Ox (sous ces
conditions) n’est pas nécessairement cohomologiquement plat en dimension I sur Y au
point y. Au chap. V, nous interpréterons 2 comme le faisceau des 1-différentielles du
schéma de Picard de X par rapport a2 Y le long de la section unité.

7.9. Application aux morphismes propres : IIL. Invariance de la caractéristique
d’Euler-Poincaré et du polynéme de Hilbert.

(7.9.1) Soient A un anneau, M un A-module projectif de type fini; rappelons
Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 5, n® 2) qu’il revient au méme de dire que le Ox-Module
4 P 5 q q

associé M sur X = Spec(A) est localement libre de type fini. Pour tout peSpec(A) on appelle
rang de M en p et on note rang,(M) le rang du A -module libre M, (ou encore le rang

en p du Ox-Module localement libre ﬁ) On a donc
(7.9.1.1) rang,M = rang,(M,)) = rang,,(M®, Ek(p)).

Proposition (77.9.2). — Soit P, un complexe fini de A-modules projectifs de type fini, et
pour tout A-module M, soit T, (M)=H_ (P.®, M). Alors, pour tout peSpec(A), on a

(7.9.2.1) Z(— 1) rangy, T;(k(p)) =2 (— 1)'rang,(P;).

En effet, on a par définition T,(k(p)) =H;(P,®, k(p)) et, compte tenude (7.9.1.1),
la formule (7.9.1.2) n’est autre que I'invariance de la caractéristique d’Euler-Poincaré
d’un complexe fini d’espaces vectoriels de dimension finie par passage a I’homologie

(0, 11.10.2).
Corollaire (77.9.3). — La fonction

p->E (— 1)} rang, Ti(k(p))
est localement constante dans Spec(A).

Théoréme (7.9.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un mor-
phisme  propre, P, un complexe fini de Ox-Modules cohérents et Y-plats. St Pon  pose
T (M) =3C(f, P M) (cf. (7.7.1.1)) la fonction
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(7.9-4.1) =2 (—1) rang,, Ty(k())

est localement constante dans Y.

On peut se borner au cas ot Y = Spec(A) est affine d’anneau A noethérien. Comme le
complexe 2, est fini, on sait (7.7.12, (i)) qu'on a F (M) =H (L Oo M), ot £, =T.)
L, étant un complexe fini de A-modules projectifs de type fini. Le théoréme résulte alors
de (7.9.3).

(7-9.5) Sous les conditions de (7.9.4), la fonction (77.9.4.1) est constante lorsque Y
est connexe. Lorsque Y est connexe et non vide, on désigne la valeur unique (entiére)
de (7.9.4.1) par EP(f, Z,) ou EP(Y, 2,), ou simplement EP(#) s’il ne peut en résulter
de confusion, et ’on dit que cet entier est 1a caractéristique d’Euler-Poincaré de &, relative-
ment a f (ou 2 Y). Dans le cas général, on notera aussi EP(f, 2,; ) ou EP(Y, Z,; ») ou
EP(Z, ;) le second membre de (7.9.4.1).

(7.9.6) Sous les hypothéses de (7.9.4) relativement & X, Y et f; soit
0P 5P 5P >0
une suite exacte de complexes finis de Ox-Modules cohérents et Y-plats, les homomor-

phismes u et v étant de degrés pairs 2d, 2d’ respectivement. Comme 7, est un foncteur
homologique (7.7.1), on a une suite exacte d’homologie

TP k()) > T 30(P.s (D)) =T poq100( P k(D)) > T (P, k(D) ~. ..

n’ayant d’ailleurs qu’un nombre fini de termes. En écrivant que la caractéristique d’Euler-
Poincaré de ce complexe est nulle (0, 11.10.1), il vient aussitot

(7.9.6.1) EP(Z,;y) =EP(Z;5) +EP(Z; )

pour tout yeY. Or, si par exemple Z,=(%,) avec £;=o0 pour i<o0, on a la suite
exacte de complexes

eee >0 >0 —>0—>0— ...

Lol

e >0 >0— P P, > ...

Ll

0Py > P> Py > .

bbb

.0 —>P;>0—>0— ...

A

ee >0 >0—>0-—>0— ...

les fleches verticales non nulles étant les automorphismes identiques; on peut appli-

quer (7.9.6.1) a cette suite exacte, d’ol1, par récurrence sur la longueur de £, la
formule

(7.9.6.2) EP(Z,; y) =Z(—1)'EP(Z;; »)
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o, pour tout Ox-Module cohérent &, plat sur Y, on désigne par EP(%; ») (ou EP(f, & ;)
ou EP(Y, &#; »)) la fonction EP(2,; y) correspondant au complexe 2, dont le seul terme
%+ 0 est de degré o et égal 3 #. On voit donc qu’on peut se ramener a étudier les carac-
téristiques d’Euler-Poincaré de complexes réduits & un seul terme.

Proposition (77.9.7). — Sous les hypothéses de (77.9.4), soient Y' un préschéma localement
noethérien, g :Y'—Y un morphisme, X' =XxyY', f'=fy,: X' =>Y', P, le complexe fini
P B Oy, de Ox-Modules; P est formé de Ox,-Modules cohérents et Y'-plats, et pour tout
yeY' ona
(7.9-7-1) EP(Z; ) =EP(Z,; 2())-

Les Oy-Modules &; étant images réciproques des &; par la projection X' —»X
sont cohérents, ils sont Y’'-plats en vertu de (0;, 6.2.1) et (1.4.14.5), la question étant
locale sur X, Y et Y’; enfin, on sait que f est propre (IL, 5.4.2), donc le premier membre
de (7.9.7.1) est défini. La formule (7.9.7.1) résulte alors de (6.10.4.2), (7.7.2) et
du lemme (7.6.7), en se ramenant, comme on peut toujours le faire, au cas ot Y et Y’
sont affines.

Proposition (77.9.8). — Supposons vérifies les hypothéses de (7.9.4) et en outre qu’il
existe un entier 1, tel que Ty(I(y)) =0 pour i+ i, et tout yeY. Alors T, (Oy) =H""(f, P)
est un Oy-Module localement libre, dont le rang en yeY est égal ¢ (—1)"EP(f, Z.;7).

Remarquons d’abord que les hypothéses de (7.4.4) sont vérifiées par les T}V,
donc (7.4.%) leur est applicable, et ’hypothése entraine que T¢¥ est nul pour i=i, en
vertu de (7.5.3); en raison de (7.3.3), Z; est donc aussi exact, et par suite (7.8.4),
H=(f,P) est localement libre et son rang en un point yeY est

rang,, T, (k(»)) =EP(f, Z.;)

par définition, puisque T;(k(y)) =o0 pour i+1,.

Corollaire (7.9.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X-—>Y un mor-
phisme propre, F un Ox-Module cohérent et Y-plat; on suppose qu’il existe un entier i, tel que
H(f~Y(y), F®o k() =0 pour tout i+i, et tout yeY. Alors R*f(F) est un Oy-Module
localement libre, dont le rang en y est égal @ (—1)"EP(f, F;).

En particulier :

Corollaire (77.9.30). — Sous les conditions préliminaires de (7.9.9) pour X, Y et F,
supposons que Pon ait Rf (F)=o0 pour tout i>o. Alors f(F) est un Oy-Module localement
libre, dont le rang en y est égal a EP(f, F ;).

Il suffira, en vertu de (7.9.9) de prouver le lemme suivant :

Lemme (7.9.10.1). — Sous les hypothéses de (77.9.10), ona H'(f~(), F O, k() =0
pour tout i>o0 et tout yeY.

En effet, on peut se borner au cas ot 'Y =Spec(A) est affine. Avec les notations
de (7.9.4), et 2, étant réduit a son terme de degré o égal & &, on a en effet J,(0y)=o0
pour p<o par hypothése; on conclut de (7.3.7) que 7, est exact pour p<o, et le lemme
résulte alors de 1’équivalence de (7.7.5,a)) et (7.7.5,4)).
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Proposttion (77.9.xx). — Les hypothéses étant celles de (7.9.4), soit £ un Ox-Module
tnversible trées ample pour Y, et posons P (n) 29@@){3@" pour tout neZ. Alors, pour tout

yeY, la fonction
(7.9.11.1) n—>EP(f, Z (n); )

est un polyndme a coefficients dans Q , qui est le méme pour tous les points d’une méme composante
connexe de Y.

Il est clair que &, (n) est un complexe de Oy-Modules Y-plats. En vertu de (7.9.6.2),
on peut se borner au cas ot &, est réduit a un seul terme % = o de degré o; en outre,
comme il s’agit de questions locales sur Y, on peut supposer Y affine et f projectif
(I, 5.5.3); posons X, =f"%(y), et soit Ly=ZOq k(y), qui est un @Xy-Module tres
ample (I, 4.4.10); en vertu de (7.7.2), on a, pour le foncteur 7, relatif au complexe
2,(n), Ty(k(y) =HX,, ZLL" (o0 F, = f@eyk(y)); d’ott résulte que
EP(f, #(n);») n’est autre que la caractéristique d’Euler-Poincaré y, (&, (n)) définie
dans (2.5.1); le fait que (7.9.11.1) soit un polyndéme résulte alors de (2.5.3); en outre,
pour chaque n, sa valeur est constante dans une composante connexe de Y (7.9.4),
ce qui achéve la démonstration.

Nous désignerons par PH( f, Z,; y) ou PH(Z, ; ») le polynéme (7.9.11.1), a coefli-
cients rationnels, et nous dirons que c’est le polyndme de Hilbert en y relatif & 2, fet &
(ou simplement le polyndme de Hilbert en y de &,, ou de f, s’il n’en résulte pas de confu-
sion); lorsque Y est connexe non vide, on supprime la mention de y dans la notation
et la terminologie. L’invariant ainsi obtenu jouera un réle essentiel au chap. V, dans
la théorie des « modules » des faisceaux cohérents quotients d’un faisceau cohérent donné,

(7.9.12) Avec les notations de (7.9.6) et (7.9.11), on a

(7.9.12.1) PH(Z,;y) =PH(Z,; ) +PH(Z.; y)

et en particulier

(7.9.12.2) PH(2, ;) =3 (—1)PH(Z,;);

cela résulte trivialement de (7.9.6.1) et (7.9.6.2). De méme, avec les notations et
hypothéses de (7.9.7), on a

(7.9.12.3) PH(Z.; ") =PH(Z,; ¢( ).

La formule (7.9.12.2) raméne 1’étude des polynémes de Hilbert d’un complexe
a celle des polynémes de Hilbert d’un seul Ox-Module Y-plat. Ces derniers admettent
une interprétation remarquable indépendante de considérations homologiques :

Corollaire (77.9.13). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—Y un morphisme
propre, & un Ox-Module inversible tres ample pour Y, F un Og-Module cohérent et Y-plat. I
extiste un entier n, lel que pour n>ny, f (F(n)) soit un Oy-Module localement libre, de rang en
yeY égal a PH(f, F;)(n).

Comme le morphisme f est projectif (I, 5.5.3), il existe n, tel que pour nzn,
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on ait R¥f (% (n))=o0 pour tout i>o0 (2.2.1); la conclusion résulte donc de (7.9.10).

Le critére de platitude suivant sera important dans la théorie des « modules » des
faisceaux cohérents du chap. V :

Proposition (7.9.14). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—Y un morphisme
projectsf, & un Oyx-Module inversible ample pour f, et posons F(n) = F QL™ pour tout Ox-
Module F et tout neZ. Pour quun Ox-Module cohérent F soit Y-plat, il faut et il suffit qu’il
existe un entier n, tel que, pour tout n>n,, f (F (n)) soit un Oy-Module localement libre.

La nécessité de la condition se démontre comme dans (7.9.13) (le résultat de
(2.2.1) s’appliquant a un faisceau ample Z, puisque f est projectif). Pour démontrer
la réciproque, on peut se borner au cas out Y est affine d’anneau A; en vertu de I’hypo-
thése et de (2.2.2, (i), les A-modules I'(X, % (n)) sont de type fini et projectifs (Bour-
baki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, th. 1). Soit S I’anneau gradué nE;)OF(X, &£, on

sait que X s’identifie canoniquement & Proj(S) (II, 4.5.2, (b) et 5.4.4). Soit
M= @ I'(X, #(n)); remplacant au besoin .# par une puissance .Z®% on peut supposer

o

que S est engendré par un nombre fini d’éléments de degré 1 (2.3.5.1), et il résulte
alors de (H, 2.7.5 et 2.7.2) que & s’identifie a ZProj,(M). Pour tout élément homogéne
geS de degré >o, on a donc I'(X,, #)=M,,; or, M, somme directe de A-modules
projectifs, est un A-module plat, donc il en est de méme de M, (0;, 6.3.2), et par suite
aussi de M, qui est un facteur direct de M, (0;, 6.1.2). On en conclut (1.4.14.5)
que Z est Y-plat en tout point de X , et comme les X, recouvrent X, la proposition
est démontrée.

(A suivre.)
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ERRATA ET ADDENDA
(Liste 2)

A) Erreurs typographiques

(0;, 3.2.1) Ligne 2 de la p. 27, remplacer X par U.

(0;, 3.2.6) Ligne 1 du bas de la p. 27 et ligne 1 de la p. 28, remplacer (g fois)
9, par .

(0;, 3.4.5) Ajouter une parenthése devant 3.4.5).

(0;, 4.2.1) Ligne 10 de la p. 39, remplacer ¢ (A) par ¢ (7).

(0;, 5.1.3) Ligne 16 de la p. 45, remplacer % |V par & |U.

(0;, 5.3.9) Ligne 12 de la p. 48, avant « telle que », ajouter : au-dessus d’un
voisinage ouvert U de x.

(0;, 7.6.9) Ligne 3 du bas de la p. 73, remplacer J, par J,.

(I, 1.1.15) Ligne 3 de la p. 83, remplacer a par a#A.

(I, x.4.1) Ligne 2 du bas de la p. go, remplacer N par N.

(I, 2.3.1) Ligne 3 de la p. 101, remplacer (0, 4.1.6) par (0, 4.1.7).

(I, 2.3.2) Ligne 11 de la p. 101, remplacer B par B, et C par C,.

(I, 2.5.5) Ligne 19 de la p. 104, remplacer S-morphisme par S-préschéma.

(I, 3.3.7) Ligne 17 de la p. 109, remplacer Y, par Y.

(I, 3.4.5) Ligne g de la p. 113, remplacer s par s.

(I, 3.4.8) Ligne 4 de la p. 114, remplacer p(x) par f(x).

(I, 3.5.1) Ligne 3 de la p. 115, remplacer 1xXg par Iy Xg.

(I, 3.7.2) Ligne 8 de la p. 119, remplacer le premier X par X'.

(I, 4.2.2) Ligne 8 de la p. 123, dans la fléche verticale de gauche du diagramme,
remplacer oy, par py,.

(I, 4.4.3) Ligne 16 de la p. 126, remplacer isomorphee par isomorphes.

(I, 4.5.5) Ligne 17 du bas de la p. 127, remplacer (4.2.4) par (4.2.5).

(I, 5.1.4) Ligne 14 du bas de la p. 128, remplacer (2.1.7) par (2.1.8).

(I, 5.3.13) Ligne 20 de la p. 134, remplacer (4.2.4) par (4.2.5).

(I, 6.4.2) Ligne 1 du bas de la p. 147, remplacer recouvrement par recouvre-
ment fini.

(I, 9.1x.13) Ligne 15 de la p. 171, remplacer p~'(F) par p'(F).

(I, 9.5.1x) Ligne 7 de la p. 179, remplacer Y par Y'.

(I, 9.6.5) Ligne 17 du bas de la p. 180, remplacer (0, 4.1.4) par (0, 4.1.3).

(I, 10.12.2) Ligne 14 du bas de la p. 206, remplacer (X,)s, par (X,)g -
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(I), Index terminologique : Ligne 6 du bas de la p. 219, remplacer 0, 4.1.4
par 0, 4.1.5. Lignes 16, 17, 18 du bas de la p. 222, remplacer I, 2.1.7 par I, 2.1.8;
ligne 19 du bas de la p. 222, remplacer I, 2.1.8 par I, 2.1.7.

(IL, x.5.2) Ligne 17 de la p. 12, insérer un f & c6té de la fleche verticale de
gauche du diagramme.

(IL, 4.2.7) Ligne 16 du bas de la p. 75, remplacer (I, 2.1.14) par (I, 2.1.13).

(I, 5.2.1) Ligne 16 du bas de la p. 97, remplacer X— U par U. Ligne 8 du bas
de la p. 97, remplacer X' par X,.

(II, 5.3.6) Ligne 16 de la p. 100, remplacer (4.6.18) par (4.6.17).

(I, 6.2.7) Ligne 9 du bas de la p. 116, remplacer chap. V par chap. IV.

(I, 6.6.5) Ligne 15 du bas de la p. 132, remplacer chap. V par chap. IV.

(IT, 7.4.12) Ligne 1 de la p. 151, remplacer chap. V par chap. III.

(II, 8.1.4) Ligne 15 de la p. 154, remplacer (III, 2.5.8) par (I, 2.3.7).

(IT, 8.10.5) Ligne 17 du bas de la p. 187, remplacer g, par g;,.

(0;;, 10.2.7) Ligne 1 de la p. 20, remplacer u-adique par n-adique. Ligne 13
du bas de la p. 20, remplacer £ par £;.

(O;r> xx.x.1) Ligne 18 de la p. 23, remplacer Im{(d? "7~ "*!) par Im(d?~ """~ 1).

(0, 1x.8.6) Ligne 14 du bas de la p. 45, remplacer les fleches — par ~> (4 fois).

(01, 12.3.4) Ligne 4 de la p. 61, remplacer = par —.

(0;;, 13.2.4) Ligne 2 du bas de la p. 67, remplacer l_1§ par h(_m (2 fois).

(I, 1.x.7) Ligne 15 de la p. 85, remplacer A" par A(A") (2 fois).

(III, x1.2.4) Ligne 7dela p. 84, remplacer I'(U, #) par I'(U, 0x) et remplacer ¥
par Z. Ligne 8 de la p. 87, remplacer H?(U, ¥) par H?(U, F).

(III, 2.5.9.1) Ligne g dela p. 111, remplacer n>0 par n>o. Ligne8delap. 111,
remplacer —r<n<o par —r<n<o.

(III, 3.x.2) Ligne 13 de la p. 116, remplacer 4 par $eK'.

(III, 4.3.6) Ligne 7 de la p. 133, remplacer K’=K®AA par K’DK@AA.
Ligne 16 de la p. 133, remplacer R(X) par R(Y).

(II, 4.4.12) Ligne 10 de la p. 138, remplacer chap. V par chap. IV.

(I, 4.6.6) Ligne 19 de la p. 142, remplacer « chap. V » par « dans un para-
graphe ultérieur ».

B) Modifications de texte (1)

(Err;;, 1) Dans (0, 5.1.3), ligne 18 de la p. 45, remplacer « somme directe »
par « somme directe finie ».

(Err;, 2) Dans (0, 5.4.3), lignes 8 & 4 du bas de la p. 49, remplacer depuis
« Dans le cas général... » par le texte suivant :

Dans le cas général ol X est un espace annelé tel que ¢, soit un anneau local pour

(Y) Pour faciliter la recherche des références, les modifications appartenant 4 la liste d’errata insérée dans
le chapitre N seront désormais désignées par Erry suivi d’'un numéro.
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tout xeX, si & est un Ox-Module de type fini tel qu’il existe un Ox-Module F pour
lequel Z®, F soit isomorphe & Ux, le raisonnement précédent montre que pour
tout xeX, Z, est isomorphe & 0,. On en déduit que £ est alors inversible. En effet,
pour tout x€X, soient U un voisinage ouvert de x tel que £|U soit engendré
par n sections s;(1<i<n) au-dessus de U (5.2.1). On peut supposer par exemple
que s=s; est telle que s,#+ 0, et comme £, est isomorphe a 0,, il existe pour chaque ¢
une section t; de Ox au-dessus d’un voisinage ouvert V,cU de x telle que (%),s,= (s;)

T

3
Il y a par suite un voisinage ouvert Vc NV, de x tel que £s=s; dans V, autrement
i=1

dit Z|V est engendré par unique section s| V. En outre, si z est une section au-dessus
d’un ouvert WcV du noyau de I’homomorphisme 0x|V-—>2|V defini par s (5.1.1),
z, annule %, pour tout yeW, donc z,=o0 par hypothése et par suite z=o0, ce qui
achéve de prouver notre assertion. De plus, la considération du produit tensoriel
¥ FL®F montre aussitbt que F est isomorphe a L.

(Erry;, 3) Dans (0, 7.2.4), il faut imposer la condition que les puissances J"
sont des idéaux fermés dans ’anneau admissible A pour que la proposition soit exacte.
La démonstration donnée est incorrecte, et ’énoncé rectifié résulte de Bourbaki, Top. gén.,
chap. III, g° éd., § 3, n° 5, cor. 1 de la prop. g. Il faut de méme supposer les J" fermés
dans A dans les énoncés (0;, 7.2.5) et (0;, 7.2.6).

(Erry;, 4) Apres la proposition (I, 2.2.5), ajouter : avec les notations de (I, 2.2.5),
si 3 est un idéal de A, on note JF le sous-Ox-Module ’53" défini dans (0, 4.3.5).

(Erry, 5) Dans (I, 3.4.5), ligne 1 du bas de la p. 112, remplacer « un corps K »
par « un corps algébriquement clos K ». Ligne 1 de la p. 113, remplacer « extension » par
« extension algébriquement close ». Lignes 1 a 4 de la p. 113, remplacer depuis « K sera
appelé... » par le texte suivant :

Pour tout point de X & valeurs dans un corps K, K sera appelé le corps des valeurs
du point correspondant, et si x est la localité de ce point on dit encore que ce dernier
est localisé en x. On définit ainsi une application X(K)—>X, faisant correspondre a un
point a valeurs dans K sa localité.

Lignes 7 et 16 de la p. 113, supprimer « géométrique »; lignes 10 et 13 de la p. 113,
supprimer « géométriques ». Lignes 10 et 11 du bas de la p. 115, supprimer « géométrigue ».

(Erry;;, 6) A la fin de la démonstration de (I, 3.6.1), ligne 12 du bas de la p. 117,
ajouter : Si 'on pose X’'=XXySpec(d,/a,), alors, pour tout point xeX’, identifié
par p 2 un point de X, on a 0. ,=0x ,/a,0x ,. La question étant en effet locale sur X
et Y, on peut supposer que X =Spec(B), Y=Spec(A), et 'on a (B/qB),=B,/aB,
par platitude (0, 1.3.2).

(Err;y, 7) Dans (I, 5.1.1), ligne 3 du bas de la p. 127, remplacer « Ox-Module
quasi-cohérent » par « Idéal quasi-cohérent de 9B ».

(Erry;, 8) Aprés (I, 5.1.10), ligne 16 de la p. 131, ajouter :

Remarque (5.1.11). — Une légere adaptation du raisonnement fait dans (5.1.9)
montre que la conclusion reste valable sans supposer a priori que X soit un préschéma, mais
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en supposant seulement que (X, @) soit un espace annelé en anneaux locaux, ¢ un
Idéal de O tel que #"=o0, que Pespace annelé X, = (X, O/ #) soit un schéma afline
et enfin que les Idéaux #*/ #* ' soient des Ok -Modules quasi-cohérents. Il suffit en effet
d’utiliser (1.8.1) (cf. (Erry)) au lieu de (2.2.4) dans le raisonnement.

(Erryy, 9) Dans (I, 5.3.1), ligne 11 de la p. 132, insérer, aprés « ou Ag », « ou A,
si ¢ :X—>S est le morphisme structural ».

(Erry;, 10) Dans (I, 5.3.9), la démonstration est insuffisante, car elle ne prouve pas
que Ax(X) soit localement fermé dans X Xy X. Pour avoir une démonstration correcte,
il suffit d’utiliser (4.2.4, a)) : pour tout xeX et tout voisinage affine U de x dans X,
U XU est un voisinage affine de Ax(x); compte tenu de (5.3.16) (dont la démonstration
n’utilise que la définition (5.3.1.1)), on est ramené 4 démontrer (5.3.9) lorsque
S=0Spec(B) et X =Spec(A) sont des schémas affines; il est clair alors en vertu
de (5.3.1.1) que Ay correspond 4 I’homomorphisme canonique A®z;A—>A qui trans-
forme x®y en xy; cet homomorphisme étant surjectif, Ay est dans ce cas une immersion
fermée (4.2.3), ce qui achéve la démonstration.

(Erry;, 1) Dans (I, 7.1.15) et (I, 7.1.16), lignes 7 et 15 du bas de la p. 158,
supprimer « géoméiriques ».

(Erry;, 12) Remplacer (I, 7.4.7) par : On étend (par abus de langage) les
définitions de (7.4.1) au cas out X est un préschéma réduit dont tout point admet un
voisinage ouvert n’ayant qu’un nombre fini de composantes irréductibles; il résulte alors
de (7.3.4) et (7.4.6) que, pour un Ox-Module quasi-cohérent de type fini &, dire
que F est un fai&ceau de torsion équivaut a dire que Supp(F) ne contient aucune composante
irréductible de X.

(Err;, 13) Dans (I, 10.11.7), lignes 17 a 23 de la p. 205, la fin de la démons-
tration depuis « Reste & prouver... » est inutile en vertu de (10.11.6), les faisceaux consi-
dérés étant cohérents par (0, 5.3.5).

(Erry;, 14) Dans (II, 1.7.8), apres la ligne 10 du bas de la p. 16, ajouter :
lorsque & =03, on écrit aussi V§ au lieu de V(&); si en outre S=Spec(A) est affine,
on écrit Viaulieude V§;ona V;=_Spec(A[T,, ..., T,]) olulesT;sontdesindéterminées.

(Err;y, 15) Dans (II, 1.7.10), ligne 10 de la p. 17, supprimer « géométriques »;
lignes 12 et 16-17 de la p. 17, supprimer « géométrique ».

(Erry;, 16) Dans (I, 1.7.12), ajouter : On pose de méme :

(Erry;, 17) Dans (II, 4.2.6), ligne 7 de la p. 75, supprimer « géométriques »;
ligne 8 de la p. 75, supprimer « géométrique ».

(Erry;, 18) Dans (II, 4.6.13), ligne 7 de la p. 92, le raisonnement doit étre précisé,
car avec les notations de (4.4.10), il faut ici prouver que I'immersion I est quasi-
compacte, afin d’appliquer (i bis). En vertu de (4.6.4), pour prouver que % est ample
relativement a f, on peut se borner au cas ou Y est affine. Notons d’autre part que dans
chacune des hypothéses de (v), f est quasi-compact (I, 6.6.4). D’autre part, si g est
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séparé, I'; est une immersion fermée (I, 5.4.3) donc quasi-compacte (I, 6.6.4). Si au
contraire X est Jocalement noethérien, comme Y est affine et f quasi-compact, Pespace
sous-jacent & X est quasi-compact, donc noethérien, et on peut de nouveau appliquer
(I, 6.6.4) pour prouver que I'; est quasi-compacte.

(Err;;;, 19) L’énoncé de (II, 5.2.2) est incorrect, les conditions 4), ¢) et ¢’) n’étant
pas locales sur Y lorsqu’on ne sait pas si pour un ouvert U de Y, un (Ox|f~'(U))-Module
quasi-cohérent est restriction 2 f~’(U) d’un Ox-Module quasi-cohérent. Il faut donc
remplacer dans la ligne 16 de la p. 98 « Soit f: X—Y un morphisme séparé quasi-compact »
par : « Soient X, Y deux préschémas tels que X soit un schéma ou que Pespace sous-jacent & X soit
localement noethérien, et soit f: X—Y un morphisme quasi-compact. » Dans la démonstration,
on observera que les hypothéses entrainent que f est séparé lorsqu’on suppose que X est
un schéma, en vertu de (I, 5.5.5 et 5.5.8); on peut donc appliquer (I, g9.2.2) dans
les deux cas.

(Err;;, 20) Dans (II, 6.2.3), ajouter, apres la ligne 18 du bas de la p. 115 :
On dit qu’un morphisme f: X—Y est quasi-fini en un point x€X s’il existe un voisinage ouvert
affine V de y= f(x) etun voisinage ouvert affine U de x tels que f(U)CV et que le morphisme U~V
restriction de f soit quasi-fini. On dit qu'un morphisme f: XY est localement quasi-fini 5’1l
est quasi-fini en tout point de X.

(Err,;, 21) Dans (II, 6.4.3), la démonstration est incorrecte, les éléments d’un
sous-A-module de type fini de K n’étant pas nécessairement entiers sur A. Remplacer
les 9 derniéres lignes de la p. 121 par le texte suivant : Comme on peut supposer que E
est sans torsion, donc fidéle, E est aussi un A[u]-module fid¢le (A étant plongé dans
Panneau des endomorphismes de E). Comme E est un A-module de type fini, il en résulte
que u est entier sur A (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 1, n° 1, lemme 1). On en conclut
immédiatement que les valeurs propres de u®1 (dans une cloture algébrique de K)
sont des éléments entiers sur A, et il en est donc de méme des o;(u).

(Erry;, 22) Dans (0, 9.1.1), ligne 18 du bas de la p. 12, supprimer « ouverte ».

(Erry;, 23) Dans (0, 11.7.3), ligne 10 de la p. 43, aprés C”, ajouter : tel que
pour tout objet projectif P de € (resp. tout objet projectif P’ de €’) le foncteur
A'~T(P, A’) (resp. A~T(A, P’)) soit exact dans C’ (resp. C).

(Erry;, 24) L’énoncé de (0, 13.7.7) est inexact, et doit étre modifié comme
suit : ligne 6 de la p. 78, supprimer « ez (R**'T(A;)),cz »; ligne 7 de la p. 78, remplacer
« R'™T(A) est un S-module de type fini» par « R""T(A) et R'"™"T'T(A) sont des S-modules de
type fini »; lignes 12-13 de la p. 78, supprimer « et p+¢=mn+ 1». Dansla démonstration,
ligne 23 de la p. 78, supprimer « et pour n4-1 ».

(Erry;, 25) Dans (IIN, 1.4.15), ligne 6 du bas de la p. 92, remplacer « de type fini »
par « quasi-compact ».

(Erry;, 26) Dans (III, 2.2.4), ligne 1 de la p. 1ro2, remplacer « que les supports
de F et de A soient propres sur Y » par « que le support de Im(F —F) soit propre sur Y ».
Dans la démonstration, remplacer le texte des lignes 10 2 16, depuis « Cela étant... »,

par :
221




90 A. GROTHENDIECK

Posons ¥, =Im(F %) =Ker(¥—>H#), qui est cohérent. Comme on a la suite
exacte 0—>¥,(n)—>%(n)—>H#(n) et que le foncteur f est exact a gauche, la suite
0—>f (9,(n)) —~f (% (n))—~f (H#(n)) est exacte pour tout z, et il suffit donc de montrer
que, pour 7 assez grand, la suite f (F(n))—>f. (% (n)) >0 est exacte. Autrement dit,
on peut se borner au cas ou # =0 et ou le support de ¥ est propre sur Y, donc fermé
dans Z. (I, 5.4.10); %'=1i (%) est par suite un @;-Module cohérent tel que ¥'|X=¥.
On sait (I,9.4.3) qu’il existe un O@z-Module cohérent F' tel que F'|X=%.
En outre, comme X est ouvert dans Z et Supp(¥9)cX fermé dans Z, il est immédiat
que 'on définit un homomorphisme surjectif ' : F'>%' de faisceaux tel que u'|X
soit ’homomorphisme surjectif donné u:%# —>%, en prenant u'|U=o0 pour tout
ouvert U de Z ne rencontrant pas Supp(¥9) et u'|U=u|U pour tout ouvert UcX.
Cela étant, on voit comme au début de la démonstration de (2.2.2) que ’on peut se
borner au cas ot Y est affine, et il s’agit donc de montrer que, pour n assez grand,
PPhomomorphisme I'(x) : I'(X, #(n)) >T'(X, F(n)) est surjectif. Or, on a le diagramme

commutatif
T(u')

NZ, #'(n) — T(Z, % (n))

\
"X, #(n)) e "X, 9(n))

ol v et w sont les homomorphismes de restriction. La définition de ¥’ montre en outre
que w est bijectif; par ailleurs, en vertu de (2.2.3), I'(«’) est surjectif pour n assez grand,
donc il en est de méme de T'(u).

(Exrryy, 27) Dans (I, 2.2.5), aprés la ligne 7 du bas de la p. 102, ajouter :

(iii) Sous les hypothéses de (2.2.4) concernant X, Y, fet %, il est immédiat que
si # est un Ox-Module cohérent dont le support est propre sur Y, un raisonnement ana-
logue a celui de (2.2.4) montre qu’il existe un entier N tel que pour z»>N, on ait
Rf.(#(n)) =0 pour tout 7>o0. On en conclut, par la suite exacte de cohomologie,
que si u: % —>% est un homomorphisme de Ox-Modules cohérents tel que Ker(u) et
Coker(u) aient leurs supports propres sur Y, alors il existe N tel que pour =n>N,
’homomorphisme correspondant R, (F (r)) —>Rf,(¥(n)) soit bijectif pour tout i>o.

(Erry;, 28) Dans (III, 4.4.9), ligne 17 du bas de la p. 137, remplacer « Soient Y
un préschéma intégre localement noethérien » par « Soient X et Y deux préschémas intégres localement
noethériens » ; ligne 16 du bas de la p. 137, remplacer « de type fini » par « localement de type
fini ». La démonstration est essentiellement inchangée, f~'(y) étant localement de type
fini sur k(y), donc encore discret.

(Erry;, 29) dans (I, 9.3.4), ligne 19 du bas de la p. 173, remplacer « noethérien » par
« quasi-compact »; lignes 18 et 19 du bas de la p. 173, remplacer « cohérent » par « quasi-
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cohérent de type fini ». Dans la démonstration, on se raméne au cas ou X = Spec(A), F = 1\~/I,

3\

ot M est un A-module de type fini, # :?5, ou J est un idéal de type fini de A ; le reste
du raisonnement est alors inchangé.

(Erry, 30) Dans (I, 9.3.5), remplacer les lignes 1 & 7 du bas de la p. 173 par le
texte suivant :

Proposition (9.3.5). — Soient X un préschéma, F un Ox-Module quasi-cohérent de type fini.
Alors il existe un sous-préschéma fermé Y de X, dont espace sous-jacent est égal & Supp(F ), et un
Oy-Module quasi-cohérent de type fini G tels que, st j: Y—>X est Uinjection canonique, F soit
isomorphe a j (¥).

Il suffira de montrer que ’Idéal ¢ de O, annulateur de %, est quasi-cohérent ; on
prendra alors pour Y le sous-préschéma fermé de X défini par ¢ (I, 4.1.2), et comme
FF =0, F estun (O] #)-Module et on répondra a la question en prenant ¥ =j" (F).
Pour voir que _# est quasi-cohérent, on peut (la question étant locale) se borner au cas ot

X =Spec(A), F =M, olt M est un A-module engendré par un nombre fini d’éléments x;
(1<i<r) ; I'Idéal £ est alors 'intersection des annulateurs des x;. Mais ’annulateur de x;
est le noyau de ’homomorphisme 0x—% correspondant a I’homomorphisme s~>sx; de A
dans M ; c’est donc bien un Idéal quasi-cohérent (I, 4.1.1) et toute intersection finie de
tels Idéaux est aussi un Idéal quasi-cohérent (I, 1.3.10).
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