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CHAPITRE O (suste) (%)

PRELIMINAIRES

§ 8. FONCTEURS REPRESENTABLES

8.1. Foncteurs représentables.

(8.x.x) Nous désignerons par Ens la catégorie des ensembles. Soit € une catégorie;
pour deux objets X, Y de €, nous poserons /x(Y)=Hom(Y, X); pour tout morphisme
u:Y—>Y’' dans C, nous désignerons par /x(u) I’application v~>su de Hom(Y’, X)
dans Hom(Y, X). Il est immédiat qu’avec ces définitions, Ay : C—Ens est un jfoncteur
contravariant, c’est-a-dire un objet de la catégorie, notée Hom(C’, Ens), des foncteurs
covariants de la catégorie €°, duale de la catégorie €, dans la catégorie Ens (T, 1.7, d)
et [29]).

(8.1.2) Soit maintenant w : X—X’ un morphisme dans C; pour tout YeC
et tout veHom(Y, X)=/4(Y), on a wveHom(Y, X') =/4(Y); désignons par £,(Y)
Papplication v~>wv de hg(Y) dans %y (Y). Il est immédiat que pour tout morphisme
u:Y—Y’' dans C, le diagramme

hy (u)

hx(Y') —— hx(Y)
Ry (Y') Ry(Y)

e (Y) —> hy(Y)

hx’ (u)

est commutatif; autrement dit, 4, est un morphisme fonctoriel hy—hy. (T, 1.2), ou encore
un morphisme dans la catégorie Hom(C’ Ens) (T, 1.7, d)). Les définitions de %y et
de £, constituent donc la définition d’un foncteur covariant canonique ’

(8.1.2.1) h : C—Hom/(C’, Ens).

(8.1.3) Soient X un objet de €, F un foncteur contravariant de € dans Ens
(objet de Hom(C’ Ens)). Soit g:hyx—>F un morphisme fonctoriel : pour tout Y eC>

(1) Pour faciliter la recherche des références, on renverra désormais aux paragraphes du chapitre o publiés
avec le chapitre I par le signe 0,.
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6 A. GROTHENDIECK Chap. o

8(Y) est donc une application Ax(Y)—F(Y) telle que pour tout morphisme u:Y-Y’
dans C, le diagramme
hx (w)

hx(Y') — hx(Y)
(8.1.3.1) y(Y')l jg(Y)

FY) — F(Y)

F(u)

soit commutatif. En particulier, on a une application g(X) : hx(X) =Hom(X, X)—~F(X),
d’ot un élément

(8.1.3.2) «(g) = (¢(X)) (1x) eF(X)
et par suite une application canonique
(8.1.3.3) o : Hom(kg, F) —F(X).

Inversement, considérons un élément £eF(X); pour tout morphisme »:Y—>X
dans ¢, F(v) est une application F(X)—F(Y); considérons I’application

(8.1.3.4) o> (F(2))(8)
de Ax(Y) dans F(Y); si on désigne par (B(£))(Y) cette application,
(8.1.3.5) B(E) : ix—~F

est un morphisme fonctoriel, car on a pour tout morphisme u:Y—>Y’ dans C,
(F(ou)) (&) = (F(v)oF(u))(E), ce qui vérifie la commutativité de (8.1.3.1) pour g=p(&).

On a ainsi défini une application canonique

(8.1.3.6) B:F(X)—>Hom/(ky, F).
Proposition (8.1.4). — Les applications o« et B sont des bijections réciproques une de
Pautre.

Calculons «(B(§)) pour EeF(X); pour tout YecC, (B(£))(Y) est Iapplication
g(Y) : v~ (F(2))(E) de hg(Y) dans F(Y). On a donc

2(B(8)) = (&(X)) (1x) = (F(1x)) (€) = 1px(8) =E.

Calculons maintenant B(«(g)) pour geHom(hy, F); pour tout Yec, (B(a(g)))(Y)
est Papplication v~ (F(v))((g(X))(1x)); en vertu de la commutativité de (8.1.3.1),
cette application n’est autre que v->(g(Y))((Ax(?))(1x)) = (g(Y))(v) par définition de
hx(v), autrement dit, elle est égale a g(Y), ce qui démontre la proposition.

(8.x.5) Rappelons qu’une sous-catégorie €' d’une catégorie C est définie par la
condition que ses objets soient des objets de C, et que si X', Y’ sont deux objets de ¢,
I’ensemble Homg, (X', Y’) des morphismes X'—Y’ dans €’ est une partie de I’ensemble
Homg(X’, Y’) des morphismes X’'—Y’ dans C, application canonique de « composition
des morphismes »

Homg (X', Y') xHome (Y', Z')—>Homg, (X', Z')
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§8 PRELIMINAIRES 7

étant la restriction de I’application canonique
Homg (X', Y') x Homg(Y’, Z') >Homg (X', Z7).

On dit que €’ est une sous-catégorie pleine de € si Homg (X', Y’') = Homg (X', Y')
pour tout couple d’objets de €’. La sous-catégorie €’ de € formée des objets de €
isomorphes aux objets de €’ est encore alors une sous-catégorie pleine de C, équivalente
(T, 1.2) a ¢’ comme on le vérifie sans peine.

Un foncteur covariant F :C,—C, est dit pleinement fidéle si, pour tout couple
d’objets X,, Y, de ¢,, 'application u—F(u) de Hom(X,, Y,) dans Hom(F(X,), F(Y,))
est bijective; cela entraine que la sous-catégorie F(C,) de C, est pleine. En outre, si deux
objets X,, X{ ont méme image X,, il existe un isomorphisme unique u:X,—>X; tel
que F(u) =1y . Pour tout objet X, de F(C,), soit alors G(X,) un des objets X, de €,
tel que F(X,) =X, (G étant défini au moyen de ’axiome de choix) ; pour tout morphisme
v:X,—»Y, dans F(c,), G(v) sera 'unique morphisme u:G(X,;)—>G(Y,) tel que
F(u) =v; G est alors un foncteur de F(C,) dans C,; FG est le foncteur identique dans F(c,),
et ce qui précéde montre qu’il existe un isomorphisme de foncteurs ¢ :1o —GF tel
que F, G, ¢ et 'identité 1;c,—FG définissent une équivalence de la catégorie C, et de la
sous-catégorie pleine F(¢,) de ¢, (T, 1.2).

(8.1.6) Appliquons la prop. (8.1.4) au cas ou le foncteur F est Ag,, X’ étant un
objet quelconque de C; I'application B : Hom(X, X')—Hom/(ky, kx) n’est autre ici que
Papplication w~>#h, définie dans (8.1.2); cette application étant bijective, on voit, avec
la terminologie de (8.1.5), que :

Proposition (8.1.7). — Le foncteur canonique h : C—Hom(C° Ens) est pleinement fidéle.

(8.1.8) Soit F un foncteur contravariant de € dans Ens; on dit que F est repré-
sentable s’il existe un objet XeC tel que F soit isomorphe & hy; il résulte de (8.1.%7) que
la donnée d’un XeC et d’un isomorphisme de foncteurs g:/Ax—F détermine X a un
isomorphisme unique prés. La prop. (8.1.7) signifie encore que £ définit une équivalence
de C et de la sous-catégorie pleine de Hom(C’ Ens) formée des foncteurs contravariants
représentables. 11 résulte d’ailleurs de (8.1.4) que la donnée d’un morphisme fonctoriel
g : hx—F équivaut a celle d’un élément £eF(X); dire que g est un isomorphisme équivaut
pour £ a la condition suivante : pour tout objet Y de C I’ application v~>(F(v))(E) de Hom(Y, X)
dans F(Y) est bijective. Lorsque & vérifie cette condition, on dira que le couple (X, &)
représente le foncteur représentable F. Par abus de langage, on dira aussi que I’objet
XecC représente F §’il existe £€F(X) tel que (X, &) représente F, autrement dit si Ay
est isomorphe a F.

Soient F, F’ deux foncteurs contravariants représentables de € dans Ens, hx—F
et hy—F’ deux isomorphismes de foncteurs. Alors il résulte de (8.1.6) qu’il y a une
correspondance biunivoque canonique entre Hom(X, X’) et 'ensemble Hom(F, F’)
des morphismes fonctoriels F—F’.

(8.x.9) Exemples. I : limites projectives. La notion de foncteur contravariant repré-
sentable couvre en particulier la notion « duale » de la notion usuelle de « solution d’un
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8 A. GROTHENDIECK Chap. o

probléme universel ». Plus généralement, nous allons voir que la notion de limite projective
est un cas particulier de celle de foncteur représentable. Rappelons que dans une
catégorie C, on définit un systéme projectif par la donnée d’un ensemble préordonné I,
d’une famille (A,),c; d’objets de C, et, pour tout couple d’indices («, B) tel que « <8,
d’un morphisme u,; : A;—A,. Une limite projective de ce systéme dans C est constituée
par un objet B de € (noté h(__m A,), et, pour chaque «€l, un morphisme u,:B—A,,

tels que : 1°

U, =Uygly pour a<B; 2° Pour tout objet X de € et toute famille (v,),¢;
de morphismes v, : X—+A,, telle que v, =u,zv; pour « < B, il existe un morphisme unique
v:X—>B (noté l(lE v,) tel que v,=u,w pour tout acl (T, 1.8). Ceci s’interpréte de

la facon suivante : les u,; définissent canoniquement des applications
u, : Hom(X, Az)>Hom(X, A))

qui définissent un systéme projectif d’ensembles (Hom(X, A,), u,g), et (v,) est par
définition un élément de ’ensemble l(l_n_i Hom(X, A,); il est clair que X~>Li2 Hom(X, A,)

o
est un foncteur contravariant de C dans Ens, et ’existence de la limite projective B équivaut

a dire que (v,)~>lim v, est un isomorphisme de foncteurs en X
—

(8.1.9.1) Er_n Hom(X, A,) XHom(X, B)

autrement dit que le foncteur X"”Liﬂl. Hom (X, A,) est représentable.

(8.x.10) Exemples. II : Objet final. Soient C une catégorie, {a} un ensemble réduit
a un seul élément. Considérons le foncteur contravariant F :C—>Ens qui, a tout
objet X de ¢ fait correspondre I'ensemble {a} et & tout morphisme X—X' dans €
P'unique application {a}—>{a}. Dire que ce foncteur est représentable signifie qu’il existe
un objet eeC tel que pour tout YeC, Hom(Y, e) =£,(Y) soit réduit a un élément; on
dit que e est un objet final de C, et il est clair que deux objets finaux de € sont isomorphes
(ce qui permet de définir, en général a I’aide de ’axiome de choix, un objet final de €
qu’on note alors eg). Par exemple, dans la catégorie Ens, les objets finaux sont les ensembles
réduits & un élément; dans la catégorie des algébres augmentées sur un corps K (ou les
morphismes sont les homomorphismes d’algeébres compatibles avec les augmentations),
K est un objet final; dans la catégorie des S-préschémas (I, 2.5.1), S est un objet final.

(8.1.1x1) Pour deux objets X, Y d’une catégorie €, posons A%(Y)=Hom(X,Y)
et pour tout morphisme u:Y—Y’, soit hy(u) ’application v~>uv de Hom(X, Y) dans
Hom(X, Y'); hx est alors un foncteur covariant C—>Ens, d’ou 'on déduit comme dans
(8.1.2) la définition d’un foncteur covariant canonique #4': C°—Hom(C, Ens); un
foncteur covariant F de € dans Ens, autrement dit un objet de Hom(C, Ens) est alors dit
représentable s’il existe un objet XeC (nécessairement unique a isomorphisme unique
prés) tel que F soit isomorphe a hy; nous laissons au lecteur le soin de développer les
considérations « duales » des précédentes pour cette notion, qui couvre cette fois celle
de limite inductive, et en particulier la notion usuelle de « solution de probléme universel ».
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§8 PRELIMINAIRES 9

8.2. Structures algébriques dans les catégories.

(8.2.1) Etant donnés deux foncteurs contravariants F, F’ de € dans Ens, rappelons
que pour tout objet YecC, on pose (FXxF')(Y)=F(Y)xF'(Y), et pour tout mor-
phisme u:Y—Y’ dans €, on pose (FxF')(u)=F(u)xF'(u) qui est P’application
(2, t")~>(F(u)(2), F'(u)(¢')) de F(Y')xF'(Y') dans F(Y)xF'(Y); FxF' :C—Ens est
donc un foncteur contravariant (qui n’est autre d’ailleurs que le produit des objets F, F’ dans
la catégorie Hom(C’, Ens)). Etant donné un objet XecC, nous appellerons loi de compo-
sition interne sur X un morphisme fonctoriel

(8.2.x.1) Yx : by X hx—>hy.

Autrement dit (T, 1.2), pour tout objet YeC, yx(Y) est une application
hy(Y) X hg(Y)—hx(Y) (donc par définition une loi de composition interne sur I’ensemble iy (Y))
soumise 2 la condition que, pour tout morphisme #:Y—Y’ dans C, le diagramme

hyg (w) X by (u)

hx(Y') X hx(Y') ——— hx(Y) xhx(Y)

vx(Y') vx(Y)

hy(Y) hx(Y)

hx ()

soit commutatif; cela signifie que pour les lois de composition yx(Y) et yx(Y’), kx(u)
est un homomorphisme de hyx(Y') dans hx(Y).

De la méme fagon, étant donnés deux objets Z, X de €, on appelle loi de composition
externe sur X, ayant Z comme domaine d’opérateurs, un morphisme fonctoriel

(8.2.1.2) oy 7 ¢ by X hx—>hx.

On voit comme ci-dessus que pour tout YeC, wy 4(Y) est une loi de composition
externe sur hx(Y), ayant ky(Y) comme domaine d’opérateurs, et telle que pour tout
morphisme u:Y—Y’, hy(u) et k,(u) forment un dihomomorphisme de (h,(Y'), hx(Y'))
dans (h;(Y), kx(Y)).

(8.2.2) Soit X’ un second objet de C, et supposons donnée sur X' une loi de
composition interne vyyx,; nous dirons qu’un morphisme w :X—>X' dans € est un
homomorphisme pour ces lois de composition, si pour tout YeC, h,(Y) : hx(Y)—>hx(Y)
est un homomorphisme pour les lois de composition yx(Y) et vx.(Y). Si X'’ est un troisiéme

353
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10 A. GROTHENDIECK Chap. o

objet de € muni d’une loi de composition interne yy. et ®’:X’—X’ un morphisme
dans € qui est un homomorphisme pour yy et yx., il est clair que le morphisme
w'w : X—-X" est un homomorphisme pour les lois de composition yx et yx... Un isomor-
phisme w : XX’ dans C est appelé isomorphisme pour les lois de composition vx et vy
si w est un homomorphisme pour ces lois de composition, et si son morphisme réci-
proque w~ ! est un homomorphisme pour les lois de composition vy et vx.

On définit de la méme maniere les dihomomorphismes pour les couples d’objets de €
munis de lois de composition externes.

(8.2.3) Lorsqu’une loi de composition interne yx sur un objet XeC est telle
que yx(Y) soit une loi de groupe sur hx(Y) pour fout YeC, on dit que X, muni de cette
loi, est un C-groupe ou un C-objet en groupes. On définit de méme les C-anneaux,
C-modules, etc.

(8.2.4) Supposons que le produit X xX d’un objet XeC par lui-méme existe
dans C; par définition, on a alors /iy, x=/hyxXhx a un isomorphisme canonique pres,
puisqu’il s’agit d’un cas particulier de limite projective (8.1.9); une loi de composition
interne sur X peut donc étre considérée comme un morphisme fonctoriel vy : Ax, x—>5x,
et détermine donc canoniquement (8.1.6) un élément cyeHom(X x X, X) tel que
h, =vYx; dans ce cas, la donnée d’une loi de composition interne sur X est donc équi-

valente a celle d’un morphisme X xXX—>X; lorsque C est la catégorie Ens, on retrouve
la notion classique de loi de composition interne sur un ensemble. On a un résultat
analogue pour une loi de composition externe lorsque le produit Z xX existe
dans C.

(8.2.5) Avec les notations précédentes, supposons en outre que XXX XX
existe dans C; la caractérisation du produit comme objet représentant un foncteur (8.1.9)
entraine ’existence d’isomorphismes canoniques

XxX)x XFIXXXXxXIXX(XxX);
si on identifie canoniquement XxXxX a (XxX)xX, Tapplication vx(Y) X1, ,

identifie & A, ., (Y) pour tout YeC. Il est par suite équivalent de dire que pour

tout Yec, la loi interne vx(Y) est associative, ou que le diagramme d’applications

vx(Y) x1

hy(Y) X by (Y) X hy(Y) —— hx(Y) X hx(Y)

1xvx(Y) Yx(Y)

hx(Y) X hx(Y) hx(Y)

x(Y)
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§8 PRELIMINAIRES 11

est commutatif, ou que le diagramme de morphismes
cxx1x
XxXxX — XxX

c
x
1gXex

XXX —— X
‘x
est commutatif.

(8.2.6) Sous les hypothéses de (8.2.5), si on veut exprimer que pour tout YecC,
la loi interne y¢(Y) est une loi de groupe, il faut d’'une part exprimer qu’elle est associative,
et de l'autre qu’il existe une application ax(Y) : 2x(Y)—>Ax(Y) ayant les propriétés de
I'inverse dans un groupe; comme pour tout morphisme z:Y—Y’ dans C, on a vu que
hy(u) doit étre un homomorphisme de groupes #hx(Y')—>/Ax(Y), on voit d’abord que
ax : hx—hy doit étre un morphisme fonctoriel. On peut d’autre part exprimer les propriétés
caractéristiques de l'inverse s~>s~! dans un groupe G sans faire intervenir I’élément
neutre : il suffit d’écrire que les deux applications composées

(5, 8) > (5, 875 )~ (5, sTH) ~>s(s %)
(8, )~ (8, 874 )~ (5, ts ™)~ (5™ Y)s

sont égales a la seconde projection (s,%)~>¢t de GXG dans G. En vertu de (8.1.3),
on a ax=h, , ou axeHom(X, X); la premitre condition précédente exprime alors
que le morphisme composé
1y,a5) X1 X e c
XxX S xexxx T xxx 3 x

est la seconde projection X X X—>X dans C, et la seconde condition se traduit de méme.

(8.2.7) Supposons maintenant qu’il existe dans C un objet final e (8.1.10).
Supposons toujours que yx(Y) soit une loi de groupe sur ky(Y) pour tout YecC, et
désignons par 1x(Y) I’élément neutre de yx(Y). Comme, pour tout morphisme u: Y—>Y’
dans C, hy(u) est un homomorphisme de groupes, on a nx(Y) = (hx(«))(nx(Y’)); prenant
en particulier Y'=e, auquel cas # est 'unique élément ¢ de Hom(Y, e), on voit que
I’élément ny(e) détermine compleétement nx(Y) pour tout YecC. Posons ey =x(X),
élément neutre du groupe /Ayx(X)=Hom(X, X); la commutativit¢ du diagramme

hx(e)

hx(e) — hx(Y)

Tig () e (¥)

hx(e) h;:) hx(Y)

(cf. 8.1.2) montre que, dans I'ensemble Ay(Y), I'application %, (Y) n’est autre que
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12 A. GROTHENDIECK Chap. o

s+>1x(Y) transformant tout élément en I’élément neutre. On vérifie alors que le
fait que 7x(Y) soit élément neutre de yx(Y) pour tout YeC équivaut a dire que le
morphisme composé

(1x,1y) 1y Xex

X 25 XxX 3 XxX 3 X,

et ’analogue ol on permute 1y et ey, sont tous deux égaux a 1.

(8.2.8) On pourrait bien entendu multiplier sans peine les exemples de struc-
tures algébriques dans les catégories. L’exemple des groupes a été traité avec assez
de détails, mais par la suite nous laisserons généralement au lecteur le soin de déve-

lopper des considérations analogues dans les exemples de structures algébriques que
nous rencontrerons.

§ 9. ENSEMBLES CONSTRUCTIBLES
9.1. Ensembles constructibles.

Définition (9.x.1). — On dit qu'une application continue f:X—>Y est quasi-compacte
si pour tout ouvert quasi-compact U de Y, f~*(U) est quasi-compact. On dit qu’une partie 7. d’un
espace topologique X est rétrocompacte dans X si Pinjection canonique Z—X est quasi-compacte,
autrement dit si pour tout ouvert quasi-compact U de X, UnZ est quasi-compact.

Une partie fermée de X est rétrocompacte dans X, mais une partie quasi-compacte
de X n’est pas nécessairement rétrocompacte dans X. Si X est quasi-compact, toute
partie ouverte rétrocompacte dans X est quasi-compacte. Il est clair que toute réunion
finie d’ensembles rétrocompacts dans X est rétrocompacte dans X, toute réunion finie
d’ensembles quasi-compacts étant quasi-compacte. Toute intersection finie d’ouverts
rétrocompacts dans X est un ouvert rétrocompact dans X. Dans un espace localement
noethérien X, tout ensemble quasi-compact est un sous-espace noethérien, et par suite
toute partie de X est rétrocompacte dans X.

Définition (9.x.2). — Etant donné un espace topologique X, on dit qu'une partie de X
est constructible si elle appartient au plus petit ensemble de parties & de X contenant toutes les parties
ouvertes rétrocompactes de & et stable par intersection finie et passage au complémentaire (ce qui
implique que & est aussi stable par réunion finie).

Proposition (9.1.3). — Pour qu’une partie de X soit constructible, il faut et il suffit qu’elle
soit réunion finie d’ensembles de la forme U aCV, oit Uet'V sont des ouverts rétrocompacts dans X.

Il est clair que la condition est suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire, consi-
dérons ’ensemble ® des réunions finies d’ensembles de la forme UnCV ou U etV sont

ouverts rétrocompacts dans X; il suffit de voir que tout complémentaire d’un ensemble de ®
appartient a ®. Soit donc Z =il6JI (UinCV,-), ou I est fini, U; et V, ouverts rétrocompacts
dans X; on a CZ :iQI(Viu CU,), donc Z est réunion finie d’ensembles qui sont inter-
sections d’un certain nombre des V; et d’'un certain nombre de CU,-, donc de la forme
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§9 PRELIMINAIRES 13

VaCU, ou U est réunion d’un certain nombre des U; et V intersection d’un certain

nombre des V;; mais on a remarqué plus haut que les réunions et intersections finies
d’ouverts rétrocompacts dans X sont des ouverts rétrocompacts dans X, d’ot la conclusion.
Corollaire (9.x.4). — Toute partie constructible de X est rétrocompacte dans X.

Il suffit de montrer que si U et V sont ouverts rétrocompacts dans X, Un(V est

rétrocompact dans X; or, si W est ouvert quasi-compact dans X, WnUnCV est fermé
dans P’espace quasi-compact WU, donc est quasi-compact.

En particulier :

Corollaire (9.x.5). — Pour qu’une partie ouverte U de X soit constructible, il faut et il
suffit qu’elle soit rétrocompacte dans X. Pour qu’une partie fermée F de X soit constructible, il faut

et il suffit que I’ouvert CF soit rétrocompact.

(9.1.6) Un cas important est celui ot toute partie ouverte quasi-compacte de X
est rétrocompacte, autrement dit, ol l'intersection de deux parties ouvertes quasi-
compactes de X est quasi-compacte (cf. I, 5.5.6). Lorsque X lui-méme est quasi-
compact, cela signifie que les parties ouvertes rétrocompactes dans X sont identiques
aux parties ouvertes quasi-compactes de X, et les parties constructibles de X aux réunions

finies d’ensembles de la forme UnCV, ou U et V sont ouverts quasi-compacts.

Corollaire (9.x.7). — Pour qu’une partie d’un espace noethérien X soit constructible, il
Saut et il suffit qu’elle soit réunion finie de parties localement fermées de X.

Proposition (9.1.8). — Soient X un espace topologique, U une partie ouverte de X.

(1) 8t T est une partie constructible de X, TnU est une partie constructible de U.

(i1) Supposons en outre U rétrocompact dans X. Pour qu’une partie Z. de U soit constructible
dans X, il faut et il suffit qu’elle soit constructible dans U.

(1) Utilisant (9.1.3), on est ramené a montrer que si T est ouvert rétrocompact
dans X, TnAU est ouvert rétrocompact dans U, autrement dit, pour tout ouvert quasi-
compact WcU, TAUAW=TAW est quasi-compact, ce qui résulte aussitét de
I’hypothese.

(ii) La condition étant nécessaire en vertu de (i), il reste a démontrer qu’elle est
suffisante. Compte tenu de (9.1.3), il suffit de considérer le cas oit Z est ouvert rétro-
compact dans U, car il s’ensuivra alors que U—Z est constructible dans X, et si Z, Z’
sont deux ouverts rétrocompacts dans U, Zn(U—Z’) sera bien constructible dans X.
Or, si W est ouvert quasi-compact dans X et Z ouvert rétrocompact dans U, on a
ZAW=Zn(WnU) et par hypothése WnU est ouvert quasi-compact dans U; donc
WnZ est bien quasi-compact, et par suite Z est ouvert rétrocompact dans X, et a fortiori
constructible dans X.

Corollaire (9.x.9). — Soient X un espace topologique, (U;);c; un recouvrement fini de X
formé d’ensembles ouverts rétrocompacts dans X. Pour qu’une partie Z de X soit constructible
dans X, 1l faut et il suffit que pour tout icl, Za'U, soit constructible dans U,.

(9.1.10) Supposons en particulier que X soit quasi-compact et que tout point
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de X admette un systtme fondamental de voisinages ouverts rétrocompacts dans X
(et a fortiori quasi-compacts) ; alors la condition pour une partie Z de X d’étre construc-
tible dans X est de nature locale, autrement dit, il faut et il suffit que pour tout xeX,
il existe un voisinage ouvert V de x tel que VnZ soit constructible dans V. En effet,
si cette condition est vérifiée, il existe pour tout xeX un voisinage ouvert V de x rétro-
compact dans X et tel que VnZ soit constructible dans V, en vertu de ’hypothése sur X
et de (9.1.8, (i)); il suffit alors de recouvrir X par un nombre fini de ces voisinages,
et d’appliquer (9.1.9).

Définition (9.x.1x). — Soit X un espace topologique. On dit qu’une partie T de X est
localement constructible dans X si, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert V de x tel que TV
soit constructible dans V.

Il résulte aussitét de (9.1.8, (i)) que si V est tel que VnT soit constructible
dans V, alors pour tout ouvert WcV, WnT est constructible dans W. Si T est locale-
ment constructible dans X, alors, pour tout ouvert U de X, TnU est localement
constructible dans U, comme il résulte de la remarque précédente. Cette méme remarque
montre que ’ensemble des parties localement constructibles dans X est stable par réunion
finie et intersection finie; il est clair, d’autre part, qu’il est aussi stable par passage aux
complémentaires.

Proposition (9.x.x2). — Soit X un espace topologique. Tout ensemble constructible dans X
est localement constructible dans X. La réciproque est vraie st X est quasi-compact et si sa topologie
admet une base formée d’ensembles rétrocompacts dans X.

La premiére assertion résulte de la définition (g9.1.11) et la seconde de (9.1.10).

Corollaire (9.1.x3). — Soit X un espace topologique dont la topologie admet une base
formée d’ensembles rétrocompacts dans X. Alors toute partie T localement constructible dans X est
rétrocompacte dans X.

En effet, soit U un ensemble ouvert quasi-compact dans X; TnU est localement
constructible dans U, donc constructible dans U en vertu de (9.1.12), et par suite
quasi-compact en vertu de (9.1.4).

9.2. Ensembles constructibles dans les espaces noethériens.

(9.2.1) On a vu (9.1.7) que dans un espace noethérien X, les parties constructibles
dans X sont les réunions finies de parties localement fermées de X.

L’image réciproque d’un ensemble constructible dans X par une application continue
d’un espace noethérien X' dans X est constructible dans X’'. Si Y est une partie
constructible d’un espace noethérien X, les parties de Y qui sont constructibles en tant
que sous-espaces de Y sont identiques a celles qui sont constructibles en tant que
sous-espaces de X.

Proposition (9.2.2). — Soient X un espace irréductible noethérien, E une partie constructible
de X. Pour que E soit partout dense dans X, il faut et il suffit que E contienne une partie
ouverte non vide de X.
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La condition est évidemment suffisante, tout ensemble ouvert non vide étant

n
dense dans X. Inversement, soit E= U (U,nF,) une partie constructible de X, les U,
i-1
étant ouverts non vides et les F; fermés dans X; on a donc EcUF,. Par suite, si E=X,
7

X est égal a 'un des F;, donc E>U,, ce qui achéve la démonstration.

Lorsque X admet un point générique x (0;, 2.1.2), la condition de (9.2.2) équivaut
a la relation x€E.

Proposition (9.2.3). — Soit X un espace noethérien. Pour qu’une partie E de X soit construc-

tible, il faut et il suffit que, pour toute partie fermée irréductible Y de X, EnY soit rare dans Y
ou contienne une partie ouverte non vide de Y.

La nécessité de la condition provient de ce que ENY doit étre une partie construc-
tible de Y et de (9.2.2), car une partie non dense de Y est nécessairement rare dans
Pespaceirréductible Y (0, 2.1.1). Pour prouver que la condition est suffisante, appliquons
le principe de récurrence noethérienne (0}, 2.2.2) & ’ensemble & des parties fermées Y
de X telles que YNE soit constructible (par rapport 2 Y ou par rapport a X, ce qui
revient au méme) : on peut donc supposer que pour toute partie fermée Y+X de X,
ENnY est constructible. Supposons d’abord que X ne soit pas irréductible, et soient
X; (1<i<m) ses composantes irréductibles, nécessairement en nombre fini (0, 2.2.5);
par hypothése, les EnX; sont constructibles, donc aussi leur réunion E. Supposons
ensuite que X soit irréductible; alors, par hypothése, ou bien E est rare, donc E+X
et E=EnE est constructible; ou bien E contient un ouvert non vide U de E, donc est
réunion de U et de En(X—U); mais X—U est un ensemble fermé distinct de X,

donc En(X—U) est constructible; E lui-méme est par suite constructible, ce qui achéve
la démonstration.

Corollaire (9.2.4). — Sotent X un espace noethérien, (E,) une famille filtrante croissante
de parties constructibles de X, telle que :

1° X est réunion de la famille (E,).

2° Toute partie fermée irréductible de X est contenue dans I’adhérence d’un des E.

Alors il existe un indice o tel que X=E,.

Lorsque toute partie fermée irréductible de X admet un point générique, I’hypothése 2° peut
étre supprimée.

Appliquons le principe de récurrence noethérienne (0;, 2.2.2) a I’ensemble M des
parties fermées de X contenues dans I’'un des E, au moins; on peut donc supposer que
toute partie fermée Y # X de X est contenue dans un des E,. La proposition est évidente
si X n’est pas irréductible, car chacune des composantes irréductibles X; de X (1<i<m)
est contenue dans un E,, et il existe un E, contenant tous les E,,. Supposons donc X irré¢-
ductible. Par hypothése, il existe § tel que X:EB, donc (9.2.2) E4 contient un ouvert
non vide U de X. Mais alors 'ensemble fermé X —U est contenu dans un E,, et il
suffit de prendre E, contenant Eg et E, . Lorsque toute partie fermée irréductible Y de X
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16 A. GROTHENDIECK Chap. o

admet un point générique , il existe « tel que yeE,, donc Y 2{3)—}CE1, et la condition 2°
est conséquence de 1°.

Proposition (9.2.5). — Soient X un espace noethérien, x un point de X, E une partie
constructible de X. Pour que E soit un voisinage de x, il faut et il suffit que pour toute partie fermée
irréductible Y de X contenant x, EnY soit dense dans Y (s’il existe un point générique y de Y,
cela signifie aussi (9.2.2) que yeE).

La condition est évidemment nécessaire; prouvons qu’elle est suffisante. Appliquant
le principe de récurrence noethérienne a4 Iensemble I des parties fermées Y de X
contenant x et telles que ENY soit un voisinage de x dans Y, on peut supposer que toute
partie fermée Y+X de X contenant x appartient a M. Si X n’est pas irréductible,
chacune des composantes irréductibles X; de X contenant x est distincte de X, donc
EnX; est un voisinage de x par rapport a X;; par suite, E est un voisinage de x dans la
réunion des composantes irréductibles de X contenant x, et comme cette réunion est
un voisinage de x dans X, il en est de méme de E. Si X est irréductible, E est dense dans X
par hypotheése, donc contient une partie ouverte non vide U de X (9.2.2); la proposition
est alors évidente si xe U sinon, x est par hypothése intérieur & En(X—U) par rapport
a X—U, donc ’adhérence dans X de X—E ne contient pas x, et le complémentaire
de cette adhérence est un voisinage de x contenu dans E, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (9.2.6). — Soient X un espace noethérien, E une partie de X. Pour que E soit
un ensemble ouvert dans X, il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X
rencontrant E, ENY contienne une partie ouverte non vide de Y.

La condition est évidemment nécessaire; inversement, si elle est vérifiée, elle
implique que E est constructible en vertu de (9.2.3). En outre, (9.2.5) montre que E
est alors voisinage de chacun de ses points, d’ou la conclusion.

9.3. Fonctions constructibles.

Définition (9.3.1). — Soit h une application d’un espace topologique X dans un ensemble T.
On dit que h est constructible st h™(t) est constructible pour tout te'T, et vide sauf pour un nombre
fini de valeurs de t; pour toute partie S de T, h='(S) est alors constructible. On dit que h est locale-
ment constructible si tout xeX posséde un voisinage ouvert V tel que h|V soit constructible.

Toute fonction constructible est localement constructible; la réciproque est vraie
quand X est quasi-compact et admet une base formée d’ensembles ouverts rétrocompacts
dans X (en particulier quand X est noethérien).

Proposition (9.3.2). — Soit h une application d’un espace noethérien X dans un ensemble T.
Pour que h soit constructible, il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X, il
existe une partie non vide U de Y, ouverte par rapport & Y, et dans laquelle h soit constante.

La condition est nécessaire : en effet, par hypothése, £ ne prend dans Y qu’un
nombre fini de valeurs #, et chacun des ensembles 2 '(£)nY est constructible dans Y
(9.2.1); comme ils ne peuvent étre tous des parties rares de I’espace Y, un d’eux au
moins contient un ensemble ouvert non vide (9.2.3).
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Pour voir que la condition est suffisante, appliquons le principe de récurrence
noethérienne a 'ensemble I des parties fermées Y de X telles que la restriction 4|Y
soit constructible; on peut donc supposer que pour toute partie fermée Y+X de X,
h|Y est constructible. Si X n’est pas irréductible, la restriction de 2 a4 chacune des
composantes irréductibles X; de X (en nombre fini) est donc constructible, et il résulte
alors aussitot de la définition (9.8.1) que % est constructible. Si X est irréductible, il
existe par hypothése une partie ouverte non vide U de X dans laquelle # est constante;
d’autre part, la restriction de # & X—TU est constructible par hypotheése, et il en résulte
aussitot que /4 est constructible.

Corollaire (9.3.3). — Soit X un espace noethérien dans lequel toute partie fermée irréductible
admet un point générique. St h est une application de X dans un ensemble T telle que, pour tout te'T,
h™(t) soit constructible, alors h est constructible.

En effet, si Y est une partie fermée irréductible de X et » son point générique,
YA '(h(p)) est constructible et contient », donc (9.2.2) cet ensemble contient une
partie ouverte non vide de Y, et il suffit d’appliquer (9.3.2).

Proposition (9.3.4). — Soient X un espace noethérien dans lequel toute partie fermée
trréductible admet un point générique, h une application constructible de X dans un ensemble ordonné.
Pour que h soit semi-continue supérieurement dans X, il faut et il suffit que pour tout xX et toute
générisation (0;, 2.1.2) %" de x, on ait h(x') < h(x).

La fonction /% ne prend qu’un nombre fini de valeurs; dire qu’elle est semi-continue
supérieurement signifie donc que pour tout xeX, Iensemble E des yeX tels que
h(y) <h(x) est un voisinage de x. Par hypothése, E est une partie constructible de X;
d’autre part, dire qu’une partie fermée irréductible Y de X contient x signifie que son
point générique y est une générisation de x; la conclusion résulte alors de (g.2.5).

§ 1o. COMPLEMENTS SUR LES MODULES PLATS

Pour les démonstrations des propriétés énoncées sans démonstration dans les
n® (10.1) et (10.2), nous renvoyons le lecteur a Bourbaki, Alg. comm., chap. II et III.

10.1. Relations entre modules plats et modules libres.

(ro.x.x) Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module; pour tout
entier p>0, on a un homomorphisme canonique de (A/J)-modules

(r0.1.1.1) 9p : (M/IM)®,5(F°/3* ) > I M/I*+'M
qui est évidemment surjectif. Nous désignerons par gr(A) = (1303”/3”“ I’anneau gradué
p=
associé 3 A filtré par les 37, par gr(M)= @oﬁpM/SP +1M le gr(A)-module gradué associé
P>

a M filtré par les I*M; on a donc gr,(A) =J?/J**, gr,(M) =JF*M/J*HM; les ¢, défi-
nissent un homomorphisme surjectif de gr(A)-modules gradués

(ro.1.1.2) ¢ : gro(M) @, y8r(A) —gr(M).
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(r0.1.2) Supposons vérifiée ’'une des hypothéses suivantes :

(i) J est nilpotent;

(if) A est noethérien, J est contenu dans le radical de A, et M est de type fini.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module libre.

b) M/IM =M®,(A/J) est un (A/J)-module libre, et Tor(M, A/T) =o.

¢) M/JM est un (A/J)-module libre et ’homomorphisme canonique (10.1.1.2)
est injectif (donc bijectif).

(x0.x.3) Supposons que A/J soit un corps (autrement dit que J soit maximal),
et que 'une des hypothéses (i), (ii) de (10.1.2) soit vérifiée. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) M est un A-module libre.

b) M est un A-module projectif.

¢) M est un A-module plat.

d) Tor}(M, A/J) =o.

¢) L’homomorphisme canonique (10.1.1.2) est bijectif.

Ce résultat s’appliquera en particulier dans les deux cas suivants :

(1) M est un module quelconque sur un anneau local A dont I'idéal maximal J est
milpotent (par exemple un anneau local artinien).

(i1) M est un module de type fini sur un anneau local noethérien.

10.2. Critéres locaux de platitude.

(r0.2.1) Les hypothéses et notations étant celles de (10.1.1), considérons les
conditions suivantes :

a) M est un A-module plat.

b) M/IM est un (A/J)-module plat et Tor}(M, A/J) =o.

¢) M/3M est un (A/J)-module plat et ’homomorphisme canonique (10.1.1.2)
est bijectif.

d) Pour tout n>1, M/J"M est un (A/J")-module plat.

On a alors les implications
a=b=>c=>d

et si J est nilpotent, les quatre conditions a), b), ¢), d) sont équivalentes. 11 en est de méme
si A est noethérien et en outre si M est idéalement séparé, c’est-a-dire que pour tout idéal a
de A, le A-module a®, M est séparé pour la topologie J-préadique.

(x0.2.2) Soient A un anneau noethérien, B une A-algébre commutative noethé-
rienne, J un idéal de A tel que IB soit contenu dans le radical de B, M un B-module de
type fini. Alors, lorsque M est considéré comme A-module, les conditions a), b), ¢), d)
de (10.2.1) sont équivalentes.
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Ce résultat s’applique surtout lorsque A et B sont des anneaux locaux noethériens,
I’homomorphisme A—B un homomorphisme local. Plus particuliérement, si 5 est alors
I'idéal maximal de A, on peut, dans les conditions b) et ¢), supprimer ’hypothése que M/JM
est plat, qui est automatiquement vérifiée, et la condition d) signifie que les
modules M/J"M sont libres sur les A[T".

(x0.2.3) Les hypothéses sur A, B, J, M étant celles formulées au début de (10.2.2),
soient A le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, M le séparé complété
de M pour la topologie JIB-préadique. Alors, pour que M soit un A-module plat,
il faut et il suffit que M soit un A-module plat.

(10.2.4) Soient p : A—~B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens,
k le corps résiduel de A, M, N deux B-modules de type fini, N étant supposé étre A-plat.
Soit #: M—N un B-homomorphisme. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est injectif et Coker () est un A-module plat.

b) u®1 : M®,k—>N®,k est injectif.

(r0.2.5) Soient p:A—B,c:B—->C des homomorphismes locaux d’anneaux
locaux noethériens, k£ le corps résiduel de A, M un C-module de type fini. On suppose
que B est un A-module plat Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un B-module plat.

b) M est un A-module plat, et M®, % est un (B®,k)-module plat.

Proposition (10.2.6). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, o : A—~B un
homomorphisme local, § un idéal de B contenu dans I’idéal maximal, M un B-module de type fini.
Supposons que pour tout n >0, M, =M/J" ' M soitun A-module plat. Alors M est un A-module pla.

I faut prouver que pour tout homomorphisme injectif # : N'—~N de A-modules de
type fini, v=1®u : M®N'—>M®,N est injectif. Or, M® N’ et M® N sont des
B-modules de type fini, donc séparés pour la topologie J-préadique (0, 7. 3. 5) ; il suffit donc
de prouver que ’homomorphisme 7 : (M®,N’)"— (M®,N)"~ pour les séparés complétés
est injectif. Or, on a 2 =l<i2 v,, ou y, est ’homomorphisme 1®u : M,® N'—-M,®, N;
comme par hypothése M, est A-plat, y, est injectif pour tout », donc il en est de méme
de v, le foncteur l(zg étant exact a gauche.

Corollaire (10.2.7). — Soient A un anneau noethérien, B un anneau local noethérien,
o : A—>B un homomorphisme, f un élément de I’idéal maximal de B, M un B-module de type fini.
Supposons que Uhomothétie fy : x—fx de M soit injective et que M[fM soit un A-module plat.
Alors M est un A-module plat.

Posons M, : fiM pour i>o0; comme fy est injective, M;/M, ; est isomorphe
a M/fM, donc A-plat pour tout i>0; de la suite exacte

o> M;/M,;; > M/M;,, > M/M; > o

on tire par récurrence sur ¢ que M/M; est A-plat pour tout i>o (0, 6.1.2); on
peut donc appliquer (10.2.6). On peut aussi raisonner directement comme suit :
pour tout A-module N de type fini, M®,N est un B-module de type fini; comme f
appartient au radical n de B, la topologie (f)-adique sur M®,N est plus fine que la
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20 A. GROTHENDIECK Chap. o

topologie u-adique, et on sait que cette derniére est séparée (0,, 7.3.5). D’ailleurs, comme
M/M; est A-plat, on a f(M®,N)=Im(M;®,N->M®,N)=Ker(M®,N— (M/M,)®,N)
(0, 6.1.2). Soient alors N un A-module de type fini, N’ un sous-module de N, j : N'—>N
P'injection canonique; dans le diagramme commutatif

M®,N' - (M/M,)®,N’
[ !

1u®7 1M‘!Mi ®j

4
M®,N - (M/M,)®,N
Lyy,®J est injectif puisque M/M; est A-plat; on en conclut que
Ker(M®,N' - M®,N) cKer(M®,N’ - (M/M,)®,N")

quel que soit ¢; puisque lintersection des seconds membres est réduite 4 o comme on
Pa vu plus haut, il en est de méme du premier membre, et par suite M est A-plat.

Proposition (10.2.8). — Soient A un anneau noethérien réduit, M un A-module de type fini.
On suppose que pour toute A-algebre B, qui est un anneau de valuation discréte, M®,B soit
un B-module plat (donc libre (10.1.3)). Alors M est un A-module plat.

On sait que pour que M soit plat, il faut et il suffit que pour tout idéal maximal m
de A, M, soit un A, -module plat (0;, 6.3.3); on peut donc se borner au cas ou A est local
(05, 1.2.8). Soient alors m I’idéal maximal de A, p, (1 <¢<7) sesidéaux premiers minimaux,
k le corps résiduel A/m. On sait (II, 7.1.7) qu’il existe pour chaque ¢ un anneau de
valuation discréte B; ayant méme corps des fractions K; que I’anneau intégre A/p,,
et dominant ce dernier. Posons M;=M®,B,. Par hypothése, M, est libre sur B;, donc
on a, en désignant par £; le corps résiduel de B,

(10.2.8.1) rg,(M;®phki) = rgx (M@K

Mais il est clair que ’homomorphisme composé A—A/p,—B, est local, donc &
est une extension de £, et 'on a Mi®Biki=M®Aki=(M®Ak)®kk,-, et par ailleurs
Ml@BiKi:M@AKi. L’égalité (10.2.8.1) entraine donc

g (M®ak) = rgg (M®aK,) pour 1<i<7r
et comme A est réduit, on sait que cette condition entraine que M est un A-module
libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 7).

10.3. Existence d’extensions plates d’anneaux locaux.

Proposition (10.3.1). — Soient A un anneau local noethérien, § son idéal maximal, k = A[J
son corps résiduel. Soit K une extension du corps k. Il existe un homomorphisme local de A dans un
anneau local noethérien B, tel que B|IB soit k-isomorphe a K, et que B soit un A-module plat.

Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes.

(r0.3.1.1) Supposons d’abord que K=£%(T), ou T est une indéterminée. Dans
Panneau de polynémes A’=A[T], considérons l'idéal premier J'=JA’ formé des

364



§ 10 PRELIMINAIRES 21

polynémes ayant leurs coefficients dans I’idéal J; il est clair que A’/J’ est canoniquement
isomorphe a £[T]. Montrons que I'anneau de fractions B=Aj répond & la question;
c’est évidemment un anneau local noethérien dont I’idéal maximal £=3B. En outre,
B/€ = (A’[J')y = (k[T])g n’est autre que le corps des fractions K de £[T]. Enfin, B est
un A’-module plat et A’ un A-module libre, donc B est un A-module plat (0;, 6.2.1).

(x0.3.x.2) Supposons ensuite que K =£(t) =k[t], ol ¢ est algébrique sur k; soit
f€k[T] le polynéme minimal de #; il existe un polynéme unitaire FeA[T] dont 'image
canonique dans £[T] soit f. Posons encore A’=A[T], etsoitJ'I'idéal JA’'+ (F) dans A’.
Nous allons voir que I’anneau quotient B=A'/(F) répond cette fois & la question. Tout
d’abord, il est clair que B est un A-module /ibre, donc plat. L’anneau A’/J’ est isomorphe
a (A'|SA)Y((JA’+ (F))/JA") =k[T]/(f) =K; I'image £ de J’ dans B est donc maximal
et on a évidemment £ =JB. Enfin, B est un anneau semi-local, puisqu’il est un A-module
de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n® 5, cor. g de la prop. g), et ses idéaux
maximaux sont en correspondance biunivoque avec ceux de B/IB ([13], vol. I, p. 259);
ce qui précéde prouve donc que B est un anneau local.

Lemme (10.3.1.3). — Soit (A,, f,,) un systeme inductif filtrant d’anneaux locaux, tel
que les f,, soient des homomorphismes locaux; soit wy, lidéal maximal de A, , et soit K, = A, [m,.
Alors A’ ———Eg A, est un anneau local dont m’ =£iLn> m, est Uidéal maximal, et K :Er_n) K,

le corps résiduel. En outre, st m, =m,A, pour A<y, on a m'=m,A" pour tout \. Si, de plus,
pour A<y, A, est un A,-module plat, et si tous les A, sont noethériens, alors A’ est noethérien et
est un A,-module plat pour tout .

Comme f,,(m,) cm, pour A< p par hypothese, les m, forment un systéme inductif,
et sa limite m’ est évidemment un idéal de A’. En outre, si x'¢m’, il existe A tel que
x'=f,(x,) pour un x,€A, (f, : A,—A’ désignant ’homomorphisme canonique); puisque
x'¢m’, on a nécessairement x,¢nt,, donc x, admet un inverse y, dans A, et »' =f£, ()
est inverse de x’ dans A’, ce qui prouve que A’ est un anneau local d’idéal maximal m’;
’assertion relative & K résulte aussitot du fait que 1_1r_n> est un foncteur exact. L’hypothése
m, =m,A, signifie que 'application canonique m,®,,A,—~m, est surjective; la relation
m’=m,A’ résulte donc encore de I’exactitude du foncteur ll_n; et du fait qu’il commute
avec le produit tensoriel.

Supposons maintenant que pour A<y, on ait m,=m1, A, et que A, soit un A,-
module plat. Alors A’ est un A,-module plat pour tout A, en vertude (0}, 6.2.3); comme A’
et A, sont des anneaux locaux et que m’'=m,A’, A’ est méme un A,-module fidélement
plat (0, 6.6.2). Supposons enfin, en outre, les A, noethériens; les topologies m,-préadiques
sont alors séparées (0;, 7.3.5); montrons qu’il en résulte d’abord que sur A’ la topologie
m’-adique est séparée. En effet, si x’€A’ appartient a tous les m'" (r>o0), il est I'image
d’un x,€A, pour un certain indice y, et comme 'image réciproque dans A, de m’"=mjA’
est m}; (0, 6.6.1), x, appartient a tous les m;, donc x, = o par hypothése, et par conséquent
x'=o0. Notons A’ le complété de A’ pour la topologie m’-adique; ce qui précéde montre

que 'on a A’ cA’. Nous allons montrer que A’ est noethérien et A,-plat pour tout A; il en
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résultera que A’ est A’-plat (0,,6.2.3), et comme m’A’ % A’, A’ est un A’-module fidélement
plat (05, 6.6.2), d’oli on conclura finalement que A’ est noethérien (0, 6.5.2), ce qui
achévera la démonstration du lemme.
On a A’=lim A’/m™; en raison de ce que A’ est A,-plat, on a
s

m = (mymy ) @ AT = (my/m) ) O, (K ®,,AY) = (m/m} ™) O K

comme m}/m} "' est un K,-espace vectoriel de dimension finie, m’*/m est un K-espace

vectoriel de dimension finie pour tout z>o. Il résulte donc de (0, 7.2.12) et (0, 7.2.8)

m+1

que A’ est noethérien. On sait en outre que I’idéal maximal de A’ est m’A’ et que A’jm'"A’
est isomorphe a A’/m"; comme A’/m" = (A,/m})®, A’, A’/m’ est un (A,/m})-module

plat (0, 6.2.1); le critére (10.2.2) est donc applicable  la A,-algebre noethérienne A’,

et montre que A’ est A,-plat. C.Q.F.D.

(r0.3.1.4) Abordons maintenant le cas général. Il existe un ordinal y et pour
tout ordinal A<y un sous-corps £, de K contenant £, tels que : 1° Pour tout A<y, £, .,
soit une extension de %, engendrée par un seul élément; 2° Pour tout ordinal p sans

rédécesseur, k,= Uk,; 3° K=k,. Il suffit en effet de considérer une bijection £—¢
P LIPS 3 Y J] g

de Pensemble des ordinaux £<@ (pour un B convenable) sur K, de définir £, par
induction transfinie (pour A<@) comme la réunion des £, pour u<i si A n’a pas de
prédécesseur, et, si A=v-1, comme £,(#;), ou § est le plus petit ordinal tel que #;¢%,;
y est alors par définition le plus petit ordinal <8 tel que £, =K.

Cela étant, nous allons définir, par récurrence transfinie, une famille d’anneaux
locaux noethériens A, pour A<y, et des homomorphismes locaux f,, : A,—~A, pour
A<y, vérifiant les conditions suivantes :

(i) (A, f,,) est un systétme inductif et A;=A.

(i) Pour tout A, on a un k-isomorphisme A,/JA,S%,.

(iii) Pour A<y, A, est un A,-module plat.

Supposons donc les A, et les f,, définis pour A<u<%, et supposons en premier
lieu que E=Y+1, de sorte que k;=k,(t). Si ¢ est transcendant sur k,, on définit A,
suivant le procédé de (10.3.1.1) comme égal a (Az[t])SAg[tﬁ Jrzestl’application canonique,
et pour A<Y¢, on prend f=Ffc0fr; la vérification des conditions (i) a (iii) est alors
immédiate, vu ce qui a été démontré en (10.3.1.1). Supposons ensuite ¢ algébrique,
et soient £ son polynéme minimal dans £,[T], H un polynéme unitaire de A,[T] dont
I'image dans k,[T] est &; on prend alors A, égal a A,[T]/(H), les f;, se définissant comme
précédemment; la vérification des conditions (i) a (iii) résulte alors de ce qui a été vu
en (10.3.1.2).

Supposons maintenant que & n’ait pas de prédécesseur; on prend alors pour A,
la limite inductive du syst¢me inductif d’anneaux locaux (A,, f,,) pour A<E&; f;, est
définie comme ’application canonique pour A<£. Le fait que A, soit local noethérien,
que les f;, soient des homomorphismes locaux, et les conditions (i) a (iii) pour A<§

366



§ 11 PRELIMINAIRES 23

résultent alors de ’hypothése de récurrence et du lemme (10.3.1.3). Cette construction
faite, il est clair que ’anneau B=A, vérifie I’énoncé de (10.3.1).

On notera qu’en vertu de (10.2.1, ¢)), on a un isomorphisme canonique
(r0.3.1.5) gr(A)®,K X gr(B).

D’autre part, on peut remplacer B par son complété IB-adique B sans changer
les conclusions de (10.3.1), puisque B est un B-module plat (0;, 7.3.3), donc un A-module
plat (0;,6.2.1).

On a en outre démontré le

Corollaire (10.3.2). — Si K est une extension de degré fini, on peut supposer que B est
une A-algébre finie.

§ 11. COMPLEMENTS D’ALGEBRE HOMOLOGIQUE

11.1. Rappels sur les suites spectrales.

(xx.x.1) Nous utiliserons dans la suite une notion de suite spectrale plus générale
que celle définie dans (T, 2.4); gardant les notations de (T, 2.4), nous appellerons
suite spectrale dans une catégorie abélienne € un systéme E formé des éléments suivants :

a) Une famille (E??) d’objets de € définis pour peZ, geZ et r>2.

b) Une famille de morphismes d%?: E??— EPT"077F1 tels que dP 717" M=o,
On pose Z,.,(E?)=XKer(d?),B, (E??) =Im(d?*"?"*1), de sorte que

B, . (EY) cZ, ., (EY) cETL.

¢) Une famille d’isomorphismes «?:Z, ,,(EM)/B,  ,(E!*) I EM,.

On définit alors pour k>r-+ 1, par récurrence sur %, les sous-objets B,(EZ?) et
Z,(E??) comme images réciproques, par le morphisme canonique E!—EP!/B,  ,(EM)
des sous-objets de ce quotient identifié par «?? aux sous-objets B, (E?%,) et Z,(E! )
respectivement. Il est clair que 'on a alors, & un isomorphisme prés
(xx.x1.1.7) Z,(Er) /B, (EP?) = E* l pour k>r41
et, si on pose encore B, (EX)=o0 et Z, (EXM)=E!, on a les relations d’inclusion
(rx.1.1.2) o=B,(E!) cB,  (EM) cB, ,(Ef)c...

o CZ, o(BY) CZ, ., (EYY) cZ,(EY) = B2

Les autres éléments de la donnée de E sont alors :

d) Deux sous-objets B (E}?) et Z_(E}?) de E? tels que I’on ait B (E}?) cZ(E})
et, pour tout k>2

B, (E) B, (EZY) et Z,(E3") cZ,(EZY).

On pose

(rx.x.1.3) B =27 ,(E}") /B, (E3Y).
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¢) Une famille (E") d’objets de €, dont chacun est muni d’une filtration décroissante
(FP(E™),cz- On désigne comme d’ordinaire par gr(E") objet gradué associé a 1’objet
filtré E”, somme directe des gr,(E") =F?(E")/F? *}(E").

f) Pour tout couple (p, ¢)€Z XZ, un isomorphisme B :EXM X gr (E?*9).

La famille (E"), sans les filtrations, est appelée ’aboutissement de la suite spectrale E.

Supposons que la catégorie C admette des sommes directes infinies, ou que pour
tout r>2 et tout neZ, les couples (p, ¢) tels que p+¢g=n et E+0 soient en nombre

fini (il suffit qu’il en soit ainsi pour r=2). Alors les E"= X E sont définis, et en
pHa=n
désignant par 4 le morphisme E{—E{"*! dont la restriction 4 E?? est d* pour chaque

couple (p, q) tel que p-+g=n, ona d"Vod =0, autrement dit (E{"), -, est un complexe E!"
dans €, 4 opérateur de dérivation de degré 1, et il résulte de ¢) que H"(E!")) est isomorphe
a E", pour tout r>2.

(xx.x.2) Un morphisme u:E—E’ d’une suite spectrale E dans une suite spectrale
E'=(E/?, E™) consiste en des systtmes de morphismes u??:EM—E? " :E">E",
les u" étant compatibles avec les filtrations de E” et E'™, les diagrammes

aP?
r
g 5 p+rg—rt1
ET ET

Pq p+r,g—r+1
ur l lu‘r

E/re > E/ptrna—r+1
T d’PQ T
r

étant commutatifs; en outre, par passage aux quotients, #’? donne un morphisme
ut:Z, (E*)/B, (EM)—>Z, ,(E/) /B, ,(E ™) etondoitavoir «ou??=uf? o0a??; enfin,
on doit avoir u}?(B_(E)) cB,(EF?), u(Z(E}?)) cZ(E#?); par passage aux quotients,
u?* donne alors un morphisme u2?: EZ—EX, et le diagramme

u/Pe
'pq
0 R -,

qu qu

gr,(EP7e) ——— gr,(E®™)
gr (u +q)
»
doit étre commutatif.

Les définitions précédentes montrent, par récurrence sur 7, que si les u}? sont
des isomorphismes, il en est de méme des u?? pour r>2; si lon sait en outre que
(B, (E3)) =B, (EFY) et wd(Z,(E2))=Z,(EM) et que les «" sont des isomorphismes,
alors on peut conclure que u est un tsomorphisme.
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(xrx.x.3) Rappelons que si (F?(X)),c, est une filtration (décroissante) d’un
objet Xe€, on dit que cette filtration est séparée si inf (F?(X)) =o, discréte s’il existe
un p tel que F?(X)=o, exhaustive (ou co-séparée) si sup (FP(X)) =X, co-discréte s’il
existe p tel que F?(X)=X.

Nous dirons qu’une suite spectrale E = (E?, E") est faiblement convergente si ’'on a
B, (E}?) =sup (B,(E$Y)), Z,(E}?) =inf(Z,(E}?)) (autrement dit les objets B_(EZ?) et

k k

Z,(EZ?) sont déterminés par les données a) a ¢) de la suite spectrale E). Nous dirons que
la suite spectrale E est réguliére si elle est faiblement convergente et si en outre :

1° Pour tout couple (p, ¢), la suite décroissante (Z,(E£?)),, est stationnaire; I’hypo-
theése que E est faiblement convergente entraine alors Z_(E}?) =Z,(E}?) pour £ assez
grand (dépendant de p et ¢).

2° Pour tout n, la filtration (FP(E")),c, de E” est discréte et exhaustive.

On dit que la suite spectrale E est co-réguliére si elle est faiblement convergente
et si en outre :

3° Pour tout couple (p, ¢), la suite croissante (B,(EZ?)),-, est stationnaire, ce qui
entraine B (E2?) =B, (E}?), et par suite E2?=inf E%.

4° Pour tout n, la filtration de E" est co-discréte.

Enfin, on dit que E est biréguliére si elle est a la fois réguliére et co-réguliére, autrement
dit si on a les conditions suivantes :

a) Pour tout couple (p, q), les suites (B,(E}?)),, et (Z,(E%?)),~, sont stationnaires
et P'on a B (E}) =B, (E}) et Z (E}) =7Z,(E}) pour k assez grand (ce qui entraine
E¥=EPM).

b) Pour tout =, la filtration (F?(E")),cy est discréte et co-discréte (ce qu’on exprime
aussi en disant qu’elle est finie).

Les suites spectrales définies dans (T, 2.4) sont donc les suites spectrales bi-
régulieres.

(xx.x.4) Supposons que dans la catégorie C, les limites inductives filtrantes
existent et que le foncteur h_m) soit exact (ce qui équivaut a dire que Paxiome AB 5)

de (T, 1.5) est vérifié (cf. T, 1.8)). La condition que la filtration (F?(X)),cz d’un objet

X eC est exhaustive s’écrit alors aussi h_m) F?(X)=X. Si une suite spectrale E est faible-

p—>—o
ment convergente, on a B_(E}?) =1im B,(E}?); si en outre u : E-E’ est un morphisme
—
k— o

de E dans une suite spectrale E’ de € faiblement convergente, ona 5B, (E}?)) =B_(EJ)
en raison de I’exactitude de h_n)l De plus :

Proposition (11.1.5). — Sotent C une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives
filtrantes sont exactes, E, E' deux suites spectrales réguliéres de C, u:E—E' un morphisme de
suttes spectrales. Si les ub? sont des isomorphismes, il en est de méme de u.

Nous savons déja (11.1.2) que les u?? sont des isomorphismes et que

ut? (B, (E57)) = B, (Eg™);
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’hypothése que E et E’ sont réguliéres entraine aussi u8(Z(E39)) =7Z,(E;), et
comme u}? est un isomorphisme, il en est de méme de u%?; on en conclut donc que
gr,(u” ") est aussi un isomorphisme. Mais comme les filtrations des E” et des E'™ sont
discretes et exhaustives, cela entraine que les 4" sont aussi des isomorphismes (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, th. 1).

(xx.x.6) Il résulte de (11.1.1.2) et de la définition (11.1.1.3) que si, dans une
suite spectrale E, on a El*=o0, ona Ef=o0 pour k>ret EX=o0. On dit qu’une suite
spectrale est dégénérée s’il existe un entier r>2 et, pour tout entier neZ, un entier ¢(n)
tel que E!7%?=o0 pour tout ¢+ g(n). On déduit d’abord de la remarque précédente
que T'on a aussi E}7%7=o0 pour k>r (y compris k=) et ¢g=+g¢g(n). En outre, la
définition de E?? , montre que 'ona Er;2adn =Er—em.ain; i E est faiblement convergente,
on a donc aussi E7, 7?04 = E7r~4"2; aytrement dit, pour tout neZ, gr,(E") =o pour
p+q(n) et gr,, (E") =E7~1"M " Si en outre la filtration de E" est discréte et exhaustive,
la suite E est régulitre et on a E"=E"~1":¢™ 3 upn isomorphisme prés.

(xx.x.7) Supposons que dans la catégorie € les limites inductives filtrantes
existent et soient exactes, et soit (E,, #,,) un systtme inductif (suivant un ensemble
d’indices filtrant) de suites spectrales de €. Alors la limite inductive de ce systéme inductif
existe dans la catégorie additive des suites spectrales d’objets de C : il suffit pour le voir de
définir EF4, 479, o9, B (E2?), Z (E3?), E*, FP(E") et 7 comme limites inductives respectives
de Ey, a7, of%, B, (E}%), Z,(EZ%), E3, FP(E}) et B}%; la vérification des conditions
de (11.1.1) résulte de 'exactitude du foncteur h_r)n dans C.

Remarque (xx.1.8). — Supposons que la catégorie € soit la catégorie des A-modules
sur un anneau noethérien A (resp. sur un anneau A). Alors, les définitions de (11.1.1)
montrent que si pour un 7 donné, les E?? sont des A-modules de type fini (resp. de longueur
finie), il en est de méme de tous les modules E? pour s> 7, ainsi que des E?%. Si en outre
la filtration de I’aboutissement (E”) est discréte et co-discréte pour tout n, on en conclut que
chacun des E, est aussi un A-module de type fint (resp. de longueur finie).

(xx.x.9) Nous aurons 4 considérer des conditions assurant qu’une suite spectrale E
est birégulie¢re de fagon « uniforme » en p+4g¢g=n. On utilisera alors le lemme
suivant :

Lemme (11.1.10). — Soit (E?) une famille d’objets de C liés par les données a), b), c)
de (11.1.1). Pour un entier fixé n, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un entier r(n) tel que pour r>r(n),p+q=n ou p+q=n—1, les mor-
phismes d¥? soient tous nuls.

b) 1l existe un entier r(n) tel que pour p+q=n ou p+q=n-+ 1, onait B,(E}?) =B,(E)
pour s=r>1(n).

c) Ilexisteun entier r(n) tel que pour p+q=n ou p+q=n—1, on ait Z (E3?) =7Z(E}?)
pour s=r=1(n).

d) Il existe un entier r(n) tel que pour p+q=n, on ait B, (E}) =B, (E}?) et
Z,(E¥) =Z(ES) pour s=r>r(n).
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En effet, d’apreés les conditions a), b), ¢) de (1 1.1.1),direque Z, ,(E}) =7 (E¥M)
équivaut a dire que d?=o, et dire que B (E3*"¢~""') =B, (EZT"1="*1) équivaut aussi
a dire que d?=o; le lemme résulte aussitot de cette remarque.

11.2. La suite spectrale d’un complexe filtré.

(xx.2.1) Etant donnée une catégorie abélienne €, nous conviendrons de désigner
par des notations telles que K" les complexes (K'),c4 d’objets de € dans lesquels opérateur
de dérivation est de degré + 1, par des notations telles que K, les complexes (K,);c
d’objets de € dans lesquels ’opérateur de dérivation est de degré —1. A tout complexe
K= (K) dont ’opérateur de dérivation d est de degré 41, on peut associer un complexe
K!=(K/) en posant K/=K™ I'opérateur de dérivation K;—K;_, étant 'opérateur
d:K'>K™"'; et vice versa, ce qui permettra suivant les circonstances de considérer
I'un ou Plautre type de complexes et de traduire tout résultat pour 'un des types en
résultats pour I'autre. Nous désignerons de méme par des notations telles que K**=(K%)
(resp. K, =(K;;)) des bicomplexes d’objets de € dans lesquels les deux opérateurs de
dérivation sont de degré -1 (resp. —1); on passe encore de I'un a 'autre type en
changeant les signes des indices, et on a des notations et remarques analogues pour des
multicomplexes quelconques. La notation K* ou K, sera aussi utilisée pour des objets
gradués de C, de type Z, qui ne sont pas nécessairement des complexes (ou que I’on peut
considérer comme tels pour des opérateurs de dérivation nuls) ; par exemple, nous écrirons
H'(K*) = (H(K"));cz la cohomologie d’un complexe K* dont P'opérateur de dérivation
est de degré 41, par H (K )= (H;(K)));cz I’homologie d’un complexe K dont ’opérateur
de dérivation est de degré — 1; quand on passe de K* & K! par’opération décrite ci-dessus,
on a H;(K!)=HK").

Rappelons a ce propos que pour un complexe K* (resp. K), nous écrirons en
général Z(K')=Ker(K'>K'*!) (« objet des cocycles ») et B/(K')=Im(K'~'—KY)
(« objet des cobords ») (resp. Z,(K))=Ker(K;—>K;_;) (« objet des cycles ») et
B,K,)=Im(K;,,—~K,)) (« objet des bords »)) de sorte que HY(K')=ZK")/B/(K")
(resp. H(K.) = Z(K)B,(K.)).

Si K'=(K") (resp. K,=(K;)) est un complexe dans €, et T:C—C’ un
foncteur de € dans une catégorie abélienne C’, nous désignerons par T(K") (resp. T(K))
le complexe (T(K%) (resp. (T(K;))) dans C'.

Nous ne revenons pas sur la définition des 0-foncteurs (T, 2.1), sauf pour signaler
que nous dirons aussi d-foncteur au lieu de &'-foncteur lorsque le morphisme & diminue
le degré d’une unité, le contexte devant chaque fois préciser ce point s’il peut y avoir
doute.

Enfin, nous dirons qu’un objet gradué (A));cz de C est limité inférieurement (resp.
supérieurement) s’il existe 4, tel que A;=o0 pour ¢<i, (resp. i>1,).

(xx.2.2) Soit K un complexe de € dont l'opérateur de dérivation 4 est de
degré + 1, et supposons-le muni d’une filtration F(K')=(F(K")),c, formé de sous-
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objets gradués de K°, autrement dit F?(K') = (K'nF?(K'));cz; en outre, on suppose
que d(FP(K*))cF?(K*) pour tout peZ. Rappelons alors rapidement comment on
définit fonctoriellement une suite spectrale E(K') a partir de K* (M, XV, 4 et G, I, 4.3).
Pour r>2, le morphisme canonique F?(K')/F?*+"(K*)—F?(K*)/FP*1(K") définit un
morphisme pour la cohomologie
HPa(F?(Ke) [FP7(K)) > HP 7 (F7(K7) [FP 1K)
On désigne par Z?%(K') I'image de ce morphisme. De méme, de la suite exacte
o—F?(K")[FPt1(K*)-Fr—"+1(K*) [FP*1(K*) - F?~"+1(K") [FP(K*) -0
on déduit par la suite exacte de cohomologie un morphisme
HP+ 0= (FP =+ (K) [FP(K°)) — HP H9(F7(K°) [F? +4(K"))

et on désigne par BP(K') I'image de ce morphisme; on montre que B?(K')cZ?(K")
et on prend E?(K*)=ZM(K")/B(K*); nous ne préciserons pas la définition des 7%,
ni des o2’

On notera ici que tous les Z¥(K*) et BIY(K*), pour p, ¢ fixés, sont des sous-objets
du méme objet H? T¢(F?(K*)/FP*1(K")), que 'on note ZM(K'); on pose B(K')=o,
de sorte que les définitions précédentes pour ZP(K') et BM(K') s’appliquent aussi
pour r=1; on pose encore EM(K*)=Z(K*). On définit encore les d/? et al? de sorte
que les conditions de (11.1.1) soient vérifiées pour r=1. On définit d’autre part les
sous-objets Z%(K*), image du morphisme

HP (7 (K1) HP (B (K[ (K)) = B (K)
et B%(K), image du morphisme
H? =1 (K [FP(K*)) —H? " 2(FP(K°) [F 1K) = Ef(K)

déduit comme ci-dessus d’une suite exacte de cohomologie. On prend pour Z_(E}?(K"))
et B (E}?(K*)) les images canoniques dans EJ?(K*) de Z2(K') et BY(K").

Enfin, on désigne par F’(H"(K')) l'image dans H"(K’) du morphisme
H"(F?(K*))~H"(K*) provenant de l'injection canonique F?(K')—K-"; par la suite
exacte de cohomologie, c’est aussi le noyau du morphisme H"(K*)—->H"(K'/F?(K")).
On définit ainsi une filtration sur E"(K') =H"(K'); nous ne donnerons pas non plus
ici la définition des isomorphismes @37

(xx.2.3) Le caractére fonctoriel de E(K*) doit s’entendre de la fagon suivante :
étant donné deux complexes filtrés K*, K’* de €, et un morphisme de complexes « : K'—K"
compatible avec les filtrations, on en déduit de fagon évidente les morphismes «?? (pour r> 1)
et ", et on montre que ces morphismes sont compatibles avec les 7, «?? et 3 au sens
de (11.1.2), donc définissent bien un morphisme E(u) : E(K*)—>E(K") de suites
spectrales. En outre, on montre que si z et » sont des morphismes K'—K'" du type
précédent, homotopes d’ordre <k, alors ul?=20" pour r>k et u"=2v" pour tout n (M,

XV, 3.1).
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(xx.2.4) Supposons que dans € les limites inductives filtrantes soient exactes.
Alors, si la filtration (FP(K*)) de K* est exhaustive, il en est de méme de la filtration
(FP(H"(K"))) pour tout 7, car on a par hypothése K*= h_)m F?(K*) etI’hypothése sur C

p—>—o0

entraine que la cohomologie commute aux limites inductives. En outre, on a, pour la
méme raison, B, (E*(K)) =sup B,(E}*(K*)). On dit que la filtration (F”(K*)) de K*
k

est réguliére si pour tout z il existe un entier u(n) tel que H"(F?(K')) =0 pour p>u(n).
Il en est ainsi en particulier lorsque la filtration de K* est discréte. Lorsque la filtration
de K- est réguli¢re et exhaustive, et que les limites inductives filtrantes dans C sont
exactes, on montre (M, XV, 4) que la suite spectrale E(K") est réguliére.

11.3. Les suites spectrales d’un bicomplexe.

(rx.3.x) En ce qui concerne les conventions relatives aux bicomplexes, nous
suivons celles de (T, 2.4) plutét que celles de (M), les deux dérivations d’, d" (de
degré + 1) d’un tel bicomplexe K = (K%) étant donc supposées permutables. Supposons
vérifiées I'une des deux conditions suivantes : 1° Les sommes directes infinies existent dans C;
2° Pour tout n€Z, il n’y a qu’un nombre fini de couples (p, ¢) tels que p+g=n et
K™+ o0. Alors, le bicomplexe K** définit un complexe (simple) (K'),c 5, avec K= X KY,

i+ji=n
Popérateur de dérivation d (de degré +1) de ce complexe étant donné par

dx=d'x+(—1)'d"’x pour xeK%. Lorsque nous parlerons par la suite du complexe (simple)
défini par un bicomplexe K**, il sera toujours sous-entendu que I'une des conditions précédentes
est satisfaite. On adoptera des conventions analogues pour les multicomplexes.
On désigne par K** (resp. K*%) le complexe simple (K¥); o, (resp. (K¥);¢5), par

Zr (K5, BE (K5, HE(K"*) (resp. Z2(K"7), BY(K"7), HP(K"7)) ses p* objets des cocycles,
des cobords et de cohomologie respectivement; la dérivation d’: K**—~K**** est un
morphisme de complexes, qui donne donc un opérateur dans les cocycles, les cobords
et la cohomologie,

d': Zf(K ) - Zj (K )

&' : BR(K**) >By(K )

d’ : Hfy(K* ) ~Hpy (K )

et il est clair que pour ces opérateurs, (Z%(K"*));cz, (BE(K"*));cz et (HE(K"*));cz sont
des complexes; nous désignerons le complexe (HE(K**));c, par HJ(K™), ses ¢* objets
de cocycles, de cobords et de cohomologie par Z{(HZ(K*)), Bi(H}(K*)) et H{(H(K™)).
On définit de méme les complexes H?(K**) et leurs objets de cohomologie H{ (Hf(K"*)).
Rappelons d’autre part que H"(K**) désigne le n° objet de cohomologie du complexe
(simple) défini par K.

(xx.3.2) Sur le complexe défini par un bicomplexe K*, on peut considérer deux
filtrations canoniques (F{(K*)) et (F{;(K*)) données par
(1r.3.2.1) F{K")=( = K, FiK)=( 2 K

i+j=n1=p i+j=n,j2p
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qui, par définition, sont bien des sous-objets gradués du complexe (simple) défini par K**,
et font donc de ce complexe un complexe filtré; par ailleurs, il est clair que ces filtrations
sont exhaustives et séparées.

Il correspond a chacune de ces filtrations une suite spectrale (11.2.2); nous
désignerons par ‘E(K*) et “E(K') les suites spectrales correspondant a (F}(K*)) et
(F{(K)) respectivement, dites suites spectrales du bicomplexe K**, et ayant toutes deux
pour aboutissement la cohomologie (H"(K**)). On montre en outre (M, XV, 6) que
I'on a

(1x.3.2.2)  "EF(K")=Hj(HR(K")), "ER(K) = Hy(HP(K™)).

Tout morphisme u: KK’ de bicomplexes est ipso facto compatible avec les
filtrations de méme type de K* et K’*, donc définit un morphisme pour chacune des
deux suites spectrales; en outre, deux morphismes homotopes définissent une homotopie
d’ordre <1 des complexes (simples) filtrés correspondant, donc le méme morphisme pour
chacune des deux suites spectrales (M, XV, 6.1).

Proposition (11.3.3). — Soit K= (K un bicomplexe dans une catégorie abélienne C.

(1) Sl existe iy et jo tels que K=o pour i<iy ou j<j, (resp. i>iy ou j>j,), les
deux suites spectrales 'E(K**) et ""E(K"*) sont biréguliéres.

(i) S°il existe iy et iy tels que K'=o0 pour i<iy ou i>1i, (resp. s’il existe j, et j, tels
que K'=0 pour j<j, ou j>j,) les deux suites spectrales 'E(K**) et ""E(K**) sont biréguliéres.

Supposons en outre que dans C les limites inductives filtrantes existent et soient exactes. Alors :

(iii) S°il existe iy tel que K=o pour i>i, (resp. s’il existe j, tel que K=o pour
7<Jo)s la suite "E(K**) est réguliére.

(iv) 8’1l existe iy tel que K=o pour i<i, (resp. s’il existe j, tel que K=o pour
J>Jo)s la suite "E(K**) est réguliére.

La proposition résulte aussitét des définitions (11.1.3) et de (11.2.4), ainsi que
des observations suivantes relatives a la filtration F; (et des observations analogues qu’on
en déduit pour F|; en échangeant les réles des deux indices dans K**) :

1° S’il existe 7, tel que K“7=o0 pour i>1, la filtration F;(K*) est discréte.

2° S’il existe 7, tel que K¥=o0 pour i<i), la filtration F;(K*) est co-discréte. On
en déduit aussitot qu’il en est de méme de la filtration correspondante F;(H"(K**)) pour
tout z; en outre, la définition de B?? correspondant a la filtration F;(K**) (11.2.2) montre
que pour tout couple (p, ), la suite (BFY), ., est stationnaire.

3° Sl existe j, tel que K7=o0 pour j<j,, on a

2K )n( £ K¥)=o0
it+j=n
dés que p+r+jy>n, donc ZM=7Z _(E}) pour r>g—j,+ 1; d’autre part, H"(F{(K**))=o0
pour p>n—jo+1.

4° S’il existe j, tel que K"=o0 pour j>j,, on a

PP~ YK*)n( £ K= X K%
i+j=n it+j=n
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dés que p—r+1+j5<n, donc BI*=B_(Ef?) pour r<jy—g-+1; d’autre part,
H*"(F{(K*)) =H"(K*") pour p+j<n—I.

(xx.3.4) Supposons que le bicomplexe K*= (K") soit tel que K=o pour
i<o ou j<o. Onsait qu’on peut alors définir pour tout peZ un « edge-homomorphisme »
canonique

(xx.3.4.1) "EP(K**) - H?(K")

(M, XV, 6). Rappelons rapidement que cela est di, d’'une part & ce que I’on a dans
la suite spectrale 'E(K*), ZP°=7Z?(Z);(K")) pour 2<r<+oo, et de lautre au fait
que H?(F?*!(K*))=o, si bien que 'isomorphisme 8#°: ‘E?? ~ H?(F?)/H?(F?*!) donne
un homomorphisme 'E?—H?(F?(K*)) -H?(K*); I’égalité de tous les Z™ permet alors
de définir des homomorphismes canoniques 'E?—'E? pour r<s, et en particulier
un homomorphisme ‘EI'—’'E”, d’ou par composition I’edge-homomorphisme
'E2*~HP(K**); en outre, on vérifie aussitét que, & la classe mod. B2 d’un élément
z2eZ%(K)cK?” tel que d’z=o0, I’edge-homomorphisme ainsi défini fait correspondre
dans 'E? la classe de z mod. B%, puis & cette derniére la classe de cohomologie de z
dans H?(K*). On voit donc finalement que 1’edge-homomorphisme (11.3.4.1) provient,
par passage & la cohomologie, de Pinjection canonique Z3(K**)—K* (ot K est considéré
comme complexe simple). On interpréte naturellement de méme 1’edge-homomorphisme

(11.3.4.2) "ER(K**) —H?(K")

comme provenant de l'injection canonique ZJ(K*)—K-.

(xx.3.5) Soit maintenant K, = (K;) un bicomplexe de € dont les deux opé-
rateurs de dérivation sont de degré —1. Nous écrirons alors K; , (resp. K, ;) le complexe
simple (K;);cz (resp. (K;)iez), Hy(K;.) (resp. HY(K, ;) son p° objet d’homologie,
HU(K_) (resp. HI(K,)) le complexe (HI(K, )),cz (resp. (HIK. )),ez), HIHI(K )
(resp. H'(HJ(K..))) son ¢° objet d’homologie; notations analogues pour les objets des
cycles et objets des bords; enfin, H, (K ) désignera (lorsqu’il existe) le »° objet d’homologie
du complexe simple (a opérateur de dérivation de degré —1) défini par K.

Soit K'*=(K"¥) avec K"=K_; _; le bicomplexe & opérateurs de dérivation
de degrés +1 associé a K, ; par définition, les suites specirales de K, sont celles de K,
que lon écrit 'E(K,) et “E(K,,), ot 'on change toutefois les notations, en posant

'E;I(K._) — rE:p,—Q(KI..), ”E;q(K ) — ::Er—p,—q(Kr..)

pour 2<r<o. Avec ces notations, on a
"Ep(K..) =Hy(H;(K..), "E5,(K..) = H;'(Hy(K..)).

Pour éviter des erreurs de signe, il sera en général préférable, pour les relations
entre ces suites spectrales et leur aboutissement, de revenir au complexe K’*. Notons
toutefois les critéres correspondant a (11.3.3) :

(xx.3.6) Les suites spectrales 'E(K ) et "E(K,) sont biréguliéres dans les cas
suivants : a) Il existe 7, et j, tels que K;=o0 pour i>¢, ou pour ;> j, (resp. pour :<i,
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ou pour j<jo); b) Il existe ¢, et 7; tels que K=o pour i<j, et i>7; ¢) Il existe j, et j,
tels que K;;=o pour j<j, et j>j,.

La suite 'E(K.,) est réguliére §’il existe 1, tel que K;=o0 pour <4, ou §’il existe j
tel que K;=o0 pour ;> j,.

La suite "E(K.,) est réguliére 5’1l existe i, tel que K;=o0 pour i>¢, ou s’il existe j,
tel que K;=o0 pour j<j,.

11.4. Hypercohomologie d’un foncteur par rapport a un complexe K'.

(xx.4.x) Soit C une catégorie abélienne; rappelons que I’on appelle résolution
droite (ou cohomologique) d’un objet A de € un complexe d’objets de €, dont ’opérateur
de dérivation est de degré -1,

oL\ 12, ..

muni d’un morphisme e:A—L’ dit augmentation de la résolution (et que I'on peut
considérer comme un morphisme de complexes

0—>A -0 - 0 — ...

Lo

o> L - L'- 12> ...
tel que la suite

1
0—>A-L0>1l—>. ..

soit exacte; de méme une résolution gauche (ou homologique) de A est un complexe
0<Ly<L;«... d’objets de € dont 'opérateur de dérivation est de degré —1, muni
d’une augmentation ¢:L,—A, de sorte que la suite

o<—A<f-Lo<—L1<—. ..
soit exacte.

Lorsqu’une résolution droite (L;);-, d’un objet A est telle que L;=o0 pour i>n4-1,
on dit que cette résolution est de longueur <n. On définit de méme une résolution gauche
de longueur <n. Une résolution qui est de longueur <7 pour un entier n est dite finie.

Une résolution de A est dite projective (resp. injective) si les objets de C autres que A
qui la composent sont projectifs (resp. injectifs). Lorsque C est la catégorie des modules
(2 gauche par exemple) sur un anneau, on dira de méme qu’une résolution de A est
plate (resp. libre) lorsque les modules autres que A qui la composent sont plats (resp. libres).

(xx.4.2) Soit K'= (K%);.; un complexe d’objets de €, dont I'opérateur de déri-
vation est de degré 1. :

On appelle résolution de Cartan-Eilenberg droite de K* le couple formé d’un bicomplexe
L= (L% & opérateurs de dérivation de degré -1, avec L7=o0 pour j<o, et d’un
morphisme de complexes simples ¢:K'—L"% de facon que les conditions suivantes
soient remplies :
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(i) Pour chaque indice ¢, les suites
o>KISLO LT, |,
0—>B{(K*) >Bi(L"%) —Bi(L"1) —. ..
0—>Z(K*) SZi(L"%) »>Zi{(L"Y) —. ..
o—H/(K") >H{(L"%) »Hi(L"Y) —. ..

sont exactes, autrement dit (L"*), (B{(L")), (Zi(L")) et (Hi(L")) sont respectivement
des résolutions de K', B{(K"), Z{(K") et H{(K").

(ii) Pour chaque j, le complexe simple L/ est scindé, autrement dit, les suites
exactes

(rx.4.2.1) 0—By(L"") - Zj(L~") »Hj(L"") —~o
(1rx.4.2.2) 0—Zi(L"") >Li>BitY(L") »o

sont scindées.

On prouve (M, XVII, 1.2) que si tout objet de C est sous-objet d’un objet injectif,
tout complexe K* de € admet une résolution de Cartan-Eilenberg injective, c’est-a-dire
formée d’objets injectifs L (la condition (ii) ci-dessus entraine alors que les Bi(L"7),

$(L) et Hi(L"") sont aussi des objets injectifs). En outre, pour tout morphisme
f:K"—=K" de complexes de C, toute résolution de Cartan-Eilenberg L** de K" et toute
résolution injective de Cartan-Eilenberg L'** de K'*, il existe un morphisme de bicomplexes
F:L"—L" compatible avec f et les augmentations, et si f et g sont deux morphismes
homotopes de K* dans K", les morphismes correspondants de L** dans L sont homotopes
(loc. cit.).

Lorsque K- est limité inférieurement (resp. supérieurement), on peut prendre L' tel
que L7=o0 pour i<i, (resp. i>iy) si K=o pour i<i, (resp.i>i) (M, XVII, 1.3).

Supposons d’autre part qu’il existe un entier z tel que tout objet de C admette une
résolution injective de longueur <n; alors on peut supposer que l'on a LY=o pour j>n
(M, XVII, 1.4).

(xx.4.3) Soit maintenant T un foncteur covariant additif de € dans une catégorie
abélienne ¢’. Etant donnés un complexe K* de C et une résolution de Cartan-Eilenberg
injective L de K°, supposons que le complexe (simple) défini par le bicomplexe T(L*)
existe (cf. 11.g.1); alors les deux suites spectrales 'E(T(L)) et "E(T(L*)) de ce
bicomplexe sont dites sutes spectrales d’hypercohomologie de T par rapport au complexe K*;
en vertu de (11.4.2) et (11.3.2), elles ne dépendent effectivement que de K* et non de
la résolution de Cartan-Eilenberg injective L** choisie; en outre, elles dépendent jfoncto-
riellement de K'. Elles ont un méme aboutissement H*(T(L*)) appelé encore V’hypercohomo-
logie de T par rapport a K-, et noté R"T(K"). On montre que les termes E, des deux
suites spectrales précédentes sont donnés par

(11.4.3.1) ‘Ef*=HP(R'T(K"))
(11.4.3.2) "Ef!=RPT(H!(K"))
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RPT désignant comme d’ordinaire le p° foncteur dérivé de T pour peZ; R'T(K*) désigne
le complexe (RT(K"));cz. Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons désor-
mais que tout objet de C est sous-objet d’un objet injectif de €, de sorte que les résolutions
de Cartan-Eilenberg injectives existent pour tout complexe de €. Comme LY=o pour
J<o, les critéres de (11.3.3) montrent que les deux suites spectrales d’hypercohomologie
de T par rapport a K- existent et sont biréguliéres dans chacun des deux cas suivants :
1° K* est limité inférieurement; 2° Tout objet de ¢ admet une résolution injective de
longueur au plus égale & un entier » (indépendant de I’objet considéré). En effet, dans
le premier cas, on peut supposer (11.4.2) quil existe 4, tel que L7=o0 pour i<i, et
dans le second qu’il existe j; tel que LY=o pour j>j;; dans chacun des deux cas, il
est clair en outre que pour n donné, il n’y a qu’un nombre fini de couples (7, j) tels que
Lii+o et i+j=n, ce qui établit nos assertions. ‘

Lorsqu’on suppose que dans €’ les limites inductives filtrantes existent et sont
exactes (ce qui implique en particulier I’existence dans €’ des sommes directes infinies),
alors le complexe défini par le bicomplexe T (L") existe, et le critére (11.3.3) montre
que la suite 'E(T(L"")) est toujours réguliére.

Lorsque K* est un complexe dont tous les termes K' sont nuls sauf un seul K,
R"T(K") estisomorphe 2 R*~*T(K*), ainsi qu’il résulte aussitdt des définitions en prenant
une résolution de Cartan-Eilenberg L** telle que L7=o0 pour i+1,.

Si K* et K sont deux complexes de C, f, g deux morphismes homotopes de K*
dans K", alors les morphismes R'T(K')—>R'T(K") déduits de f et g sont identiques,
et il en est de méme pour les morphismes des suites spectrales de cohomologie.

Proposition (xX.4.5). — Supposons que dans C' les limites inductives filtrantes existent et
soient exactes. Si R"T(K')=o0 pour tout n>o0 et tout icZ, on a des isomorphismes fonctoriels

(11.4.5.1) RT(K") 3 H(T(K")) (ieZ).

En effet, les seuls termes E, non nuls de la premiére suite spectrale (11.4.3.1)
sont alors 'EX'=H?(T(K')); autrement dit, cette suite est dégénérée; comme elle est
réguliére (11.4.4), la conclusion résulte de (11.1.6).

(xx.4.6) Considérons maintenant, par exemple, un bifoncteur covariant
(M,N)->T(M,N) de ¢xc' dans C"”, €, €', C"” étant trois catégories abéliennes;
on suppose, pour simplifier, T additif en chacun de ses arguments, et en outre que tout
objet de C et tout objet de €’ sont sous-objets d’un objet injectif, et que les limites inductives
filtrantes existent dans €’ et sont exactes. On définit alors I’Aypercohomologie de T par
rapport 2 deux complexes K*, K’* de C et €’ respectivement, & opérateurs de dérivation
de degré +1, en prenant pour K* (resp. K’*) une résolution de Cartan-Eilenberg
injective L** (resp. L"**); alors T(L'*, L") est un quadricomplexe de C"’, que ’on considére
comme bicomplexe de €'’ en prenant pour degrés de T (LY, L™) les entiers i +4 et j+£.
L’hypercohomologie de T par rapport a K- et K’ est par définition la cohomologie
H(T(L", L’**)) de ce bicomplexe (autrement dit, celle du complexe simple associé)
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notée R'T(K*, K”); elle est ’aboutissement de deux suites spectrales dont les termes E,
sont donnés par

(xx.4.6.1) 'E*=HP(RIT(K", K™))
(xx.4.6.2) "EM= ¥ RPT(HY(K"), H'(K")) (cf. M, XVII, 2).
9 +q¢" =q

Ici RT(K*, K”) est le bicomplexe (R!T(K, K")); 7.z et le second membre
de (11.4.6.1) est sa cohomologie quand on le considére comme complexe simple.

En outre, la premiére suite spectrale est toujours réguliére, et les deux suites
spectrales sont biréguliéres lorsqu’il existe n tel que tout objet de € et tout objet de €’
admettent une résolution injective de longueur <z, ou lorsque K* ¢t K'* sont limités infé-
rieurement; dans ce dernier cas, on peut en outre omettre ’hypothése que les limites
inductives existent dans C et C’.

Si K], K|* sont deux autres complexes de C et C’ respectivement, f, ¢ deux mor-
phismes komotopes de K* dans Kj, f’, ¢’ deux morphismes homotopes de K”* dans K;°, alors
les morphismes R'T(K’, K!)->R"T(K], K{*) déduits de f et f’ d’une part, de g et g’
d’autre part, sont identiques, et il en est de méme pour les morphismes des suites
spectrales d’hypercohomologie.

On généralise aisément & un multifoncteur covariant additif quelconque.

Proposition (1x.4.%7). — Supposons que pour tout objet injectif 1 de C (resp. I' de C’),
A'~»T(I, A’) (resp. A~>T(A, I')) soitun foncteur exact. Alors, avec les notations de (11.4.6), on
a des isomorphismes canoniques

(x1.4.7.1) R'T(K", K*) 3 H'(T(L", K*)) 3 H'(T(K, L))

o les deux derniers termes sont la cohomologie des complexes simples définis par les tricomplexes
T(L, K"™) et T(K", L") respectiveinent.

Définissons par exemple le premier de ces isomorphismes. Le quadricomplexe
T(L, L"")) peut étre considéré comme un bicomplexe, en prenant comme degrés de
T(L%, L") les nombres i-+j-+#4 et k. Comme pour chaque 4, L'™* est une résolution
de K™, on a, pour ce bicomplexe, en vertu de ’hypothése sur T, H%(T(L", L'**))=o0
pour g+o0 et HY(T(L*, L")) =T(L", K"); la premiére suite spectrale de ce bicomplexe
est donc dégénérée; comme L™ =0 pour k<o, cette suite est en outre réguliére (11.3.3),
et la conclusion résulte donc de (11.1.6).

On a des résultats analogues pour un multifoncteur covariant en un nombre
quelconque n d’arguments : dans le calcul de I’hypercohomologie, il n’est pas nécessaire
de remplacer tous les complexes par une résolution de Cartan-Eilenberg, mais seulement
n— 1 d’entre eux, pourvu que, lorsqu’on fixe #— 1 arguments quelconques en leur donnant
pour valeurs des objets injectifs, le foncteur covariant en ’argument restant soit exact.

11.5. Passage a la limite inductive dans I’hypercohomologie.

Lemme (xx.5.1). — Soit K* =(K'),c; un complexe de C, et pour tout entier reZ, soit K;,
le complexe tel que K=o pour i<r, Ki,=XK' pour i>r. Soit T un foncteur covariant additif
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de C dans C', permutant aux limites inductives (on suppose que les limites inductives filtrantes existent
et sont exactes dans C et C'). Alors R"T(K") est isomorphe & la limite inductive lim R*T(K;,)
lorsque 1 tend vers — co. —

La construction d’une résolution injective de Cartan-Eilenberg de K* se fait en
choisissant arbitrairement, pour chaque i, une résolution injective (Xi);s, de BY(K') et
une résolution injective (Xj);s, de H(K"); cela fait, la méthode de construction montre
que la résolution injective (L”);5, de K' et les opérateurs de dérivation L*/—»Li+%i
ne dépendent que des résolutions (Xy*), (Xiy') et (Xit4*) (M, XVII, 1.2). Or, il est clair
que 'on a BY(K;,) =B(K") et H{(K;)) =H(K") pour i>r+1. On a, d’autre part,
pour chaque r, une injection canonique ¢;_,,: Ki, =K _, q;';_m étant I'identité
pour i%r—1. La remarque précédente montre que, si L= (L") est une résolution
injective de Cartan-Eilenberg de K*, on peut pour chaque r définir une résolution
injective de Cartan-Eilenberg L= (L) de Ki, telle que Lfj=o0 pour i<r et
Ly=L" pour i>r-+1. On peut d’autre part définir un morphisme de bicomplexes
®;:, ,:L—L;_, correspondant a ¢;_, ,, et la méthode de définition de ce morphisme
(loc. cit.) montre encore qu’on peut le construire de sorte que ®Y_, . soit I'identité
pour i$7et i+7r—1. On a ainsi défini un syst¢tme inductif (L;))) de bicomplexes de C,
dont L' est évidemment la limite inductive lorsque 7 tend vers —oo; en raison de la
permutabilité des sommes directes et des limites inductives, le complexe simple associé
a L' est aussi limite inductive du complexe simple associé a L;;. Comme T permute
par hypothése aux limites inductives et qu’il en est de méme de la cohomologie (en raison
de l’exactitude du foncteur 1i_>m), on a bien H'(T(L"))=li_l>n H'(T(L;))) a un iso-
morphisme prés.

Le lemme (11.5.1) permet d’étendre & des complexes K* quelconques, par passage
a la limite inductive, des propriétés valables pour les complexes limités inférieurement.
Comme premier exemple, nous prouverons :

Proposition (x11.5.2). — Sous les hypothéses de (11.5.1) concernant C, C' et T, R"T(K")
est un foncteur cohomologique dans la catégorie abélienne des complexes de C.

Montrons qu’on peut se ramener au cas des complexes limités inférieurement : si
on a une suite exacte 0—->K""—>K'—>K’'*—>0 de complexes, on en déduit évidemment
pour chaque 7 une suite exacte o0—K[—Kj,—K(y—o0, d’ou par hypothése, une
suite exacte

... >R'T(K{;) >R'T(K;,)) >R'T(K{f) SR T(KS) > ..

ces suites exactes formant un syst¢tme inductif; le lemme (11.5.1) et I'exactitude du
foncteur lim démontrent que I'on a une suite exacte
—

... >R'T(K") >R"T(K") >R'T(K"") SR"'T(K") > . ..

Pour traiter le cas des complexes limités inférieurement, on peut se borner a ceux
tels que K'=o0 pour i<o; ils forment évidemment une catégorie abélienne K.
Lemme (x1.5.2.1). — Dans K, soit I Pensemble des complexes Q = (Q');», ayant les
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propriétés suivantes : 1° Tout Q est un objet injectif de C; 2° Pour tout i > o0, on a Z'(Q") =B'(Q"),
et Z(Q") est facteur direct de Q'. Alors :

(i) Tout QeI est un objet injectif de K.

(ii) Tout objet de K est isomorphe & un sous-complexe d’un complexe appartenant @ 3.

(i) Soient A'=(A%) un objet de K, A= (A") un sous-objet de A*, Q'=(QY
un objet de J, et supposons donné un morphisme f=(f%):A"—>Q:, quil s’agit de
prolonger en un morphisme g=(g') : A°~>Q". Nous utiliserons le langage de la catégorie
des modules pour simplifier (cf. [27]).

Identifions Q & Bi(Q')@B'**(Q’); procédons par récurrence sur 7, et supposons
donc les g’ définis pour j<i, compatibles avec les opérateurs de dérivation d7: Af—Ai+!
et d7:Q'—-Q/* pour j<i—1 et tels en outre que : 1° gYZ7Y(A%))cZTHQ);
2° Si on pose C'=(d')~'(A"*') pour tout j, alors d"""'og'™! coincide avec fiod‘~!
sur G'~'. Le morphisme f*:A’""+Q' donne par composition avec les projections deux
morphismes f": A"—>Bi(Q7) et f: A">B"(Q’). Comme d""'og'~* applique A'~*
dans B(Q’) et s’annule dans Z~!(A"), il définit un morphisme #° : B{(A')—-B'(Q),
et puisque d""log~! coincide avec fiod'~* sur G'~, A’ coincide avec f} dans Bi(A')nA".
Comme BY(Q"), facteur direct de Q, est injectif, il y a un morphisme g :A'—B/(Q")
qui coincide avec 4’ dans Bi(A") et avec f”* dans A”. Considérons d’autre part le mor-
phisme f"“*'od’: C'—Bi**(Q)°), qui s’annule dans Z‘(A"); comme B (Q’) est injectif,
il y 2 un morphisme g : A'>B'*!(Q), qui coincide avec f'"**'od' dans C' et avec o
dans Zi(A°). Il suffit alors de prendre g'=g"+g""" pour pouvoir poursuivre la
récurrence.

(ii) Pour plonger A’= (A) dans un complexe appartenant & J, on prend pour
chaque > 1 un objet injectif Q’* de € tel qu’il existe une injection f"': A*>Q". Posons
alors Q=0 pour i<o0, Q°=Q" et Q'=Q"®Q’** pour i>1, avec I'opérateur de
dérivation évident. Posons f'=f"+ (f"*'od’) pour tout i (avec f"“=o0 pour i<0);
il est immédiat que f* est injectif pour tout i, et que les f* sont compatibles avec les
opérateurs de dérivation.

Corollaire (xx.5.2.2). — Tout objet K* de K admet une résolution droite formée d’objets
de 3. Si L est une telle résolution, pour toute résolution L'* de K, formée d’objets de K, il y a
un morphisme de bicomplexes F : L'*"—L* compatible avec les augmentations, et deux tels mor-
phismes F, F' sont homotopes.

Ce n’est autre que (M, V, 1.1 a)) appliqué a la catégorie abélienne K.

(rx.5.2.3) Ces préliminaires étant posés, considérons une résolution de Cartan-
Eilenberg injective L' de K- et une résolution L'* de K* formée d’objets de I, et montrons
que lon a un isomorphisme H:(T(L"))ZH'(T(L")). On déduit en effet de
(11.5.2.2) un morphisme de bicomplexes T(L’*)—T (L"), et par suite un morphisme
‘E(T(L"*))—'E(T(L*")) des premiéres suites spectrales de ces bicomplexes. Comme
en vertu de (11.3.3), ces suites spectrales sont réguliéres, il suffit (11.1.5) de voir que
le morphisme précédent est un isomorphisme pour les termes E,, ou encore que H};(T(L"*))
est égal 3 R?T(K'); comme L'"* est une résolution droite de K, on est ramené & prouver le
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Lemme (11.5.2.4). — Si L' = (L¥),c, est une résolution droite d’un objet A de C telle
que R'T(LY)=o0 pour tout icZ et tout n>o, alors on a H'T(L') =R T(A).

C’est un cas particulier de (T, 2.5.2).

(1rx.5.2.5) La démonstration de (11.5.2) se termine maintenant de fagon
immédiate, car L’ est une résolution injective de K* dans la catégorie abélienne K, autre-
ment dit, K*~>H*(T(L"")) n’est autre que le foncteur cohomologique dérivé droit de T
dans la catégorie K (T, 2.3).

Proposition (xx.5.3). — Sous les hypothéses de (11.5.1) concernant C, C' et T, soit
L =(L%) un bicomplexe tel que Li=o0 pour j<o et que, pour tout i, L"* soit une résolution
de K'; supposons enfin que R'T(LY) =0 pour tout couple (i, j) et tout n>o. Alors il existe un
1somorphisme fonctoriel

(1x.5.3.1) RT(K") X H (T(L*))).

Soit Ljy=(L{}) le bicomplexe tel que L{=o0 pour i<r, L¥ =LY pour
127; il est immédiat que L™ est limite inductive de L;) pour r tendant vers —oo;
en vertu de I’hypothése sur T et de (11.5.1), il suffit donc de prouver la proposition
lorsque K* est limité inférieurement, par exemple K'=o0 pour i<o, et L7=o0 pour
i<o. Soit alors L"** = (L) une résolution droite de K* formée d’objets de J (11.5.2.2);
il y a un morphisme de bicomplexes L*—>L’"* compatible avec les augmentations,
d’olt un morphisme ‘E(T(L*))—'E(T(L"")) pour les premiéres suites spectrales; le
lemme (11.5.2.4) montre, comme dans (11.5.2.3), que ce morphisme est un iso-
morphisme, d’ou la conclusion.

Remarque (11.5.4). — Les raisonnements précédents prouvent que les conclusions
de (11.5.2) et (11.5.3) sont valables dans la catégorie des complexes K* limités infé-
rieurement, sans supposer que T permute aux limites inductives filtrantes. En outre, quand on
considére seulement la catégorie K des complexes K* tels que Ki=o0 pour i<o, la
caractérisation de R'T(K*) comme le systtme des foncteurs dérivés droits de T dans K
montre que ce foncteur cohomologique est universel (T, 2.3).

Un autre cas ou (11.5.2) est valable sans faire d’hypothése supplémentaire sur T
est le cas ou il existe un entier m>o tel que tout objet de € admette une résolution
injective de longueur <m. En effet, dans la démonstration de (11.5.1), toutes les résolutions
injectives d’objets de € qui interviennent peuvent étre prises de longueur <m, d’ou il
résulte aussit6t que les termes de degré total » du bicomplexe T(L{;) sont égaux a ceux
de T(L™) et en nombre fini, dés que r est assez grand, ce qui entraine que pour tout =,
H"(T(L")) =H"(T(L;;)) dés que r est assez grand. Avec les notations de (11.5.2),
on a donc aussi R"T(K;,)=R"T(K*) pour r assez grand (dépendant de n) et de méme
pour K et K, d’ou la conclusion. De la méme maniere, (11.5.3) est valable sans
condition supplémentaire sur T lorsque C vérifie I’hypothése précédente et que ’on
suppose que les résolutions L** sont de longueur <m.

(rx.5.5) Le résultat de (11.5.2) se généralise aux multifoncteurs covariants.
Considérons par exemple la situation de (11.4.6), ot ’on suppose que dans C, C’ et C”’
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les limites inductives filtrantes existent et sont exactes, et que T commute aux limites
inductives. Alors R°T (K", K"*) est un bifoncteur cokomologique en chacun des complexes K-,
K'*; pour le voir, on se raméne comme dans (11.5.2) au cas ou K* et K’ sont limités
inférieurement; prenant alors pour K* et K’* des résolutions injectives du type décrit
dans (11.5.2.2), on est ramené a la propriété générale démontrée dans (M, V, 4.1).

(x1.5.6) De méme, les résultats de (11.4.7) et (11.5.3) se généralisent comme
suit. Supposons (sous les hypothéses de (11.5.5)) que I’on ait deux bicomplexes L**= (L"),
L= (L") tels que Li=o0 et L'"=o0 pour j<o, que pour tout i, L"* soit une réso-
lution de K et L une résolution de K”, et enfin que R"T(L¥, L™) =0 pour n>0
et pour tout systtme d’indices (%, j, &, k). Alors on a un isomorphisme fonctoriel en K-
et K"

(11.5.6.1) R'T(K", K*) 3 H (T(L", L")

Cela s’établit comme dans (11.5.3) en se ramenant au cas ou K* et K’* sont limités
inférieurement.

Supposons en outre que pour tout couple (7, j) et pour tout couple (4, k), les
foncteurs A~>T(A, L™) et A’~T(L% A’) soient exacts dans C et C’ respectivement.
Alors on a aussi des isomorphismes fonctoriels

(11.5.6.2) R'T(K’, K") ~H(T(L", K")) X H(T(K", L")).

La démonstration est semblable & celle de (11.4.7).

(xx.5.%7) On notera encore que les résultats de (11.5.5) et (11.5.6) sont valables
sans supposer que T permute aux limites inductives, pourvu que l’on se restreigne aux
complexes K°, K’ limités inférieurement, ou que I'on suppose que tout objet de C
(resp. €’) admet une résolution injective de longueur bornée, et que dans (11.5.6) les
bicomplexes L** et L"** ont leur second degré limité supérieurement.

11.6. Hyperhomologie d’un foncteur par rapport a un complexe K .

de ¢, dont 'opérateur de dérivation est de degré — 1. Une résolution de Cartan-Eilenberg
gauche de K, est formée d’un bicomplexe L _ = (L;) a opérateurs de dérivation de

(xx.6.1) Soient € une catégorie abélienne, K = (K;);cz un complexe d’objets

degré — 1 avec L;=o0 pour ;j<o, et d’'un morphisme de complexes simples ¢: L, ,—~K_,
de fagon que les conditions obtenues a partir de celles de (11.4.2) par « renversement
des fléches » soient remplies. Si tout objet de € est quotient d’un objet projectif, tout
complexe K, de € admet une résolution de Cartan-Eilenberg projective, c’est-a-dire
formée d’objets projectifs L,;, avec des propriétés fonctorielles semblables & celles de
(11.4.2). En outre, si K, est limité inférieurement (resp. supérieurement), on peut
supposer que L;=o0 pour i<i, (resp. 1>7) si K;=o0 pour i<i, (resp. i>7). Si
tout objet de € admet une résolution projective de longueur <z, on peut supposer que
L;=o0 pour j>n.

159
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(xx.6.2) Supposons que T soit un foncteur covariant additif de € dans une catégorie
abélienne €’. La définition de I’hyperhomologie L T(K,) et des suites spectrales d’hyperhomo-
logie de T par rapport a un complexe K, de € (lorsqu’elles existent) se fait encore 2

partir de (11.4.3) par « renversement des fléches», les termes E* des deux suites spectrales
ainsi obtenues étant

(11.6.2.1) 'Ep,=H,(L,T(K)
(11.6.2.2) "Ep,=L,T(H,(K.))

ou LPT désigne le p° dérivé de T pour p>o0, et o pour p<o, L,T(K,) le complexe
(L, T(K))iez-

Les propriétés de ’hyperhomologie ne se déduisent pas toutes par simple « renver-
sement des fleches » de celles de ’hypercohomologie (4 moins qu’on ne fasse des hypo-
théses supplémentaires du type AB5’) de T, 1.5 sur la catégorie C’) en raison des
conditions de régularité des deux suites spectrales précédentes, auxquelles il faut cette fois
appliquer les critéres de (11.3.4). Ces derniers montrent que lorsqu’on suppose que
dans €’ les limites inductives filtrantes existent et sont exactes, alors le complexe défini
par le bicomplexe T(L,,) existe, et la seconde suite spectrale “E(T(L,,)) est cette fois
réguliére. Si I’on suppose, soit que K, soit limité inférieurement, soit qu’il existe un entier »
tel que tout objet de € admette une résolution projective de longueur <, alors les deux
suites spectrales d’hyperhomologie existent (sans hypothése sur €’) et sont birégulidres.

Proposition (11.6.3). — Sotent C, C' deux catégories abéliennes, T un foncteur covariant
additif de € dans C'. Alors :

(1) L’hyperhomologie L. T(K ) est un foncteur homologique dans la catégorie abélienne des
complexes de C limités inférieurement.

(ii) Soit K, un complexe de C limité inférieurement. St L,T(K))=o0 pour tout n>o
et tout i€Z, on a des isomorphismes fonctoriels

(11.6.3.1) LT(K)>H,T(K.) (icZ).

(iii) Soit K, un complexe de C limité inférieurement. Soit L, = (L) un bicomplexe tel
que Li=o0 pour j<o et que, pour tout i, L, soit une résolution de K;; supposons enfin que
L, T(L;) =0 pour tout couple (i, j) et tout n>o. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel

(11.6.3.2) L T(K)3H(T(L.))

Les démonstrations se font comme celles de (11.5.2), (11.4.5) et (11.5.3) dans
le cas des complexes limités inférieurement. Nous laissons les détails de ces raisonnements
au lecteur.

(xx.6.4) On a des résultats tout a fait analogues pour les multifoncteurs covariants
additifs en chacun des arguments. Par exemple pour un bifoncteur T, on a les deux
suites spectrales d’hyperhomologie de termes E? donnés par
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(11.6.4.1) B2 =H,(L,T(K, K/))
(11.6.4.2) "Bp= T L(H(K), Hy(K).
9 Tq =q

Ici encore, c’est la seconde suite spectrale qui est réguliere, les deux suites étant
birégulieres lorsqu’il s’agit de complexes K,, K/ limités inférieurement, ou quand les
objets des catégories abéliennes que l’'on considére ont des résolutions projectives de
longueur fixée.

En outre :

Proposition (x1.6.5). — Sotent C, €', C" trois catégories abéliennes, T un bifoncteur
covariant biadditif de C X C' dans C"'.

(i) LT(K,, K!) est un bifoncteur homologique en chacun des complexes limités inférieu-
rement K , K (formés respectivement d’objets de C et d’objets de C’).

(i) Supposons K, et K. lLimités inférieurement. Soient L, = (L;), LI, = (Lj) deux
bicomplexes tels que Lj=o0 et Li=o0 pour j<o, que pour tout i, L, soit une résolutiou
de K; et L, une résolution de K|, et enfin que L,T(L;, Ly) =0 pour n>o0 et tout systeme
(i, 7, hy k). Alors on a un isomorphisme fonctoriel
(11.6.5.1) LT(K,, K)3H(T(L., L))

(1i1) Supposons en outre que pour tout couple (i,j) et tout couple (h, k), les foncteurs
A~-T(A,Ly) et A'~>T(L;, A’) soient exacts dans C et C' respectivement. Alors on a des
isomorphismes fonctoriels

(11.6.5.2) LT(K,, K)3H(T(L., K))ZH.(T(K,, L)).

Les démonstrations sont analogues a celles de (11.5.5) et (11.5.6).

11.7. Hyperhomologie d’un foncteur par rapport a un bicomplexe K.

(xx.7.x) Soit C une catégorie abélienne dans laquelle tout objet est quotient
d’un objet projectif. Considérons un bicomplexe K, =(K;) formé d’objets de C, et
dont les deux degrés sont limités inférieurement; on peut toujours se borner au cas ot K;;=o0
pour :<o ou j<o, et c’est ce que nous ferons désormais. On peut considérer K , comme
un complexe (simple) formé d’objets K;

1y

= (K;)j>o de la catégorie abélienne K des
complexes a degrés positifs d’objets de €. Il résulte du lemme (11.5.2.1) (ou plutét du
lemme « dual » obtenu par « renversement des fleches») et de (M, V, 2.2) que K, admet
une résolution projective de Cartan-Eilenberg dans la catégorie K; une telle résolution est
un tricomplexe M., = (M,;;) de C, a degrés tous >o, formé d’objets projectifs, tel que
pour tout 7, M; ., B{(M.,)), ZI(M..,), H{(M.,.) constituent des résolutions projectives de K, _,
BI(K..), ZX(K.)), H{(K ) respectivement dans la catégorie K; en particulier, pour tout
couple (3, j), M;; , est une résolution projective de K;; dans C.

Proposition (xx.7.2). — Soit T un foncteur covariant additif de C dans une catégorie
abélienne €. Avec les notations de (11.7.1), homologie H (T(M.,.,)) du complexe simple associé

au tricomplexe T(M.,,) est canoniquement isomorphe a I’hyperhomologie LT (K ) du complexe
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simple associé @ K (11.6.2), et est Paboutissement commun de six suites spectrales biréguliéres
notées "E (avec t=a, b, a’, b', ¢ ou d), dont les termes E? sont donnés par les formules

“E,, =L,T(H,(K.)
“E, =H,(L;T(K.))
“Ey, =L, T(Hy(K.))
*Ey, =H,(LT(K.))
“E,, =L, T(H(K.)))
“Ep, =H,(L; T(K.))

(On rappelle que nous utilisons la notation F(A,) pour désigner le complexe des
objets F(A;) pour tout complexe A, =(A,); par exemple L]'T(K..) désigne le complexe
(LT (K, .))is0, o0 L'T(K; ) est Phyperhomologie d’indice ¢ du foncteur T par rapport
au complexe simple K; ..)

Désignons par L, le complexe simple associé 2 K, ,desorte que L= @ K, et

r+s=1

posons N = rﬁ;):iMm.; il est clair que pour chaque 7, N; , est une résolution projective de L,
dans C; il résulte donc de (11.6.3) et (11.6.4) que I’on a un isomorphisme fonctoriel
LT(L)SH(T(N,,)); comme le complexe simple associé au bicomplexe T(N, ) est
aussi associé au tricomplexe T(M,,,), cela prouve la premiére assertion de 1’énoncé.

En outre, L T(L,) est ’aboutissement des deux suites spectrales d’hyperhomologie
(11.6.2) de T relativement au complexe simple L., qui ne sont autres que les suites ®'E
et @E respectivement.

Considérons maintenant M, , comme un bicomplexe U  avec U,-,-=T+E|s')=’_M,~,s;
H,(T(M.,,,)) est encore I’aboutissement des deux suites spectrales du bicomplexe T(U ).
Or, pour tout z, M; . est un bicomplexe vérifiant les conditions de (11.6.3) relativement
au complexe simple K; _; donc HJ(T(U, .)) =L]'T(K;.)), et la premiére suite spectrale
de T(U,,) n’est autre que ?E. D’autre part, pour tout r, M, , . est une résolution de
Cartan-Eilenberg du complexe simple K, ,; le calcul fait dans (M, XV, 2) montre que
H{(T(M, ) =T(H}M.,,)), dou HI(T(U,;)) =r+@;>=7.T(H;(M_,n)); autrement dit, le
complexe simple H{(T(U,,)) n’est autre que le complexe simple associé au bicomplexe
T(H;(M...). Or, pour tout ¢, H}(M,..) est une résolution projective du complexe simple

H(K.)) dans la catégorie K; appliquant (11.6.3), on voit que 'on a
H(T(H(M..)))) =L, T(H(K.)),

et on obtient ainsi la suite @'E. Enfin, les suites ’E et @E s’obtiennent en intervertissant
les réles des indices i et j dans la définition du tricomplexe M, ,, et en appliquant a
ce nouveau tricomplexe les raisonnements qui préceédent.

On dit que L, T(K,,) est Phyperhomologie de T relative au bicomplexe K.

Remarques (xx.7.3). — (i) Il résulte de (11.6.3) que LT(K,)) est un foncteur
homologique dans la catégorie des bicomplexes K, de € limités inférieurement en chacun
de leurs degrés.
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(ii) Soit M,,, un tricomplexe de C tel que pour chaque couple (7, 5), M,  soit
une résolution de K, et que L, T(M;;) =0 pour tous les triplets (7, j, k) et tout n>o.
Alors on a un isomorphisme L T(K,)SH (T(M,,)); en effet, avec les notations de la
démonstration de (11.7.2), N; | est une résolution de L, telle que L,T(N;)=o0 pour
n>o et tout couple (7, 7), et il suffit d’appliquer (11.6.3, (iii)).

(iii) On généralise aussit6t les résultats de (11.7.2) aux multifoncteurs covariants;
par exemple, soient €’ une seconde catégorie abélienne dans laquelle tout objet est
quotient d’un objet projectif, K/, un bicomplexe de €’ dont les deux degrés sont limités
inférieurement, et T un bifoncteur covariant additif de € x €’ dans une catégorie
abélienne €”. Si L, et L, sont les complexes simples associés a2 K, et K!, respectivement,
on définit ’hyperhomologie de T par rapport aux deux bicomplexes K  , K’ comme
I’hyperhomologie L T(L,, L)); appliquant (11.6.4) et (11.6.5), on a de méme que
dans (11.7.2) six suites spectrales aboutissant 2 cette hyperhomologie, et que nous
laissons le soin d’écrire au lecteur.

11.8. Compléments sur la cohomologie des complexes simpliciaux.

(xx.8.1) Soient A un ensemble fini, X(A) I’ensemble des suites finies o= (a, - .., ;)
d’éléments de A (« simplexes » de A); on pose |o| ={x, ..., %}; on rappelle que
le complexe de chaines C (A) est le groupe abélien libre gradué engendré par les
éléments de X(A), (¢, ..., ) 6étant de degré h, avec une différentielle définie par

»

d(ogs oy %) = = (—1)/(etg; -+, &;, - .., ). Le sous-groupe D (A) de C (A) engendré
=0

par les chaines o=(ay, ..., ®,) pour lesquelles deux des «; sont égaux, et par les
chaines =n(s)—e,.0, ol pour toute permutation 7, w(c) = (ctyq), - - -5 %yp) €t €, €5t la
signature de =, est un sous-complexe de C, (A) dont les éléments sont dits chaines
dégénérées; on pose L, (A)=C (A)/D.(A), et on a un homomorphisme naturel de
complexes p: C (A)—L,(A). On définit d’autre part un homomorphisme de complexes
J:L,(A)—C,(A) de la fagon suivante : on ordonne totalement A; a la classe mod. D (A)
d’un simplexe o= (g, ..., ®;), on fait correspondre o si deux des «; sont égaux, et la
suite (By, - .., B,) des «; rangés dans lordre croissant dans le cas contraire. Il est clair que
poj est Videntité de L, (A).

(xx.8.2) Soit B un second ensemble fini; si d’, d"’ sont les différentielles de C, (A)
et C,(B), le complexe produit tensoriel C (A)®C, (B) peut étre considéré comme le
groupe abélien libre engendré par les éléments de X(A)XX(B), avec la différentielle
d(s, ©) = (d’o, ©) + (—1)***(s,d""z) si Card |o| =h+1.

Les homomorphismes naturels C, (A)—L, (A), C,(B)—~L, (B) définissent un homo-
morphisme p : C (A)®C, (B)—>L, (A)®L, (B), cedernier produit tensoriel étant isomorphe
a (C,(A)®C,(B))/(C.(A)®D,(B)+D.(A)®C.(B)). De méme, a I’aide des homo-
morphismes L (A)—C,(A) et L (B)—C, (B) définis dans (11.8.1) (a l’aide d’ordres
totaux sur A et B), on définit un homomorphisme j:L (A)®L, (B)—C, (A)@C, (B)
tel que poj soit I'identité.
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Avec ces notations :

Proposition (xx.8.3). — Il existe une homotopie h : C (A)@C, (B)—C (A)®C,(B), telle
que h(o, <) soit combinaison linéaire de couples de simplexes (o;,T,) avec lo-,.[C| cl, C| ‘r’,
et que Uon ait pour f=jop,
(1x.8.3.1) Sf—1=hod+doh.

i

Il suffit de définir £ sur chaque couple (s, v) de simplexes, en raisonnant par
récurrence sur la somme des degrés de ¢ et 7, car on peut prendre z=o0 lorsque cette
somme est 0. Soit ® = f(s, 7)— (6, 7)—£h(d(s, 7)); en vertu de I’hypothése de récurrence
et de la définition de d, on a meC,(]c])@C,(h]). On a

do =f(d(o, 7))—d(o, 7) —d(h(d(s, 7))) =h(d(d(s, 7))) =0

en vertu de (11.8.3.1) et de I’hypothése de récurrence. Or, on a H (C (A))=o
pour ¢>o (G, I, 3.7.4), donc aussi H, (C,(A)®C,(B)) =0 pour ¢>o, en vertu de la
formule de Kiinneth (G, I, 5.5.2). Appliquant cette remarque en remplagant A par |o|
et B par |7|, on voit qu’il existe un élément o’ de C.(|o|)®C.(|7|) tel que o =dw';
prenant A(c, t) =’, on vérifie (11.8.3.1) pour le couple (o, 7) et la récurrence peut
se poursuivre.

(xx.8.4) Les notations étant celles de (11.8.2), nous poserons (o, t)<(o’, 1")
si |o|c|o’| et||c|t'|. Un spstéme de coefficients & sur E(A)XZ(B) est constitué par
une famille (T', ;) de groupes abéliens, ou I'; . ne dépend que des ensembles ]o-| et Ir[,
et une famille d’homomorphismes I, .—T', .. pour (o, t) <(c’, '), formant un systéme
inductif pour cette relation de préordre. On définit alors un complexe de cochaines C*(A, B; &)
comme I’ensemble des familles A= (A(c, 1)), ou (o, t) parcourt X(A)XXZ(B), avec
Mo, 7)el’, . pour tout couple (o, 7). La différentielle est donnée de la fagon suivante :
si d(c,7)=2+(0;,7), on a |g]c|s|, |v]c|t| pour tout i, et on prend

d\(o, T) = Z 45055 )5

ou A(s;, 7;) désigne I'image canonique de A(s;, 7;) dans T ..

Nous dirons qu’une cochaine AeC*(A, B; &) est bi-alternée si A(s, ©) =0 lorsque
I'un des deux simplexes 6, T a deux termes égaux, et si 'on a A(n(0), ) =¢,A(0, 7) et
Ao, ©'(1)) =¢.A(o, T) pour des permutations quelconques =, =’ des indices. Il est clair
que ces cochaines engendrent un sous-complexe L'(A, B; &%) de C'(A, B; &).

Proposition (11.8.5). — L’injection canomique L'(A, B; &)—>C(A, B; &) définit un
isomorphisme pour la cohomologie de ces deux complexes.

Notons que si p et j ont le sens défini dans (11.8.2), les applications ‘p : A—>Xop
et 'J :A—>2%oj sont définies dans L'(A, B; &) et C'(A, B; &%) respectivement, la premiére
n’étant autre que l'injection canonique. Comme %o'p est 'identité, il suffit de démontrer
que ‘po’j est homotope a lidentité; or, d’aprés (11.8.3), ‘h:A—Aok est définie dans
C'(A, B; &) et on peut donc transposer l'identité (11.8.8.1), qui fournit le résultat
cherché.
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(xx.8.6) La proposition (11.8.5) raméne le calcul de la cohomologie de L*(A, B; &)
a celui de la cohomologie de C*(A, B; &). Rappelons d’autre part que cette derniére
est, en vertu du th. d’Eilenberg-Zilber (G, I, 3.10.2), canoniquement isomorphe a la
cohomologie du complexe de cochaines défini comme suit : on forme le complexe de
chaines P (A, B), constitué par les combinaisons linéaires des (o, 7)eX(A) X Z(B) tels
que o et 7 aient le méme degré; la différentielle de ce complexe est donnée par

d: (o, 7)>Z (—1)"*c, 1) si do=Z(—1)is; et dr=3(—1)*7,; on a alors deux
7s i k
homomorphismes canoniques de complexes

J:P.(A, B)—>C (A)®C,(B), £:C.(A)®C,(B)—~P.(A, B),

et on démontre (loc. cit.) qu’il y a des homotopies h, k' telles que
Sfog— 1 =doh+ hod et gof — 1 =doh’+ h'od.

En outre, on a f(a, r)eC,(la!)@C_(]r[) et g(o, T)GP.(lO'I, ||) et les homotopies &, &’
peuvent étre prises telles que h(o, ‘r)eC.(|c])®C_(|¢[) et B (o, T)EP.(IG‘, |’r[) Ce point provient
de ce que la définition de (s, 7) et A'(o, ©) peut se faire par récurrence sur la somme des
degrés de o et 1, et de ce que les H%C,(]o])@C_(l‘r])) et H"(P_(]o-], |])) sont nuls
pour ¢>o (loc. cit.); on raisonne alors comme dans (11.8.3) et la conclusion en résulte.

On définit alors P*(A, B; &) comme ’ensemble des familles A= (A(s, 7)) ou (o, 7)
parcourt les couples dont les termes ont méme degré, avec A(s, 7)€l ., et comme on a
do=X(—1)i5;eC (|o]) et dr=2(—1)*1,eC (|z|),

i k

d\(o, ©) =Z(—1)"t*A(0}, )
est défini et donne la différentielle du complexe P*(A, B; &). Cela étant, les applications
fin—hof, ‘g :h—>hog, 'h:A—hoh et '’ :A—>hoh’ sont toutes définies en vertu des
remarques qui précédent; ‘fo'g et ‘go'f sont donc homotopes a I'identité, d’ou I’iso-
morphisme cherché entre la cohomologie de C*(A, B; %) et celle de P*(A, B; &).

Remarque (x1.8.%7). — Le méme raisonnement que dans (11.8.3), mais appliqué
a C (A) et L (A), montre que si j et p sont définis comme dans (11.8.1), f=jop vérifie
encore une relation (11.8.3.1), avec |k(c) [C] cl, d’ott on déduit comme dans
(11.8.5) un isomorphisme de la cohomologie de L*(A; &%) sur celle de C'(A; &), ces
deux complexes étant définis de fagon évidente. C’est le résultat dont la démonstration
est esquissée dans (G, I, 3.8.1).

(xx.8.8) Reprenons maintenant les notations et hypotheses de (11.8.2), et
considérons un complexe "= (F*) de systémes de coefficients sur Z(A)xX(B) : pour
chaque (o, 7), les I'¥ . forment donc un complexe de groupes abéliens (keZ), et on a
les diagrammes commutatifs

k k+1
Fo,‘r g Fc,‘r

|

% k+1
Fo,,r, — I‘o,’,r,
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pour (o, 7) < (o', 7). Alors on vérifie aussitot que C*(A, B; &) = (C*(A, B; ¥))pnezxz
est un bicomplexe de groupes abéliens, et L*(A, B; &)= (L*(A, B; %)) en est un
sous-bicomplexe.

Proposition (xx.8.9). — L’injection canonique L'(A, B; &')—C'(A, B; &) définit
un isomorphisme pour la cohomologie de ces deux bicomplexes.

Posons G+ =Cr(A, B; &) et L"=L"(A, B; &) pour simplifier, et notons que
puisque C*=IL"=0 pour k<o, les secondes suites spectrales de ces bicomplexes sont
réguliéres (11.9.3); ’homomorphisme L'*—C* fournit donc un morphisme de suites
spectrales "E(L*")—""E(C*) qui, pour les termes E,, se réduit 2

(11.8.9.1) Hy (HY(L™)) > Hy (H{(C)).

Mais pour tout ke€Z, il résulte de (11.8.3) que ’homomorphisme H{(L"*)—H}(C¥)
est bijectif; la conclusion résulte donc de (11.1.5).

(xx.8.10) De méme, avec les notations de (11.8.6), on a des homomorphismes
canoniques de bicomplexes C'(A, B; &) —>P*(A, B; &) (avec des notations évidentes),
et le méme raisonnement que dans (11.8.9), basé cette fois sur (11.8.6), montre que
cet homomorphisme donne encore un isomorphisme en cohomologie.

11.9. Un lemme sur les complexes de type fini.

Proposition (xx.9.1). — Sotent C une catégorie abélienne, K' et K'' des parties de I’ensemble
des objets de C, telles que K''CK’, et vérifiant les conditions sutvantes :

(1) Pour tout objet A’eK’' et tout épimorphisme u:A—A’' dans C, il existe un objet
BeK’ et un morphisme v : B—~A tels que uv soit un épimorphisme.

(ii) Pour tout couple d’objets AcK',BeK' et tout épimorphisme u:A—B, Ker(u)
appartient & K'.

(iii) Le produit de deux objets de K'' appartient @ K''.

Soit P, = (P;);cz un complexe dans C, tel que H(P)eK’ pour tout i, et qu’il existe d
tel que H(P)=o0 pour i<d. Alors il existe un complexe Q = (Q,);cz dans C tel que Q K"
pour tout i et Q,=o0 pour 1<d, et un morphisme u:Q —P,  de complexes tel que le morphisme
correspondant H (Q.)—>H (P)) soit un isomorphisme.

Démontrons d’abord la conséquence suivante de la propriété (i) :

(i bis) Sotent u : C—B un épimorphisme dans C, A un objet de K', v : A—B un morphisme
dans C; il existe alors un objet DeK'', un épimorphisme u' : D—A et un morphisme v’ : D—C
tels que le diagramme

b=

W<

(xx.g9.x.1) v

QO<«— g

—_
u
sott commutatif.

Considérons en effet le produit fibré CXzA dans C et les projections canoniques
p:CxgA—>C, ¢: CxgA—A, rendant commutatif le diagramme
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A
l..
B

On sait ([27], p. 1-12) que le conoyau de ¢ est le quotient de A par »~*(x(C));
comme u est un épimorphisme, #(C)=B et v~'(«(C)) =A, donc ¢ est un épimorphisme;
il suffit alors d’appliquer (i) & I’épimorphisme ¢: CXgA—A: il y a un objet DeK”

et un morphisme w : D—>CXgA tels que gw soit un épimorphisme; on prendra u’ = qw,
V' =pw.

CxgA >
(1x.9.1.2) pi
C

—_—
u

Cela étant, pour démontrer la proposition, procédons par récurrence. Supposons,
pour un i>d—1, construits, pour j<i, les objets Q, les morphismes d;: Q;-Q,_,
et les morphismes u;: Q,—P; de sorte que Q;=o0 pour j<d, que d;_jod;=o0 et
dou;=u;_,od; pour j<i; en outre, nous supposons vérifiées les conditions suivantes :

(I) Ona Q,eK"” pour j<iet B(Q. ek’ pour j<i.

(IL;) Pour j<i, ’homomorphisme H;(Q.)—H;(P,) déduit de la famille ().,
est un isomorphisme.

(IIL,) Le morphisme composé u; : Z,(Q.)—Z,(P,)—>H,(P,) (ou la fleche de gauche
est la restriction de ; et la fleche de droite le morphisme canonique) est un épimorphisme.

Notons que, d’apres (ii), Z,(Q ), noyau de I’épimorphisme Q;—B;_;(Q.), appar-
tient & K’ en vertu de ’hypothése (I,). On tire encore de (ii) que N,=XKer (;) appartient
aussi 2 K’, compte tenu de ’hypothése (IIL,). En vertu de (i 4is), il existe un Q' eK",
un épimorphisme d;_, : Q% ;—N; et un morphisme u; ,:Q’ ,—P; ;, tels que le
diagramme

’
&y

Qv — N;
(1x.9.1.3) u;+11 l“@'

P, — By(P)
i+1
soit commutatif.
Comme le morphisme canonique Z, ,(P)—H; (P) est un épimorphisme et

que H; ,(P)eK’ par hypothése, il résulte de (i) qu’il existe un objet Q€K' et un

morphisme #/’, : Q7. ,—~>Z, ,(P) tels que le composé QY ,,—~Z, ,(P)—H, ,(P,) soit

un épimorphisme. Si on prend 4/}, : QY ,—N, égal a o, le diagramme

a’
,, i+1
Qi — N

(rx.9.1.4) %'ty Y
Z;.(P) — P
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est commutatif, la fleche horizontale inférieure étant o. Prenons alors Q; ., =Q’; , x Q. ,,
qui appartient & K’ en vertu de (iii), et d;  =d/, +d/}, u; ., =u/ +u,. Comme
4 1(Qiyy)=4d{,1(Q;.)=N;CZ(Q)), on a d;, ,od;=0 et, avec les notations usuelles,
B,(Q.)=N;, ce qui vérifie (I,,;). La commutativité des diagrammes (11.9.1.3) et
(11.9.1.4) montre que 4, ou; =upod; . Par définition de N,;, le morphisme
H,(Q.)=Z,(Q.)/N;,-~H,(P,) déduit du systtme des u, (k<i+ 1) est le morphisme
déduit de »; par passage aux quotients, donc c’est un isomorphisme puisque z; est un
épimorphisme, d’ou (II; ). Enfin,ona Q7 ,cZ, (Q,) par définition; le choix de %/’ ,
montre que le morphisme v, ,:7Z,,,(Q.)—~Z, (P.)>H,; ,(P.) est un épimorphisme,
sa restriction a QY , I’étant déja, d’ou (III,_,). La récurrence peut donc se poursuivre,
et la proposition est démontrée.

Corollaire (xx.9.2). — Soient A un anneau noethérien (non nécessairement commutatif),
P =(P,)icz un complexe de A-modules a droite. On suppose que les H,(P,) sont des A-modules
de type fini et qu’il existe d tel que H(P)=o0 pour 1<d. Alors il existe un complexe Q =(Q,);cz
formé de A-modules a droite libres de rang fini, tel que Q,=o0 pour i<d, et un homomorphisme
u:Q —P,  de complexes, tel que I’homomorphisme H (Q )—H_ (P.) correspondant & u soit
bijectif.

On applique (11.9.1) en prenant pour C la catégorie des A-modules & droite,
pour K’ (resp. K'') ’ensemble des A-modules de type fini (resp. ’ensemble des A-modules
libres de rang fini) ; la vérification des conditions (i), (ii) et (iii) de (11.9.1) est immédiate,
compte tenu de ’hypothése que A est noethérien.

Remarques (11.9.3). — (i) Sous les conditions de (11.9.2), supposons en outre
que les P, soient des A-modules a droite plats. Alors, pour tout A-module 4 gauche M,
I’homomorphisme de complexes u®1:Q ®,M—->P ®,M définit encore un isomorphisme
H(Q®M)IH (P®M) de I’homologie comme nous le verrons au chap. III.

(ii) La conclusion de (11.9.2) n’est plus nécessairement exacte lorsqu’on ne
suppose pas A noethérien; en effet, en I’appliquant & un complexe réduit a o sauf pour un
seul terme, on en conclurait que tout A-module & gauche de type fini admet une résolution
par des modules libres de type fini, ce qui n’est pas vrai en général (cf. Bourbaki, Alg.
comm., chap. I, § 2, exerc. 6).

Toutefois, au lieu de supposer A noethérien, on peut supposer seulement que
les H,(P,) ont une co-présentation finie (cf. chap. IV).

11.10. Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un complexe de modules de lon-
gueur finie.

(rx.x0.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif),

(1rx.10.1.1) M:o->M->M-—...>M">0

un complexe de A-modules & gauche de longueur finie. On appelle caractéristique d’Euler-
Poincaré de ce complexe le nombre
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(xrx.10.1.2) 1(M)= X (—1)'long M.

Proposition (xx.10.2). — Pour tout complexe fini M* de A-modules & gauche de longueur
Jinie, on a y(M")=y(H'(M")) (H'(M") étant considéré comme un complexe pour la dérivation
triviale). En particulier, si la suite (11.10.1.1) est exacte, on a y(M*) =o.

Posons pour abréger B'=B'(M"), Z'=Z!M"), H'=H'(M") =Z//B'; les B, Z!, H'
sont de longueur finie. Des suites exactes

o—>B'»Z'>H'—>o0
0—->Zi->M—»Bi*lso0
on tire les relations
long(Z*) =long(H') 4 long(B)
long(M’) =long(Z%) -+ long(B'*!)

long(M’) —long(H') = long(B**?) - long(B’)

Multiplions cette relation par (—1)' et faisons la somme des relations obtenues
pour o <i<n; en notant que B’=B""!=o, il vient ’égalité cherchée.

Corollaire (11.10.3). — Soit E = (E®) une suite spectrale dans la catégorie des modules
sur un anneau A. On suppose que les EX? sont des A-modules de longueur finie et qu’il n'y a qu’un
nombre fini de couples (p, q) tels que EP+o0. Alors les caractéristiques d’Euler-Poincaré y(E))
de tous les complexes EU' = (EM),_, (11.1.1) sont toutes égales. Si, en outre, la suite E est
Sfaiblement convergente et si on pose E =p+@q'3=nE{,’§ pour tout neZ, on a aussi y(EL)) =y (Ef),
EY = (EW),cq étant considéré comme un complexe & dérivation triviale.

Notons d’abord que si E¥*=o0, on a EM=o0 pour 2<7< -+, donc tous les
complexes E!) sont finis et formés de A-modules de longueur finie; la relation
x(EY) =y (E,,) pour tout r fini résulte donc de (11.10.2) et de lisomorphie entre
H'(E{) et E\, (en tant que complexes & dérivation triviale). L’hypothése que les E#
sont de longueur finie entraine que pour tout couple (p, g), les suites (B,(EZ?)),5, et
(Z,(E}"),, sont stationnaires; ’hypothése que E est faiblement convergente et que

$*=o0, sauf pour un nombre fini de couples (p, q), entraine donc qu’il existe un entier
r>2 tel que E®=E pour tout couple (p, ¢); d’ou Passertion relative a y(EY).

§ 12. COMPLEMENTS SUR LA COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX

12.1. Cohomologie des faisceaux de modules sur les espaces annelés.

(x2.1.1) Soit (X, 0x) un espace annelé. Rappelons que pour tout Ox-Module &#,
on définit la cohomologie H* (X, #), qui est un foncteur cohomologique universel (T, 2.2) de
la catégorie €(X) des Ox-Modules dans la catégorie des groupes abéliens; c’est le foncteur
dérivé du foncteur exact a gauche F —I'(X, #). Le foncteur H'(X, %) est isomorphe
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a la restriction a la catégorie €(X) du foncteur cohomologique défini de méme sur la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X (G, II, 7.2.1).

(12.1.2) Posons A=TI'(X, 0x). Comme tout élément de A définit un endo-
morphisme du groupe abélien I'(X, &), il définit par fonctorialité un endomorphisme
de o-foncteur de H'(X, #); ces endomorphismes définissent sur chacun des H?(X, &)
une structure de A-module, et 'opérateur @ est A-linéaire. En outre, pour deux entiers
positifs quelconques p, ¢, et deux Ox-Modules &#, ¥, on a un homomorphisme de
A-modules, dit cup-produit

(12.1.2.1) HP(X, #)0,H!(X, 9) > B *(X, @, 9)

(G, II, 6.6). Ces homomorphismes font de la somme directe S des H?(X, 0x) (pour
p=0) une A-algébre graduée anticommutative et de la somme directe des H?(X, #) un
S-module gradué.

Pour tout recouvrement ouvert U de X, nous désignerons toujours par C'(U, F)
(contrairement a (G, II, 5.1)) le complexe des cochaines alternées du nerf de U a valeurs
dans le systéme de coefficients I'(U,, &). 1l est clair que C*(U, &) est un A-module gradué,
donc les groupes de cohomologie H?(U, #) de ce complexe sont munis d’une structure
de A-module; en outre, les applications canoniques H?(U, #)—->H"(X, #) (G, 1I, 5.4)
sont A-linéaires.

(r2.1.3) Soit (X', Ox,) un second espace annelé, et soit f=({, 6) un morphisme
de X’ dans X.

Posons A’'=T(X', Ox); le {¢-morphisme 0 définit canoniquement un homo-
morphisme d’anneaux A—A’. Soient & un 0Ox-Module, #’' un Ox-Module; pour
tout _f-morphisme u : F—>F' (0, 4.4.1), nous allons voir qu’on peut définir pour tout p > o,
un di-homomorphisme

(12.1.3.1) u, : H/(X, F)~H(X', 7).

En effet, comme {" est exact dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X, F~H' (X', {’(F)) est un o-foncteur dans cette catégorie, et on sait qu'on a
un homomorphisme canonique de d-foncteurs

(12.1.3.2) H(X, #)-H' (X', {'(F))

uniquement déterminé par la condition de se réduire 2 ’homomorphisme canonique
I'X, #)->T(X, §'(F)) en degré o (T, 3.2.2). En outre, tout élément de A détermine
un endomorphisme p. de I'(X, &) et un endomorphisme p' de I'(X', §"(F)) tels que

le diagramme
I'X, #) - (X, §'(#F))

(12.1.3.3) " w

v
I'X,#) - (X', §'(#))
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soit commutatif; par la propriété d’unicité de prolongement des morphismes pour les
foncteurs cohomologiques universels (T, 2.2), on en déduit des prolongements uniques
de p et p’ 4 la cohomologie rendant commutatifs les diagrammes analogues & (12.1.3.3),
ce qui signifie que (12.1.3.2) est un homomorphisme de A-modules. Notons maintenant
que 'on a f*(F)={"(F) ®yro,)0x:> €t que 'on a donc un di-homomorphisme canonique
Y(F)>f(F) du §'(0x)-Module ¢*(F) dans le Ox-Module f*(F). Par fonctorialité,
on en déduit donc un di-homomorphisme fonctoriel

(12.x.3.4) HY (X!, '(F)) > H (X, f1(F))

les anneaux correspondants étant A et A’; en composant ce di-homomorphisme avec
(12.1.3.2), on obtient un di-homomorphisme canonique fonctoriel en F

(x2.1.3.5) 6, : H*(X, #)->H?(X', f(F)).

Enfin, par fonctorialité, on déduit de ’homomorphisme u¥:f"(F)—->F' un
homomorphisme de A’-modules HP(X’,f"(#))—>H?(X', #'), qui, composé avec
(12.1.3.5), donne (12.1.3.1).

Soit f'=(¢y’, 0") : X””—>X’ un second morphisme d’espaces annelés, f''=fof" le
morphisme composé. Compte tenu de la permutabilité du foncteur ¢ et du produit
tensoriel (0;, 4.3.3), on vérifie aussitét que le composé du di-homomorphisme
H?(X', f(F))=HP(X", f*(f(F))) etde (12.1.3.5) est le di-homomorphisme corres-
pondant H?(X, #)-H?(X", f"*(F)).

(12.1.4) Une définition directe de ’homomorphisme (12.1.3.2) peut s’obtenir
de la fagon suivante : on considére une résolution injective £* = (&%) de & formée de
faisceaux de groupes abéliens sur X; comme le foncteur ¢’ est exact, ¢’(Z") est une
résolution de " (F) formée de faisceaux sur X’. Si £ = (£") est une résolution injective
de {’(F) dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X', il y a donc un
morphisme ¢*(#*)—>F" de complexes de faisceaux de groupes abéliens, compatible
avec les augmentations (M, V, 1.1.4)), bien déterminé & une homotopie prés. On en
déduit des homomorphismes

I'(X, 2)->T(X, §'(£))>T (X, £")

de complexes de groupes abéliens, dont le composé, par passage a4 la cohomologie donne
un morphisme de d-foncteurs H*(X, #)—H(X’, §’(¥)); comme il coincide avec
(12.1.3.2) en degré o, il lui est identique (T, 2.2).

Considérons maintenant un recouvrement ouvert = (U,) de X, etsoit W' =(f"(U,))
le recouvrement ouvert de X’, image réciproque de . Les homomorphismes canoniques
LV, #)=T(f(V),f(#)) pour tout ouvert V de X définissent aussitét (cf. G, II, 5.1)
un homomorphisme de complexes C*(U, F)—C*(W’, f*(ZF)), d’ott des homomorphismes
canoniques

(12.1.4.1) 6, : HY(U, &) >HP (W, f*(F)).
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En outre, on a des diagrammes commutatifs

HY(l, ) 2 HAW, £(F))

(12.1.4.2)

¥
H*(X, #) - H/(X',f'(F))
p
ou les fleches verticales sont les homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2). Pour
établir la commutativité de (12.1.4.2), considérons le complexe de faisceaux de
cochaines (alternées) de # relatives a U, € (U, F), tel que I'(X, € (U, F))=C'(U, F)
(G, 11, 5.2). Les homomorphismes canoniques I'(V, #)—T(f V), {"(¥)) définissent
alors un ¢-morphisme %" (W, F)-% (U, {'(F)), et on a, avec les notations ci-dessus,
un diagramme commutatif

I'X, ¢ W, 7)) - I'X, €W, (F))

|

r

|

v

rx, ) — X, ¢'(#)) - rx,h )

qui, en passant 2 la cohomologie, donne des diagrammes commutatifs

HYW, #) — H'W, §'(F))

\

|
v

HA(X, 7) — H/(X', {'(F))

ou les fleches verticales sont les homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2). Il suffit
alors de combiner ces diagrammes avec les diagrammes commutatifs

HPQW, §'(F)) — HAQW, f1(F))

|
v v

H? (X!, §'(F)) - H/(X', f7(F))

396



§ 12 PRELIMINAIRES 53

qui proviennent de I’homomorphisme ¢°(F)—f(F) et du caractére fonctoriel
des homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2), pour obtenir la commutativité
de (12.1.4.2).

On notera que si A=TI'(X, 0x), A’=T'(X’, 0x), ’'homomorphisme (12.1.4.3)
est un di-homomorphisme de modules correspondant aux anneaux A et A’. On a une
propriété de transitivité de (12.1.4.1) pour le composé de deux morphismes, analogue
a la transitivité de (12.1.3.5). Enfin, notons que dans les définitions précédentes, au
lieu d’une résolution injective #* de &, on aurait aussi bien pu partir d’une résolution
telle que H?(X, #)=o0 pour tout 7 et tout p>o (G, II, 4.7.1).

(x2.x.5) Soient F, &, A trois Ox-Modules, et considérons un Ox-homomorphisme
u:FQo YA, quidonne pour la cohomologie des homomorphismes

(12.1.5.1) H?(X, #)o,HY(X, 9)>Hr (X, X)

déduits du cup-produit (12.1.2.1). Montrons qu’avec les hypothéses et notations
de (12.1.3), on a des diagrammes commutatifs

H/(X, F)o,H(X, ¥) —— Hr+ (X, o)

(12.1.5.2)

HY(X, f1(F)) e HU(X', f1(9)) — HPFU(X, f1(A))

ou les fleches verticales proviennent des homomorphismes canoniques (12.1.3.5).
Pour cela, rappelons que (12.1.5.1) peut s’obtenir en partant des résolutions cano-
niques (G, II, 4.3) &, M, N de F, ¥, A respectivement (qui sont formées de Ox-
Modules), de lapplication linéaire Z*®q #'—>A" de complexes de Ox-Modules
correspondant 3 u, qui fournit un homomorphisme de complexes de A-modules
"X, Z)e, "X, #)>IT'(X, A4"), et en passant a la cohomologie des homomorphismes
H(I'X, #°))o,HY(T'(X, #°))->H? (X, 4™)) (G, II, 6.6). Or, on a évidemment

un diagramme commutatif

'X, ), (X, #') — I'(X,47)

(x2.1.5.3)

| \
X, 't(g'))(’br(x;w@x»F(X" V(M) - T(X, (A7)
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qui donne en passant & la cohomologie des diagrammes commutatifs

H?(X, #)®,H?(X, ¥) s HPH(X, A)

(12.1.5.4)

¢ A

HA(T(X!, $'(£) ®rx, o HI(T(X, (7)) — HPFYD(X, §7(A7))).

Mais comme §"(#*), ¢ (A*) et {'(A™) sont des résolutions de '(F), $"(F), $*(H)
respectivement, on a un diagramme commutatif (G, II, 6.6.1)

H?(D(X', (£7))) Orx, o HUT (X, §(A7))) — HPH(D(X, (A7)

(12.1.5.5)

2 V
H(X', §'(F ))®r(x',¢~(ox))Hq(X'» (D) - HPYYX, (X))

Enfin, par fonctorialité, on a un diagramme commutatif

HP(X" ¢‘(f))®I‘(X’,¢*(0x))Hq(X', 4)*(?)) - HP+9(X” 4)‘(9{))

(12.1.5.6)

X X
H? (X', f(F)) e HI(X, f1(9)) - HPY(X, f1(X))

et par combinaison des trois diagrammes (12.1.5.4), (12.1.5.5) et (12.1.5.6), on
obtient le diagramme commutatif (12.1.5.2) cherché.
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Remarque (12.1.6). — Avec les notations de (12.1.3), supposons que l'on ait un
diagramme commutatif

,
—

v
A

H — o
!

«— |

(12.1.6.1)

v

8

’ ’
-
-

8
-

o — - H#' - o0
-

Y&
Q

ou 7, s sont des homomorphismes de Ox-Modules, 7', s’ des homomorphismes de
Ox-Modules, u, v, w des f-morphismes et les lignes sont exactes. On en déduit alors un
diagramme commutatif

> H/(X, F) - H(X, 9) > H/(X, #) > H (X, F) > ...
(12.1.6.2) up Up Wp Up+1

> HA(X, F) > H(X, 9') > HA(X, ) > HP (X, F7) > ..

En effet, (12.1.6.1) se factorise en

0 >% — Y% — ¥ —>o0

Lo

0 > (F) > {(9) > ' (#) > o

Lo

0 > F — Y% — H#' -0

ou la ligne du milieu est exacte (0, 3.7.2) et il suffit d’utiliser le fait que (12.1.3.2) est un
homomorphisme de oJ-foncteurs et que les H?(X’, #’) forment un od-foncteur en F'.

(x2.1.7) Les hypothéses et notations étant celles de (12.1.3), considérons mainte-
nant le cas ot F =f(F')=¢ (#'); nous allons voir que le di-homomorphisme défini
dans (12.1.3)

(12.1.7.1) H (X, f(F"))>H!(X', F)

peut s’obtenir (2 un automorphisme prés de HP(X’', #')) comme edge-homomorphisme
d’une suite spectrale du foncteur composé F'~>T'(X', ¢ (#')) (T, 2.4). La description
de ’homomorphisme (12.1.7.1) donnée dans (12.1.4) montre ici qu’on peut obtenir
cet homomorphisme de la facon suivante : on considére des résolutions injectives #*
et £ de ¢ (F') et de F’ respectivement, puis on prend un homomorphisme de
complexes v : {*(Z*) —>Z" « au-dessus» de 'homomorphisme canonique ¢*(§ (F')) >F';
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on note ensuite que 'on a T'(X', #")=I'(X, ¢ (&) et que ’homomorphisme

composé
v,

(X, £°)>T(X’, {'(£) ST (X, £7)
n’est autre que

(12.1.7.2) L") : T(X, £)->T(X, ¢ (L")

(0, 3.7.1),et (12.1.7.1) s’obtient par passage & la cohomologie dans (12.1.7.2). D’autre
part, les suites spectrales du foncteur composé F'->I'(X, ¢ (F’)) s’obtiennent en
considérant une résolution injective de Cartan-Eilenberg #* = (#") du complexe
¢, (&") dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X; les suites spectrales
en question sont celles du bicomplexe I'(X, .#**) (qui sont biréguliéres puisque .#"=o
pour <o ou j<o). Or, la premiére suite spectrale de ce bicomplexe dégénére, car les
faisceaux ¢ (£") sont flasques (G, II, 3.1.1), donc HY(I'(X, A**)) =H*({ (L") =0
pour ¢>o0 (G, II, 4.4.3); on a donc des edge-homomorphismes bijectifs (11.1.6)
(12.1.7.3) ‘B =H'(Hy(T'(X, 4))) >H(I(X, 4))

et on sait (11.3.4) que cet homomorphisme provient, par passage a la cohomologie,
de l’augmentation

(12.1.7.4) I(X, §,(£)~>T(X, 4*)
laquelle provient elle-méme de ’augmentation 7 : ¢ (£"*)—.#*. D’autre part, pour
la seconde suite spectrale, on a des edge-homomorphismes
(12.1.7.5) VEP — H(HYT(X, A~)) ~H(D(X, A~)
provenant (11.3.4) par passage a la cohomologie, de I’homomorphisme de complexes
(T'(X, M))—>T(X, #). Or, comme {_est exact & gauche, la suite

0>y (F) >4 (L) >4 (L)
est exacte; par définition d’une résolution de Cartan-Eilenberg (11.4.2), on peut
donc prendre B}(A") =0, ZY( M) =F"; comme le diagramme

;0

0 v M

A

J
n°

S
LF) 2 4(2)

est commutatif, I'injection de complexes i : Z°—.#"" est compatible avec les augmen-
tations ¢ et ¢”’. On a ainsi deux homomorphismes de complexes de #* dans .#*

7 L
PN S
b, (Z")
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compatibles avec les augmentations ¢ et &'’; comme #* est une résolution injective et
que A" est formée de faisceaux injectifs, il résulte de (M, V, 1.1 a)) que ces deux homo-
morphismes sont homotopes; il en est donc de méme des deux homomorphismes corres-
pondants I'(X, Z*)—>TI'(X, .#*), et en passant a la cohomologie, on obtient donc
le méme homomorphisme; en d’autres termes, on a bien montré que le edge-homo-
morphisme (12.1.7.5), qui s’écrit H?(X, ¢, (F))>H?(I'(X, #*)) est composé de
(12.1.7.1) et de (12.1.7.3), qui s’écrit H?(X', #') >H?(I'(X, #*)) et qu’on a vu
étre un isomorphisme; d’ou notre assertion.

12.2. Images directes supérieures.

(x2.2.1) Soient (X, 0), (Y, Oy) deux espaces annelés, f= ({, 6) un morphisme
de X dans Y, qui définit le foncteur image directe f, : €(X)—C(Y), identique d’ailleurs
a la restriction a €(X) du foncteur ¢, défini dans la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X. Ce dernier foncteur est additif et exact a gauche, et comme tout faisceau
de groupes abéliens sur X est isomorphe & un sous-faisceau d’un faisceau injectif de groupes
abéliens, on définit les foncteurs dérivés droits F~>RP?{ (#) du foncteur ¢ ; les R? (F)
sont des faisceaux de groupes abéliens sur Y, et les R?{ forment un foncteur cohomologique
universel (T, 2.3).

Enoutre, le faisceau R?} (F) estle faisceau associé au préfaisceau V->H?(f~1(V), F)
(T, 8.7.2). Si maintenant on suppose que Z est un Ox-Module, HP(f~1(V), F) est
naturellement muni d’une structure de I'(f~'(V), 0x)-module, donc de T'(V, ¢, (0x))-
module, et la donnée de I’homomorphisme 6 : Oy—¢ (Ox) permet d’en déduire une
structure de I'(V, Oy)-module. Pour les structures ainsi définies, il est clair que la
restriction d’un ouvert V a4 un ouvert V’'cV définit un di-homomorphisme, et cela
permet donc de définir sur chacun des R?{ (#) une structure de Oy-Module; C’est ce
Oy-Module que nous noterons R?f,(F), R¥f, étant ainsi défini comme un foncteur additif
de ¢(X) dans €(Y). En outre, les R?f, forment un 0-foncteur, car si 0>F'—>F—>F""—0
est une suite exacte de Ox-Modules, la description des RPy et de la structure de
Oy-Module sur RP¢ (#) donnée ci-dessus montre aussitét que I’homomorphisme
2 :RPY (F'")—>RP*'Y (F') est dans ce cas un homomorphisme de Oy-Modules. Enfin,
les R?f, s’identifient aux foncteurs dérivés droits de f, : en effet, tout Ox-Module admet
une résolution injective formée de Ox-Modules, et comme une telle résolution est formée
de faisceaux flasques de groupes abéliens (G, II, 7. 1), elle peut servir a calculer les R?} (&),
puisque R") (%)=o0 pour n>1 et pour tout faisceau flasque ¥ (T, 2.4.1, Remarque 3,
et cor. de la prop. 3.3.2). On conclut donc que les R?f, forment un foncteur cohomolo-
gique universel de €(X) dans €(Y) (T, 2.3).

(x2.2.2) Soient & et ¥ deux Ox-Modules. Avec les notations de (12.2.1), pour
tout ouvert V de Y, on a ’homomorphisme de cup-produit (12.1.2.1)

H?(f4(V), F) Ory-syw, o9 HI(fTHV), ) >HFU(f7HV), F @0 F)
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et il résulte aussitot de la définition du cup-produit (G, II, 6.6) que ces homomorphismes

commutent au passage de V A un sous-espace ouvert V' de V. D’autre part, on a un
homomorphisme d’anneaux

I'(V, 04) >T(V, §,(0x) =T (f71(V), Ox)
provenant de 6, d’ot un homomorphisme canonique de produits tensoriels

HP(f7HV), F)®ry,0yHI(STHV), 9) > H(f7H(V), F)®ry-yw,0HI(STH(V), 9)

qui est lui aussi compatible avec la restriction de V' a V. Par composition, on obtient
donc un homomorphisme de I'(V, 0y)-modules, qui définit un homomorphisme canonique
fonctoriel en & et ¢ pour les faisceaux associés aux préfaisceaux considérés :

(12.2.2.71) R?f (#)®o Rf (9) >RV (F® F).

On notera que pour p=g=o0, cet homomorphisme se réduit a (0}, 4.2.2.1).
Proposition (12.2.3). — Pour tout Ox-Module F et tout Oy-Module localement libre de
rang fini &, on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(12.2.3.1) RYf(F)®o & IR (F O f(ZL)).

L’homomorphisme (12.2.3.1) s’obtient en composant I’homomorphisme, cas
particulier de (12.2.2.1) :

(12.2.3.2) R?f(F)®o, f,(f(£)) >R (F @ [ (L))

avec I’homomorphisme du premier membre de (12.2.3.1) dans celui de (12.2.3.2),
provenant de ’homomorphisme canonique (0, 4.4.3.2). Pour vérifier que (12.2.3.1)
est un isomorphisme lorsque Z est localement libre, on peut aussitt se ramener au cas
& = 0Oy, la question étant locale sur Y, et les foncteurs envisagés étant additifs en 2.
Mais alors, la proposition se ramene, vu la définition de (12.2.2.1), a la vérification
du fait que ’homomorphisme correspondant de préfaisceaux est bijectif, ce qui est
immédiat en vertu de la relation f*(0y) = Ox. .

(12.2.4) Soient (Z, ;) un troisitme espace annelé, g:Y—Z un morphisme
d’espaces annelés. On sait (G, II, 7.1 et 3.1.1) que pour tout Ox-Module injectif ¢,
f.(#) est un faisceau flasque de groupes abéliens, et par suite (12.2.1) ona Rfg (f (%)) =0
pour tout p>o. Il s’ensuit (T, 2.4.1) que la suite spectrale de Leray des foncteurs composés
est applicable au foncteur composé g _f, : il y a une suite spectrale biréguliére dont I’abou-
tissement est le foncteur R°2, oli £ =gof, et dont le terme E, est donné par

(12.2.4.1) Ef*=R?g (R (&F)).

(12.2.5) Sous les conditions de (12.2.4), nous allons définir directement des
homomorphismes canoniques de @,-Modules
(12.2.5.1) R"g*(f'(ﬂ'))»R”h*(f)
(r2.2.5.2) R*: (F) g (R (F))
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qu’on pourrait identifier aux « edge-homomorphismes » de la suite spectrale de Leray
(cf. (12.1.7)). Il suffit d’opérer sur les préfaisceaux auxquels sont associés les faisceaux
images supérieures (12.2.1). Pour cela, considérons un ouvert quelconque W de Z et
son image réciproque ¢~*(W) dans Y; on a un di-homomorphisme canonique

(12.2.5.3) H*(g7{(W), £,(F)) >H"(f " (¢ T (W), f(£(F)))

les anneaux correspondants étant I'(g~'(W), Oy) et T'(A~}(W), 0x); d’autre part,

’homomorphisme canonique (0y, 4.4.3.3) fournit par fonctorialité des homomorphismes
canoniques

(12.2.5.4) HY(h=Y(W), f(f(F))) >H"(h{(W), F)

qui sont des homomorphismes de T'(A~'(W), Ox)-modules. Compte tenu de ’homo-
morphisme d’anneaux T'(W, 0,) -T'(g~*(W), Oy), on voit qu’en composant (12.2.5.4)
et (12.2.5.3), on obtient un homomorphisme de préfaisceaux, qui fournit ’homc-
morphisme de faisceaux (12.2.5.1).

La définition de (12.2.5.2) est encore plus simple; par définition, R"t (F)
est associé au préfaisccau W~>H"(f"'(g7'(W)), #) et R"*f(F) au préfaisceau
VH"(f~Y(V), #); on a donc un homomorphisme canonique

H(f~}(¢7'(W)), #) =T (¢7(W), R (¥)),

et il est immédiat que ces homomorphismes définissent un homomorphisme de pré-
faisceaux, qui a son tour définit (12.2.5.2).

(x2.2.6) Sous les hypothéses de (12.2.4), soient F, 4, A trois Ox-Modules et
u:F®G—> A un Ox-homomorphisme. On a alors des diagrammes commutatifs

R?g (f.(F))®6,R% (f(9)) > R*Tig (f (X))

(12.2.6.1)
¥
R?h (F)®o R (9) —> RPT1h (X))
et
RPh (F)®o R (9) —RI*h (K)
|
\
(12.2.6.2) i

l

&R (F))®,6,(RY,(9)) - g R (L))
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ou les fleches horizontales proviennent de (12.2.2.1) (la derniére combinée avec
(0, 4.2.2.1)) et les fleches verticales des homomorphismes (12.2.5.1) et (12.2.5.2)
respectivement.

Il suffit en effet de le vérifier pour les homomorphismes correspondants de pré-
faisceaux; si on revient aux définitions données dans (12.2.2) et (12.2.5) pour ces
homomorphismes, on est aussitét ramené, pour (12.2.6.1), aux diagrammes commu-
tatifs (12.1.5.2); la vérification est encore plus simple pour (12.2.6.2).

12.3. Compléments sur les foncteurs Ext de faisceaux.

(x2.3.x) Considérons un espace annelé (X, 0); nous ne reviendrons pas sur la
définition et les principales propriétés des bifoncteurs Ext§ (X; #, ¢) de la catégorie

des Ox-Modules dans celle des I'(X, 0x)-modules, et &xth (F, ¥) de la catégorie des

Ox-Modules dans elle-méme, ni sur la suite spectrale biréguliére E(%, ) qui les relie
(T, 4.2 et G, II, 7.3).

(x2.3.2) On définit de la méme maniére que dans (M, XIV, 1) la notion d’extension
d’un Ox-Module & par un Ox-Module ¥ et la loi de composition entre classes d’extensions
équivalentes : les raisonnements faits pour les modules s’adaptent en effet de fagon
évidente a une catégorie abélienne quelconque. La seconde démonstration de (M,
XIV, 1.1), qui n’utilise que I’existence de plongements dans les objets injectifs, est alors
encore valable pour la catégorie des Ox-Modules, et montre donc que Ext‘@x(X; F,9)
s’identifie canoniquement au groupe abélien des classes d’extensions de F par 4.

Proposition (12.3.3). — Soit (X, Ox) un espace annelé tel que le faisceau d’anneaux O
soit cohérent. Alors, pour tout couple de Ox-Modules cohérents F, G et tout p > o, é”xtgx(.gf , Y)
est un Ox-Module cohérent.

Notons que les &xth (F, ¥) forment un foncteur cohomologique contravariant
en %. Puisque Z est cohérent, il existe pour tout p et tout point x€X un voisinage
ouvert U de X et une suite exacte de (0X[U)-Modules

0O>R—>Lp 1—>. .. —>$0—>FfrlU—>0

ou chacun des &, (0o<i<p—1) est isomorphe a un (0;?|U et # est cohérent : cela
résulte par récurrence sur pde (05, 5.3.2) et (05, 5.3.4), vu ’hypothése que O est cohérent.

Notons maintenant que, pour p>1, on a Ext} ((£|U, 4|U)=0 pour tout
Ox-Module & tel que & ]U soit isomorphe a un @;‘(|U (T, 4.2.3); le raisonne-
ment de (M, V, 7.2) s’applique donc au foncteur cohomologique contravariant
F -—>Homoxm(5" Iy, ?IU), et donne une suite exacte

Home_ju(Lp—1, ?(U) — Homo_y(Z, g{U) — é"xt{’gxm(zd}-’U, g‘U) —0
et comme les deux premiers termes de cette suite sont des (0x|U)-Modules cohérents
(05, 5.3.5), il en est de méme du troisiéme (0}, 5.3.4).
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Proposition (12.3.4). — Soit f: X—>Y un morphisme plat d’espaces annelés, et soient
F, G deux Oy-Modules.

(1) Il existe un homomorphisme de bifoncteurs cohomologiques
(12.3.4.1) S (815 (F, 9)) 3 Exty (f(F), 1(9))

se réduisant en degré o a I’homomorphisme canonique (0y, 4.4.6).
(ii) 11 existe un morphisme canonique de suites spectrales

(12.3.4.2) E(#, 9) >E(f(#), f(9))
qut, pour les termes E,, se réduit aux homomorphismes
(12.3.4.3) HP(Y, €xt8 (F, 9)) - H (X, éaxtgx(f'(g’),f*(?)))

déduits de (12.3.4.1) et de (12.1.3.1).

(i) Comme f~ est un foncteur exact dans la catégorie des Oy-Modules (0, 6.7.2),
les foncteurs & >f *(Jfomc,y(ﬁ" » 9)) et G>Homg ( f(F),f (%)) sont exacts & gauche;
on déduit canoniquement de (0, 4.4.6) un homomorphisme de leurs foncteurs dérivés.
Pour calculer ces derniers, on prend une résolution injective #'=(%") de %, et on a
donc des morphismes H#7( f*(,}fomoy(ﬂ , L)) > (Home, (f (F),f(£))) de cohomo-
logies de complexes de faisceaux. D’ailleurs, en vertu de l’exactitude de f°, on a
HP(f (Home (F, L)) =f (A (Home (F, L)) =] (Exty (F,9))) par définition.
D’autre part, 'exactitude de f* entraine que f (Z*) est une résolution de f'(%); si
&= (#") est une résolution injective de f*(%) dans la catégorie des Ox-Modules,
il y a donc un homomorphisme de complexes f*(£*) %", déterminé & une homotopie
preés, et qui définit par suite un homomorphisme bien déterminé en cohomologie;
composant cet homomorphisme avec ’homomorphisme défini plus haut, on obtient
(12.3.4.1).

(ii) Avec les notations précédentes, on a un homomorphisme de complexes de
faisceaux de Ox-Modules f *(J%moy(ﬂ' y L)) > Homg ( f(F), £). Soit A" une réso-
lution injective de Cartan-Eilenberg du complexe #omo (¥, £*) dans la catégorie
des Oy-Modules; alors, en vertu de exactitude du foncteur £, f*(.#*") est une résolution
de Cartan-Eilenberg du complexe f *(éfom@Y(ﬁ"" , Z°)); siM’ est une résolution injective
de Cartan-Eilenberg du complexe #omo_( f(F), £")), ilyadonc (11.4.2), un homo-
morphisme (déterminé & homotopie prés) f (.#*")—>.#'"" compatible avec I’homo-
morphisme considéré ci-dessus, autrement dit un f~morphisme #**—.#"** de bicomplexes
de faisceaux. On en déduit un di-homomorphisme I'(Y, #*)—>I'(X, #") de
bicomplexes de modules, déterminé & homotopie prés, et un morphisme bien déterminé
de suites spectrales (11.3.2), qui n’est autre que le morphisme (12.3.4.2) cherché,
la caractérisation de (12.3.4.3) se déduisant aussitét des définitions.

Proposition (12.3.5). — Sous les hypothéses de (12.3.4), supposons en outre le faisceau
d’anneaux Oy cohérent; alors, pour tout Oy-Module cohérent F, les homomorphismes canoniques
(12.3.4.1) sont byectifs.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer qu’il existe une suite exacte
0>R—03—>F -0, et X est alors aussi un Oy-Module cohérent (0;, 5.3.4). Pour
prouver que les homomorphismes

f(ExtE (F, 9)) > ExtE (f(F), f1(9))

sont bijectifs, raisonnons par récurrence sur p, la proposition résultant de (0}, 6.7.6.1)
lorsque p=o. Or, on a le diagramme commutatif

f(ExB]1(0% 9)) — f(EBH R, 9G)) > f(Exy(F,9) —> f(&xtE (0%, 9))

v v
SN 0%, £1(9)) ~ ExBTNF'(B), £1(9)) > ExB(f(F), f1(9)) — ExiB (0%, f(9))

puisque f (Oy) = 0Ox; comme f* est exact, les deux lignes sont exactes. En outre, on a
Ext (03, ¥)=o0 pour tout p>o0 et de méme &xtf (0%, f(9))=o0 pour tout p>o
(T, 4.2.3). Vu T’hypothése de récurrence, les deux premiéres fleches verticales du

diagramme précédent sont des isomorphismes, et les termes de droite sont o, donc
S (Ext} (F, 9))—Ex} (f(F),f (%)) est un isomorphisme.

12.4. Hypercohomologie du foncteur image directe.

(x2.4.1) Soient (X, Ox), (Y, Oy) deux espaces annelés, f:X—-Y un morphisme
d’espaces annelés. On peut prendre ’hypercohomologie de f, par rapport a un complexe
quelconque de Ox-Modules K™= (A"),c; (11.4.4), car dans la catégorie abélienne des
Oy-Modules, les limites inductives filtrantes existent et sont exactes (T, 3.1.1). Les
Oy-Modules d’hypercohomologie RPf (#™) se noteront aussi JP(f, #™) ou ICH(A™).
Rappelons que J€*(f, #™) est la cohomologie du bicomplexe de @y-Modules f,(Z£"),
ol £ est une résolution injective de Cartan-Eilenberg de #™ dans la catégorie des
Ox-Modules; € (f, A") est 'aboutissement de deux suites spectrales '&(f, #) et
"&(f, A ) dont les termes E, sont donnés par

(12.4.1.1) "EN=HP(AHUS, H))
(12.4.1.2) "EY =H(f, HUAT)) (=R (HUA)))

On a, dans ces formules, adopté la notation générale T(A*) pour le transformé
d’un complexe par un foncteur (11.2.1), et on écrit #7(f, F) au lieu de R?f (#) pour

un Ox-Module %. Rappelons encore que la suite '&(f, #™*) est toujours réguliére; les
deux suites spectrales '&(f, ™) et " &(f, A) sont biréguliéres lorsque A" est limité infé-
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rieurement, ou lorsqu’il existe un entier m tel que tout Ox-Module admette une résolution
flasque de longueur <m (11.4.4).

(12.4.2) Nous désignerons de méme par H'(X, ) ’hypercohomologie du fonc-
teur I' par rapport 2 un complexe ™ de Ox-Modules; les H?(X, #™) sont donc des
I'(X, Ox)-modules. On peut d’ailleurs considérer H'(X, #*) comme un cas particulier
de JC(f, ™), ou f est un morphisme de (X, O) sur un espace annelé réduit & un point
muni de 'anneau I'(X, 0).

Pour tout ouvert V de X, nous écrirons H'(V, ™) au lieu de H'(V, %™ |V).

Proposition (12.4.3). — Pour tout entier peZ, le Oy-Module ICP(f, ™) est canoniquement
isomorphe au faisceau associé au préfaiscean U-~>HP(f~Y(U), ™) sur Y.

En effet, avec les notations de (12.4.1), le faisceau de cohomologie #7?(f (%))
est associé au préfaisceau U~~H?(I'(U, f,(£*"))) =H?(I'(f~'(U), £**)). Mais il est clair
que Z*|f~"(U) est une résolution injective de Cartan-Eilenberg de #|f~(U)
(T, 3.1.3), donc H?(I'(f~(U), &) =H?(f~*(U), #") par définition.

Proposition (12.4.4). — L’hypercohomologie IC*(f, A*) est un foncteur cohomologique
en A dans chacun des cas suivants :

a) A" varie dans la catégorie des complexes limités inférieurement.

b) 1l existe un entier m tel que tout Ox-Module admette une résolution flasque de longueur <m.
c) X est un espace noethérien.

Les cas a) et b) sont des cas particuliers de (11.5.4). D’autre part, le cas ¢) se
déduit de (11.5.2), car on sait que dans ce cas, le foncteur f, permute aux limites
inductives (G, II, g.10.1).

(x2.4.5) Considérons maintenant un recouvrement ouvert U= (U,) de X, et
pour tout complexe de préfaisceaux A= (A7) sur X, le bicomplexe C*(U, #™), dont
le composant d’indices (i, j) est C'(d, #77), groupe des i-cochaines alternées du nerf
de U & valeurs dans #77 (G, II, 5.1). Nous dirons que la cohomologie de ce bicomplexe
est ’hypercohomologie du recouvrement U a coeflicients dans ™, et nous la noterons
H (U, ) =H(C(U, #")). La suite spectrale de Leray d’un recouvrement (T, 3.8.1
et G, II, 5.9.1) se généralise comme suit a ’hypercohomologie :

Proposition (12.4.6). — Soit A= (A"*) un complexe de Ox-Modules. Il existe un foncteur
spectral régulier en A" ayant pour aboutissement I hypercohomologie H' (X, A ™), et dont le terme E,
est donné par
(12.4.6.1) EX=H"U, K(X"))
ot KU(A*) désigne le complexe de préfaisceaux V>HU(V,H™) sur X. La suite spectrale précédente
est biréguliére si A" est limité inférieurement.

Considérons une résolution injective de Cartan-Eilenberg £ de S, et le tri-
complexe C*(U, #*) = (Ci(U, £*)); considérons d’abord ce tricomplexe comme un
bicomplexe pour les degrés i et j+k. Comme i ne prend que des valeurs >o, la
seconde suite spectrale de ce bicomplexe est réguliere (11.3.3) et dégénérée, car
on a HYU, £*) =0 pour tout ¢g>o, les Ox-Modules Z* étant des faisceaux
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flasques (G, II, 5.2.3). On a par suite (11.1.6) un isomorphisme canonique
H*(C(U, £))IHY(T'(X, £**)) (en vertu de (G, II, 5.2.2)), donc par définition
(12.4.2) un isomorphisme H"(C (U, £))IH"(X,X). Considérons d’autre part
le tricomplexe C*(U, L*) comme un bicomplexe pour les degrés i+ et £. Comme £
ne prend que des valeurs >o, la premiére suite spectrale de ce bicomplexe est toujours
réguliére; elle est biréguliere si #*=o0 pour j<j,, C’est-a-dire lorsque ™ est limité
inférieurement (11.3.3). Cette suite spectrale est la suite cherchée; en effet, pour
tout j, " est une résolution injective de A'7; par suite, HI(C'U, £"*)) n’est autre
que le complexe de cochaines C*(, 4(#)), ce qui termine la démonstration.

Corollaire (12.4.7). — Si, pour tout simplexe o du nerf de W, et pour tout entier i, on a
HY(U,, ") =0 pour ¢>o0, alors on a un isomorphisme canonique
(12.4.7.1) HU, ) SH (X, X™).

En effet, 'hypothése entraine que C:(d, h(H#7)) =0 pour g>o, donc Eff=o0
pour ¢>o; la suite (12.4.6.1) étant dégénérée et réguliére, la conclusion résulte de la
définition (12.4.5) de H'(U, ™) et de (11.1.6).

(x2.4.8) Soit (X', Ox) un second espace annelé, et soit f= (¢, 6) un morphisme
de X’ dans X. Par la méme méthode que dans (12.1.3) et (12.1.4), on définit un
di-homomorphisme pour I’hypercohomologie d’un complexe £ de Ox-Modules
(12.4.8.1) H (X, A7) -H (X', f(A7)).

On part d’une résolution injective de Cartan-Eilenberg #** de ™, et comme {"
est exact, $'(#*) est une résolution de Cartan-Eilenberg de ¢'(#™) dans la catégorie
des ¢"(0x)-Modules; il y a alors un morphisme ¢'(£*) L', ol &’ est une résolution
injective de Cartan-Eilenberg de ¢"(#™), et on en déduit un morphisme pour la cohomo-
logie : H'(X, ") —-H (X', §"(%)); par composition avec le morphisme déduit par
fonctorialité de ¢*(o#™)—f (#), on obtient le morphisme (12.4.8.1) cherché.

Partant de (12.4.8.1) et de (12.4.3), on peut alors, en raisonnant comme dans
(12.2.5), définir, pour deux morphismes f:X—>Y, g:Y—>Z d’espaces annelés, des
homomorphismes pour I’hypercohomologie d’un complexe ™ de Ox-Modules
(12.4.8.2) I (g, f (A7) = I (h, A )

(12.4.8.3) Iy A ) — g (IS, A)).

Nous laissons au lecteur le détail des définitions.

§ 13. LIMITES PROJECTIVES EN ALGEBRE HOMOLOGIQUE

13.1. La condition de Mittag-Leffler.

(x3.1.1) Soit € une catégorie abélienne dans laquelle les produits infinis existent
(axiome AB g") de T, 1.5)); alors la borne inférieure d’une famille de sous-objets d’un
objet de C existe, et tout systéme projectif d’objets de € admet une limite projective,
qui est un foncteur exact a gauche du systéme projectif considéré (T, 1.8). Soit (A,, f,s)
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un systéme projectif d’objets de € dont ’ensemble d’indices I est filirant & droite; soient
A:lig A, et pour tout ael, soit f, : A>A, le morphisme canonique. Pour tout ael,

les f,3(Ag) pour « <@ forment une famille filtrante décroissante de sous-objets de A_;
le sous-objet A = inf f,4(Ag) est dit sous-objet des « images universelles » dans A_; il est
B=a

clair que f,(A) cA; et f,4(A;) cA, poura<B;donc (Al f,.|A}) estun systéme projectif
et A=limA,.
<«

(x3.1.2) Etant donné un systéme projectif (A, Jf.p) dans €, on appelle condition
de Mittag-Leffler 1a condition suivante :

(ML) Pour tout indice a, il existe > o tel que, pour tout v>8, on ait f,. (A,)=f(Ag).

Il est clair que si les f,; sont des épimorphismes, la condition (ML) est vérifiée.
Inversement, si (ML) est vérifiée, et si pour tout acl, A est le sous-objet des « images
universelles » dans A, la restriction de f,5 a Aj est un épimorphisme Ag— A, pour a<p :
en effet, si y>p est tel que f5(A;) =f5,(A,) pour 8>y,ona Ag=f, (A,) etcelaentraine
d’autre part f,5(A;) =f,,(A,) pour 8>y, donc A, =f, (A,) =fs(Ap).

Notons aussi que la condition (ML) est vérifiée lorsque les objets A, sont arfiniens
dans C, c’est-a-dire que toute famille de sous-objets de A, admet un élément minimal : un
élément minimal de la famille filtrante décroissante (f,5(Ag)) de sous-objets de A, est
en effet alors nécessairement le plus petit de ces sous-objets.

Remarque (13.1.3). — La condition (ML) peut se formuler également lorsque €
est par exemple la catégorie des ensembles; on peut alors encore définir le sous-ensemble
des « images universelles» de A, et les remarques faites a ce sujet dans (13.1.1) et (13.1.2)
restent valables.

13.2. La condition de Mittag-Leffler pour les groupes abéliens.

Proposition (13.2.1). — Soit
Uy Vg
o—->A,—»B,—~C,—o0

une suite exacte de systémes projectifs de groupes abéliens (relatifs & un méme ensemble filtrant
d’indices 1).

(1) St (B,) vérifie (ML), il en est de méme de (G,).

(i) Si (A,) et (C,) vérifient (ML), il en est de méme de (B,,).

- Soient (f,3), (gup)> (hyg) les systémes d’homomorphismes définissant les systémes

projectifs (A,), (B,), (G,) respectivement.

(i) Supposons que g,5(Bg) =g,,(B;) pour A>8; comme v, et v, sont surjectives,
on a fyy(Cg) =0,(gae(Bg)) = 04(gaa(B1)) = Aaa(Cy) pour 2>8.

(ii) Soit a€l, et soit f>o un indice tel que pour A=P, on ait f(Ag) =/u(Ay);
soit d’autre part ¥ >8 un indice tel que, pour A >y, on ait /&g, (C,) = Ag,(C,). Soit alors

a

7, un élément de g,,(B,); onadonc y,=g,.(»,) avec »,eB,; posons y,= gz, (y,), desorte
que v5(9p) =hgy(v,(y,)). Pour tout A>y, il existe par hypothése y,eB, tel que

hﬂy(yy(,yy)) = hg, (02( 1)) = 05(gs2 (1)), d’olt v5(s—8sa( 1)) =0, et parsuite il existe xgeA,
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tel que yu=g4,()) +ua(x5). On en déduit y, = g,,(7,) +u,(fos(%s)); mais comme A>p,
il existe x,€A, tel que fu(xs)=/u(x), et finalement y,=g,(py+u (%)) €24 (B)), ce
qui achéve la démonstration.

Proposition (x3.2.2). — Soit 1 un ensemble ordomné filirant ayant ume partie cofinale
dénombrable. Sout

Uy .
o—>A,—-B,—-C,—>o0

une suite exacte de systemes projectifs de groupes abéliens ayant 1 pour ensemble d’indices. Si (A,)
satisfait a la condition (ML), la suite
0—>limA,—limB,—lim C, -0
<« <— <

est exacte.

Tout revient & prouver que I’homomorphisme »=limy, :lim B —lim C, est

<« < <«
surjectif. Soit z=(z,) un élément de £1_n_1 C,, et posons E,=0v.'(z,); il est clair que
les E, forment un systéme projectif d’ensembles non vides pour les restrictions des homo-
morphismes g,, : B;—B,. Montrons que ce syst¢éme projectif vérifie la condition (ML);
identifiant A, a une partie de B, par u,, pour tout acl, il existe B>a tel que
Z.5(Ag) =g,(A,) pour A>B; montrons que Pon a aussi g,5(Eg)=g,,(E,) pour A>p.
En effet, prenons un y,€E, et posons yz=gg,(2), Ya=8gu (1) ; soit y,eg,s(Eg), de sorte
que y,=g,s(ys) pourun yzeEg; ona yg—y,=x3€A,, et par hypothese il existe x,€A,
tel que g,4(%g) = g (¥,); donc
Ya=28xp(Js) t up(%a) = Zar(D2) + Lur(%2) = Ler (02 + %2) €€ar(En)s

ce qui démontre notre assertion. Cela étant, on sait (Bourbaki, Top. gén., chap. II,
3° éd., § 3, th. 1) que sous les hypothéses faites sur I, un systéme projectif d’ensembles
non vides vérifiant (ML) a une limite projective non vide; par suite, il existe un point
= (ya)eli_r_n_ E,, etcomme v,(y,) =2z, pardéfinition pour touta,ona z=uv(y), C.Q.F.D.

Proposition (13.2.3). — Les hypothéses sur 1 étant celles de (13.2.2), soit (K;), . un
systéme projectif de complexes de groupes abéliens K= (K3),cp dont Popérateur de dérivation est
de degré +1. Pour chaque n, il existe un homomorphisme canonique fonctoriel

(13.2.3.1) h,:H (ll(_mK;)—>11(_mH (K3).
St, pour tout degré n, le systeme projectif de groupes abéliens (K)o, vérifie (ML), alors
tous les homomorphismes h, sont surjectifs. Si en outre, pour un degré n, le systéme projectif

(H""YK;))er vérifie (ML), ’homomorphisme h,, est bijectif.
Posons, pour tout 7, K”:l(i_r}} K?%; la définition des homomorphismes %, provient

de la commutativité des diagrammes

> K" 5 KN KM s

Lo

> Kt s K — Kt s
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les opérateurs de dérivation dans K- étant limites projectives des opérateurs corres-
pondants dans les K.
Considérons les suites exactes

(*,) o—-B"K;) - Z"(K;) - H"(K;) - o
(*%,) o—7Z""YK;) - K - B*K;

2) =0
L’hypothese et la prop. (13.2.1, (i)) montrent que le systéme projectif (B"(K;))

vérifie (ML) pour tout n; il résulte donc de (13.2.2) que la suite

a€el

(w3,) 0 —lim B(K;) — lim Z7(K;) ~ lim H'(K;) > 0

est exacte. Or il est clair que EE B*(K;) s’identifie & un sous-groupe de K"*' contenant
B*(K*) et que h(__“m Z"(K;) s’identifie a un sous-groupe de Z"(K") ; par suite, %, est surjective.
Si maintenant, on suppose en outre que le syst¢tme projectif (H"'(K;)),e; vérifie (ML),
les suites exactes (%,_,) et la prop. (13.2.1, (ii)) montrent que le systéme projectif
(Z"Y(K;))ger Vvérifie (ML); mais alors, (13.2.2) appliquée aux suites exactes (¥*,)
montre que la suite
0 —1limZ"*(K;) > K"™' 5 lim B'(K;) >0

« «
est exacte; comme liEB”(K;):)B"(K'), et que la composée de I'injection li(_mB"(K;)—->K“
et de u est opérateur de dérivation K"™'—K" le fait que u soit surjectif entraine
LigB"(K;):B"(K’), donc £, est injective. C.Q.F.D.

Remarques (13.2.4). — (i) Le raisonnement de (13.2.2) (cf. Bourbaki, loc. ¢it.) montre
que la conclusion de cette proposition reste valable lorsqu’on suppose seulement que
les A, peuvent étre munis de structures d’espaces métrisables complets, dans lesquels les
translations sont des homéomorphismes, que les applications f,;: Ag—A, définissant
le systéme projectif (A,) sont uniformément continues pour les distances considérées, et enfin
que le systéme (A,) vérifie la condition

(ML’) Pour tout indice o, il existe B>o tel que pour tout v>B, f, (A,) est dense dans
Fu(Ay).

Cela permet d’apporter un complément analogue & (13.2.3) : supposons que
Kj=o0 pour n<o et pour tout o; supposons de plus que (K%),o; vérifie (ML) pour
n>o et que les A,=H"K;) puissent étre munis de structures d’espaces métriques
vérifiant les propriétés ci-dessus. Alors les conclusions de (13.2.3) sont inchangées
pour n>2, et en outre k, est bijectif, car le raisonnement de (13.2.2) montre encore
que (BY(K;)).er Vérifie (ML), que la suite (**%,) est exacte, et enfin, en vertu de ce qui
précede, que Lir_nBl(K;)=B1(K°). On a ainsi établi entre autres les assertions de

(T, 3.10.2).
(ii) Il est possible d’introduire les foncteurs dérivés & droite EIII)(") du foncteur lim,
et d’obtenir des énoncés plus complets que les précédents [28].
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13.3. Application : cohomologie d’une limite projective de faisceaux.

Proposition (13.3.1). — Soient X un espace topologique, (F,).cx un systéme projectif
de faisceaux de groupes abéliens sur X, et soit F =£i£ F . On suppose vérifides les conditions
sutvantes :

(1) Il existe une base B de la topologie de X telle que, pour tout UeB et tout i>o0, le
systeme projectif (H'(U, F,)),ex vérifie (ML).

(11) Pour tout xeX et tout i>o0, on a h_n)i (l(l_rr} HY (U, #,))=o0 lorsque U parcourt
Pensemble des voisinages de x appartenant ¢ B. U &

(1i1) Les homomorphismes uy : F,—F, (h<k) définissant le systéme projectif (F,)
sont surjectifs.

Dans ces conditions, pour tout 1> o0, I’homomorphisme canonique

hi: H(X, F) — 1(? HY(X, 7))

est surjectif; si en outre, pour une valeur de i, le systéme projectif (H' (X, F,))ien vérific (ML),
h; est bijectif.

a) Nous allons d’abord supposer que les &, sont flasques ainsi que les noyaux A%,
des u,; nous allons montrer alors que la condition (iii) de I’énoncé entraine que
H(X, #)=o0 pour i>o0. Il suffira de prouver que pour tout ouvert U de X et tout
recouvrement I de U par des ouverts de U, on a H' (U, #)=o0 pour i>o. Il en résultera
en effet tout d’abord que pour la cohomologie de Cech, on a IrI"(U, F)=o0 pour tout
1>o0, puis (en vertu de (G, II, 5.9.2) appliqué a I’ensemble de tous les ouverts de X)
que HiX, #)=o0 pour tout i>0. Comme les F, sont flasques, on a H'(U, F,)=0
pour >0 (G, II, 5.2.3); considérons pour chaque k£ le complexe C*(U, F,) des
cochaines alternées du nerf du recouvrement U (G, II, 5.1), qui forment évidemment
un systéme projectif de complexes de groupes abéliens. Montrons que toutes les appli-
cations C*(U, &#,) —>C-(U, F,) (k<k) sont surjectives. Il suffit évidemment, par définition,
de montrer que pour tout ouvert V de X, lapplication I'(V, #,)—->I'(V, #,) est
surjective; mais la suite o0—>A—>F,—~F,—>0 étant exacte par hypothése, donne la
suite exacte de cohomologie

rnv,#,)-rv,#,)-H(V,4/,)=0

puisque A", est flasque. Le systeme projectif (C*(U, F,)),ey vérifie donc (ML); il en est
de méme de (H(U, F,)).cx pour tout i>o0, car cela est trivial pour i>o0, et comme
H'(M, #,)=T(U, #,) (G, II, 5.2.2), la condition (ML) est aussi remplie pour =0
d’aprés ce qui précéde. On peut donc appliquer (13.2.3), qui montre que
H'(U, #) =lim H'(M, #,)=0 pour tout i>o.

k

b) Passons au cas général, et considérons pour chaque keN, la résolution canonique
¢ (X, F)=(¥(X, #,))i>o de F, par des faisceaux flasques (G, II, 4.3). Pour chaque

>0, il est clair que (%X, #}))ren €st un systeme projectif de faisceaux flasques; mon-
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trons qu’il satisfait aux conditions de a). En effet, si 4/, est le noyau de u,, pour k<%,

la suite 0—A7—>F,—F,—>0 est exacte d’aprés (iii), et notre assertion résulte de ce

que le foncteur oZ~>%'(X, o) est exact (G, II, 4.3). Soit %'=Ilim %(X, #,); on a
—

donc H/(X, ¥)=o0 pour j>0 et i>0 en vertu de a). Nous ;llons montrer que
9 = (9,5, est une résolution du faisceau F; comme H/(X, ¥)=o0 pour j>o, la
cohomologie H*(X, #) sera égale & H(I'(X, ) (G, II, 4.7.1).
Il est clair que, par passage a la limite projective, on déduit des suites exactes
0>F,~>C(X, F,) (X, F,)—>...
un complexe de faisceaux de groupes abéliens
0>F -G >G .

Pour prouver notre assertion, il faut établir que #(%*)=o0 pour i>o. Ce faisceau
est engendré par le préfaisceau U~~H(T'(U, ¢°)) (G, 11, 4.1); or, le complexe I'(U, )
est la limite projective du systéeme projectif de complexes de groupes abéliens
(I'(U, €(X, #,)))ren (05, 3.2.6). On a vu dans a) que pour chaque >0, les applications
(U, €(X, #,)) - T(U, €/(X, #,)) (h<k) sont surjectives; d’autre part, on a
HY(U, #,)=H'(T'(U, ¢*(X, #)))), la résolution canonique ¥*(U, #,|U) étant induite
sur U par € (X, #,); en vertu de ’hypothése (i), pour tout UeB, on peut appliquer
(13.2.3) au systtme projectif de complexes (I'(U, €*(X, #,)))ien> €t on a donc
H{(I(U, ")) =1lim H(U, #,) pour tout i>o0. L’hypothése (ii) prouve bien alors,

P

par définition, que les faisceaux #(¢") sont nuls pour i>o.
On a alors pour tout >0, HX, #)=H(T'(X, ¢")) et
(X, &) =lim I(X, (X, )

On vient de remarquer que les applications I'(X, ¢/(X, #,)) >T'(X, ¢/(X, %,)) (h<k)
sont toutes surjectives; la conclusion résulte donc encore de (13.2.3).

Remarques (13.3.2). — (i) L’énoncé (13.3.1) n’a d’intérét que pour :>o0, puisque
pour i==0, 4 est toujours un isomorphisme sans hypothese (0, 3.2.6).

(ii) Les conditions (i) et (ii) de (13.3.1) seront en particulier vérifiées si
HY(U, #,)=o0 pour tout £, tout >0 et tout UeB, et si pour UeB, les applications
U, #,)->T(U, #,) sont surjectives. Ce sera le cas le plus fréquent d’application
de (13.3.1).

13.4. Condition de Mittag-Leffler et objets gradués associés aux systémes
projectifs.

(x3.4.1) Soit A= (A,, uy)rez un systéme projectif dans une catégorie abélienne C ;
nous dirons qu’il est limité inférieurement s’il existe k, tel que A,=o0 pour k<k,

Nous définirons sur chaque A, une filtration (F?(A,)),cz par les formules
FP(A;) =Ker(A;, —A, ) pour p<k+41

(x3-4.x.1) F?(A,)=o0 pour p>k—+41
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On a donc par hypothése F*(A,)=A, et F**1(A,)=o0, autrement dit la filtration
considérée est finie (11.1.3). Les objets gradués associés a cette filtration sont donc

gr”(A,) = Ker(A,—~A,_,)[Ker(A,—~A,)

et par suite, gr’(A;) est isomorphe a I'image par A;—A, de Ker(A,—~A,_,); en vertu
de la transitivité des morphismes définissant un systéme projectif, on a donc

(13.4.1.2) gr'(A,) =Ker(A,—A,_,)nIm(A,—A))
mais comme, en vertu de (13.4.1.1), on a Ker(A,—~A,_,) =gr?(A}), on a aussi
(13.4.1.3) gri(Ay) =gr’(A)) nIm(A,—A ).
Les définitions précédentes montrent en outre que I’on a pour £ <4
ua(FP(Az)) CFP(Ay)

et par suite que les gr®(u,) définissent un systéme projectif (gr’(A,));ez pour tout peZ.

(13.4.2) Nous dirons que le systéme projectif A est essentiellement constant si les
morphismes A, ,—A, sont des isomorphismes pour k assez grand. Nous dirons que le
systtme projectif A est strict si les morphismes A,—A; (j<i) sont des épimorphismes.
Lorsque A est strict, il résulte de (13.4.1.3) que pour p<k<#h, le morphisme canonique
gr’(A,) —>grP(A,) est un isomorphisme, autrement dit, le systéme projectif (gr?(A;)).cz est
essentiellement constant. La suite des objets gr’(A,) (identifiés a 1(1_nl gr’(A,) pour tout p)

k
se note alors gr'(A) et s’appelle Pobjet gradué associé au systéme projectif strict A= (A,).

Si on suppose maintenant que le systéme projectif A (limité inférieurement)
vérifie (ML), on sait (13.1.2) que le systtme projectif A’=(A;) des objets d’ « images
universelles » est strict, et il est par ailleurs limité inférieurement; I’objet gradué gr'(A’)
associé & A’ est alors encore appelé ’objet gradué associé ¢ A et noté gri(A).

Proposition (13.4.3). — Soit A= (A)),cz un systéme projectif limité inférieurement
dans une catégorie abélienne C. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) A vérifie la condition (ML).

b) Pour tout peZ, le systéme projectif (grP(A,))iez €t essentiellement constant.

En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, on a pour tout peZ un isomorphisme
canonique
(13.4.3.1) gr'(A) 3 lim gr(A,).

K

Il résulte aussitot de (13.4.1.2) que ) implique 4); la méme formule appliquée
au systtme projectif A’ (notations de (13.4.2)) donne Iisomorphisme (13.4.3.1)
par définition. Pour k<#, posons A,=Im(A,—A,); si k<h<jy, on a A,;CA,CA,.
Munissons A,, de la filtration induite par (F?(A,)); on vérifie aussitét, en vertu de la
transitivité des morphismes définissant A, que cette filtration est aussi la filtration
quotient de (F?(A,)); par suite, on a

(13.4.3.2) grP(Ay) = Im(grf(A,) —grf(Ay)).
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Cela étant, supposons b) vérifiée; pour tout peZ, et tout k>=p, il existe un
entier L(p, k) tel que le second membre de (13.4.3.2) soit constant pour A>L(p, k);
comme gr°(A;)=o pour p<k, il n’y a (pour £ donné) qu’un nombre fini de L(p, k)
non nuls lorsque p parcourt I’ensemble des entiers <k. Soit L(k)=m le plus grand de
ces entiers; pour tout 4>m, on a A, CA,,, et par définition de m, 'injection canonique
A, —A,, définit un isomorphisme gr-(A,) S gr'(A,,); comme les filtrations sont finies,
on en conclut que l'injection précédente est elle-méme bijective (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, th. 1), ce qui prouve que A vérifie (ML).

(x3.4.4) Supposons que dans € la limite projective AZ?L“ A, existe. Dans
les définitions de (13.4.1), on peut alors remplacer A, par A, et la filtration ainsi définie
sur A est encore telle que

(13.4.4.1) g’(A) =g"(A,) nIm(A—A,).

Corollaire (13.4.5). — Supposons que C soit la catégorie des groupes abéliens. Si le systéme
projectif A vérifie (ML) et si A= l(ﬂ A, on a pour tout peZ un 1somorphisme canonique
k
(13.4.5.1) gr’(A) 3 lim grP(A,).

k
En effet, on a Im(A,—~A,)=Im(A—A) dés que £ est assez grand (Bourbaki, Top.
gén., chap. I1, 3° éd., § 3, n° 5, th. 1), etla conclusion résulte de (13.4.1.3) et (13.4.4.1).

13.5. Limites projectives de suites spectrales de complexes filtrés.

(13.5.1) Soient € une catégorie abélienne, X* un complexe d’objets de € muni
d’une filtration (F?(X')),c, telle que F™(X')=X" pour un indice p,. Considérons pour
chaque keZ le complexe X;=X'/F¥*!(X"); il est canoniquement muni de la filtration
formée des F?(X;) =F?(X")/F¥*1(X*) pour p<k et des FP(X;)=o0 pour p=k-+1.
En outre, on a des morphismes canoniques X;,;,—X;, qui font de X'=(X});cz un
systéme projectif de complexes filtrés d’objets de €. On notera que ce systéme projectif est
strict et tel que X, = o pour k< p,.

(x3.5.2) Considérons plus généralement un systeme projectif strict X'=(X;),cz
de complexes d’objets de €, limité inférieurement; considérons sur chaque X; la filtration
définie dans (13.4.1) (en se placant dans la catégorie abélienne des complexes de €
limités inférieurement). Les X;— X (p<k) deviennent des morphismes de complexes
filtrés, a filtrations finies. Le caractére fonctoriel des suites spectrales des complexes
filtrés (11.2.3) montre que les morphismes de définition du systéme projectif X* four-
nissent des morphismes faisant de E(X') = (E(X})) un systéme projectif de suites spectrales.

Lemme (13.5.3). — Supposons que le systeme projectif X'=(X;),cq de complexes filtrés
soit obtenu comme dans (13.5.2). Alors :

a) Pour rzp—p,, on a BP(X;)=B2(X;) pour tout keZ.

b) Pour k+1<p+r, ona ZP(X;)=7%(X;).

c) Pour k+1=2p—+r, les morphismes Z7(X;)—7ZP(X;) et BM(X;)—=BM(X;) sont

des isomorphismes pour tout h>Fk.
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Ces trois propriétés résultent aussitot des définitions de (11.2.2), en tenant compte
de ce que FP""(X;)=X; pour p—r<p,.

(x3.5.4) Supposons vérifiées les hypothéeses de (13.5.3). Alors, pour p, ¢, r fixés
(r fini), les systeémes projectifs (Z2(X;))iez, (BY(X;))iez> (EP(X;))iez sont essentiellement
constants; on désignera par Z/(X'), B(X') et EM(X')=7Z!(X")/B(X") leurs limites
projectives respectives. Les Z?%(X*) et B?(X") s’identifient canoniquement & des sous-
objets de EF(X"). La définition des d” (M, XV, 1) montre que ces morphismes (relatifs
aux X;) sont aussi essentiellement constants, et par suite définissent des morphismes

(13.5.4.1) dr ; Em(X0) > Eptro-ri(xe)

tels que dP*"1 " lodM=0; en outre, on a des isomorphismes canoniques de Ker(d")
sur Z7 (X*)/BP(X") et de Im(d?) sur B? o= +1(X)Brtri—rt1(Xe),

Lemme (13.5.5). — Sous les hypotheses de (18.5.3), on a, pour s=r>p—p,, un
monomorphisme canonique
(13.5.5.1) i EM(X*) - Er(X-)
et un isomorphisme canonique

(13.5.5.2) 1, EPX) S E(XG 4, )

tels que le diagramme
Er(X) B EE(X,, )
(13.5.5-3) i l
ENX") — Egg()(;)+r—1)

soit commutatif (la fleche verticale de droite provenant du morphisme X/ =X . ).

L’existence de ¢ provient de ce que B?(X;) =B%(X;) pour r>p—p, (13.5.3, a});
on a ZMX,)=7Z%(X;) pour k+1<p+r (13.5.3, b)), dou en particulier
(X, ) =28(X, ., ) et dautre part ZM(X ;) et BI*(X;., ;) sidentifient
canoniquement a Z?(X’) et B(X’) en vertu de (13.5.3, ¢)), d’ott I'existence de
J» et la commutativité de (13.5.5.1).

Corollaire (13.5.6). — Sous les hypothéses de (13.5.3), si Uune des limites projectives
l(_ig Er(X"), 1(an E?(X;) existe, il en est de méme de Uautre, et on a un isomorphisme canonique

r k
(13.5.6.1) jo ¢ lim EP(X) 5 lim EZ(X;).
r k
En outre, pour que le systéme projectif (EFY(X")),cq soit essentiellement constant (13.4.2),
il faut et il suffit que le systéme projectif (EZ(X}))icz le soit.
(x3.5.7) On note B%(X") et Z2%(X") les sous-objets de Ef*(X") égaux respectivement a
Br1(X") pour r>p—p, et a inf Z?9(X") (quand ce dernier existe), de sorte que Lﬂl Er(X")

r
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s’'identifie canoniquement a EX(X') =Z2¢(X")/B%(X"). On remarquera que les objets
ZM(X7), BH(X"), EM(X") (1<r< 4 00) et d? dépendent fonctoriellement du systéme
projectif X' soumis aux restrictions de (13.5.5), et que les morphismes définis dans
(13.5.5) et (13.5.6) sont fonctoriels.

13.6. Suite spectrale d’un foncteur relative 2 un objet muni d’une filtration
finie.

(x3.6.1) Soient €, €’ deux catégories abéliennes, T : C—C’ un foncteur additif
covariant. Supposons que tout objet de € soit isomorphe a un sous-objet d’un objet
injectif, de sorte que les foncteurs dérivés droits R?T (p > o) existent.

Lemme (13.6.2). — Soit A un objet de C, muni d’une filtration finie (F¥(A)), . Il existe
une résolution injective X' = (X7).5, de A munie d’une filtration finie (F'(X'));c telle que la
relation F'(A)=A (resp. F(A)=o0) entraine Fi(X')=X" (resp. F/(X')=o0) et que, pour
tout ieZ, F(X") soit une résolution injective de F'(A).

Soit p (resp. ¢>p) le plus grand indice tel que F'(A)=A (resp. le plus petit
indice pour lequel F(A) =0). On raisonne par récurrence sur ¢—p, le lemme étant
évident pour ¢g—p=1. Ayant formé une résolution injective X'"* de A/F?"!(A) ayant
les propriétés voulues, on considére la suite exacte o0—F!"'(A)—>A—->A/F1"1(A)—o,
on prend une résolution injective X'* de F?7'(A), puis on détermine une résolution
injective X* de A de fagon a avoir une suite exacte 0—->X""—>X"—>X""—0 compatible
avec la précédente (M, V, 2.2); il est clair que X' répond a la question.

Corollaire (13.6.3). — Soit B un second objet de C, muni d’une filtration finie (F*(B));cq, sun
entier, et soit u : A—~B un morphisme tel que u(F'(A)) CF***(B) pour tout icZ. Si Y' = (Y);,
est une résolution injective de B munie d’une filtration (F(Y")),cp apant les propriétés énoncées
en (13.6.2), il existe un morphisme v : X' —Y" compatible avec u et tel que v(F'(X')) cFi*e(Y")
pour tout 1€Z. En outre, deux tels morphismes v, v’ sont homotopes.

Cela résulte aussitét par récurrence sur ¢—p de la construction précédente et
de (M, V, 2.3).

(x3.6.4) Sous les hypothéeses de (13.6.2), considérons maintenant le complexe
T(X") dans €’, qui est évidemment filtré par les complexes T(F¥(X")), puisque Fi(X")
est facteur direct de X'. Il résulte de (13.6.3) que la suite spectrale de ce complexe filtré
ne dépend que de l'objet filtré A, & un isomorphisme prés. Son aboutissement est la
cohomologie R'T(A), avec la filtration

(13.6.]?4”'(;{)"T(A)) =Im(R"T(F?(A)) - R*T(A)) =Ker(R"T(A) - R"T(A/F?(A)))
(r1.2.2), et son terme E, est donné par

(x3.6.4.2) EM=RP1T(gr?(A))

gr’(A) désignant comme d’ordinaire F?(A)/FP*1(A). Il est clair, d’aprés (11.2.2), que

la filtration de l’aboutissement est finie, et que pour p,q donnés, les suites des
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BP(A) =BY(T(X")) et ZMA)=ZM(T(X")) sont stationnaires, donc la suite spectrale
précédente est biréguliére (11.1.8). Nous noterons cette suite E(A)= (E?(A)) et nous
dirons que c’est la suite spectrale du foncteur T relative a Pobjet filtré A.

(13.6.5) Supposons maintenant vérifiées les hypothéses de (13.6.3), dont nous
conservons les notations. Comme Fi(X*) (resp. F/(Y*)) est facteur direct de X (resp. Y*),
on a (To)(T(F(X")))cT(F*%Y")) pour tout :cZ; les définitions de (11.2.2) montrent
alors que pour 1<r<-+4o0, Ty définit un morphisme B(T(X'))—>B?*5175(T(Y"))
et un morphisme ZM(T(X*))—Z?"%175T(Y")), d’olt un morphisme

w,: EM(A) — EP*5175B);

de méme, on a pour l’aboutissement des morphismes u,: R"T(A)—R"T(B) tels
que u,(FP(R"T(A))) cF?*5(R"T(B)).
La définition des 4% (M, XV, 1) montre en outre que les diagrammes

ar
EM(A) —————— EPFr1mrii(A)

Ptsq—s p+r+s,g—r—s+1
E? (B) m E? (B)
r

sont commutatifs; on en déduit un diagramme commutatif analogue pour les iso-
morphismes «??, que nous laisserons au lecteur le soin d’expliciter. Enfin (loc. cit.), on a
aussi des diagrammes commutatifs pour les aboutissements

BPe

E?(A) ——— gr?(R?*1T(A))

o0

Weo Up-+q

ELH1~(B) ——— g " (R¥VI(B))

gp+s,q—s

(x3.6.6) Supposons en particulier qu’il existe un anneau S, muni d’une filtration
(F'(S));cz, et un homomorphisme d’anneaux
(x3.6.6.1) k:S—Homg(A, A)
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tel que pour tout teFi(S), on ait A(F'(A)) cF'*i(A) pour tout couple i, j. Nous dirons
pour abréger que A est alors muni d’une structure de S-C-module filiré sur anneau
filtré S. Par passage aux objets gradués associés, tout 4, pour teF/(S), définit un
endomorphisme gradué k, de gr'(A), homogéne de degré j; en outre, ce morphisme ne
dépend que de la classe de ¢ dans gri(S), et on définit ainsi un homomorphisme d’anneaux
gradués

k : gr'(S) — Hom(gr'(A), gr'(A))

ou le second membre est 'anneau des endomorphismes gradués de gr'(A). Nous dirons
que gr'(A) est muni d’une structure de gr'(S)-C-module gradué. Il résulte alors de (13.6.5)
que pour 1<r<-+oo, tout fegri(S) définit canoniquement dans les objets bigradués
(BY*(A))p,gezxzs (Z2(A))pgezxz €t E(A)=(EM(A)), 9eczxz des endomorphismes
bigradués de degrés (s, —s); dans E,(A) (pour r fini), cet endomorphisme commute &
Pendomorphisme bigradué défini par les d?%. Comme ces endomorphismes vérifient
les conditions habituelles d’associativité et de distributivité par rapport a l’addition
dans gr’(S) et dans les objets bigradués considérés, nous dirons pour abréger que ces
derniers sont des gr'(S)-C’-modules bigradués; il est immédiat que les «?? définissent un
isomorphisme pour ce type de structures. Pour tout entier n, on notera B"(A) (resp.
Z™M(A), EM(A)) le sous-objet gradué de B;’(A) (resp. Z;(A), E;" (A)) formé des BF?(A)
(resp. ZPY(A), EM(A)) tels que p+g=n (pour 1<r< 4 00); il est immédiat que ce sont
des gr'(S)-C’-modules gradués. Enfin, tout fegri(S) définit pour tout n un endomorphisme
gradué de degré j dans l’objet gradué gr’(R"T(A)), qui est ainsi muni d’une structure
de gr'(S)-C’-module gradué; les ™ (pour p -+ g=n) définissent un isomorphisme de E®™(A)
sur gr'(R"T(A)) pour cette espéce de structure.

On notera que lorsque €’ est la catégorie des groupes abéliens, les structures de
S-¢’-module (resp. de gr’(S)-¢’-module gradué ou bigradué) ne sont autres que les
structures usuelles de S-module (resp. gr’(S)-module gradué, bigradué).

13.7. Foncteurs dérivés d’une limite projective d’arguments.

(x3.7.1) Soient €, €’ deux catégories abéliennes, C étant supposée telle que
tout objet de € soit sous-objet d’un objet injectif; soit T : C—C’ un foncteur additif
covariant. Considérons un systéme projectif strict A= (A,),cz dans C, limité infé-
rieurement; de fagon précise, nous supposerons que A,=o0 pour k<k,. Nous associons
canoniquement a ce syst¢tme une filtration (F?(A;)),cz sur chaque A, par les formules
(13.4.1.1), et comme il s’agit d’un systéme projectif strict, les morphismes canoniques

(r3.7.1.1) F'(A,)[F/(A;) — F(A)[F/(A,) (h>F)

pour i<j<k41 sont des isomorphismes. Rappelons en outre que I'on a F'(A)) =A,
et F¥*1(A,) =0 pour tout k.

(x3.7.2) Construisons maintenant pour chaque k une résolution injective X; = (X]),;5,
de A, ayant les propriétés de (13.6.2). Les morphismes canoniques A, ,,—A, permettent
(13.6.3) de définir pour chaque £ un morphisme de complexes X;  ,—X; compatibles
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avec les filtrations, et faisant de X' = (X}), cz un systéme projectif de complexes. On peut
en outre supposer que ce systéme projectif est strict. Pour cela, on observe qu’en vertu de
isomorphisme (13.7.1.1), A, est isomorphe & A, ,/F***(A,,,); on peut donc prendre,
dans la construction de X;,,, la résolution injective de A, ,/F**'(A,,,) égale & X;, et
il résulte de (M, V, 2.3) que la construction du morphisme de complexes X, ,—>X;
peut se faire de sorte que ce morphisme fournisse par passage aux quotients un iso-
morphisme X ., /F**1(X; ) 3X; respectant les filtrations, ce qui est la condition de
(13.5.1).

(x3.7.3) Par construction, le syst¢tme projectif T(X') des complexes T(X;) satisfait
aux hypotheéses de (13.5.3). Les résultats de (13.5.4), (13.5.5) et (13.5.6) sont
donc applicables aux suites spectrales E(T(X})) =E(A;); nous écrirons E?(A) au lieu
de EX(T(X")) pour 1<r<+o0 (cf. (13.5.7) pour r=+40) et de méme pour les notations
analogues. On notera en particulier que l'on a

(13.7.3.1) E["(A) =R"*'T(gr"(A))

en vertu de (13.6.4.2) et du fait que le systéme (gr’(A,)) est essentiellement constant.
Ces résultats et (13.4.3) donnent la proposition suivante, démontrée d’abord
par Shih Weishu par une méthode différente (inédite) :

Proposition (x3.7.4) (Shik). — Soit n un entier. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout couple (p, q) tel que p + q=mn, le systeme projectif (EI*(A)),, est essentiel-
lement constant.

b) Le systeme projectif R'T(A) = (R"T(A))),cz vérifie (ML).

En outre, lorsque ces conditions sont remplies, on a un isomorphisme canonique
(13.7.4.1) gr’(R*T(A)) 5 E%""?(A) pour tout peZ.

En effet, en vertu de (13.5.6), la condition @) équivaut a dire que le systéme
projectif (EZI(A;)),cz est essentiellement constant pour p-+g=n, et d’autre part
gr’(RYT(A,)) est canoniquement isomorphe a EZ"7?(A), donc il résulte de (13.4.3)
que a) et b) sont équivalentes; 1'isomorphisme (18.7.4.1) n’est autre que (13.5.6.1)
appliqué au cas envisagé ici.

Corollaire (13.7.5). — Soit F=(F,),cn un systtme projectif de faisceaux de groupes
abéliens satisfaisant aux conditions (i), (ii) et (iii) de (13.3.1) et soit F =£i_n_1_'9"k. Supposons
que, pour le foncteur G~>T (X, D), le systéme projectif (EPU(F)), o soit essentiellement constant
pour tout couple (p, q) tel que p+qg=n ou p+qg=n-+1. Considérons sur H" (X, F) la
filtration définie par FP(H"*'(X, F)) =Ker(H""'(X, #)->H""Y(X, #,_,)). On a alors
un isomorphisme canonique

(13.7.5.1) grr(H"*Y(X, #)) I Epr—r+i(F) pour tout peZ.

Il résulte de (13.7.4) appliqué au cas ol C est la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X, €’ la catégorie des groupes abéliens, et T =T', que I’on a un isomorphisme
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canonique gr’(R**'I'(F)) T EL"?*+Y(F) pour tout peZ. D’autre part, comme en
vertu de (13.7.4), le systtme projectif (H%X, #,)),c, vérifie (ML), on déduit de
(13.3.1) un isomorphisme canonique

(13.7.5.1) H"*Y(X, F) :li(_mH"“(X, F)-

k

Comme le systtme projectif R**'I'(F) vérifie (ML) en vertu de (13.7.4), on a

4]
un isomorphisme canonique gr?(R"*'I'(F)) :liéggr”(H"“(X, F,)) (13.4.3), et un

k

isomorphisme canonique lim grr(H" (X, 7)) > gr(lim H"*'Y(X, #,)) (13.4.5). Tout
k k

revient donc a voir que lisomorphisme (18.7.5.1) est compatible avec les filtrations

des deux membres; mais cela résulte aussitot des définitions et de la commutativité
du diagramme
Hn+l(X’ 'g;) : EEI.H”+1(X’ gz’k)
N LS
H(X, #,_,)
pour tout p.

(x3.7.6) Soit S un anneau muni d’une filtration (F¥(S));c telle que F°(S) =S
(donc gr'(S) = o pour i<0). Supposons que chacun des A,, muni de la filtration définie
dans (13.7.1), soit un S-C-module filtré (13.6.6), les morphismes A,—A, pour k<#h
étant des morphismes pour la structure de S-C-module filtré; nous dirons pour abréger
que A est un systéme projectif de S-C-modules filtrés. Alors il est immédiat que les morphismes
BM(A,) —>B™(A,) et ZM(A,)—>ZM(A,) pour k<h, 1<r<+ oo, sont des morphismes
pour les structures de gr'(S)-C’-module bigradué (13.6.5), et que les familles (Z?(A)),
(B™(A)) et (E?(A)) sont des gr'(S)-C’-modules bigradués pour r fini, les deux premiers
étant des sous-modules de (EM(A)). On notera encore Z"(A), B"(A), EM(A) les
sous-objets respectifs des précédents obtenu en ne prenant que les termes tels que p + ¢ =n;
ce sont des gr’(S)-C’-modules gradués.

Lorsque le systtme (EFY(A)), o, est essentiellement constant, (EZ(A)) est donc
aussi un gr'(S)-C’-module bigradué, et chaque E®(A) un gr'(S)-¢’-module gradué.
En outre, les "7 : EZ""?(A,) X gr’(R*T(A,)) constituent pour chaque £ un isomor-
phisme pour la structure de gr'(S)-C’-module gradué de E®(A,) sur gr'(R"T(A,));
si on est dans les conditions précédentes, B7"~?:E"(A) 3 lim gr'(R"T(A,)) sera donc

k

aussi un isomorphisme pour ces structures et il en est évidemment de méme de I’iso-
morphisme canonique gr'(R*T(A) X l(l_r_n gr'(R"T(4,)), donc les isomorphismes
k

(13.7.4.1) constituent un isomorphisme pour les structures de gr*(S)-C’'-module gradué.
Proposition (13.7.7). — Soit S un anneau noethérien -adique. Supposons que C soit une

catégorie abélienne dont tout objet est isomorphe & un sous-objet d’un objet injectif, et soit T un
Joncteur covariant additif de C dans la catégorie des groupes abéliens. Soit A= (A}),cz un
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systeme projectif strict de S-C-modules filtrés (pour la filiration J-adique sur S) limité inférieurement.
On suppose que pour un entier n donné, la condition suivante soit vérifiée :

(F,) Le gr'(S)-module gradué E{"(A)=(R™T(gr’(A))),cz (13.7.3.1) est de type
Sfini pour m=n et m=n- 1.

Dans ces conditions :

(1) Les systemes projectifs (R"T(A,)) ez €8 (R"IT(A,)) ez vérifient (ML).

(i1) 87 on pose R’"T(A):Lig R"T(A,), R'™T(A) est un S-module de type fini.

k

(iii) La filtration définie par F'(R'™T(A))=Ker(R""T(A)->R"T(A,_,)) (peZ) sur
R"™T(A) est J-bonne (cest-a-dire que JFP(R'"T(A)) cF?TY(R'™(T(A)) pour tout p, égalité
des deux membres ayant lieu dés que p est assez grand). En particulier, la topologie sur R'"T(A)
définie par cette filtration est identique a la topologie J-adique.

(iv) Le systeme projectif (E2I(A)),cp est essentiellement constant pour p-+q=n e
p+qg=n+1, EP(A) est donc défini (13.5.7) et on a un isomorphisme canonique de
gr'(S)-modules gradués .

(13.7.7.1) gr'(R™T(A)) 3 EL"77(A) (peZ).

On notera que Pisomorphisme (13.7.7.1) permettra de noter R"T(A) par abus
de langage, la limite projective R"T(A) du systéme projectif R"T(A), compte tenu
des isomorphismes (13.7.4.1).

Comme I’anneau gradué gr'(S) est noethérien (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° g, cor. 5 du th. 2), la suite croissante des sous-gr'(S)-modules gradués B")(A)
de E{™(A) (13.6.6) est stationnaire pour m=n et m=n-1, et par suite la condition 5)
de (11.1.10) est vérifiée. Il s’ensuit que la condition a) de (13.7.4) est remplie pour n
et pour n+ 1, et cela prouve déja (i). En outre, les isomorphismes (13.7.4.1) (compte
tenu des remarques de (13.7.6)) montrent que gr'(R"T(A)) est un gr'(S)-module gradué
isomorphe 2 E"(A) =Z"(A)/B"(A); comme Z"(A) est un sous-module de E{"(A),
il est de type fini, et il en est donc de méme de E((A). En outre, pour la filtration
(FP(R'™™T(A))), il résulte de (13.4.5) que gr'(R*T(A)) et gr'(R"T(A)) sont des gr'(S)-
modules isomorphes, ce qui démontre (iv). Les assertions (ii) et (iii) seront enfin consé-
quences des résultats précédents et du lemme suivant :

Lemme (13.7.7.2). — Soient S un anneau noethérien J-adique, M un S-module muni
d’une filtration co-discréte (FP(M)),cz telle que JFP(M) cFP*(M) (ce qui exprime que M est
un module filtré sur Panneau S filtré par la filtration J-adique). Supposons en outre M séparé
pour la topologie définie par la filtration (FP(M)). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un S-module de type fini et (FP(M)) une filtration -bonne.

b) gr'(M) est un gr(S)-module de type fini.

c) Les gr’(M) sont des S-modules de type fini et pour p assez grand les homomorphismes
canoniques

(r3.7.7-3) I®sgr? (M) —gr" (M)
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(déduits de FJ®FP(M)—F? (M), compte tenu de ce que 'image de I’homomorphisme composé
IOF7 I (M) >JOFP(M) >FP (M) est JFPHY(M)cFP+23(M)) sont surjectifs.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 1, prop. 3.

(x3.7.7-4) Pour appliquer le lemme (13.7.7.2), il reste a observer que la topologie
définie sur R"™T(A) par la filtration considérée fait de R”T(A) un S-module séparé
et complet, cette topologie étant celle de la limite projective des groupes discrets R"T(A,);
d’autre part, si A,==0 pour k<k,, on a aussi R"T(A,)=o0 pour i<k, donc
F(R"T(A)) =R™T(A), et on est bien dans les conditions d’application du lemme.

Corollaire (x3.7.8). — St Phypothése (F,) est vérifie, on a, pour tout élément feS, un
isomorphisme canonique
(13.7.8.1) lim ((R"T(A,)) = R'T(A) @S,

k

En effet, R"T(A) est un S-module de type fini, S;;, une S-algébre adique noethé-
rienne (0;, 7.6.11), séparée complétée de S; pour la topologie I-préadique (0;,7.6.2). On
conclut de (0;, 7.7.8) et (0;,7.7.1) que R"T(A)®¢S,;, est isomorphe au séparé complété
de R"T(A)®¢S, pour la topologie J-préadique; un systtme fondamental de voisinages
de o pour cette topologie est (J'R"T(A))®¢S;, donc FP(R"T(A))®¢S; est aussi un tel
systéme; ce dernier est le noyau de 'application canonique (R"I'(A)),—~(R"T(A,_,));
et par suite le groupe séparé associé a R"T(A)®gS,; s’identifie 2 un sous-groupe G
de Lin ((R"T(A));). Mais le systeme projectif ((R"T(A;)),) vérifie évidemment la

k
condition (ML), et 'image de (R"T(A)), dans chacun des (R"T(A;)); est égale a I'image
commune des (R"T(A;)); pour £>£ assez grand. On en conclut aussitét que G est

partout dense dans 1(_12 ((R"T(Ay));), et comme ce dernier groupe est séparé et complet,
k
le corollaire est démontré.

(A suivre.)
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CHAPITRE III

ETUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHERENTS

Sommaire

1. Cohomologie des schémas affines.

2. Etude cohomologique des morphismes projectifs.

3. Le théoréme de finitude pour les morphismes propres.

4. Le théoréme fondamental des morphismes propres; applications.

5. Un théoréme d’existence de faisceaux algébriques cohérents.

6. Foncteurs Tor et Ext locaux et globaux; formule de Kiinneth.

7. Etude du changement de base dans les foncteurs cohomologiques covariants de

Modules.

§ 8. Le théoréme de dualité sur les fibrés projectifs.
Cohomologie relative et cohomologie locale; dualité locale.

§ 10. Relations entre cohomologie projective et cohomologie locale. Technique de
complétion formelle le long d’un diviseur.

§ 11. Groupes de Picard globaux et locaux ().

Ce chapitre donne les théorémes fondamentaux sur la cohomologie des faisceaux
algébriques cohérents, a I’exception de ceux découlant de la théorie des résidus (théo-
rémes de dualité), qui feront ’objet d’un chapitre ultérieur. Parmi les premiers, il y a
essentiellement six théorémes fondamentaux, faisant I’objet des six premiers paragraphes
du présent chapitre. Ces résultats seront dans la suite des outils essentiels, méme dans
des questions qui ne sont pas de nature proprement cohomologique; le lecteur en verra
les premiers exemples dés le § 4. Le § 7 donne des résultats de nature plus technique,
mais d’un usage constant dans les applications. Enfin, dans les §§ 8 & 11, nous dévelop-
perons certains résultats, liés a la dualité des faisceaux cohérents, particuliérement
importants pour les applications, et qui peuvent s’exposer antérieurement a la théorie
générale des résidus.

(1) Le chapitre IV ne dépend pas des §§ 8 2 11, et sera sans doute publié avant ces derniers.
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82 A. GROTHENDIECK Chap. III

Le contenu des §§ 1 et 2 est dt a J.-P. Serre, et le lecteur constatera que nous
n’avons eu qu’a suivre ’exposé de (FAC). Les §§ 8 et g sont également inspirés par (FAC)
(les transpositions nécessitées par les contextes différents étant toutefois moins évidentes).
Enfin, comme nous I’avons dit dans I’Introduction, le § 4 doit étre considéré comme
la mise en forme, en langage moderne, du « théoréme d’invariance » fondamental de la
« théorie des fonctions holomorphes » de Zariski.

Signalons enfin que les résultats du n® 3.4 (et les propositions préliminaires de
(0, 13.4 2 13.7)) ne seront pas utilisés dans la suite du chap. III et peuvent donc étre omis
en premiére lecture.

§ 1. COHOMOLOGIE DES SCHEMAS AFFINES

1.1. Rappels sur le complexe de 1’algébre extérieure.

(r.x.x) Soient A un anneau, f=(f;);<;, un systtme de r éléments de A. Le
complexe de Ualgébre extérieure K (f) correspondant a f est un complexe de chaines
(G, I, 2. 2) se définissant de la fagon suivante : le A-module gradué K (f) est égal a Palgébre
extérieure /\(A”), graduée de la facon usuelle, et Popérateur bord est la multiplication
intérieure i, par f considéré comme élément du dual (A")”; on rappelle que i, est une
antidérivation de degré —1 de A(A”), et que si (e;);<;<, est 1a base canonique de A’, on a
i,(e;)=f;; la vérification de la condition z,0;;=0 est immédiate.

Une définition équivalente est la suivante : pour chaque ¢, on considére un
complexe de chaines K (f;) défini comme suit : Ky (f)=K,(f)=A, K,(f)=o0 pour
n+ 0,1 : Popérateur bord est défini par la condition que d, : A—A est la multiplication
par f;. On prend alors pour K (f) le produit tensoriel K (f,)®K (£)®...®K (f,)
(G, I, 2.7) muni de son degré total; la vérification de I’isomorphisme de ce complexe et
du complexe défini plus haut est immédiate.

(x.x.2) Pour tout A-module M, on définit le complexe de chaines

(r.1.2.1) K.(f,M)=K (fie,M
et le complexe de cochaines (G, 1, 2.2)
(r.1.2.2) K*(f, M) =Hom, (K (f), M).
Si g est une k-cochaine de ce dernier complexe, et si on pose
gliys -+ y) =gleyn... Aey),

g s’identifie 4 une application alternée de [1,7]* dans M, et il résulte des définitions
précédentes que I'on a

k1 A '
(x.1.2.3)  d*g(i;, ipy - - s ik+1)=121(—1)"_‘fihg(i1, R N TR B

h =
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(x.x.3) Des complexes précédents, on déduit comme d’ordinaire les A-modules
d’homologie et de cohomologie (G, I, 2.2)
(r.x.3.1) H (f, M)=H (K (f, M))
(r.x.3.2) H-(f, M) =H"(K*(f, M)).

On définit d’ailleurs un A-isomorphisme K (f, M)SK-'(f, M) en faisant corres-
pondre a toute chaine z=ZX(e;A...ne;)®z; ; la cochaine g, telle que
&:(J1s -+ -3 Jr—1) =%Z;, .. 4> OU (Ju)1<n<r—s €St 1asuite strictement croissante complémentaire
de la suite strictement croissante (7,);<,<; dans [1,7] et e=(—1)", v étant le nombre
d’inversions de la permutation ¢, ..., 4, /i, - - .5 J,_; de [1,7]. On vérifie que g,,=d(g,),
ce qui donne un isomorphisme
(r.1.3.3) H(f, M) 3 H,_,(f, M) pour 0<i<r.

Dans ce chapitre, nous aurons surtout a considérer les modules de cohomologie
H-(f, M).

Pour un fdonné, il est immédiat (G, I, 2.1) que M~>H"(f, M) est un foncteur cohomo-
logique (T, II, 2.1), de la catégorie des A-modules dans celle des A-modules gradués,
nul pour les degrés <o et >r. En outre, on a

(1.1.3.4) HO(f, M) = Hom,(A/(f), M)

en désignant par (f) I'idéal de A engendré par f,, ..., f,; celarésulte aussitét de (1.1.2.3),
et il est clair que H(f, M) s’identifie au sous-module de M annulé par (f). De méme,
on a d’aprés (1.1.2.3)

(r.1.3.5) H'(f, M) = M/( _1f¢M) = (A/(f))®,M.

(2

Nous utiliserons le résultat connu suivant, dont nous rappellerons une démonstration
pour étre complet :

Proposition (x.x1.4). — Soient A un anneau, £=/f;),<;<, une famille finie d’éléments de A,
M un A-module. Si, pour 1<i<r, homothétie z~>f;.z dans M;_=M|(fiM+...+f,_ M)
est injective, on a H'(f, M)=o0 pour i+r.

Il suffit en effet de prouver que H;(f, M)=o0 pour tout :>0 en vertu de (1.1.3.3).
Raisonnons par récurrence sur 7, le cas r=o0 étant trivial. Posons £'=(f) <, ; cette
famille vérifie les conditions de I’énoncé, donc,sion pose L =K (f’, M), ona H,(L)=o0
pour :>o par hypotheése, et Hy(L,)=M,_, en vertu de (1.1.3.3) et (1.1.3.5). Posons
pour abréger K =K (f,)=K®K,, avec K=K;=A, d : K,—~K, étant la multipli-
cation par f,; on a par définition (1.1.1) K (f, M)=K ®,L. Or, on a le lemme
suivant :

Lemme (x.1.4.1). — Soit K, un complexe de chaines formé de A-modules libres, nuls
sauf en dimensions o et 1. Pour tout complexe de chaines L, formé de A-modules, on a une suite exacte

o —Hy(K ®H,(L)) - H,(K,®L,) - H /(K ,®H, (L)) —o

pour tout indice p.
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C’est un cas particulier d’une suite exacte de termes de bas degré de la suite
spectrale de Kiinneth (M, XVII, 5.2 a) et G, I, 5.5.2); on peut le démontrer directe-
ment de la fagon suivante. Considérons K, et K; comme des complexes de chaines (nuls
en dimensions # o0 et s I respectivement); on a alors une suite exacte de complexes

o—->K®L, - K ®L, - K®L —o
a laquelle nous pouvons appliquer la suite exacte d’homologie
.—H, (K,®L) 2 H,(K,®L,) - H, (K ®L,) - H,(K,®L)) 5 H, ,(K,®L,) - ...

Mais il est évident que H,(K,®L,)=K,®H,(L) et H,(K,®L)=K;®H, ,(L,) pour
tout p; en outre, on vérifie aussitét que 'opérateur 0 : K,®H (L) —>K®H,(L,) n’est
autre que 4,®1; le lemme résulte donc de la suite exacte précédente et de la définition
de Hy(K®H,(L,)) et de H;(K®H,_,(L).

Ce lemme étant établi, la fin de la démonstration de (1.1.4) est immédiate :
’hypothése de récurrence de ce lemme (1.1.4.1) donnent H,(K ®L,)=o0 pour p>2;
en outre, si on prouve que H,(K , Hy(L))=o0, on déduira aussi H,(K ®L)=o0 du
lemme (1.1.4.1); mais par définition, H,(K , Hy(L,)) n’est autre que le noyau de
I’homothétie z~»f,.z dans M, _,, et comme par hypothése ce noyau est nul, cela achéve
la démonstration.

(r.x.5) Soit g=(g)i<i<, une seconde suite de r éléments de A, et posons
fg = (fig)1<i<,» On peut définir un homomorphisme canonique de complexes

(r.1.5.1) ¢, : K (fg) > K (f)

comme P’extension canonique & Ialgébre extérieure A(A’) de Papplication A-linéaire
(%5 - %,)~>(g%, .., 8%,) de A’ dans lui-méme. Pour voir qu’on a bien un homo-
morphisme de complexes, il suffit de remarquer, de fagon générale, que si u: E»F

est une application A-linéaire, xeF et y = 'u(x) eE, alors on a la formule
(r.1.5.2) (Au)oiy =1t,0(Au);

en effet, les deux membres sont des antidérivations de AF, et il suffit de vérifier qu’ils
coincident dans F, ce qui résulte aussitét des définitions.

Lorsqu’on identifie K (f) au produit tensoriel des K (f;) (1.1.1), ¢, est le produit
tensoriel des @4, ol ¢4, se réduit a Iidentité en degré o et 4 la multiplication par g; en
degré 1.

(x.1.6) En particulier, pour tout couple d’entiers m, n tels que o<n<m, on a
des homomorphismes de complexes

(r.1.6.1) Pymn * K. (£") = K (£")

et par suite des homomorphismes

(1.1.6.2) Penn : K'(£", M) - K'(£f", M)
(r.1.6.3) Pymn : H'(£", M) — H' (", M).
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Ces derniers vérifient évidemment la condition de transitivité Pym—p = Pym—-nPyn—p

pour p <n<mj ils définissent donc deux systémes inductifs de A-modules; on posera

(1.1.6.4) C((£), M) = lim K'(£", M)
(r.1.6.5) H'((£), M) =H'(C'((f), M)) =Lim H'(f", M)

n

la derniére égalité provenant du fait que le passage & la limite inductive permute au
foncteur H* (G, I, 2.1). On verra ultérieurement (1.4.3) que H*((f), M) ne dépend
en fait que de I’idéal (f) dans A (et méme de la topologie (f)-préadique sur A), ce qui
justifie les notations.

Il est clair que M~C*((f), M) est un foncteur A-linéaire exact, et M~>H'((f), M)
un foncteur cohomologique.

(x.x.7) Soient f=(f;) A", g=(g;) €A”; désignons par ¢,la multiplication & gauche
par le vecteur geA” dans l’algébre extérieure A(A"); on sait que Pon a la formule
d’homotopie
(r.1.7.1) ieg+ ety =(g, £)1

dans le A-module A" (1 désignant I’automorphisme identique de A’); cette relation
signifie aussi que, dans le complexe K (f), on a

(xr.1.7.2) deg+e,d=(g, £)1.
Si lidéal (f) est égal & A, il existe geA” tel que (g, f)= = g, f;=1. Par suite
G, I, 2.4) : =

Proposition (x.x.8). — Supposons que idéal (£) engendré par les f; soit égal a A. Alors
le complexe K (£) est homotopiquement trivial, et il en est donc de méme des complexes K (£, M)
et K*(f, M) pour tout A-module M.

Corollaire (x.1.9). — St (£f)=A, ona H'(f, M)=o0 e H'((f), M)=o0 pour tout
A-module M.

En effet, on a alors (f*)=A pour tout 7.

Remarque (1.1.10). — Avec les mémes notations que ci-dessus, soient X = Spec(A),
Y le sous-schéma fermé de X défini par I'idéal (f). Nous prouverons au § 9 que
H:((f), M) est isomorphe a la cohomologie Hy(X, 1\71) correspondant a ’antifiltre @
des parties fermées de Y (T, 3.2). Nous montrerons aussi que la prop. (1.2.3) appliquée
aXeta &F =1\~/I, est un cas particulier d’une suite exacte de cohomologie

> HY(X, F) > HY(X, F) > H/(X—Y, F) > HU (X, F) > ...

1.2. Cohomologie de Cech d’un recouvrement ouvert.

(x.2.1) Notations. — Dans ce numéro, on notera :

X un préschéma;
& un 0Ox-Module quasi-cohérent;
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A=T(X, 0x), M=T'(X, ¥);
f=(f)i<i<, un systetme fini d’éléments de A;
U; =X, I'ensemble ouvert (0;, 5.5.2) des xeX tels que f;(x)+o;

r
im

U le recouvrement (U,); <, de U.

(x.2.2) Supposons que X soit, ou bien un préschéma dont I’espace sous-jacent

est noethérien, ou bien un schéma dont I’espace sous-jacent soit gquasi-compact. On sait
alors (I, 9.3.3) que 'on a I'(U;, #)=M;,. Nous poserons

(0, 5.5.3); on a donc aussi

(r.2.2.1) PUiii #)=My 1 1,

P

Or (0, 1.6.1) My, firTy s'identific 4 la limite inductive lim M(i:)i,...ip’ ou le
n

systéme inductif est formé des M{"; i,= M, ’homomorphisme ¢, : M MY
étant la multiplication par (f;, f;,.. fi,)"™™ pour m <n. Désignons par Cj(M) Pensemble
des applications alternées de [1, r]?** dans M (pour tout z); ces A-modules forment encore
un systéme inductif pour les ¢,,.. Si C?(U, F) est le groupe des p-cochaines alternées de Cech
relatif au recouvrement U, a coefficients dans & (G, II, 5.1), il résulte de ce qui précede
que I'on peut écrire
(r.2.2.2) Cr(u, ﬁ):hTm Cr(M).

Or, avec les notations de (1.1.2), C?(M) s’identifie & K?*'(f", M), et I’appli-
cation 9, s’identific & ’application ¢, _,, définie dans (1.1.6). On a donc, pour tout
p >0, un isomorphisme canonique fonctoriel en &

(1.2.2.3) CP(U, F) < CPHY((£), M).

En outre, la formule (1.1.2.3) et la définition de la cohomologie d’un recouvre-
ment (G, II, 5.1) montrent que les isomorphismes (1.2.2.3) sont compatibles avec
les opérateurs cobords.

Proposition (1.2.3). — St X est un préschéma dont Pespace sous-jacent est noethérien, ou
un schéma dont Pespace sous-jacent est quasi-compact, il existe un isomorphisme canonique fonctoriel

en F

(r.2.3.1) HrQU, #) 3 HPY((f), M) pour tout p > 1.
On a en outre une suite exacte fonctorielle en F

(r.2.3.2) o - H((f), M) - M - H(U, #) - H'((f), M) - o.
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Les relations (1.2.3.1) sont en effet conséquences immédiates de ce qu’on a vu
dans (1.2.2). D’autre part, on a C°(U, ) =C!((f), M); H°(U, &) s’identifie par suite
au sous-groupe des 1-cocycles de C'((f), M); comme M = C’((f), M), la suite exacte

(1.2.3.2) n’est autre que celle qui résulte de la définition des groupes de cohomologie
HY((£), M) et H'((£), M).

Corollaire (x.2.4). — Supposons que les X, soient quasi-compacts et qu’il existe des
geT(U, F) tels que' Zgi(ﬁlU) =1|U. Alors, pour tout (@X\U)-Module quasi-cohérent 9,
on a HP(U, ¥)=o0 pour p>o0; si en outre U=2X, I’homomorphisme canonique (1.2.3.2)
M->HYU, F) est bijectif.

Comme par hypothése les U;= X, sont quasi-compacts, il en est de méme de U,
et on peut donc se borner au cas o U= X; I’hypothése entraine alors H?((f), M) =0
pour tout p>o0 (1.1.9). Le corollaire résulte alors aussitét de (1.2.3.1) et (1.2.3.2).

On observera que puisque H°(U, #)=HU, %) (G, II, 5.2.2), on a ainsi
démontré & nouveau (I, 1.8.7) comme cas particulier.

Remarque (x.2.5). — Supposons que X soit un schéma affine; alors les U, =X=D(f)
sont des ouverts affines, ainsi que les U;; _;, (mais U n’est pas nécessairement affine),
Dans ce cas, les foncteurs I'(X, #) et I'(U;;, i, &) sont exacts en F (I, 1.3.11).

Si on a une suite exacte 0—>%F'>F >F''—0 de Ox-Modules quasi-cohérents, la suite
des complexes

o->CU,F)->CU,ZF)->CU,F")—>o0
est exacte, et donne donc une suite exacte de cohomologie
.. > HP(W, F') - HY(W, F) - HP(U, F') > HH U, F7) > ...
D’autre part, si on pose M'=I'(X, #'), M" =T'(X, #"'), lasuite o>M'>M—->M"—0

est exacte; comme C'((f), M) est un foncteur exact en M, on a aussi la suite exacte
de cohomologie

. — H?((f), M’) - H?((f), M) - H?((f), M") 5 HPHY((f), M) — ...
Cela étant, comme le diagramme

o—CUW¥) - CUW,¥) — CUL,F") — 0

o > C((f), M) - C((f), M) - C((f), M) - o
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est commutatif, on en conclut que les diagrammes

HP(, #7) — HPH(U, &)

(r.2.5.1)

HPH((£), M) — HPH¥((£), M)

sont commutatifs pour tout p (G, I, 2.1.1).

1.3. Cohomologie d’un schéma affine.

Théoréme (x.3.1). — Soit X un schéma affine. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F
on a HX(X, F)=o0 pour tout p>o.

Soit U un recouvrement fini de X par des ouverts affines X;=D(f) (1<i<r);
on sait qu’alors I’idéal engendré dans A=T'(X, Ox) par les f; est égal & A. On conclut
donc de (1.2.4) que 'on a H?(U, #)=o0 pour p>o0. Comme il y a des recouvrements
finis de X par des ouverts affines qui sont arbitrairement fins (I, 1.1.10), la définition

de la cohomologie de Cech (G, II, 5.8) montre que I’on a aussi ﬁ”(X, F)=o0 pour
p>o. Mais ceci s’applique aussi a tout préschéma X; pour feA (I, 1.3.6), donc
ﬁ”(X,, ZF)=o0 pour p>0. Comme 'on a X;nX =X, , on en déduit que I’on a aussi
H?(X, #)=o0 pour tout p>o0, en vertu de (G, II, 5.9.2).

Corollaire (x.3.2). — Soient Y un préschéma, f: X—Y un morphisme affine (I, 1.6.1).
Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, on a RYf (F)=o0 pour ¢>o.

En effet, par définition RIf(F) est le Oy-Module associé au préfaisceau
U~H!(f~'(U), #), U parcourant les ouverts de Y. Mais les ouverts affines forment
une base de Y, et pour un tel ouvert U, f~*(U) est affine (II, 1.3.2), donc
HY(f~'(U), #)=o0 par (1.3.1), ce qui démontre le corollaire.

Corollaire (x.3.3). — Soient Y un préschéma, f:X—>Y un morphisme affine. Pour
tout Ox-Module quasi-cohérent F, Uhomomorphisme canonique HP(Y, f (F))->H?(X, )
(0, 12.1.3.1) est bijectif pour tout p.

En effet, il suffit (en vertu de (0, 12.1.7)) de montrer que les edge-homomor-
phismes "EP=H?(Y, f(¥#))—>H?(X, #) de la seconde suite spectrale du foncteur
composé T'f sont bijectifs. Mais le terme E, de cette suite est donné par
"EF=H"(Y, R (#)) (G, II, 4.17.1), donc il résulte de (1.3.2) que "Ef?=o0 pour
g>o, et la suite spectrale dégénére; d’ou notre assertion (0, 11.1.6).

Corollaire (x.3.4). — Soient f:X—>Y wun morphisme affine, g:Y—>Z un morphisme.
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Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F , I’homomorphisme canonique RPg (f(F))—>R¥(gof) (F)
(0, 12.2.5.1) est bijectif pour tout p.

Il suffit de remarquer que, d’aprés (1.3.3), pour tout ouvert affine W de Z,
Phomomorphisme canonique HP(gY(W), (%)) —~H?(f"} (g (W)), F) est bijectif;
cela prouve que I’homomorphisme de préfaisceaux définissant I’homomorphisme
canonique RPg (f.(F))—>RP(gof) (#F) est bijectif (0, 12.2.5).

1.4. Application a la cohomologie des préschémas quelconques.

Proposition (x.4.1). — Sotent X un schéma, U= (U,) un recouvrement de X par des
ouverts affines. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, les modules de cohomologie H*(X, F)
et H'(U, F) (sur T'(X, Ox)) sont canoniquement isomorphes.

En effet, comme X est un schéma, toute intersection finie V d’ouverts du recou-
vrement U est affine (I, 5.5.6), donc HY(V, #)=o0 pour ¢=>1 en vertu de (1.3.1).
La proposition résulte alors du th. de Leray (G, II, 5.4.1).

Remarque (1.4.2). — On notera que la conclusion de (1.4.1) est encore valable
lorsque les intersections finies des ensembles U, sont affines, méme lorsque l’on ne
suppose pas nécessairement que X soit un schéma.

Corollaire (x.4.3). — Soient. X un schéma dont Pespace sous-jacent est quasi-compact,
A=T(X, Ox), £=(f)1<i<, une suite finie d’éléments de A tels que les X (notations de (1.2.1))
sotent affines. Alors (avec les notations de (1.2.1)), pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, on a
un isomorphisme canonique fonctoriel en F

(r.4.3.1) HY(U, #) 3 HIY((f), M) pour g=1
el une suite exacte fonctorielle en F
(1.4.3.2)  o—HY((f), M) M > H(U, #) > H((f), M) >o.

Cela résulte en effet aussitét de (1.4.1) et (1.2.3).

(x.4.4) Si X est un schéma affine, il résulte de (1.2.5) et (1.4.1) que pour tout
g=>o0, les diagrammes

H(U, ) > HI*\ (U, )

(r.4.4.1)

HUH((6), M) —> HOP((F), M)
correspondant A une suite exacte 0—>%'—>% —-%""—o0 de Ox-Modules quasi-cohérents

(avec les notations de (1.2.5)), sont commutatifs.
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Proposition (x.4.5). — Sotent X un schéma quasi-compact, £ un Ox-Module inversible,
et considérons ’anneau gradué A =T (&) (0y, 5.4.6);alors H'(F, .,?):n(‘eBzH‘(X, F L%
est un A -module gradué, et pour tout feA,, on a un isomorphisme canonique

(r.4.5.1) H'(X,, F) 3 (H(&F, ,Sf))(l)

de (A,);-modules.

Comme X est un schéma quasi-compact, on peut calculer la cohomologie de tous
les Ox-Modules F®RZ®" i laide d’'un méme recouvrement fini U= (U;) par des
ouverts affines tels que la restriction % |U; soit isomorphe & Ox|U; pour chaque ¢
(1.4.1). I1 est alors immédiat que les U;nX; sont des ouverts affines (I, 1.3.6), et
Pon peut donc aussi calculer la cohomologie H'(X;, #®ZL®") i I'aide du recouvre-
ment U|X;=(U;nX,) (1.4.1). Il est immédiat que pour tout feA,, la multiplication
par f définit un homomorphisme C*(U, FOL®")-C'(U, FOL M) dolt un
homomorphisme H'(U, F®L®") -H'(U, FOL ™) ce qui établit la premiére
assertion. D’autre part, pour feA, donné, il résulte de (I, 9.3.2) que 'on a un iso-
morphisme de complexes de (A ) -modules

CUX, F) 3 (CU, DFRLE),

n€Z
compte tenu de (I, 1.3.9, (ii)). Passant a4 la cohomologie de ces deux complexes, on en
déduit 'isomorphisme (1.4.5.1), en se souvenant que le foncteur M->M, est exact
dans la catégorie des A -modules gradués.

Corollaire (x.4.6). — On suppose vérifies les hypothéses de (1.4.5) et on suppose en outre
que £ =0x. Si on pose A=T(X, Ox), alors, pour tout feA, on a un isomorphisme canonique
H'(X,, #)S(H'(X, F));, de A modules.

Corollaire (x.4.7). — Soient X un schéma quasi-compact, f un élément de I'(X, Oy).

(1) Supposons Uouvert X, affine. Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, tout i>o0
et tout EeH (X, F), il existe un entier n>o tel que f"%=o.

(i) Inversement, supposons que X, soit quasi-compact et que pour tout faisceau quasi-
cohérent § d’idéaux de Oy et tout CeH'(X, #), il existe n>o0 tel que f'{=o. Alors X, est
affine.

(i) Si X, est affine, on a HY(X,, #) =0 pour tout >0 (1.3.1), donc ’assertion
résulte directement de (1.4.6).

(ii) En vertu du critére de Serre (II, 5.2.1), il suffit de prouver que pour
tout Idéal quasi-cohérent #  de (DX|X,, on a H'(X,#)=o0. Comme X, est
un ouvert quasi-compact dans un schéma quasi-compact X, il existe un Idéal
quasi-cohérent £ de Oy tel que A = j[X, (I,9.4.2). En vertu de (1.4.6),
on a HY(X,, )= (H'(X, #));, et 'hypothése entraine que le second membre est nul,
d’ou la conclusion.

Remarque (1.4.8). — On notera que (1.4.7, (i)) redonne une démonstration
plus simple de la relation (II, 4.5.13.2).
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Lemme (x.4.9). — Soient X un schéma quasi-compact, W= (U,), <., un recouvrement
fint de X par des ouverts affines, F un Ox-Module quasi-cohérent. Le complexe de faisceaux €° (U, F)
défini par le recouvrement W (G, 11, 5.2) est alors un Ox-Module quasi-cohérent.

Il résulte des définitions (G, II, 5.2) que €?(U, &) est somme directe des faisceaux
images directes des & |Ui,,...ip par l'injection canonique U,,...i;—>X. Or, Phypothese
que X est un schéma entraine que ces injections sont des morphismes affines (I, 5.5.6),
donc les €?(U, #) sont quasi-cohérents (IL, 1.2.6).

Proposition (x.4.10). — Soit u: X—Y un morphisme séparé et quasi-compact. Pour
tout Ox-Module quasi-cohérent F , les R (F) sont des Oy-Modules quasi-cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine. Alors X est réunion
finie d’ouverts affines U; (1 <i<n); soit U le recouvrement (U,). En outre, comme Y

est un schéma, il résulte de (I, 5.5.10) que pour tout ouvert affine VY, I'injection
canonique u~'(V)—>X est un morphisme affine; on en conclut ((1.4.1) et (G, II, 5.2))
que I’on a un isomorphisme canonique

(x.4.10.1) H (u™(V), #) S H(I(V,%7))

ou 'on a posé A" =u (€' (U, #)). En vertu de (1.4.9) et (I, 9.2.2), A" est un
0y-Module quasi-cohérent; par ailleurs, il constitue un complexe de faisceaux puisqu’il en est
ainsi de €° (U, #). Il résulte alors de la définition de la cohomologie #°(X"") (G, II, 4.1)
que cette dernie¢re est formée de Oy-Modules quasi-cohérents (I, 4.1.1). Comme
(pour V affine dans Y) le foncteur I'(V, ) est exact en ¥ dans la catégorie des
Oy-Modules quasi-cohérents, on a (G, II, 4.1)

(r.4.10.2) H(T(V, A7) =T(V, °(X)).
Notons enfin qu’il résulte de la définition de I’homomorphisme canonique
HY %) >H(X, &)
donnée dans (G, II, 5.2), que si V'cV est un second ouvert affine de Y, le diagramme

H' (@™ (V), #) TH(I'(V, 47))

H'(u™'(V"), #) S H(I(V', %7))

est commutatif. On conclut donc de ce qui précéde que les isomorphismes (1.4.10.1)
définissent un isomorphisme de @y-Modules

(x.4.10.3) Ru (F) T H°(A)
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et par suite R'u (#) est quasi-cohérent. Il résulte en outre de (1.4.10.3), (1.4.10.2)
et (1.4.10.1) que :

Corollaire (x.4.xx). — Sous les hypothéses de (1.4.10), pour tout ouvert affine V de Y,
I’homomorphisme canonique

(x.4.11.1) HY(u Y(V), #) > I'(V, R (F))

est un isomorphisme pour tout q>o.

Corollaire (x.4.12). — Supposons vérifites les hypothéses de (1.4.10) et supposons en
outre que Y soit quasi-compact. Alors il existe un entier >0 tel que pour tout Ox-Module quasi-
cohérent F et tout entier ¢>1, on ait R (F)=o0. Si Y est affine, on peut prendre pour r un
entier tel qu’il existe un recouvrement de X formé de r ouverts affines.

Comme on peut recouvrir Y par un nombre fini d’ouverts affines, on est ramené
a démontrer la seconde assertion, en vertu de (1.4.11). Or, si U est un recouvrement
de X par r ouverts affines, on a HYU, #)=o0 pour ¢>r, puisque les cochaines de
C{(U, #) sont alternées; la conclusion résulte donc de (1.4.1).

Corollaire (x.4.13). — Supposons vérifides les hypothéses de (1.4.10) et en oulre supposons
que Y =Spec(A) soit affine. Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F et tout feA, on a

(Y, R (F)) = (T'(Y, R (F)),

@ un isomorphisme canonique prés.

En effet, cela résulte de ce que R (&) est un Oy-Module quasi-cohérent
X 1.3.7).

Proposition (1.4.14). — Sotent f: X—Y un morphisme séparé quasi-compact, g : Y ~Z
un morphisme affine. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, I’homomorphisme canonique
R?(gof) (F)—g (R (F)) (0, 12.2.5.2) est bijectif pour tout p.

En effet, pour tout ouvert affine W de Z, g7'(W) est un ouvert affine de Y.
L’homomorphisme de préfaisceaux définissant ’homomorphisme canonique

R?(gof) () = &, (R?f(F))

(0, 12.2.5) est donc bijectif en vertu de (1.4.11).

Proposition (1.4.15). Sotent u : X—Y un morphisme séparé de type fini, v : Y'Y
un morphisme plat de préschémas (0, 6.7.1); soit u'=uy., de sorte q’on a le diagramme
commutatif

v
<~

=X
.

(r.4.15.1)

’

<
K<—

<~
Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, RW/(F'), ob F'=v"(F)=F ®o Oy, est
canoniquement isomorphe & Ru (F )®oy(9yl=v*(R‘1u*(5’ )) pour tout q=o.
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L’homomorphisme canonique ¢ : #—0/(v"(F)) (0}, 4.4.3.2) définit par foncto-
rialit¢ un homomorphisme

(r.4.15.2) ‘ R (F) — R (v/(F)).

D’autre part, on a, en posant w=uoy’=vou’, les homomorphismes canoniques
(0, 12.2.5.1 et 12.2.5.2)

(r.4.15.3) Riu (v/(#')) - Riw (F') - v (RW/(F")).
Composant (1.4.15.3) et (1.4.15.2), on a un homomorphisme
¢ : R (F) -0 (R (F"))

et finalement on en déduit ’homomorphisme canonique (dont la définition ne fait
intervenir aucune hypothése sur v)

(1.4.15.4) V¥ 1 0 (R (F)) - R/ (F)

dont il s’agit de prouver que c’est un isomorphisme lorsque v est plat. 11 est clair que la
question est locale sur Y et Y’ et I’'on peut donc supposer que Y=Spec(A), Y’'=Spec(B);
nous utiliserons en outre le

Lemme (x.4.15.5). — Soient ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux, Y= Spec(A),

X =Spec(B), f: X—Y le morphisme correspondant a ¢, M un B-module. Pour que le Ox-Module M
soit f-plat (0, 6.7.1), il faut et il suffit que M soit un A-module plat. En particulier, pour que
le morphisme f soit plat, il faut et il suffit que B soit un A-module plat.

En effet, cela résulte de la définition (0, 6.7.1) et de (0, 6.3.3), compte tenu
de (I, 1.3.4).

Cela étant, il résulte de (1.4.11.1) et des définitions des homomorphismes
(1.4.15.3) (cf. 0, 12.2.5) que ¢ correspond alors au morphisme composé

HY(X, #) 2 HI(X, o("(#))) < H(X', o"(0(0"(#))) & HI(X, o/ (F))

ol p, et 6, sont les homomorphismes correspondant dans la cohomologie aux morphismes
canoniques p et ¢ : 2" (2/(¥9'))>%’, et 0, est le p-morphisme (0, 12.1.3.1) relatif au
Ox-Module o'(»"(F)). Mais par fonctorialité de 6,, on a le diagramme commutatif
fq

HY(X, F)

— HI(X, 0/(0"(#)))

H(X', o"(F)) - HI(X, 0" (00" (F))))

v'*(eg) .

437



94 A. GROTHENDIECK Chap.” III

et comme par définition (0;, 4.4.3), v”"(p) est I'inverse de o, on voit que le morphisme
composé considéré plus haut n’est autre finalement que 6,; ¥ est par suite le B-homo-
morphisme associé H!(X, #)®,B—-H{(X', #'). Comme u est de type fini, X est
réunion finie d’ouverts affines U; (1<i<r); soit U le recouvrement (U,). D’ailleurs v est
un morphisme affine, donc il en est de méme de v’ (II, 1.6.2, (iii)), et les U/=2""*(U,)

forment par suite un recouvrement ouvert affine U’ de X’. On sait alors (0, 12.1.4.2)
que le diagramme
0

H!(M, #) 4 H (W, )

-

! !

H(X, #) - H(X', #)
q
est commutatif, et les fleches verticales sont des isomorphismes puisque X et X' sont
des schémas (1.4.1). Il suffit par suite de prouver que le ¢-morphisme canonique
6, : HY(UW, #)->HY (W', #') est tel que le B-homomorphisme associé :
H (", #)®,B - H(UW', #')

soit un isomorphisme. Pour toute suite s=(i)y<i<, de p-+1 indices de [1,7],

) »
posons U,:kDOUik, U;=NU,=v"'U,), M=I(U,, %), M=IU;, &)
L’application canonique M,®,B—>M; est un isomorphisme (I, 1.6.5), donc application
canonique C?(U, #)®,B—>CP(U’', F') est un isomorphisme, par lequel d®1 s’identifie
a lopérateur cobord CP(W, F')—CP (U, #’). Comme B est un A-module plat,
il résulte aussitot de la définition des modules de cohomologie que Papplication
canonique H!(U, #)®,B—-HYU’, #') est un isomorphisme (0, 6.1.1). Ce résultat sera
généralisé plus tard (§ 6).

Corollaire (x.4.16). — Soient A un anneau, X un A-schéma de type fini, B une A-algebre
Jfidelement plate sur A. Pour que X soit affine, il faut et il suffit que X®,B le soit.

La condition est évidemment nécessaire (I, 3.2.2); montrons qu’elle est suffisante.
Comme X est séparé sur A et que le morphisme Spec(B)—>Spec(A) est plat, il résulte
de (1.4.1) que T'on a

(x.4.16.1) H(X®,B, #©,B) =H(X, #)®,B
pour tout >0 et tout Ox-Module quasi-cohérent #. Si X®,B est. affine, le premier
membre de (1.4.16.1) est nul pour ;= 1, donc il en est de méme de H'(X, &) puisque

B est un A-module fidélement plat. Comme X est un schéma quasi-compact, on conclut
par le critere de Serre (I, 5.2.1).

Proposition (x.4.17). — Sotent X un préschéma, o—F L9580 une suite exacte
de Ox-Modules. Si F et H# sont quasi-cohérents, il en est de méme de &.
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La question étant locale sur X, on peut supposer X = Spec(A) affine et il suffit
alors de prouver que ¢ vérifie les conditions d 1) et d2) de (I, 1.4.1) (avec V=X).
La vérification de d 2) est immédiate, car si teI'(X, ) a une restriction nulle & D(f),
il en est de méme de son image o(t)el'(X,5); il y a donc m>o tel que
SfMo(t) =v(f")=o0 (I, 1.4.1), et comme I est exact a gauche, f"t=u(s), ot se'(X, F);
comme z est injectif, la restriction de s & D(f) est nulle, d’ou (I, 1.4.1) Pexistence d’un
entier n>o0 tel que f"s=o0; on en déduit finalement f™*"t=u(f"s)=o.

Vérifions maintenant d 2), et soit ' €I'(D(f), ¢); comme 5# est quasi-cohérent,
il existe un entier m tel que f™»(¢') =v(f™') se prolonge en une section zeI'(X, )
(I, 1.4.1). Mais en vertu de (1.3.1) (ou de (I, 5.1.9.2)) appliqué au @y-Module
quasi-cohérent #, la suite I'(X, ¢)>I'(X, #) >0 est exacte, donc il existe te'(X, &)
tel que z=10(¢); on voit donc que o(f™'—t'") =0, en désignant par ¢’ la restriction
de t a D(f); on a donc f"t'—¢t"=u(s"), ou s'eIl'(D(f), #). Mais comme & est quasi-
cohérent, il existe un entier n>0 tel que f™s’ se prolonge en une section sel'(X, F);
comme f"" —f"t" =u(f"s’), on voit que f™*"# est la restriction & D(f) de la section
frt+u(f"s) eT(X, g), ce qui achéve la démonstration.

§ 2. ETUDE COHOMOLOGIQUE DES MORPHISMES PROJECTIFS

2.1. Calculs explicites de certains groupes de cohomologie.

(2.1.1) Soient X un préschéma, £ un Ox-Module inversible; considérons I'anneau
gradué (0;, 5.4.6)

(2.1.1.7) S=TI (X, g)zngeazp(x, Fon).
Soit (fi)i<i<, une famille finie d’éléments homogénes de S, soit f;€S4; posons

U,-:Xfi,U=UUi, et désignons par U le recouvrement (U;) de U. Pour tout

Ox-Module quasi-cohérent %, on posera

(2.1.1.2) H'(U, #(+)) = O, H'(U, Fo.2")
(2.1.1.3) H'(U, ?(*)):n%)zH'(lI, FRLO".

Les groupes abéliens (2.1.1.2) et (2.1.1.3) sont bigradués, en prenant
(H'(U, # (%)) =H"(U, F@L°")

et une définition analogue pour (2.1.1.3). Pour le deuxi¢me degré, il est clair que

ces groupes sont des S-modules gradués, comme il résulte par exemple du fait que
F~H"U, F) et F~H"U, F) sont des foncteurs.
(2.1x.2) Considérons maintenant le S-module gradué (0, 5.4.6)

(2.1.2.1) M=T (&, #)=H'(X, #(x) = O I'(X, FoL°").
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96 A. GROTHENDIECK Chap. III

Si X est un préschéma dont ’espace sous-jacent est nocthérien, ou un schéma
P
. I , ST .
quasi-compact, il résulte de (I, 9.3.1) qu’en posant comme d’ordinaire U, ; iy = onUi" ,
on a, a un isomorphisme canonique pres,

T'(U F (%)) =H(U ,F(¥) =M,

l.ol.,...ip5 ioil...ip f’iofil"'fip.

On peut encore, avec les notations de (1.2.2), identifier M alim M{®. .,
,iofil"'f’ip —_— lolxn-lp

n
Cette identification est un isomorphisme de S-modules gradués, si 'on définit le degré

d’un élément homogeéne zelim M{", . de la fagon suivante : z est 'image canonique
—_— ofr---tp
n
d’un élément homogene xeM{"; i,=M, de degré m; on prend alors pour degré de z
le nombre m—n(dio—{- dl-‘—l— ... —}—dip). Tenant compte de la définition des homomor-

phismes o, : M{); i,,_>M(i1:)i, ..i, (1-2.2),0on voit aussitot que cette définition ne dépend
pas du « représentant » x de z que 'on a considéré. Désignant comme dans (1.2.2)
par C2(M) ’ensemble des applications alternées de [1, 7]?*! dans M (pour tout z), on
définit de la méme maniére que ci-dessus une structure de S-module gradué sur lg_)n Cr(M);

b
on a encore comme dans (1.2.2) n

(2.1.2.2) Cr(U, .?(*)):l_i_n; Cr(M)

n
I’isomorphisme des deux membres respectant les degrés. On a alors, comme dans (1.2.2)

(2.1.2.3) CP(U, F(x)) = CP+1((£), M) = lim KP+1(£, M)

n

I’isomorphisme conservant les degrés : le degré d’un élément de l_u_n> K?*+1(f" M), image
n
canonique d’une cochaine geK?*'(f", M) dont les valeurs g(4, ..., ¢,) sont dans une

méme composante homogeéne M,, de M, est m—n(d; +. .. +di,,)’ et il est indépendant
du choix de cette cochaine comme représentant de 1’élément considéré.

Comme les isomorphismes précédents sont compatibles avec les opérateurs cobords,
on en conclut, comme dans (1.2.2) que 'on a :

Proposition (2.x.3). — Soit X un préschéma dont espace sous-jacent est noethérien, ou
un schéma quasi-compact. Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel en F
(2z.1.3.1) H?(U, Z (%)) X HPTY((£), M) pour tout p>1.

On a en outre une suite exacte fonctorielle en F
(2.1.3.2) o - H((f), M) > M — H(M, # (%)) - H((f), M) — o.

De plus, tous les homomorphismes introduits sont de degré o pour les structures de S-modules
gradués (S étant Panneau (2.1.1.1)).
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Corollaire (2.1.4). — St X est un schéma quasi-compact et si les U; =X sont affines,
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel en F, de degré o,

(2.1.4.1) H?(U, Z# (%)) X H? T ((£), M) pour p>1
et une sutte exacte fonctorielle en F

(2.1.4.2) o—H((f), M) > M - H(U, #(x)) - H{((f), M) - o

ot tous les homomorphismes sont de degré o.

I1 suffit en effet d’appliquer (1.4.1) au résultat de (2.1.3).

La proposition « locale » analogue a (2.1.3) est la suivante :

Proposition (2.x.5). — Sotent S un anneau gradué a degrés positifs, f, (1<i<r) un
élément homogéne de S, de degré d;, M un S-module gradué. Soit X = Proj(S) le spectre premier
homogine de S et posons U;=D,(£), U=UU,, H'(U, M(x)) = O H"(U, (M(r))™). I
existe alors des isomorphismes canoniques fonctoriels en M, de degré o pour les structures de S-module
gradué
(2.1.5.1) H?(U, M()) ~ H?*1((f), M) pour p>1
et une suite exacte fonctorielle en M
(2.1.5.2) 0 — HY((f), M) - M — H°(U, M(x)) -~ H!((f), M) — o
ot tous les homomorphismes sont de degré o.

En effet, on a F(Ui,il...ips (M(n))™) = (Mf, . ), par définition (IL, 2.5.2),
_ e fip
donc I'(U;;
pour démontrer (2.1.4), tenant compte de ce que X est un schéma.

Remarques (2.1.6). — (i) Sous les conditions de (2.1.5), les foncteurs
DU, iy
que dans (1.2.5) montre alors que si 0->M’'—->M-—->M"—-0 est une suite exacte de

S-modules gradués (ot les homomorphismes sont de degré o), on a des diagrammes
commutatifs pour tout p=>o

H?(U, M7(x)) S HP+(U, MY (%))

ipp M(x)) =M, . Le reste du raisonnement est alors le méme que
Jeee Tot°" 1?

M(x)) sont exacts en M, en vertu de (0, 1.3.2); le méme raisonnement

(2.1.6.1)

¥
HPH((F), M) — HP*((f), M)
(ii) La prop. (2.1.5) sera surtout intéressante lorsque S sera une A-algébre
engendrée par un nombre fini d’éléments de degré 1, A étant supposé noethérien; en
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98 A. GROTHENDIECK Chap. III

effet, lorsqu’il en est ainsi, fout Ox-Module quasi-cohérent est de la forme M (I, 2.7.7).
(z.x.7) Nous allons appliquer (2.1.5) dans le cas S=A[T,, ..., T,], ol A est
un anneau quelconque, les T; sont des indéterminées, avec M =S et f;=T, On est
donc essentiellement ramené a calculer H'((T), S), ou T = (T})o<i<,-
Lemme (2.1.8). — St S=A[T,, ..., T,], ona, avee T=(T))<i<,

(2.1.8.1) HY(T", S)=o st ikr41
(2.1.8.2) Hr+1(T", §) = S/(T").

Le A-module H™**(T", S) a donc une base sur A formée des classes mod. (T") des monémes
T,=T ... TP avec p=(py, ---,p,), 0o<p;<n pour tout i.

C’est une conséquence immédiate de (1.1.3.5) et de la prop. (1.1.4), dont les
hypothéses sont trivialement vérifiées.

(2.1.9) Passons a la limite inductive sur n; les relations (2.1.8.1) donnent
HY((T), S) =o0 pour i$r+1. Pour i=r+1, le systtme inductif est formé des S/(T"),
I’homomorphisme ¢,, : S/(T")—S/(T™) pour o<n<m étant la multiplication par
(Ty...T)" " Pour n>sup(p)o<ic,» désignons par E= ‘21(7:‘)...;), la classe de
Tp~7 ... T?"?r mod.(T"); on a alors ¢,,(E)") =E", et ces{éléments ont donc méme
image canonique §,=&,, , dansla limiteinductive H"*1((T), S); en vertu de la définition
du degré donnée dans (2.1.2), le degré de £, est donc égala — |p| =— (p,+p,+ ... +5,).

I1 est clair que les £} pour 0<p,<n et 0 <i<r forment une base de S/(T"). On déduit
donc aussitét de (2.1.8) :

Corollaire (2.1.10). — Avec les notations de (2.1.8), on a
(z.1.10.1) H'((T), S)=o0 pour iHr-+1

et H'*'((T), S) est un A-module libre dont une base est formée des éléments &, p, tels que p>o
pour o<i<r.

Remarque (2.x.11). — Soit N un A-module quelconque et soit M=S®,N; le
raisonnement de (2.1.8) montre que I'on a plus généralement

(2.x.11.71) H/(T", M) =0 DT
(2z.1.11.2) H™Y(T", M) = (S/(T"))®,N

car la derniére formule se déduit directement de (1.1.3.5), et d’autre part il est clair que
M/(TtM+ ... +T?_;M) s’identifie au produit tensoriel (S/(T{ S+ ...+ T/ ,S))®,N,
lidéal T}S+ ...+ TP ,S étant facteur direct dans le A-module S; cela permet d’appli-
quer (1.1.4) 2 M, et on obtient ainsi (2.1.11.1).

Combinant (2.1.10) et (2.1.5), on obtient :

Proposition (2.1.12). — Soient A un anneau, r un entier >o, et X=P; (II, 4.1.1).
Alors :

(i) Ona H{(X, Ox(x)) =0 pouri+o,r.
(ii) L homomorphisme canonique o :S—H'(X, Ox(x)) (I, 2.6.2) est bijectif.
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(iil) H'(X, Ox(*)) est un A-module libre ayant une base formée d’éléments &, . p,» 0 p;>0
pour 0<i<r,Ep , dlant de degré —|p|=—(po+ ... +p,), etleproduit TE, p étant

Ep')y'“vpi_l,-..,pr'
Remarquons en effet que, dans la suite exacte (2.1.5.2) appliquée a

M=S=A[T,, ..., T,],

on a H((T),S)=o0 et HY(T),S)=o0 d’aprés (2.1.10.1), et que la prop. (2.1.5)
s’applique & U=X, puisque X est réunion des D_(T;) (II, 2.3.14). Il reste & identifier
Papplication S—H’X, Ox(*)) de la suite exacte (2.1.5.1) et ’application canonique «;
mais cela résulte de 'identification canonique de H(U, Ox(*)) et de H°(, Ox(x)).

Corollaire (2.1.13). — Les seules valeurs de (i, n) pour lesquelles on puisse avoir
Hi(X, Ox(n)) +0 sont les suivantes : i=o0 et n>o0, i=r et n<—(r+1).

On notera que si A+0, on a effectivement HY(X, Ox(n))+0 pour les couples
énumérés dans (2.1.13); cela résulte de (2.1.12), puisque S, est alors $0 pour tous
les degrés n>o.

Dans les applications qui seront faites dans ce chapitre, nous utiliserons surtout
le résultat moins précis :

Corollaire (2.x.14). — Les A-modules H'(X, Ox(n)) sont libres de type fini; si i>o,
ils sont nuls pour n>o.

Proposition (2.x.15). — Sotent Y un préschéma, & un Oy-Module localement libre de
rang r+1, X=P(8&) le fibré projectif défini par E, f:X—>Y le morphisme structural. Les
seules valeurs de i et n pour lesquelles Rif (Ox(n))+o0 sont i=o0 etn>o0,i=r et n<—(r+1);
en outre, I’homomorphisme canonique (I, 3.3.2)

@ soy(é”) g I‘*((DX) = Rof,,(@x(*)) =n<"€Bzf,,(0x(”))
est un isomorphisme.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine d’anneau A et &=E,
ou E=A"*!; on est alors immédiatement ramené & (2.1.12), compte tenu de (1.4.11).
Remarque (2.1.16). — Nous compléterons plus tard les résultats de (2.1.15) en

r+1
démontrant les propositions suivantes : posons w=f (A &)(—r—1), qui est un
Ox-Module inversible. Alors :
(i) On a un isomorphisme canonique

(2z.1.16.1) ¢ :Rf (w) = Oy.

(ii) L’accouplement par cup-produit (0, 12.2.2)
(2.1.16.2) R’f (Ox(n)) XR°f (w(—n)) - R'f (w)

composé avec I'isomorphisme p~', définit un isomorphisme de R'f (Ox(n)) sur le dual du
0y-Module localement libre

ROf (@(—1)) = (A €)®o(So,(£)) -

443



100 A. GROTHENDIECK Chap. III

2.2, Le théoréme fondamental des morphismes projectifs.

Théoréme (2.2.1) (Serre). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—Y un morphisme
propre, &L un Ox-Module inversible ample pour f. Pour tout Ox-Module F, posons
F(n)=F @y &L ®" pour tout neZ. Alors, pour tout Ox-Module cohérent F :

(i) Les RYf (F) sont des Oy-Modules cohérents.

(i) 1l existe un entier N tel que pour n>N, on ait RIf (F(n))=o0 pour tout g>o.

(iii) 7/ existe un entier N tel que, pour n>N, I homomorphisme canonique f*(f(F (n))) —F (n)
soit surjectif.

Notons d’abord que si le théoréme est vrai quand on y remplace & par £ ®¢(d>o),
il est vrai sous sa forme initiale. En effet, on peut alors écrire % (n)= (F®Z®")@FM
avec un h>o0 et o<r<d, et par hypothése pour chaque r il y a un entier N, tel que
pour A>N, les propriétés (ii) et (iii) aient lieu pour le Ox-Module F®FL®"; prenant
pour N le plus grand des dN,, (ii) et (iii) auront lieu pour >N. On peut donc supposer
&L trés ample relativement & f (II, 4.6.11); il existe par suite une Y-immersion ouverte
dominante ¢ : X—P, ot P=Proj(#), ou & est une Oy-Algebre quasi-cohérente graduée
a degrés positifs, dans laquelle &, est de type fini et engendre %; en outre,
Z est isomorphe & 7'(0p(1)) (II, 4.4.7). Mais comme f est propre, il en est de
méme de 7 (IL, 5.4.4), donc ¢ est un isomorphisme XS P. On peut donc se borner au
cas ot X =Proj(&) et Z=0x(1). Le th. (2.2.1) est alors conséquence de la

Proposition (2.2.2). — Soient A un anneau noethérien, S une A-algébre graduée & degrés
positifs, dans laquelle S, est un A-module ayant un systéme de r+ 1 générateurs, et qui engendre
Ualgébre S. Soit X="Proj(S). Pour tout Ox-Module cohérent F :

(i) Les A-modules HY(X, &) sont de type fini.

(ii) On a HY(X, #F)=o0 pour ¢>r.

(iii) 2l existe un entier N tel que pour n=N, on ait HY(X, F(n))=o0 pour tout ¢>o.

(iv) Il existe un entier N tel que pour n=N, F (n) soit engendré par ses sections au-dessus
de X.

Montrons d’abord comment (2.2.2) entraine (2.2.1) : dans (2.2.1) (ramené
au cas particulier X=Proj(%) considéré ci-dessus), Y est quasi-compact, donc peut
é&tre recouvert par un nombre fini d’ouverts affines, d’anneaux noethériens, tels que la
restriction de &; 4 chacun de ces ouverts U, soit engendrée par un nombre fini de
sections de &, au-dessus de U,. Si on suppose (2.2.2) démontré, il suffira alors de
prendre pour N dans les parties (ii) et (iii) de (2.2.1) le plus grand des entiers analogues
correspondant aux U, (tenant compte de (1.4.11) et de (IL, 3.4.7)).

Pour prouver (2.2.2), remarquons que X s’identifie & un sous-schéma fermé
de P=P; (II, 3.6.2); en outre, si j: X—>P est 'injection canonique, j (&) est un
Op-Module cohérent et on a j (F(n))=(j (F))(n) (II, 3.4.5 et 3.5.2). Compte
tenu de (G, II, cor. du th. 4.9.1), on est donc ramené & prouver (2.2.2) dans le cas
particulier ot X=P} et S=A[T,, ..., T,]. Comme X est recouvert par les ouverts
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affines D, (T,) en nombre r-1, (ii) résulte de (1.4.12). Notons d’autre part que
(iv) a déja été démontré (II, 2.7.9).

Nous allons prouver simultanément (i) et (iii). Notons que ces assertions sont
vraies pour & =0x(m) (2.1.13); elles le sont donc aussi lorsque # est somme directe
d’un nombre fini de Ox-Modules de la forme Oy (m;). D’autre part, (i) et (iii) sont vraies
trivialement pour ¢>r en vertu de (ii). Nous allons procéder par récurrence descendante
sur ¢. On sait que & est isomorphe a4 un quotient d’une somme directe & d’un nombre
fini de faisceaux Ox(m;) (II, 2.7.10); autrement dit, on a une suite exacte
0>#—E—F —o0, ou X est cohérent (0, 5.3.3) et ou & vérifie (i) et (iii). Comme ZF (n)
est un foncteur exact en &, on a aussi la suite exacte

0—>R(n) > &E(n) > F(n) >o
pour tout zeZ. On en déduit la suite exacte de cohomologie
H (X, &(n)) - HY(X, Z(n)) - HYX, Z(n)).

Comme &(n) est somme directe des Ox(n+m;) (II, 2.5.14), H7Y(X, &(n))
est de type fini, et il en est de méme de HYX, #(n)) par I’hypothése de récurrence;
comme A est noethérien, on en conclut que H? (X, #(n)) est de type fini pour tout
neZ, et en particulier pour n=o0. D’autre part, par ’hypothése de récurrence, il existe
un entier N tel que pour =N on ait HYX, #(n)) =o0; par ailleurs, on peut supposer
aussi N choisi tel que H?™'(X, &(n))=o0 pour n>=N, puisque & vérifie (iii); on en
conclut que H?Y(X, #(n))=o0 pour n=N, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (2.2.3). — Sous les hypothéses de (2.2.1), soit F -G —H une suite exacte
de Ox-Modules cohérents. Il existe alors un entier N tel que pour n=N, la suite

S(F @) =1 (9(n) >f(H(n)
soit exacte.

Soient #', ¥', ¥’ le noyau, I'image et le conoyau de & —%; %’ est le noyau
et ¥ Pimage de ¥—>#, soit H#'' le conoyau de cet homomorphisme; tous ces
Ox-Modules sont cohérents (0}, 5.3.4). Comme & (n) est un foncteur exact en &, il suffit
de prouver que pour 7 assez grand, chacune des suites

0 = f(F'(n) = f(F (1) - f(F'(n)) —o
0~ f(¥'(n) > f(%(n) - f(¥"(n) —o0
0~ f (9" (n) = f(H(n) - f(#"(n)) >0

est exacte; par suite, on peut supposer que 0—>% —>%—># —0 est exacte. On a alors
la suite exacte de cohomologie

et la conclusion résulte de (2.2.1, (ii)).
Corollaire (2.2.4). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—~>Y un morphisme de

bype fini, & un Ox-Module inversible ample pour f; pour tout Ox-Module F, on pose
F(n)=F®o & O (pour neZ). Soit F —G—>H une suite exacte de Ox-Modules cohérents,
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telle que les supports de F et de H soient propres sur Y (II, 5.4.10). I existe alors un entier N
tel que, pour n=N, la suite

S(F () ~[(%(n) —[(H(n))
est exacte.

Le méme raisonnement qu’au début de (2.2.1) montre que si le corollaire est
vrai pour #®?%(d>0), il est aussi pour #; on peut donc se borner au cas oit & est
trés ample pour f (II, 4.6.11), et par suite on peut identifier X & un ouvert dans un
Y-schéma Z=Proj(#), ou & est une Oy-Algebre quasi-cohérente graduée a degrés
positifs, dans laquelle &, est de type fini et engendre &, de sorte que L =1 (04(1)),
ol ¢ est 'immersion canonique X—Z (II, 4.4.7). Cela étant, comme Supp(%) est
fermé dans X et contenu dans Supp(Z#)nSupp(s#), il est propre sur Y; les supports
de #, &, # sont donc fermés dans Z (I, 5.4.10). Les faisceaux F'=i(F), ¥'=i(9),
H'=i (H#) sont donc des 0,-Modules cohérents, et la suite F'—>%'—H#" est exacte;
en outre, si g:Z—Y est le morphisme structural, on a f=goi, et il est clair que
F'(n)=1i(F (n)) et de méme pour ¥’ et #’; la conclusion résulte donc de (2.2.3)
appliqué a F', ¢', H#".

Remarques (2.2.5). — (i) L’assertion (i) de (2.2.1) est encore vraie lorsqu’on
suppose seulement que Y est localement noethérien; en effet, la propriété est évidemment
locale sur Y; d’autre part, les hypothéses de (2.2.1) impliquent que pour tout ouvert
UcY, la restriction de fa f~*(U) est un morphisme projectif f~}(U)->U (I, 5.5.5,
(iii)) et Z|f~*(U) est ample pour ce morphisme (I, 4.6.4).

(ii) L’assertion (iii) de (2.2.1) est encore valable, comme on I’a vu, lorsque ’on
suppose seulement que X est un schéma quasi-compact ou un préschéma dont I’espace
sous-jacent est noethérien, et f:X—Y un morphisme quasi-compact (II, 4.6.8).
Mais il faut noter que méme lorsqu’on suppose que Y est le spectre d’un corps K et que f
est quasi-projectif, l'assertion (ii) de (2.2.1) n’est plus nécessairement vérifiée. Par
exemple, soit X’'=Spec(K[T,, ..., T,]) et soit X la réunion des ouverts affines D(T))
de X' (0<i<r); comme limmersion X-—+X' est quasi-compacte, le morphisme
structural f:X-—>Y est quasi-affine (II, 5.1.10), donc Ox est trés ample pour f
(IT, 5.1.6). Mais ’anneau I'(X, Ox) s’identifie a 'intersection des anneaux de fractions
(K[Ty, -« -5 T,])a, pour o<i<r (I, 8.2.1.1), Cest-a-dire & K[T,, ..., T,]. Par suite,
il résulte des formules (1.4.3.1) et (1.1.3.5) que 'on a H'(X, 08")=H"(X, Ox) =A+o0
pour tout 7.

2.3. Application aux faisceaux gradués d’algébres et de modules.

Théoréme (2.3.1). — Soient Y un préschéma noethérien, & une Oy-Algebre graduée a degrés
positifs, quasi-cohérente et de type fini, X =Proj(&), ¢ : X—>Y le morphisme structural, M un
&F-Module gradué quasi-cohérent vérifiant la condition (TF). Alors il existe un entier N tel que,
pour n=N, I’homomorphisme canonique (II, 8.14.5.1)

% : My — g, (Projo(A (1)) = g,((Proj(A)),)
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soit bijectif. En d’autres termes, I’homomorphisme canonique
o: M —>T (Proj(M))

est un (TN)-isomorphisme.

On peut se borner au cas ol A est un &-module de type fini (II, 3.4.2).

Comme Y est quasi-compact, il existe un entier >0 tel que ¥ soit engendrée
par le Oy-Module quasi-cohérent &;, ce dernier étant de type fini (II, 3.1.10), donc
cohérent puisque Y est noethérien. Remarquons maintenant que .# est somme directe
des A" pour 0<k<d et que chacun des #@" est un F¥-Module quasi-cohérent
de type fini, ainsi qu’il résulte de (II, 2.1.6, (iii)), la question étant locale sur Y. Or,
il suffit évidemment de prouver que chacun des homomorphismes canoniques
o« : MPP>T ((Proj(#))*Y) est un (TN)-isomorphisme. Compte tenu de (II, 8.14.13)
(et notamment du diagramme (8.14.13.4)), on voit qu’on est ramené & prouver le

théoréme lorsque & est engendrée par &, et que &, est un Oy-Module cohérent.
Comme Y est noethérien, le méme raisonnement qu’au début de (2.2.2) montre qu’on

peut se borner au cas o Y==_Spec(A), & ='§, M =1VI, A étant un anneau noethérien,
S, un A-module de type fini e¢ M un S-module gradué de type fini. Montrons qu’il suffit
alors de prouver le théoréme lorsque M =S. En effet, dans le cas général, on a une suite
exacte L'—>L-—+>M-—o0, oit L et L’ sont des sommes directes de modules gradués de la
forme S(m). Si le résultat est vrai pour M=S, il I’est aussi pour M= S(m), donc pour L
et L’. Considérons alors le diagramme commutatif

f; fn M o

n %n %n

.T'(m) — ¢,Tm) - ¢.M@m) — o

La deuxiéme ligne est exacte en vertu de (2.2.3), dés que 7 est assez grand; comme
il en est de méme de la premiére et que les deux fleches verticales de gauche sont des
isomorphismes, il en est de méme de la troisiéme.

Cela étant, pour prouver le théoréme lorsque M =S, supposons d’abord que
S=A[T,, ..., T,] (T, indéterminées); dans ce cas, notre assertion n’est autre que
(2.1.11, (ii)). Dans le cas général, S <s’identifie a2 un quotient d’un anneau
S'=A[T,, ..., T,] par un idéal gradué, donc X & un sous-schéma fermé de X'=P;

(I, 2.9.2). Si j est linjection canonique X—>X/, J*(g(n)) n’est autre que le

~

Ox.-Module (Zr0j(S))(n) ou S est considéré comme un S’-module gradué; cela résulte en

~

effet aussitot de (I, 2.8.7). Comme j (S(n)) est un Ox-Module vérifiant (TF), I’homo-

~

morphisme canonique «, :S,—T'(X’,j (S(n))) est bijectif pour n assez grand, en vertu

de ce qui précede; cela achéve la démonstration, puisque TI'(X',; (S(n)))=T(X, S(n)).
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Corollaire (2.3.2). — Sous les hypothéses de (2.3.1), soit FPx= ngﬁx(n), et soit F

un Px-Module gradué quasi-cohérent de type fini. Alors T (F) vérifie la condition (TF).

On a vu dans la démonstration de (2.3.1) que X, qui est isomorphe & Proj(#¥)
(II, 3.1.8) est de type fini sur Y (I, 3.4.1). Il résulte alors de (II, 8.14.9) que &
est isomorphe & un Fx-Module gradué de la forme Proj(A), ou M est un F-Module
gradué quasi-cohérent de type fini. En vertu de (2.3.1), T (&) est (TN)-isomorphe a .#,
et par suite vérifie (TF). .

Scholie (2.3.3). — Soient Y un préschéma noethérien, & une Oy-Algébre graduée
vérifiant les conditions de (2.3.1) et X=Proj(¥). Soient K, la catégorie abélienne
des #-Modules gradués quasi-cohérents vérifiant (TF), Ky, la sous-catégorie de K,
formée des &-Modules vérifiant (TN); enfin, soit Ky la catégorie des &x-Modules
gradués quasi-cohérents de type fini & (ce qui revient a dire, puisque &y est périodique
(IL, 8.14.4 et 8.14.12), que les &, sont des Ox-Modules cohérents). Alors les foncteurs
M ~>Proj(M) dans Ky et F ~T (F) dans Kx définissent, envertude (I1,8.14.8¢t8.14.10)
et (2.9.2) une équivalence (T, 1, 1.2) de la catégorie quotient Ko |Ky (T, 1, 1.11) avec la
catégorie Ky. Lorsque & est engendré par &, on peut remplacer Ky par la catégorie
des Ox-Modules cohérents (II, 8.14.12).

Proposition (2.3.4). — Soit Y un préschéma noethérien.

(1) Soit & une Oy-Algebre graduée a degrés positifs, quasi-cohérente de type fini. Soient
X =Proj(¥), et FLx=Proj(&L) =n(;_|3z(9x(n). Alors Fx est une Ox-Algébre graduée périodique
(IX, 8.14.12) dont les composants homogénes (Fx),= Ox(n) sont des Ox-Modules cohérents,
et si d>0 est une période de L, (Fx)a=0x(d) est un Ox-Module inversible Y-ample. En outre,
Phomomorphisme canonique o : &S —T (Fx) est un (TN)-isomorphisme.

(i1) Inversement, soit q : X—Y un morphisme projectif, et soit &' une Ox-Algébre graduée,
dont les composants homogeénes &, (neZ) sont des Oy-Modules cohérents, et qui admet une période
d>o telle que &) soit un Ox-Module inversible ample pour q. Alors & =n(‘290q‘(.5f,'1
O-Algébre gradude a degrés positifs quasi-cohérente et de type fini, et il existe un Y-isomorphisme
r: XS Proj(&) tel que r(Proj(F)) soit isomorphe (en tant que Ox-Algébre graduée)
a .

(i) Toutes les assertions ont pratiquement déja été démontrées, la derniére n’étant
autre qu’un cas particulier de (2.3.2). Le fait que &x est périodique a été vu en (II,
8.14.14) et le fait qu’il y a une période d>o telle que Ox(d) soit inversible et Y-ample
n’est autre que (II, 4.6.18). Enfin, pour 0<k<d, (F%)*" est un (Fx)?Module de
type fini (IL, 8.14.14), donc chacun des (%), est un Ox-Module quasi-cohérent de
type fini en vertu de (IL, 2.1.6, (ii)), la question étant locale; comme Oy est cohérent,
il en est de méme des (Fx),.

(i1) Quitte & remplacer la période d par un de ses multiples, on peut supposer
que £ = &, est un Ogx-Module trés ample relativement a ¢ (II, 4.6.11). On a en outre
.5”(“=n€er>z$®" par hypothése, donc Y"’)——-”(Qoq*(,?@"); on sait (II, 3.1.8 et 3.2.9)

qu’il y a un Y-isomorphisme s de X’'=Proj(&#) sur X" =Proj(#%) tel que

) est une
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5'(Ox.(n)) =0x.(nd). On établira donc l’existence d’un Y-isomorphisme XX’ si
Pon prouve la

Proposition (2.3.4.x). — Sotent Y un préschéma noethérien, q : X—~Y un morphisme
projectif, £ un Ox-Module inversible trés ample pour q. Alors & zrg)o q.(L®") est une Oy-Algebre
graduée quasi-cohérente de type fini, telle que F,= F7 pour n assez grand, et il existe un Y-
isomorphisme 1 : XS P="Proj(&) tel que L =r"(0p(1)).

Comme ¢ est un morphisme projectif, il résulte de (IL, 5.4.4 et 4.4.7) qu’il
existe un Y-isomorphisme 7' :XSP' =Proj(J), ou J est une Oy-Algébre quasi-
cohérente telle que J,; soit un @Oy-Module de type fini et engendre , et 'on a
L =1"(0p(1)). On a alors y:ﬂ@(}q;(@p(n)), ou ¢ :P'>Y est le morphisme
structural, et il résulte de (2.3.1) que pour z assez grand, I’homomorphisme canonique
%, 1 T~ L, =q,(L®) est bijectif; comme J,=T 7}, on a a fortiort &,=F dés que n
est assez grand. En outre, comme I’homomorphisme canonique «:9 — & de
Oy-Algébres graduées est un (TN)-isomorphisme, ® =Proj(«) : Proj(&) —>Proj(J) est
un isomorphisme (II, 3.6.1) et on a @J?(n)):(y(n))[:]’ (I, 3.5.2); mais comme
les 7 -Modules gradués (&(n))(,; et 7 (n) sont (TN)-isomorphes, on a @ (Op(n)) = Op(n)
pour tout # (II, 3.4.2); pour achever de prouver (2.3.4.1), il reste 2 montrer que &
est une Oy-Algebre de type fini; or les &,=¢/(0p(n)) sont des Oy-Modules cohérents
en vertu de (2.2.1) et comme &P=, pour n>n,, & est engendrée par‘,gam &, qui
est cohérent, d’ou notre assertion (I, 9.6.2).

Revenons a la démonstration de (2.3.4), dont nous reprenons les notations. Nous
avons démontré existence d’un Y-isomorphisme r” : XS X" tel que 7/'(£%") = 0..(n)
pour tout n€Z; nous désignerons par ¢'’ le morphisme structural X'’ —Y. Notons
maintenant que &’ est somme directe des &'@-Modules gradués %’®#; chacun de ces
derniers est un &'”-Module quasi-cohérent de type fini, en vertu de la périodicité
de &’ et de hypothése que les &, sont des Ox-Modules de type fini (II, 8.14.12).
Posons FW=7r'(F"@M), de sorte que les F® sont des Fx.-Modules gradués
quasi-cohérents de type fini; par suite (II, 8.14.8), ’homomorphisme canonique
B: ZPrj(T (F®) > F® est un isomorphisme de &y .-Modules. Mais on a
7' ((F¥),)=q,((&£™"),) et pour n>o0, ce dernier Oy-Module est par définition égal
a (&#%¥) . Autrement dit, l'injection canonique F*H—T (F®) et un (TN)-
isomorphisme, donc (II, 3.4.2) on a Proj(F*¥)=Proj(T (F%¥)), et par suite
1 (Proj( L)) = @R 11 reste a4 remarquer que Proj(F @) =5 ((Proj(F))@H)
a un isomorphisme canonique prés (II, 8.14.13.1) pour avoir démontré I'isomorphisme
de 7" (Proj(&)) et de &’. Enfin, en vertu de (2.3.2), chacun des T (F¥) vérifie la
condition (TF), donc il en est de méme de chacun des F#*¥; en outre, comme les &,
sont cohérents, il en est de méme des &,=g¢ (&,) par (2.2.1), et on en conclut aussitdt
que les %" sont des F“-Modules de type fini. Comme on a vu dans (2.3.4.1) que
&9 est une Oy-Algebre de type fini, on en conclut bien que & est aussi une Oy-Algébre
de type fini.
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Proposition (2.3.5). — Soient Y un préschéma intégre noethérien, X un préschéma intégre,
f:X—=>Y un morphisme projectif birationnel. I/ existe alors un Idéal fractionnaire cohérent
FcRY) (I, 8.1.2) tel que X soit Y-isomorphe au préschéma obtenu en faisant éclater §
(IL, 8.1.3). En outre, il existe un ouvert U de Y tel que la restriction de f & f~*(U) soit un
isomorphisme de f ~*(U) sur U (cf. I, 6.5.5), et que £ |U soit inversible.

Comme il existe un Ox-Module inversible & trés ample pour f (I, 4.4.2 et 5.3.2),
on peut appliquer (2.3.4.1), et on voit que X s’identifie a Proj(¥#), ou & =n€>90 f.(£®).
On sait en outre que les f (#£®") sont des Oy-Modules sans torsion (I, 7.4.5), donc
il en est de méme du Oy-Module &, et par suite & s’identifie canoniquement 4 un
sous-Oy-Module de F® Z(Y) (I, 7.4.1); ce dernier est un faisceau simple (I, 7.3.6)
qui est connu lorsqu’on connait sa restriction & un ouvert non vide, par exemple a un
ouvert non vide U’ cU tel que Z|f'(U’) soitisomorphe & 0Ox|f'(U’). Comme par
hypothese les f (£®")|U’ sont alors isomorphes & Oy|U’, on voit que F®o A(Y)
est un Z(Y)-Module isomorphe & Z(Y)[T], ou T est une indéterminée, et & est
(TN)-isomorphe a la sous-Oy-Algebre engendrée par I'image canonique de f () dans
S ®o #(Y) (2.3.4.1); mais si on identifie FS®o £(Y) a Z(Y)[T], I'image de f (&)
s'identifie a #.T, ou £ est un sous-Oy-Module cohérent (2.2.1) de Z%(Y), dont la
restriction & U’ est isomorphe & Oy|U’, et qui par suite est tel que #|U soit inversible.
On voit alors que & est (TN)-isomorphe a n@o F", ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (2.3.6). — Sous les hypothéses de (2.8.5), supposons en outre que, pour tout
sous-Oy-Module cohérent F+o0 de #(Y), il existe un Oy-Module inversible £ tel que
(Y, @ H#Hom( 7, Oy)) *0; alors, dans Pénoncé de (2.3.5), on peut supposer que J est
un Idéal de Oy. Cette condition supplémentaire est toujours vérifiée s’il existe un Oy-Module ample.

En effet, on a (0, 5.4.2)

LRHom( F, Oy) =Hom( L, Hom( £, Oy)) =Hom( FOL Y, Oy);

I’hypothése signifie donc qu’il y a un homomorphisme non nul z de #F®%~' dans Oy.
Comme, pour tout yeY, (fF®L7'), s’identifie 4 un sous-0-Module du corps des
fractions (#(Y)), de 0, (I, 7.1.5), u, est nécessairement injectif, donc z est un isomor-
phisme de #®% ' sur un Idéal ¢’ de 0y. Mais comme Proj(n@?’)o F" et

Proj(, (£ ©-2)")

sont Y-isomorphes (II, 3.1.8), cela prouve la premiére assertion du corollaire. Pour
démontrer la seconde, notons que F=H#omy (7, 0y) est cohérent et +0, puisqu’il
existe un ouvert U de Y tel que #|U soit inversible. Si & est un Oy-module ample, il
existe un entier 7 tel que F(n)=F ®ZL " soit engendré par ses sections au-dessus de Y
(L, 4.5.5); a fortiori,on a I'(Y, &% (n)) +£0, d’ou la conclusion.

Corollaire (2.3.7). — Sotent X et Y deux schémas intégres, projectifs sur un corps k, et soit
f:X—>Y un k-morphisme birationnel. Alors X est k-isomorphe & un Y-schéma obtenu en faisant
éclater un sous-schéma fermé Y' (non nécessairement réduit) de Y.
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En effet, f est projectif (IL, 5.5.5, (v)) et comme Y est projectif sur £, la condition
supplémentaire de (2.3.6) est vérifiée; il suffit alors de considérer le sous-schéma fermé Y’
de Y défini par I’Idéal cohérent £ du cor. (2.3.6).

Remarque (2.3.8). — Au chap. IV, en étudiant la notion de diviseur, nous verrons
que si, dans ’énoncé de (2.3.5), on suppose que les anneaux 0, (yeY) sont factoriels
(ce qui est le cas par exemple si Y est non singulier), alors X peut se déduire de Y en

faisant éclater un sous-préschéma fermé Y’ de Y dont I’espace sous-jacent est contenu
dans Y—U.

2.4. Une généralisation du théoréme fondamental.

Théoréme (2.4.1). — Soient Y un préschéma noethérien, & une Oy-Algébre quasi-cohérente
de type fini. Soient f: XY un morphisme projectif, &' =f (&), M un P'-Module quasi-
cohérent de type fini. Alors :

(i) Pour tout peZ, Rf (M) est un F-Module de type fini.

(ii). Soit de plus & un Ox-Module inversible ample pour f, et posons M(n) = MRLE"
pour tout neZ. Il existe un entier N tel que, pour n=> N, on ait

(2.4.1.1) R?f (M (n)) =0

pour tout p>o, et que ' homomorphisme canonique f~(f, (M (n)) .M (n) (0, 4.4.3) soit surjectif.
Posons Y'=Spec(¥), X'=Spec(#’) de sorte que X'=X xyY' (II, 1.5.5);

soient g:Y'—>Y, g’ : X'>X les morphismes structuraux, qui sont affines par définition,

et f'=fyy: X'>Y’; on a donc un diagramme commutatif

_ X
lr
Y

’

’

o

s e

s

et le morphisme f* est projectif (II, 5.5.5, (iii)); posons &= fog' = gof”.

(1) Soit A le Ox-Module associé au #’-Module quasi-cohérent .#, quand X’
est considéré comme un X-schéma affine (II, 1.4.3), de sorte que I'on a A = g;(] )5
comme A est un &’-Module de type fini, A est un Ox.-Module de type fini (I, 1.4.5);
comme £ est de type fini, puisque g et f' le sont (II, 1.3.7 et I, 6.3.4, (i1)), X’ est
noethérien (I, 6.3.7) et M est par suite cohérent. Cela étant, comme g’ est affine,
I’homomorphisme canonique Rpf*(dll)»Rph*(] ) est bijectif (1.3.4). En outre, cet
homomorphisme est un homomorphisme de #-Modules; en effet, de ’homomorphisme
canonique

(2.4.1.2) 4.(Ox)®oxg (M) > g (M)
qui définit la structure de &#’-Module de .# (en se rappelant que &' =g/(0.)), on
déduit canoniquement un homomorphisme

~

£.(2/(0x))®R?f.(g/(A)) - RPf.(g/(M))
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(0, 12.2.2), et comme (2.4.1.2) provient lui-méme (par application de (0;, 4.2.2.1))

de I’homomorphisme Oy @M A définissant la structure de Oy-Module de A, le
diagramme

~

£.(&.(0x))@R?f.(g'(H)) — R?f.(g/(A))

~

k,(Ox)@R?h (M) —> R?h (M)

est commutatif (0, 12.2.6); composant les fleches horizontales avec I’homomorphisme
provenant de ’homomorphisme canonique & —f,(f (F)) =f.(S") =f.(g.(Cx)) =1 (0x),
on obtient notre assertion. D’autre part, puisque g est affine et que f” est séparé et quasi-
compact, ’homomorphisme canonique R”k*(] ) eg*(Rpf;(] )) est bijectif (1.4.14),
et on démontre comme ci-dessus que c’est un isomorphisme de &-Modules (en utilisant
cette fois la commutativité de (0, 12.2.6.2)). Or, f’ étant projectif et M cohérent,
R”f;(i) est un Oy.~-Module cohérent en vertu de (2.2.1); on en conclut que g*(Rf’f;(Vi'))
est un &-Module de type fini (IL, 1.4.5).

(i) Soit £’ =g" (&), qui est un Ox-Module inversible; pour tout neZ, on a
g;(]®$’®")=g;(.//7)®$®”=ull(n) (0;, 5.4.10) a un isomorphisme prés; on peut
appliquer a A RL'®" le raisonnement fait dans (i) pour J?: qui prouve que
R”L(gi(]@f’m)) est isomorphe 2 &(R”fi(]@f’@")). Or Z’ est ample pour f’
(II, 4.6.13, (iii)), donc il résulte de (2.2.1) qu’il existe un entier N tel que
R”f;(]@,?@") =0 pour tout p et tout n> N, ce qui prouve (2.4.1.1). Enfin, il résulte
encore de (2.2.1) qu’on peut supposer N tel que pour »> N, ’homomorphisme cano-
nique f7( f;(j L") .M @L'®" soit surjectif; comme g, est un foncteur exact
(L, 1.4.4), ’homomorphisme correspondant

LS (fUMOL)) > g (M DL =M (n)

est surjectif. Or, ona g/(f"(f/(M @L"®")) =f (g.(f (A ©L"®") (I, 1.5.2) et comme
g.of =fog, on voit finalement que I'on a

LU (fADL®)) =1 (f.(e(M ©L'®)) =f(f.(M(n)),

ce qui acheéve la démonstration.
(2.4.2) Nous aurons en particulier 2 appliquer (2.4.1) lorsque & est une
Oy-Algeébre graduée 2 degrés positifs, A =k§z’/{" un &’'-Module gradué. Alors (avec les
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§ 2 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 109

mémes hypothéses de finitude sur &% et #) on conclut de (2.4.1) que kGe—)sz f.(A)) est un

&-Module de type fini pour tout p, et (sous les hypothéses supplémentaires de (2.4.1, (ii))
qu’il existe N tel que pour »> N, on ait R?f (.#,(n)) =0 pour tout p>o0 et tout keZ, et
que ’homomorphisme canonique f(f,(#)(n)))—>.#(n) soit surjectif pour tout keZ.

2.5. Caractéristique d’Euler-Poincaré et polynéme de Hilbert.

(2.5.x) Soient A un anneau artinien, X un A-schéma projectif sur Y= Spec(A).
Pour tout Ox-Module cohérent #, les HY(X, &) (i>0) sont des A-modules de type
fini (2.2.1), donc ici de longueur finie puisque A est artinien. On sait en outre (2.2.1)
que H(X, #)=o0 sauf pour un nombre fini de valeurs de i>0; le nombre entier

(2.5.7.1) 12(%) = I (—1)'long (H(X, %))
est donc défini pour tout Ox-Module cohérent &. Lorsque A est un anneau local artinien,

on dit que y,(F) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de F (par rapport a Uanneau A).
Pour & =0y, on dit que y,(0x) est le genre arithmétique de X (par rapport a A).

Proposition (2.5.2). — Soit 0—>F' >F —>F'" —>0 une suite exacte de Ox-Modules
cohérents ; on a alors
(2.5.2.1) 1a(F)=2a(F) +2u(F).

Comme les modules de cohomologie de #, #', #" sont nuls sauf un nombre fini
d’entre eux, il y a un entier >0 tel que la suite exacte de cohomologie s’écrive
o—-HX,#)->HX, %) -HX, ") - H(X, #') - ...

>H(XF) -H(X, F) >H/(X, ") - o.

Or, on sait que dans une suite exacte de A-modules de longueur finie, ayant des o
aux deux extrémités, la somme alternée des longueurs est nulle (0, 11.10.1); appliquant
ce résultat, on trouve immédiatement la formule (2.5.2.1).

On notera que le résultat de (2.5.2) s’applique toutes les fois que I’on sait que X
est un A-schéma quasi-compact et que les A-modules H(X, &) sont de type fini pour
tout Ox-Module cohérent F (1.4.12).

Théoréme (2.5.3). — Sotent A un anneau local artinien, X un schéma projectif sur
Y =Spec(A), &L un Ox-Module inversible trés ample relativement @ Y, F un Ox-Module
cohérent; on pose F(n) =F o & @ pour tout neZ.

(1) 1l existe un polyndéme unique PeQ[T] tel que y,(F (n))=P(n) pour tout ncZ
(on dit que P est le polynéme de Hilbert de F par rapport a A).

(ii) Pour n assez grand, on a Y, (F (n))=Ilong,I'(X, & (n)).

(iii) Le terme de plus haut degré de y,(F (n)) a un coefficient >o.

Ajoutons qu’au chap. IV, dans le paragraphe consacré a la notion de dimension,
nous démontrerons en outre que le degré de y,(F (n)) est égal a la dimension du support de F .

Comme on a HYX, #(n))=o0 pour tout >0 dés que n est assez grand (2.2.1),
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on a y,(#(n))=long H'(X, # (n))=Ilong I'(X, & (n)) pour n assez grand, d’ott (ii);
cela entraine y,(% (n))>0 pour n assez grand, et (iii) résulte donc de (i); comme
d’ailleurs P’assertion d’unicité de (i) est immédiate, il reste & prouver D’existence du
polynéme P.

Montrons d’abord qu’on peut supposer que m& =o, ou m est 'idéal maximal
de A. En effet, il existe un entier s>o0 tel que m*=o, et % (n) admet donc une filtration
finie

Fm)omF(n)d...om ' F(n)do.

Par récurrence, on déduit de (2.5.2.1) que

@

1a(F (n)) = kEIXA(mk_lg" (n) [m*F (n)) ;
comme MTLF (n) /[mEF (n) = F;(n), ot F;=m"'F|/mFF, cela prouve notre assertion.

Supposons donc mF =o; si X’ est le sous-schéma fermé de X, image réciproque
par le morphisme structural X-—>Spec(A) de I'unique point fermé de Spec(A), et
J : X’=X Tinjection canonique, on a F =j (F’), ou &' est un Ox-Module cohérent;
X’ est un schéma projectif sur Spec(K), ot K=A/m. Si £'=;"(¥F), £’ est trés ample
relativement a Spec(K) (IL, 4.4.10), eton a F(n)=j (F'(n)), ot F'(n)=F '@ L "
(05, 5.4.10). On en conclut que (& (n))=yx(F'(n)) (G, II, 4.9.1), et on est donc
ramené au cas ou A est un corps.

Notons maintenant que X peut étre considéré comme un sous-schéma fermé
de P="Pj pour un r convenable (II, 5.5.4, (ii)); si ¢ : X—P est 'injection canonique,
on voit comme ci-dessus que 'on a y,(# (n))=y,(i (F)(n)), de sorte que ’on peut se
borner au cas ot X=P;=Proj(S) avec S=A[T,, ..., T,], A étant un corps.

Cela étant, on a F =1\~/I, ou M est un S-module gradué de type fini (I, 2.7.8);
il existe par suite une résolution finie de M par des S-modules gradués libres de type fini

o—-L—-L_;—»>...>L>M-o

en vertu du th. des syzygies de Hilbert (M, VIII, 6.5); comme M est un foncteur exact
en M (II, 2.5.4), on a aussi une suite exacte

O'—)/iqétq_lﬁ c e —>f1 ——)M—)O
et par suite, pour tout neZ, la suite
0o—>L(n) >L,_y(n) > ... > Ly(n) > M(n) >0

est exacte; appliquant par récurrence sur ¢ la prop. (2.5.1), il vient

wM(n)) = 2 (—1)i+iy,(Ti(n))

j=1

et pour prouver (i), on est donc ramené au cas ou M est libre et gradué de type fini,

donc au cas ot M =S(%) pour un keZ. Comme alors A (n) = (M(n))~=(S(n+h))~
(IL, 2.5.15), on voit finalement que le théoréme résultera du

I M
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Lemme (2.5.3.1). — Sotent A un corps, r un entier >o, et X=P%; on a alors
xa(Ox(n)) = ("f") pour tout neZ.

En effet, pour n>o0, on a y,(0x(n)) =long H(X, Ox(n)), qui est le nombre de
mondmes en les T, de degré total n, c’est-a-dire ("}”) (2.1.12). Pour n<—r—1, on

r

a de méme y,(0x(n))=(—1)"long H'(X, Ox(n)); si n=-—r—h, la dimension de

H"(X, Ox(n)) sur A est le nombre des suites (p,),<;<, d’entiers p>o tels que Z p,=r-++h
i=0

r
(2.1.12), ou encore le nombre des suites d’entiers ¢;> 0 (0 <i<7) tels que X ¢,;=h—1;
1=0
c’est donc le nombre (**/7!')=(—1)"(*}"). Enfin, pour —r<n<o0, on a (*I")=o0
et d’autre part H'(X, Ox(n)) =0 pour tout ¢>o0 (2.1.12), ce qui prouve le lemme.
Corollaire (2.5.4). — Sotent A un anneau local artinien, S une A-algébre graduée de type

Jini engendrée par S;, M un S-module gradué de type fini, X =7Proj(S). On a alors

~

1a(M(n)) =long M, pour n assez grand.

Cela résulte de ce que M, et I’(X,NI (n)) sont isomorphes pour n assez grand
(2.3.1).

2.6. Application : critéres d’amplitude.

Proposition (2.6.x1). — Soient Y un préschéma noethérien, f: X—Y un morphisme propre,
&L un Ox-Module inversible. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) &L est ample pour f.

b) Pour tout Ox-Module cohérent F, il existe un entier N tel que pour n>N, on ait
RYf (F@L®") =0 pour tout g>o.

c) Pour tout Idéal cohérent ¥ de Oy, il existe un entier N tel que pour n=>N on ait
RYf (FoL®") =o.

On a vu que «) entraine b) (2.2.1, (ii)). Il est trivial que &) entraine ¢), et
il reste a prouver que ¢) implique a). On peut se borner au cas ou Y est affine (II, 4.6.4),
et prouver dans ce cas que £ est ample; il suffira de montrer que lorsque % parcourt
Pensemble des sections des £®" (n>0) au-dessus de X, ceux des X, qui sont affines
forment un recouvrement de X (II, 4.5.2). Pour cela, montrons que pour tout point
fermé x de X et tout voisinage ouvert affine U de x, il existe un z et un £eI'(X, £®")
tels que xeX, cU; X, sera nécessairement affine (I, 1.8.6) et la réunion de ces X sera
un ouvert de X contenant tous les points fermés de X, et par suite X lui-méme puisque X
est noethérien (I, 6.3.7 et 0, 2.1.3). Soit # (resp. #’) le faisceau quasi-cohérent
d’idéaux de O définissant le sous-préschéma fermé réduit de X ayant pour espace sous-
jacent X—U (resp. (X—U)u{x}) (I, 5.2.1); il est clair que # et £ sont cohérents
(I, 6.1.1), que #£'c ¥ et que F'= F[ ¢ est un Ox-Module cohérent (0, 5.3.3)
ayant pour support {x} et tel que #,;'=Fk(x). Comme & est localement libre, la suite
0> F'F%" > FRFP"—> ' FL®" >0 est exacte pour tout m, et par hypothése
il existe n assez grand tel que HY(X, #'®@¥®") =o0; la suite exacte de cohomologie
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prouve donc que I’homomorphisme I'(X, F@ZL®")—>I'(X, £"®@L®") est surjectif.
Une section g de #”’®@%®" au-dessus de X telle que g(x) #+0 est donc 'image d’une
section Ahel'(X, £@2°") c(X, £®") (car en vertu de (0, 5.4.1), FRL®" est
un sous-Ox-Module de £®"); on a par définition A(x)+o0 et h(z)=o pour z¢U,
ce qui achéve la démonstration.

Proposition (2.6.2). — Soient Y un préschéma noethérien, f: X—Y un morphisme de
type fini, g : X' X un morphisme fini surjectif, & un Ox-Module inversible e¢ ¥ =g (&).
On suppose vérifice la condition suivante : I existe une partie Z. de X, propre sur Y (IL, 5.4.10)
telle que pour tout xe X —Z, ou bien X est normal au point x, ou bien (g (0x.)), est un @ -module
libre. Dans ces conditions, pour que £ soit ample pour f, il faut et il suffit que £’ soit ample
pour fog.

(2.6.2.1) Puisque g est affine, la condition est nécessaire (II, 5.1.12). Pour
voir qu’elle est suffisante, on peut supposer Y affine (II, 4.6.4). Montrons en outre
qu’on peut se borner au cas ou X est 7éduit. En effet, soit j : X ;—X l’injection canonique,
et posons X, =X ;, X;=X’'XxX,, de sorte que 'on a le diagramme commutatif

x L x:
(2.6.2.2) gl g1 .
X < X,

Le morphisme foj est alors de type fini (I, 6.3.4) et g, est un morphisme fini
(I, 6.1.5, (iii)); si &’ est ample pour fog, ;" (£’) est ample pour fogoj’ puisque j’ est
une immersion fermée (II, 5.1.12 et I, 4.3.2). Si on pose Z,=j"'(Z), Z, est propre
sur Y (IL, 5.4.10); d’autre part, si X est normal en un point x, il en est évidemment
de méme de X, 4; enfin, si (g (0x)), est un O,module libre, il résulte aussitét de (II,
1.5.2) que ((g),(0)), est un O ,-module libre. Enfin, comme X est noethérien (I,
6.3.7), si j° (&) est ample, & est ample (II, 4.5.14), et comme j7(Z') =g,(j (&£)),
cela achéve la réduction annoncée. Nous supposons donc désormais Y affine et X réduit.

Les hypothéses de (IL, 6.6.11) étant alors vérifiées, il existe un Y-préschéma
réduit X,, et un Y-morphisme 4 : X,—X fini et birationnel tel que la restriction de £
a hY(X—7Z) soit un isomorphisme sur X —7 et que k(&) soit ample. Remplagant X'
par X,, on voit qu'on est ramené a démontrer la proposition en supposant en outre
que g posséde les propriétés qui viennent d’étre énumérées pour h. Nous désignerons encore par Z
un sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent, qui est propre sur Y
(I, 5.4.10).

(2.6.2.3) Soient maintenant X, un sous-préschéma fermé de X, j : X;—X D’injection
canonique, X;=g 1(X,)=X’'xxX,; son image réciproque, j':X;—>X’ Pinjection
canonique, de sorte que I’on a le diagramme commutatif (2.6.2.2); posons &, =j (%),
=77 (L) =g,(%,), de sorte que &; est ample pour fogoj’ (II, 5.1.12). Si on pose
Z,=j7YZ), le sous-préschéma fermé Z, de X, est propre sur Y (IL 5.4.2, (ii)). En
d’autres termes, les hypothéses de (2.6.2) sont vérifiées pour X, &L, g, et Z,.
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Ceci va nous permettre de démontrer (2.6.2) par récurrence noethérienne (0, 2.2.2)
dans le cas ol la restriction de g & g7 (X—Z) est un isomorphisme sur X—7Z (ce qui est
suffisant pour notre propos, comme on I’a vu en (2.6.2.2)) : il suffira d’établir que si,
pour tout sous-préschéma fermé X, de X, dont I’espace sous-jacent est # X, la conclusion
de (2.6.2) est vraie pour le faisceau %, alors elle est vraie aussi pour le faisceau &.

(2.6.2.4) Soient alors &/ =0y, #=g (0x), de sorte que # est une sous-
o/-Algebre de Z(X), qui est un 2/-Module cohérent; en outre, la restriction Z|(X—Z)
est égale a o |(X—7Z). Soit A le conducteur de & sur &7, c’est-a-dire le plus grand sous-
&/-Module quasi-cohérent de & tel que #.#4 co/ (ou encore I'annulateur du 2/-Module
Bl (01, 5.3.7)), ce qui entraine #.H4 =A". Il est clair que # ,= ./, en tous les
points admettant un voisinage W, tel que g soit un isomorphisme de g~ *(W,) sur W,,
et en particulier en tous les points de X —Z et dans un voisinage de tout point générique
d’une composante irréductible de X. Considérons alors le sous-préschéma fermé
Z,=Spec(L[A) de X défini par X ; il est encore propre sur Y car le sous-
espace Z, est fermé dans Z (II, 5.4.10). De plus, la définition de ¢ montre que
B|(X—Z)=A|(X—Z,); on voit donc qu’on peut toujours se ramener au cas ol
Z =Spec(HZ[|A"), et comme on a vu que X—7Z, est un ouvert non vide de X, on peut
toujours supposer que ’espace Z est distinct de X.

(2.6.2.5) Considérons X’ comme égal a Spec(#) (puisque g est affine) et soit
A=A , Idéal cohérent de Oy tel que g (H#")=A (I, 1.4.1); le sous-préschéma
fermé Z'=g Y (Z) =Z xxX' de X’ est défini par X" et égal & Spec(Z/#") (I, 1.4.10);
comme h:Z'—>7Z est un morphisme fini (II, 6.1.5, (iii)), Z’ est propre sur Y (II,
6.1.11 et 5.4.2, (ii)).

Cela posé, il nous faut prouver que pour tout xeX et tout voisinage ouvert U
de x, il existe une section s d’'un Z?"(n>o0) au-dessus de X telle que xeX cU
(IL, 4.5.2); nous distinguerons deux cas :

1° On a xeX—Z; on peut évidemment supposer alors que ’on a aussi UcX—Z,
donc ouvert U’=g"*(U) ne rencontre pas Z'. Comme %’ est ample par hypothese, il
existe un n>>0 et une section s’ de #'®" au-dessus de X’ telle que x'=g"(x)eX. cg (U)
(0, 4.5.2). En outre, on peut supposer que #’'®.%'®" soit engendré par ses sections
au-dessus de X’ (I, 4.5.5), donc, comme #, =0,, il y a une de ces sections s’ telle
que s”’(x') #0; en la multipliant par s" (ce qui revient a remplacer n par 2 n), on voit
qu’on peut supposer aussi que x’eX..cg '(U). Cela étant, il résulte de (0, 5.4.10)
que l'on a un isomorphisme canonique

I'(X, #@L%") 3 T(X', #'0L°".

La section s de ' ®%®" qui correspond & s’ par cet isomorphisme a évidemment
les propriétés voulues.

2° On a xeZ. Soit ¢ I'Idéal cohérent de 0y définissant le sous-préschéma fermé
réduit de X ayant pour espace sous-jacent X—U, et considérons dans # les Idéaux
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cohérents FH et JFHN = F(AB)=H(F%), de sorte que 'on a le diagramme
d’inclusions

B > B

T

(2.6.2.6) F - A

11

IHB=JH — A

Soit ¢’ T'Idéal cohérent (f#%)~ de Oy de sorte que FH=g(F'),
FIH =(FHARB)™, et par suite J'|F'H' =(FB|FAHAH)™ (O, 1.4.4). Comme
F|V=_#x4|V pour tout ouvert V ne rencontrant pas Z, on voit que le support de
F'| F' A" est contenu dans Z'. Comme Z' est propre sur Y, on peut appliquer (2.2.4) et on
voit que pour 7 assez grand, ’application canonique

DX, £/ - (X', (J'] £'H")02"®")
est surjective.
Mais en vertu de (0, 5.4.10), on en conclut que ’application canonique
X, FBL®") - T(X, (FB| FH B)RL®)
est surjective.
Cela étant, soient 7 : Z—X P’injection canonique, ¢’ : Z’—X’ P'injection canonique,

de sorte qu’on a le diagramme commutatif

’

.
X' <

E

h

N<— N

<«
i

Soient M =i (%), M'=1"(FL’); comme &’ est ample, A4’ est ample (II, 5.1.12),
et d’autre part 4’ =Ah'(#) ; on conclut donc de ’hypothése de récurrence noethérienne
(puisque Z+X) que A est ample. Par suite ¢ (F]| FH)QM®" est engendré par ses
sections au-dessus de Z pour n assez grand (II, 4.5.5). Comme ¢/ fA =i (i'(F|FX)),
on déduit encore de (0;, 5.4.10) qu’il existe une section s de ( £/ fH)@FL®" au-dessus
de X (pour un 7z assez grand) telle que s(x) o0, puisque 'on a ¢, =7, par définition
de # et A+, par hypotheése. Le diagramme (2.6.2.6) montre que s est aussi une
section de (ZB| FH B)@L®" au-dessus de X, donc s est I'image canonique d’une section t
de (FB)®FL®" au-dessus de X. Mais par définition, l'image canonique s
de ¢t mod. (A B)@FL®" est dans (FQL®"|(FHA BRL®") donc, en vertu de
(2.6.2.6), cela implique que ¢ est une section de FRF®" au-dessus de X, et a fortiori
une section de #®”. On a vu ci-dessus que #(x) +0, donc x€X,, et par définition de Z,

t(y)=o0 dans X—U qui est le support de Ox/#; donc X,cU, ce qui acheve la
démonstration.
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Remarque (2.6.3). — Lorsque X est propre sur Y, on peut démontrer (2.6.2) plus
simplement, en raisonnant comme dans le th. de Chevalley (II, 6.7.1), a Paide de
(2.6.1) et du lemme (II, 6.7.1.1).

§ 3. LE THEOREME DE FINITUDE POUR LES MORPHISMES PROPRES

3-1. Le lemme de dévissage.

Définition (3.x.1). — Soit K une catégorie abélienne. On dit qu'un sous-ensemble K' de
Pensemble des objets de K est exact si oeK' et si, pour toute suite exacte o—~A'—>A—-A""—o0
dans K telle que deux des objets A, A’, A" soit dans K', alors le troisiéme est aussi dans K'.

Théoréme (3.x.2). — Soit X un préschéma noethérien ; on désigne par K la catégorie
abélienne des Ox-Modules cohérents. Soient K’ un sous-ensemble exact de K, X' une partie fermée
de Uespace sous-jacent & X. On suppose que pour toute partie fermée irréductible Y de X', de point
générique y, 1l existe un Ox-Module GeK' tel que ¥, soit un k(y)-espace vectoriel de dimension 1.
Alors tout Ox-Module cohérent de support contenu dans X' appartient @ K' (et en particulier, si
X'=X, on a K'=K). .

Considérons la propriété suivante P(Y) d’une partie fermée Y de X’ : tout
Ox-Module cohérent de support contenu dans Y appartient 2 K. En vertu du principe
de récurrence noethérienne (0, 2.2.2), on voit qu’'on est ramené a démontrer que
st Y est une partie fermée de X' tel que la propriété P(Y') soit vraie pour toute partie fermée Y’
de Y, distincte de Y, alors P(Y) est vraie.

Soit donc FeK a support contenu dans Y et prouvons que FeK'. Désignons
encore par Y le sous-préschéma fermé réduit de X ayant Y pour espace sous-jacent
(I, 5.2.1); il est défini par un Idéal cohérent £ de Ox. On sait (I, 9.3.4) qu’il existe
un entier >0 tel que #"% =o; pour 1 <k<n, on a donc une suite exacte

0> JIF| FIF > F| ' F > F| FIF >0

de Ox-Modules cohérents (0;, 5.3.6 et 5.3.3); comme K’ est exact, on voit, par récurrence
sur k, qu’il suffit de montrer que chacun des F,= #* 'F| #*F est dans K'. On est
donc ramené a prouver que F €K’ sous I’hypothése supplémentaire que #ZF =o;
il revient au méme de dire que F =j (j'(#)), ou j est 'injection canonique Y—X.
Distinguons maintenant deux cas :

a) Y est réductible. Soient Y=Y'UY"”, Y’ et Y" étant des parties fermées de Y,
distinctes de Y; soient encore Y’, Y’ les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents Y’, Y'' respectivement, qui sont définis respectivement par
les Idéaux cohérents #’, #'' de Ox. Posons F'=F@q (Ox/F'), F'=F @0 (0x/F")-
Les homomorphismes canoniques % —%', % —%"' définissent donc un homomor-
phisme u:F>%'®%'". Montrons que pour tout z¢Y'nY”, I’homomorphisme
u,: F,~F.dF. est bijectif. En effet, on a #'n ¢ = ¢, car la question est locale et
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Pégalité précédente résulte de (I, 5.2.1 et 1.1.5); si 2¢Y"”, on a donc #,= ¢,, dou
F,=F, et F'=o0, ce qui établit notre assertion dans ce cas; on raisonne de méme
si z¢Y'. Par suite, le noyau et le conoyau de u, qui sont dans K (0, 5.3.4) ont leurs
supports dans Y'nY”, ‘et sont donc dans K’ par hypothése; pour la méme raison,
F' et F' sont dans K’, donc aussi F'@F "', puisque K’ est exact. La conclusion résulte
alors de la considération des deux suites exactes

o->Imu—-FoF" — Cokeru - o
o—>Keru—>F —-Imu—o

et de Phypothése que K’ est exact.

b) Y est irréductible, et par suite le sous-préschéma Y de X est intégre. Si y est
son point générique, on a (0y),=k(y), et comme j (F) est un Oy-Module cohérent,
F,=(J(F)), estun k(y)-espace vectoriel de dimension finie m. Par hypothése, il y a un
Ox-Module cohérent & (nécessairement de support Y) tel que &, soit un k( »)-espace vecto-
riel de dimension 1. Par suite, il y a un k( y)-isomorphisme (%,)"3 &, qui est aussi un
Oy-isomorphisme, et comme %™ et & sont cohérents, il existe un voisinage ouvert W de »
dans X et un isomorphisme ¥"|WXIZ|W (0, 5.2.7). Soit &# le graphe de cet
isomorphisme, qui est un sous-(0Ox|W)-Module cohérent de (¥"®%)|W, canonique-
ment isomorphe & ¥"|W et & #|W; il existe donc un sous-Ox-Module cohérent #;
de 9"@%, induisant # sur W et o sur X—Y puisque ¥™ et & ont pour support Y
(I, 9.4.7). Les restrictions v:#,—>%" et w:#,—~F des projections canoniques
de ¥"®F sont alors des homomorphismes de Ox-Modules cohérents, qui, dans W
et dans X—Y, se réduisent a des isomorphismes; autrement dit, les noyaux et conoyaux
de v et w ont leur support dans I’ensemble fermé Y — (Y nW), distinct de Y. Ils appar-
tiennent donc & K’'; d’autre part, on a ¥"eK’' puisque YeK’ et que K’ est exact. On
en conclut successivement, par ’exactitude de K’, que S e K’ puis que FeK'. C.Q.F.D.

Corollaire (3.1.3). — Supposons que le sous-ensemble exact K' de K ail en outre la propriété
que tout facteur direct cohérent d’un Ox-Module cohérent MK’ appartienne encore & K’'. Dans
ces conditions, la conclusion de (3.1.2) subsiste encore lorsque la condition « ¥, est un k()-espace
vectoriel de dimension 1 » est remplacée par G, + o (ce qui équivaut @ Supp (%) =Y).

En effet, le raisonnement de (3.1.2) ne doit étre modifié que dans le cas b);
cette fois &, est un k(y)-espace vectoriel de dimension ¢>o, et on a par suite un
Oy-isomorphisme (%,)"(#,)?; la fin du raisonnement de (3.1.2) prouve alors que
FleK', et ’hypothése additionnelle sur K’ implique que FeK'.

3-2. Le théoréme de finitude : cas des schémas usuels.

Théoréme (3.2.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X—Y un morphisme
propre. Pour tout Ox-Module cohérent F, les Oy-Modules Rif (F) sont cohérents pour g> o.
La question étant locale sur Y, on peut supposer Y noethérien, donc X noethérien
(I, 6.3.7). Les Ox-Modules cohérents & pour lesquels la conclusion du th. (3.2.1)
est vraie forment un sous-ensemble exact K’ de la catégorie K des Ox-Modules cohérents.
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En effet, soit 0>F'—>F —»F"'—0 une suite exacte de Ox-Modules cohérents; supposons
par exemple que F' et #'' appartiennent & K’; on a la suite exacte de cohomologie

R (F7) 5 R (F') - RY (F) - RIf (F") 5 RIHf(F)

dans laquelle par hypothése les quatre termes extrémes sont cohérents; il en est donc
de méme du terme médian Rf (#) par (0, 5.3.4 et 5.3.3). On montre de la méme
maniére que lorsque & et F' (resp. F et F'') sont dans K, il en est de méme de F"’
(resp. #'). De plus, tout facteur direct cohérent F' d’un Ox-Module FeK’' appartient
aussi 2 K' : en effet, R’f (") est alors facteur direct de R!f,(#) (G, II, 4.4.4), donc
est de type fini, et comme il est quasi-cohérent (1.4.10), il est cohérent, Y étant noethérien.
En vertu de (3.1.3), on est ramené a prouver que lorsque X est irréductible de point
générique ¥, il existe un Ox-Module cohérent & appartenant & K’, tel que #,+0 : en
effet, si ce point est établi, on pourra I’appliquer a tout sous-préschéma fermé irréductible Y
de X, carsi j: Y—>X est I'injection canonique, foj est propre (IL, 5.4.2), et si & est
un O@y-Module cohérent de support Y, j (%) est un Ox-Module cohérent tel que
Ri(fof) (9)=RY (j (9)) (G, 1], 4.9.1), donc on est bien dans les conditions d’appli-
cation de (3.1.3).

Or, en vertu du lemme de Chow (II, 5.6.2), il existe un préschéma irréduc-
tible X’ et un morphisme projectif et surjectif g : X' —>X tel que fog : X'—>Y soit projectif.
Il existe un Ox-Module % ample pour g (II, 5.3.1); appliquons le th. fondamental
des morphismes projectifs (2.2.1) a4 g: X'>X et 2 Z : il existe donc un entier 7 tel
que F =g (Ox(n)) soit un Ox-Module cohérent et R’g (Ox.(n)) =0 pour tout ¢>o;
en outre, comme g (g (0x(n)))—>0x (n) est surjectif pour n assez grand (2.2.1), on
voit qu’on peut supposer que, au point générique x de X, on a F, +o0 (I, 3.4.7).
D’autre part, comme fog est projectif et Y noethérien, les R”( fog) (Ox.(n)) sont cohérents
(2.2.1). Cela étant, R*(fog) (Ox.(n)) est aboutissement d’une suite spectrale de Leray,
dont le terme E, est donné par E}=RP?f (R% (0x.(n)); ce qui précéde montre que
cette suite spectrale est dégénérée, et on sait alors (0, 11.1.6) que EI’=R’f (%)
est isomorphe & R?(fog) (Ox.(n))), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (3.2.2). — Soit Y un préschéma localement noethérien. Pour tout morphisme
propre f: XY, Uimage directe par f de tout Ox-Module cohérent est un Oy-Module cohérent.
Corollaire (3.2.3). — Sotent A un anneau noethérien, X un schéma propre sur A; pour

tout Ox-Module cohérent F, les HP(X, F) sont des A-modules de type fini, et il existe un entier
r>o0 tel que pour tout Ox-Module cohérent F et tout p>r, H?(X, F)=o.

La seconde assertion a déja été démontrée (1.4.12); la premiére résulte du th.
de finitude (3.2.1), compte tenu de (1.4.11).

En particulier, si X est un schéma algébrique propre sur un corps k, alors, pour tout
Ox-Module cohérent %, les H?(X, &) sont des k-espaces vectoriels de dimension finie.

Corollaire (3.2.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X —Y un morphisme
de type fini. Pour tout Ox-Module cohérent F dont le support est propre sur Y (II, 5.4.10),
les Oy-Modules Rf (F) sont cohérents.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer Y noethérien, et il en est donc
de méme de X (I, 6.3.7). Par hypothése, tout sous-préschéma fermé Z de X dont
’espace sous-jacent est Supp (%) est propre sur Y, autrement dit, si j : Y—X est 'injection
canonique, foj : Z—Y est propre. Or, on peut supposer Z tel que & =j (%), ou
4 =j"(F) est un O,-Module cohérent (I, 9.3.5); comme on a Rf (F) =R fo)) (¥)
par (1.3.4), la conclusion résulte aussitét de (3.2.1).

3-3. Généralisation du théoréme de finitude (schémas usuels).

Proposition (3.3.1). — Sotent Y un préschéma noethérien, S une Oy-Algébre graduée a
degrés positifs, quasi-cohérente et de type fini, Y' =Proj(F) et g : Y' =Y le morphisme structural.
Soient f : X—Y un morphisme propre, &' =f (&), M :k%)z'/{k un &'-Module gradué quasi-
cohérent et de type fini. Alors les R?f (M) = k(?z RPf (M) sont des & -Modules gradués de type fini

pour tout p. Supposons en outre que & soit engendrée par &, ; alors, pour chaque peZ, il existe
un entier k, tel que pour tout k> k, et tout r > o, on ait

(3-3.1.1) R7f (M) =S RS (M)

La premiére assertion est identique a I’énoncé de (2.4.1, (i)), ot on a simplement
remplacé « morphisme projectif » par « morphisme propre ». Or, dans la démonstration
de (2.4.1, (1)), I’hypothése sur f a été utilisée uniquement pour montrer (avec les
notations de cette démonstration) que Rpf:(j ) est un Oy-Module cohérent. Avec les
hypothéses de (3.3.1), f' est propre (II, 5.4.2, (iii)), donc on peut reprendre sans
changement toute la démonstration de (2.4.1, (i)), grice au théoréme de finitude

(3.2.1).
Quant a la seconde assertion, il suffit de remarquer qu’il y a un recouvrement
ouvert affine fini (U,) de Y tel que les restrictions a U; des deux membres de (3.8.1.1)

soient égales pour tout k>, ; (I[, 2.1.6, (i1)); il suffit de prendre pour £, le plus grand
des k, ;.

Corollaire (3.3.2). — Soient A un anneau noethérien, m un idéal de A, X un A-schéma
propre, F un Ox-Module cohérent. Alors, pour tout p> o, la somme directe D HP(X, m*F) est

un module de type fint sur I’anneau S =ke§0m"; en particulier, il existe un entier k,> o tel que pour
tout k> k,, et tout r>o0, on ait
(3.3.3.1) H?(X, m**"%#) =m'H?(X, m*"F).

11 suffit d’appliquer (3.3.2) avec Y =Spec(A), 5’2?, M, =m"F, compte tenu
de (1.4.11).

Il convient de rappeler que la structure de S-module de k@OHP(X, m‘F) s’obtient
en considérant, pour tout aem’, lapplication HP(X, m*#)—-H?(X, m**"F) qui
provient par passage a la cohomologie de la multiplication W'#—>m**"# définie
par a (2.4.1).
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3-4. Le théoréme de finitude : cas des schémas formels.

Les résultats de cette section (sauf la définition (3.4.1)) ne seront pas utilisés dans
la suite de ce chapitre.

(3-4.1) Soient X et © deux préschémas formels localement noethériens
(I, 10.4.2), f: ¥—>& un morphisme de préschémas formels. Nous dirons que f est un
morphisme propre s’il vérifie les conditions suivantes :

1° f est un morphisme de type fini (I, 10.13.3).

2° St A est un Idéal de définition de S et si Uon pose § =f (A )0, X,= (%, Ox] #),
So=(S, O/, le morphisme f,: X,—Y, déduit de f (I, 10.5.6) est propre.

Il est immédiat que cette définition ne dépend pas de 1'Idéal de définition
de S considéré; en effet, si " est un second Idéal de définition tel que H#’'CH’, et si
on pose f'=f(H")0x, X;= (¥, O] £"), S4= (S, Ox[A"), le morphisme f}: X;—S;
déduit de f est tel que le diagramme

Xg?S{)

est commutatif, ¢ et j étant des immersions surjectives; il revient donc au méme de dire
que f, ou f; est propre, en vertu de (IL, 5.4.5).

On notera que, pour tout n> 0, si on pose X, = (X, O/ #"*Y), S,= (S, Og/A™ 1),
le morphisme f, : X,—Y, déduit de f (I, 10.5.6) est propre pour tout n dés qu’il I'est
pour n=o0 (II, 5.4.6).

Si g : Y—>Z est un morphisme propre de préschémas usuels, localement noethé-
riens, Z' une partie fermée de Z, Y’ une partie fermée de Y telle que g(Y')cZ’, le
prolongement g : Yy —Z, de g aux complétés (I, 10.9.1) est un morphisme propre
de préschémas formels, comme il résulte de la définition et de (II, 5.4.5).

Soient X et © deux préschémas formels localement noethériens, f: X—& un
morphisme de type fini (I, 10.13.3); les notations étant les mémes que ci-dessus, on dit
qu’une partie Z de I’espace sous-jacent a X est propre sur S (ou propre pour f) si, consi-
dérée comme partie de X, Z est propre sur S, (II, 5.4.10). Toutes les propriétés des
parties propres de préschémas usuels énoncées dans (II, 5.4.10) sont encore valables
pour les parties propres de préschémas formels comme il résulte aussitét des définitions.

Théoréme (3.4.2). — Sotent X, Y deux préschémas formels localement noethériens, f : X—9)
un morphisme propre. Pour tout Ox-Module cohérent F, les Oy-Modules Rf (F') sont cohérents
pour tout q=o.

Soient _# un Idéal de définition de 9, # = f"( #)0x, et considérons les Or-Modules

(3.4.2.1) szf(@%(%/]k“):f/%k“y (k= o)
qui forment évidemment un systéme projectif de Ox-Modules topologiques, tel que
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F/":lel_;_r} F, (I, 10.11.3). D’autre part, il résultera de (3.4.2) que chacun des RYf,(F),

étant cohérent, est naturellement muni d’une structure de Oy-Module topologique
(I, 10.11.6), et il en est de méme des RIf (&#,). Aux homomorphismes canoniques
F >F,=F|AH*'F correspondent canoniquement des homomorphismes

RY (#) - RY (F))

qui sont nécessairement continus pour les structures de @y-Module topologique
précédentes (I, 10.11.6), et forment un systéme projectif, donnant & la limite un
homomorphisme canonique fonctoriel
(3.4.2.2) Rf (#) »E@_R{f*(ﬁk)
k

qui sera un homomorphisme continu de 0y-Modules topologiques. Nous allons démontrer
en méme temps que (3.4.2) le

Corollaire (3.4.3). — Chacun des homomorphismes (3.4.2.2) est un isomorphisme
topologique. En outre, si ) est noethérien, le systeme projectif (RUf(F|AH*T'F)),s, satisfait a
la condition (ML) (0, 13.1.1).

Nous commencerons par établir (3.4.2) et (3.4.3) lorsque Y est un schéma affine
formel noethérien (I, 10.4.1) :

Corollaire (3.4.4). — Sous les hypothéses de (3.4.2), supposons en outre que Y = Spt(A),
ot A est un anneau adique noethérien. Soit X un idéal de définition de A, et posons F,=F |F T F
pour k> o. Alors les H"(X, F) sont des A-modules de type fini ; le systeme projectif (H"(X, F,))i>0
satisfait a la condition (ML) pour tout n ; si on pose

(3-4-4.1) N, ,=Ker(H"(X, #) - H"(X, #}))

(égal aussi @ Im(H"(X, J'F)->H"(X, F)) par la suite exacte de cohomologie), les N, ,
définissent sur H"(X, F) une filtration J-bonne (0, 13.7.7); enfin, I’homomorphisme canonique
(3.-4-4-2) H"(X, #) —>1;]rcjl_H"(3€, F4)

est un isomorphisme topologique pour tout n (le premier membre étant muni de la topologie J-adique,
les HY(X, #,) de la topologie discréte).
Posons

(3.4-4.3) S=gr(A)= &) 3k/3k+1’ M= gr(F) = ® Skgz-/:sk+1gz-

k>0 k>0

On sait que J* est un Idéal de définition de 9 (I, 10.3.1); soient H# = [ (J*)0x,
Xo= (X, O/A"), Y,= (9, Oy/I*) =Spec(A,) avec A,=A[J. Il est clair que les
M =T F|F'F sont des O -Modules cohérents (I, 10.11.3). Considérons d’autre part
la Oy -Algebre graduée quasi-cohérente

(3-4-4-4) L =0x,0,S=gr(0x) = @ A,

k>0
L’hypothése que # est un Ox-Module de type fini entraine d’abord que .# est
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un &-Module gradué de fype fini. En effet, la question est locale sur X, et on peut donc
supposer pour la traiter que X =Spf(B), ou B est un anneau adique noethérien, et
ZF =N*, ou N est un B-module de type fini (I, 10.10.5); on a en outre X,= Spec(B,)
ou B,=B/JB, et les Ox-Modules quasi-cohérents & et .# sont respectivement égaux
2 et M, od 8 =@ (I3 0,B) et M =B (FIFNeLN,), ave
N,=N/JN; on a donc évidemment M’'=8'® N;, et comme N, est un Bi-module de
type fini, M’ est un S’-module de type fini, d’ol notre assertion (I, 1.3.13).

Comme le morphisme f, : X;—Y, est propre par hypothése, on peut appliquer
(3.3.2) a &, A et au morphisme f; compte tenu de (1.4.11), on en conclut que pour
tout n> o, k@OH”(XO, M) est un S-module gradué de type fini. Cela prouve que la condi-
tion (F,) de (0, 13.7.7) est vérifiée pour fout n>o, lorsqu’on considére le systéme
projectif strict (F[J*#),>, de faisceaux de groupes abéliens sur X;, munis chacun de
sa structure naturelle de « A-module filtré ». On peut donc appliquer (0, 13.7.7), qui
prouve que :

1° Le systeme projectif (H"(X, #,));>, vérifie la condition (ML).

2° Si H’”=Li_rE H"(X, #,), H'" est un A-module de type fini.

k

3° La filtration définie sur H'* par les noyaux des homomorphismes canoniques
H"->H"(X, #,) est J-bonne.

Notons d’autre part que si on pose X,= (X, Oy/#**"), F, est un Ox,-Module
cohérent (I, 10.11.3) et si U est un ouvert affine dans X, U est aussi un ouvert affine
dans chacun des X, (I, 5.1.9), donc H*(U, #,) =0 pour tout n>o0 et tout £ (1.3.1)
et HY(U, #,)—-H(U, &,) est surjectif pour <k (I, 1.3.9). On est donc dans les
conditions de (0, 13.3.2) et 'application de (0, 13.3.1) prouve que H'" s’identifie
canoniquement a H"(¥, ljr_nfk)=H”(%, &) ; cela achéve de prouver (3.4.4).

k
(3-4.5) Revenons maintenant a la démonstration de (3.4.2) et (3.4.3). Prouvons

d’abord ces propositions dans le cas 9 =Spf(A) envisagé dans (3.4.4); pour cela,
pour tout geA, appliquons (3.4.4) au schéma formel affine noethérien induit sur
Pouvert 9,=D(g) de 9, qui est égal a Spf(A,), et au préschéma formel induit
par X sur f7Y(9,); notons que 9, est aussi un ouvert affine dans le préschéma
Y, = (9, 0g/(3*)**"), et comme F, est un Ox -Module cohérent, on a

H"(f7(9,), #) =T (9,, R"f,(F))

pour tout k>0 en vertu de (1.4.11). L’homomorphisme canonique

H*(f7(9,), #) - lim ['(Y,, R"f (F}))
k

est un isomorphisme; mais on a (0;, 3.2.6)

lim I'(9),, R/ (F)) =T(9,, lim R/ (F)))
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et comme le faisceau R"f,(F) est associé au préfaisceau 9,~>H"(f~'(9,), F) surles Y,
(0;, 3.2.1), on a bien montré que ’homomorphisme (3.4.2.2) est bijectif. Prouvons
ensuite que R"f (#) est un Oy-Module cohérent, et de fagon plus précise que I'on a

(3-4.5-1) R7f(#F) = H"(Z, 7))~

Avec les notations précédentes, on a, puisque &, est un Oy -Module cohérent
(1.4.13)
L'(®,, R (Fy) = (T(D, R (F)),= (H"(X, F3)),.
Or, les H"(X, #,) forment un systéme projectif vérifiant (ML) et leur limite
projective H*(X, &) est un A-module de type fini. On en conclut (0, 13.7.8) que 'on a

lim((H"(%, #3)),) =H"(X, #)@,A,, =T(D,, (H"(X, #))%)

compte tenu de (I, 10.10.8) appliqué a A et Ay,; ceci démontre (3.4.5.1) puisque
I'(Y,, R*f (#)) =lim I'(Y,, R"f (F})).
k

Comme (3.4.2.2) est alors un isomorphisme de Oy-Modules cohérents, c’est
nécessairement un isomorphisme Zfopologique (I, 10.11.6). Enfin, il résulte des relations
R (F)=H"X, #,))* que le systtme projectif (R"f(F,))is, vérifie (ML)
(I, 10.10.2).

Une fois (3.4.2) et (3.4.3) démontrés dans le cas ou le préschéma formel ) est
affine noethérien, il est immédiat de passer de la au cas général pour (3.4.2) et la
premiere assertion de (3.4.3), qui sont locales sur ). Quant a la seconde assertion
de (3.4.3), il suffit, 9 étant noethérien, de le recouvrir par un nombre fini d’ouverts
affines noethériens U; et de remarquer que les restrictions du systéme projectif (Rf (F))
a chacun des U, vérifient (ML).

Nous avons en outre démontré en cours de route :

Corollaire (3.4.6). — Sous les hypothéses de (3.4.4), U’homomorphisme canonique
(3.4.6.1) H!(X, #) - I'(9, R/ (¥F))
est bijectif.

§ 4. LE THEOREME FONDAMENTAL DES MORPHISMES PROPRES
APPLICATIONS

4.1. Le théoréme fondamental.

(4-1.1) Soient X, Y deux préschémas usuels noethériens, f: X—Y un morphisme
propre, Y’ une partie fermée de Y, X' son image réciproque f~*(Y’). Nous désignerons
par X et ¥ les préschémas formels Xx et Yy complétés de X et Y le long de X' et YV’
respectivement (I, 10.8.5), par f le prolongement de f & ces complétés (I, 10.9.1) qui
est un morphisme XY de préschémas formels. Pour tout Ox-Module cohérent &, nous
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désignerons par Z son complété F x le long de X’ (I, 10.8.4) qui est un Og-Module
cohérent (I, 10.8.8).

(4.x.2) Soit # un Idéal cohérent de Oy tel que Supp(Oy/ #)=Y' (I, 5.2.1);
onsait (I, 4.4.5) que H'=f"(7)0x estunIdéal cohérent de Oy tel que
Supp(Ox/#") =X".
Nous considérerons pour tout £>0 les Ox-Modules cohérents

F.= f@oywy/}”‘“): F|AFF,

Les Oy-Modules R"f (F) et R'f (#,) sont cohérents pour tout n (3.2.1). Pour
tout k>0 et tout n, ’homomorphisme canonique % —>%, définit par fonctorialité
un homomorphisme

(4.1.2.1) R*f (F) - R (F,).

En outre, comme & est un Ox/#**'-Module, R"f(#,) est un Oy #**'-Module
(0, 12.2.1) et on déduit donc de (4.1.2.1) un homomorphisme

(4-1.2.2) R (F)®0 (O4] F*H) - RS (F)).

Les deux membres de (4.1.2.2) forment deux systémes projectifs, et la limite
projective du premier membre n’est autre que le complété (R"f (F)),y., que nous noterons
(R*/.(#))". En outre, il est immédiat que les homomorphismes (4.1.2.2) forment un
systéme projectif, d’ott par passage a la limite un komomorphisme canonique

(4.x.2.3) 9u: (RY(F))" - lim RY ().

D’ailleurs (4.1.2.2) est un homomorphisme de (0Oy/ £**')-Modules, et par suite
(I, 10.8.3) peut étre considéré comme un homomorphisme continu de @¢-Modules
topologiques pseudo-discrets (0;, 3.8.1). L’homomorphisme ¢, est par suite un homo-
morphisme continu de @y-Modules topologiques.

(4.x.3) Soit i:X->X le morphisme canonique d’espaces annelés défini dans
(I, 10.8.7), de sorte que I’on a le diagramme commutatif

hy

X, > X

(4.x.3.1) i 1
kN X

ou X, est le sous-préschéma fermé de X défini par ’'Idéal #***, i, Pinjection canonique,

N

h, le morphisme d’espaces annelés correspondant a l'identité dans les espaces sous-
jacents et & I’homomorphisme canonique 0g—>0Ox/X#**' (I, 10.5.2). En outre, on a

F=i'(#) (I, 10.8.8) A un isomorphisme canonique prés. On sait que I’on a

(4.1.3.2) H"(X,, ii(F))) =H"(X, #))
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a4 un isomorphisme canonique prés, puisque F, = (3,),(4:(%,)) (G, II, 4.9.1); ’homo-
morphisme canonique H”(X, F )—>H"(X,, h;(g% )) (0, 12.1.3.5) s’écrit donc aussi

(4.1.3.3) H"(X, #) - H"(X, #,)

et ces homomorphismes forment évidemment un systéme projectif, d’ott par passage a la
limite, un homomorphisme canonique

(4-1.3.4) box 1 H'(X, £) - lim H'(X, ).
k

Remplagant X par un ouvert de la forme f~*(V), ott V est un ouvert affine de Y,
on a, compte tenu de (1.4.11), des homomorphismes

(4-1.3.5) byt H(Xa f7(V), £) - Lim T(V, RY,(F)));

k

ces homomorphismes commutent de facon évidente a la restriction de V a un ouvert
affine plus petit, donc définissent finalement un homomorphisme canonique de faisceaux

(4.1.3.6) 4, RYf(F) — lim RYf(F,).

k

(4-1.4) Soitenfin j: VY le morphisme canonique d’espaces annelés (I, 10.8.7%);
comme R"f (%) est un Oy-Module cohérent (3.2.1), on a j (R"f(F))=R"f,(F))"
a un isomorphisme canonique prés (I, 10.8.8) et on a donc un homomorphisme
canonique . :

(4.1.4.1) ou: (RY(F))"=j'(RY,(F)) > R, (F)) =R'f,(F)

défini de fagon générale pour les espaces annelés (voir la démonstration de (1.4.15)).
Montrons que le diagramme

RA(F))” 2 RYf(£)

(4.1.4.2) ?n™ ¥ ¥n
lim R"f,(F})

k

est commutatif. 11 suffit évidemment de prouver la commutativité du diagramme corres-
pondant d’homomorphismes de préfaisceaux, donc on peut se borner au cas ou Y est
affine, et tout revient & prouver que le diagramme

(HY(X, #))" > HYX, #)

(4.1.4.3) ®n\ ¥ ¥n, X
li_rf_l H"(X, #;)

k

est commutatif. Mais la commutativité de (4.1.3.1) et les relations vues dans (4.1.3)
entre les groupes de cohomologie donnent aussitot le diagramme commutatif
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H'(X, #) - HYX, #)=H"X, (%))
N ¥
H"(X, #,) =H"(X,, i;(#))

d’ol on déduit aussitét la commutativité de (4.1.4.3).

Théoréme (4.1.5). — Sotent f:X—>Y un morphisme propre de préschémas noethériens,
Y' une partie fermée de Y, X'=f"YY'). Alors, pour tout Ox-Module cohérent F, R’if:(.g"" ) est
un Og-Module cohérent et les homomorphismes o,, {, et o, du diagramme (4.1.4.2) sont des iso-
morphismes topologiques.

Il suffira évidemment de prouver que ¢, et ¢, sont des isomorphismes; comme
R"f (#) est cohérent (3.2.1), il en résultera que (R"f(F))” est cohérent (I, 10.8.8)
et la bicontinuité de ¢,, ¢, et p, est alors automatique (I, 10.11.6).

Remarques (4.1.6). — (i) Si on pose F,=F|A*"'F, il est immédiat que
szi*(ﬁ w), et ’homomorphisme canonique (4.1.3.6) n’est autre que ’homomor-
phisme déja défini en (3.4.2.2)

(4.1.6.1) R'f (£) - lim R"f.(£));

<«

par suite le fait que ¢, soit un isomorphisme est un cas particulier de (3.4.3). Mais
nous en donnerons ci-dessous une démonstration directe, évitant les considérations
délicates sur les limites projectives de suites spectrales (0, 13.7), sur lesquelles repose
le théoréme général (3.4.3).

(ii) Compte tenu du fait que les ¢, sont des isomorphismes, il est équivalent de
dire que les ¢, ou les p,={;, 'op, sont desisomorphismes. Le th. (4.1.5) exprime entre
autres que la _formation des R"f commute d la complétion et pourra s’appeler le premier théoréme
de comparaison de la théorie « algébrique » a la théorie « formelle ».

Nous commencerons par établir la forme affine de (4.1.5) :

Corollaire (4.1.7). — Les hypothéses étant celles de (4. 1. 5), supposons en outre Y = Spec(A),
oit A est noethérien, et § =3, oit  est un idéal de A, de sorte que F,=F|JF. L’homo-
morphisme canonique

(4.1.7.1) e (H(X, )7 > im HY(X, #)

k

(ot le premier membre est le séparé complété de H"(X, F) pour la topologie J-préadique) est un
isomorphisme. Le systeme projectif (H"(X, F,))iso vérifie pour tout n la condition (ML), et
U homomorphisme canonique

(4.1.7.2) ¢, : H'(X, #) > lim H'(X, 7))
k

est un isomorphisme. Enfin, la filtration sur H"(X, F), définie par les noyaux des homomor-
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phismes canomiques H"(X, F)—->H"(X, F,), est J-bonne (0, 13.7.7) et o, est un isomorphisme
topologique (*).
L’entier n> o étant fixé dans cette démonstration, nous poserons pour simplifier

(4.1.7.3) H=H'X, #), H,=H"X,#)
(4-x.7.4) R;,=Ker(H - H,), sous-A-module de H.

La suite exacte de cohomologie
H"X, §"'%) - H(X, ¥) - H'(X, &) 5 H" (X, 3*"1F) - H" (X, F)
montre que ’on a aussi R,=Im(H"(X, *"'F)->H"(X, #)); nous poserons

(4.1.7.5) Q=Ker(H""(X, J'7) - H"\(X, #))
=Im(H"(X, F,) - H'+1(X, §+1.7)).

On a donc la suite exacte

(4.1.7.6) o->R,>H->H,>Q,—o.

(4.x.7.7) Soit x un élément de I™ (m>o0); la multiplication par x dans JF
est un homomorphisme JF —>J*™F, et donne lieu par suite &4 un homomorphisme

(4.1.7.8) tem * H'(X, JF) > H'(X, J 7).
Si on désigne par S la A-algébre graduée k@of‘;", on sait que les multiplications g, ,,
définissent sur E= k@o H"(X, J*%) une structure de module gradué de type fini sur ’anneau

gradué S (3.3.2), qui est noethérien (II, 2.1.5).

Lemme (4.x.7.9). — Les sous-modules R, de H définissent sur H une filtration J-bonne.
En premier lieu, montrons que ’on a

(4'1'7'10) SmRkCRk+m9

la multiplication dans H=H"(X, #) par un élément x€J" étant donc I’application y., ,.
Pour tout xeJ", le diagramme

Sk+1gz: _i $k+m+1gz:

|

- F

v
F

z

(1) La démonstration qui suit, plus simple que la démonstration initiale, et le complément relatif 4 la
filtration de H*(X, #), nous ont été communiqués par J.-P. Serre.
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(ou les fleches horizontales sont la multiplication par x, et les fleches verticales les
injections canoniques) est commutatif; donc le diagramme correspondant

Lz.m

Hn(X, 3k+13z') H”(X, Sk +m+lgz')

(4.1.7.11)

H'(X, #) —— H'(X, %)
est commutatif, ce qui, compte tenu de linterprétation de R, comme image de
H"X, J"'F)->H"(X, #), prouve (4.1.7.10) et montre en outre que le S-module
gradué R=k§0Rk est un quotient du sous-S-module M=k€>90H”(X, SHF) de E; la
remarque faite plus haut montre donc que R est un S-module de #ype fini, ce qui équivaut
a 'assertion de (4.1.7.9) (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 1, th. 1).

(4-x.7.12) Considérons maintenant le S-module gradué N=k(;90H”+1(X, JEF)
défini comme dans (4.7.1.8) ; c’est encore un S-module de iype fini en vertude (3.3.2);0n a
Q,cN, pour toutk par (4.1.7.5) etle diagramme (4.1.7%.11) olt on remplace n par n+ 1,
montre que S,Q,=3"Q,cQ,.,. Autrement dit, Q est un sous-S-module gradué de N, et
par suite est de type fini.

(4-x.7.13) Désignons par «, linjection canonique J"—>A, qu’on peut écrire
S,,—~S,. Comme J*'%#,=o0, le A-module H*(X, &,) est annulé par J**!; comme Q,
est I'image du A-homomorphisme H"(X, #,)—-H""(X, J*'#), Q,, en tant que
A-module, est aussi annulé par J***; cela signifie encore que, dans le S-module Q, on a

(4.1.7.14) % 41(Sk 1) Qr=0.

Comme Q est un S-module de type fini, il existe un entier &, et un entier % tels
que Q,.,=S5,Q, pourk>k, (I, 2.1.6, (ii)) ; on déduit de cette relation et de (4.1.7.14)
qu’il existe un entier 7>o0 tel que

(4.1.7.15) %,(S,)Q=o.

(4.1.7.16) Notons maintenant que linjection canonique JF*"F —»>J“F donne
en passant 2 la cohomologie un A-homomorphisme

(4.1.7.17) v, : H"t{(X, §+mF) - H (X, JF)
et, pour tout x€J", on a évidemment la factorisation
(4.1.7.18) o H(X, 3F) 28 HA(X, ng) 2 HH(X, SF)
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d’ol on conclut que, pour tout sous-A-module P de H"*(X, ¥*#), on a, dans le
S-module N,

(4.1.7.19) Vin(SP’) = o (S) P

Lemme (4.x.7.20). — Il existe un entier m>o tel que v,(Q,.,) =0 pour tout k> k,.
Prenons en effet pour m un multiple de % qui soit >7; comme Q, ., =S,Q, pour

k>k,, on a en vertu de (4.1.7.19) et (4.1.7.15) v,,(Q; ) =,(5,)Q,Ce,(S,)Q,=o0.
(4-x.7.21) Remarquons que du diagramme commutatif

H'(X, #) —> H'(X, #,) —> H"\(X, §+F) —> H"(X, F)
N Jr

H'(X, ) —— H"(X, %, .. 5 H*" (X, 7)) - H (X, F)
provenant lui-méme du diagramme commutatif

0->FtHF > F — S F, —> 0

0> F > F — > Fyow—>0

ou les fleches verticales sont les applications canoniques, on déduit un diagramme
commutatif

o—R, H H, Q, —o
A )
’Mi] ‘ ]A"m
o—R

k+m >H > Hk+m > Qk+m—>0

ou les lignes sont exactes. Comme la derniére fleche verticale est nulle pour k>k,
(4.1.7.20), 'image de H, ,, dans H, est contenue dans Ker(H,—~Q,) =Im(H—H,),
mais par ailleurs elle contient Im(H—H,) par la commutativité du diagramme, donc
elle lui est égale; il en est donc de méme des images dans H, des H,, pour £’ >k +m,
ce qui démontre la condition (ML) pour le syst¢tme projectif (H,);-,. En outre, pour
tout ouvert affine U de X, on a HYU, &#,)=o0 pour i>0 (1.3.1), et pour m>o,
Papplication H'(U, %, .,)—>H(U, #,) est surjective (I, 1.3.9). On peut donc appli-

472



§ 4 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 129

quer (0, 13.3.1), et ’homomorphisme canonique H*X, & ) —>Er_n_ H"(X, &#,) est bijectif
pour tout n>o. k

Comme le systéme projectif (H/R;),>, est strict, on peut passer 4 la limite projective
dans les suites exactes
(4.1.7.22) o->H/R,-H,-Q,—o0
(0,13.2.2); comme v,(Q;,,)=o0, ona 11_13 Q, =0, d’out un isomorphisme topologique

k
li(r_n (H/R,)Slim H,. Mais comme la filtration (R,) de H est J-bonne, elle définit sur H
k

k
la topologie J-préadique; donc h(_m (H/R,) est le séparé complété de H pour la topologie

J-préadique, ce qui achéve de d’:émontrer (4.1.7).

(4.x.8) Passons enfin a la démonstration de (4.1.5) : pour tout ouvert affine V
de Y, T'(V, (R”L (F))") estle séparé complété de I'(V, R"f (%)) pour la topologie
J-préadique (si £ |V=§) puisque R"f (&) est un Oy-Module cohérent (I, 10.8.4),
et I'(V, h(_m R"f (#),)) est égal a 29 L'V, R"f (#,) (0, 3.2.6); le fait que o, soit un
isomorphiksme topologique résulte al(;crs de (4.1.7) etde (1.4.11). D’autre part (toujours

en vertu de (1.4.11)), il résulte de (4.1.7) que I’homomorphisme Y v de (4.1.3.3)
est un isomorphisme, donc ¢, est un isomorphisme par définition de R'f_(ﬁ ).

Corollaire (4.x.9). — Sous les hypothéses de (4.1.4), pour tout ouvert affine V de Y,
I’ homomorphisme canonique

HY(Xaf(V), ) > (¥ aV, R (£))
est bijectif.

Remarque (4.1.10). — Soit f: X—Y un morphisme de type fini de préschémas
(usuels) noethériens, et soit # un Ox-Module cohérent dont le support soit propre sur Y
(I, 5.4.10). On sait alors (3.2.4) que R"f (&) est un Oy-Module cohérent pour
tout n>o. En outre, on peut toujours supposer que F =u(¥), o ¥=u'(F) est un
0,;-Module cohérent, Z désignant un sous-préschéma fermé convenable de X dont
Pespace sous-jacent est Supp(#), et u:Z-—>X Iinjection canonique (I, 9.3.5).
Si on pose %,=9®q (Oy/ F*""), on a =u(F,), R (F,)=R"(fou) (%) et
R"f (#F)=R"(fou) (¥) (1.3.4), et enfin, compte tenu de (I, 10.9.5),

R (F) =R"(fou) " ().

On peut alors appliquer (4.1.5) & ¢ et au morphisme propre fou, et on en conclut que
sous ces hypotheéses, les résultats de (4.1.5) sont valables pour F et f.

4-2. Cas particuliers et variantes.

La forme la plus utile du th. de comparaison (4.1.5) est la suivante :

Proposition (4.2.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre, F un Ox-Module cohérent. Alors, pour tout yeY et tout p, (R>f (F)), est

y
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un O,-module de type fini, donc séparé pour la topologie m,-préadique, et on a un isomorphisme topolo-
gique canonique
(4-2.1.1) (REf(F)),)” S lim HP(f71()), F @0 (0,/my))

k
ot le premier membre est le complété de (RYf (F)), pour la topologie w-préadique, et au second membre
S7H() est considéré, pour tout k> o, comme espace sous-jacent au préschéma X XySpec(0,/m})
(I, 3.6.1).

Comme 0, est un anneau local noethérien et (R”f (%)), un 0,module de type

fini (3.2.1), la topologie m, -préadique sur (R?f (#)), est séparéi: (01, 7.3.5). Les autres
assertions sont conséquences de (4.1.7) lorsque Y est noethérien et le point y fermé,
en remplacant Y par un voisinage affine de y et prenant Y'={y}, compte tenu de
(G, 1L, 4 9.1). Dans le cas général, posons Y, =Spec(0,), X; =X XY, F = F®, Oy,
et soit f;=fX1y : X;—Y;; Y, est noethérien et f, propre (I, 5.4.2, (iii)) et F, est
cohérent (0, 5.3.11). Soit » l'unique point fermé de Y,; la proposition est valable
pour f,, #, et y; on a 0,=0, fr'(»n)=f""(») (I, 3.6.5), les préschémas
X xySpec(0,/m}) et X,xySpec(d,/m;) étant canoniquement identifiés (I, 3.3.9);
en outre, 9'1®@Yl((0y/mfj) s’identifie a ﬁ@eywy/m’;) (I, 9.1.6). Il reste a voir que
RPf, (#,) est canoniquement isomorphe a R”f (#)®, Oy, ce qui résulte de (1.4.15),
le morphisme local Spec(0,) Y étant plat (0, 6.7.1 et I, 2.4.2).

Le corollaire suivant utilise la terminologie de la théorie de la dimension (chap. IV)
et ne sera pas appliqué avant le chap. IV.

Corollaire (4.2.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f: X—Y un morphisme
propre, y un point de Y, r la dimension de f*(p). Alors, pour tout Ox-Module cohérent F, les
Saisceaux RPf (F) sont nuls au voisinage de y pour tout p>r.

En effet, on a alors H?(f7'(y), #®(0,/m}))=0 (G, II, 4.15.2) pour tout £,
donc (4.2.1) le séparé complété de (R?f (F)), pour la topologie m, -préadique est nul, et
comme cette topologie est séparée, on a aussi (R?f (#)),=o0; d’ot la conclusion, puisque
R?f (#) est cohérent (0, 5.2.2).

(4.2-3) Le résultat (4.2.1) est surtout employé pour p=o0; on obtient donc le
corollaire suivant :

Corollaire (4.2.4). — Sous les hypothéses de (4.2.1), on a un isomorphisme canonique
topologique

(L(F),)" = Um T(f7(), F,/myF).

k

4.3. Le théoréme de connexion de Zariski.

Les résultats de ce numéro et du suivant généralisent des théorémes bien connus
de Zariski, et peuvent tous se déduire de (4.2.4). Ils sont conséquences du th. suivant :
Théoréme (4.3.1) (théoréme de connexion). — Soient Y un préschéma localement
noethérien, f:X—Y un morphisme propre. Alors of (X)=f (Ox) est une Oy-Algébre cohérente.
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Soit Y' le Y-schéma fini au-dessus de Y tel que oZ(Y')=4(X), qui est déterminé @ un Y-iso-
morphisme pres (II, 1.3.1 et 6.1.3); si f'=xF(¢) est le Y-morphisme X—Y' déduit de
Pisomorphisme identique ¢ : o/ (Y')—of(X) (IL, 1.2.7), f' est propre, f'(0x) est isomorphe
a Oy, et les fibres f'~'(y") du morphisme f’ sont connexes et non vides pour tout y'eY'.

Soit g:Y'—>Y le morphisme structural. Pour prouver que I’homomorphisme
f: Oy —f'(0x) entrant dans la définition du morphisme f* est bijectif, il suffit, puisque Y’
est affine sur Y, de prouver que g (0) :g (Cy)—g (f/(0Ox))=f(Ox) est Iidentité
(I, 1.4.2); mais cela résulte des définitions puisque g (Oy)=.Z(Y') et f(Ox)=/(X).
Le fait que 27 (X) est cohérent est un cas particulier du th. de finitude (3.2.1). Comme
f est propre et g séparé, f’ est propre (IL, 5.4.3, (i)); pour terminer la démonstration
de (4.3.1), il suffit donc d’en prouver le

Corollaire (4.3.2). — Sous les hypothéses de (4.3.1), supposons de plus que f(0O) soit
isomorphe a Oy. Alors les fibres f () de f sont connexes et non vides pour tout yeY.

L’hypothése que f (Ox) est isomorphe a Oy entraine déja que f est dominant, donc
surjectif puisque f est une application fermée. On peut se ramener, comme dans (4.2.1),
au cas ou y est fermé dans Y; f~'(y) étant un espace noethérien, a un nombre fini de

composantes connexes, et c’est 'espace sous-jacent du complété X le long de f~'(y).

Si Z, (1<i<n) sont ces composantes connexes, il est clair que I'(X, 0g) est composé
direct des anneaux I'(Z;, 0g), et chacun de ces derniers n’est pas réduit a o, puisque la
section unité est distincte de o en chaque point de X. Or, si on applique (4.1.5) & F = Oy,
dont le complété le long de f~'(y) est O, on voit que r, 0z) est isomorphe au séparé
complété m -adique @y de Panneau local @,; c’est donc un anneau local qui ne peut étre
composé direct de plusieurs anneaux non réduits 2 o (sans quoi il aurait plusieurs
idéaux maximaux distincts). On a donc n=1, ce qui démontre le corollaire.

Corollaire (4.3.3). —- Sous les hypothéses de (4.3.1), pour tout yeY, ensemble des
composantes connexes de la fibre f~*() est en correspondance biunivoque avec Iensemble fini des
points de la fibre g7 (), ou g : Y'Y est le morphisme structural (autrement dit, I’ensemble
des idéaux maximaux de (f (Ox)),)-

Puisque Y’ est fini sur Y, on sait en effet que g '(») est un espace fini discret
(II, 6.1.7). Comme f'(y)=f""(g (), le corollaire résulte de cette remarque et de
(4.3.1).

On a ainsi une interprétation remarquable du Y-préschéma Y’ défini dans (4.3.1).
La factorisation f=gof’ du morphisme propre f est analogue a la factorisation obtenue
par K. Stein pour les applications holomorphes d’espaces analytiques, et nous I’appel-
lerons par la suite la factorisation de Stein de f.

Remarque (4.3.4). — Soit k une extension du corps k() : si le préschéma
S 1) @k =X X ySpec(k) est connexe, il en est de méme de f~*(y), qui en est I'image
par un morphisme de projection (I, 3.4.7). Nous dirons que, pour un morphisme
f:X—Y de préschémas et un point yeY, la fibre f7'(y) est géométriquement connexe, si
pour foute extension k de k(y), le préschéma f'(9) ®y,k =X XySpec(k) est connexe.
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Sous les hypothéses de (4.3.2), on peut alors en renforcer la conclusion : les fibres f~*( y)
sont en effet géométriquement connexes. Pour le voir, observons que pour toute extension £
de k(), il existe un anneau local noethérien A et un homomorphisme local ¢ : ¢,—~A
qui fait de A un O,-module plat et tel que le corps résiduel de A soit k( y)-isomorphe a £
(0, 10.3.1). Soit alors Y, =Spec(A) et soit & :Y,—~Y le morphisme local corres-
pondant a ¢, transformant I'unique point fermé y, de Y, en » (I, 2.4.1); posons
X;=XXyYy, et fi=fX1y; f, est propre (I, 5.4.2, (iii)) et f; () est un k(y)-
préschéma isomorphe & X xySpec(k). Tout revient donc a montrer que f; (Ox )= 0y,
pour pouvoir appliquer (4.3.2) a f;. Or g est un morphisme plat, comme il résulte
de (I,2.4.2) etde (1.4.15.5); ona donc f; (Ox)=Ah(f(0x)) =k (Og) =0y envertude
(1.4.15) appliqué pour ¢=o.

Dans le cas général (4.3.1), le méme raisonnement montre que 'on a (avec les
notations de (4.3.1)) f,(Ox)="Fh(g,(0)), et la factorisation de Stein f,=goof; de
fi est telle que g =gx1y (IL 1.5.2), le Y,-schéma fini correspondant étant
Y;=Y'XyY,. Tenant compte de la transitivité des fibres (I, 3.6.4), on voit donc que
le nombre des composantes connexes de f;*(y,) est, en vertu de (4.3.3), égal au nombre
d’éléments de g7 () =g () ®kyk- Si on prend pour £ une extension algébriquement
close de k(y), ce nombre est indépendant de I’extension algébriquement close considérée
et égal au nombre géoméirique de points de g=*(») (I, 6.4.7), ou encore a la somme des rangs
séparables [k( »;) : k( »)], ol y; parcourt Pensemble fini g~( »). On dit encore que ce nombre
est le nombre géométrique de composantes connexes de f (). On notera que les k(y;) ne sont
autres que les corps résiduels de ’anneau semi-local (f (0x)),.

Proposition (4.3.5). — Soient X et Y deux préschémas localement noethériens intégres
et f:X—>Y un morphisme propre dominant. Pour tout yeY, le nombre de composantes connexes
de f () est au plus égal au nombre des idéaux maximaux de la fermeture intégrale O, de O, dans
le corps des fonctions rationnelles R (X).

En effet, pour tout ouvert U de Y, I'(U,f (0x))=T(f"'(U), Ox) est Pinter-
section des anneaux locaux 0, tels que xef~'(U) (I, 8.2.1.1). On en conclut aussitdt
que la fibre (f,(0x)), est un sous-anneau de R(X) contenant 0,. En outre, comme f,(0)
est un @y-Module cohérent, (f,(Cx)), est un O-module de type fini, donc contenu
dans 0;; on sait ([13], vol. I, p. 257 et 259) que tout idéal maximal d’un tel anneau A
est 'intersection de A et d’un idéal maximal de 0,, d’ou la proposition.

Définition (4.3.6). — On dit qu’un anneau local intégre est unibranche si sa cloture intégrale
est un anneau local. On dit qu’un point y d’un préschéma intégre Y est unibranche si I'anneau local 0,
est unibranche (ce qui est en particulier le cas lorsque Y est normal au point ).

Soit A un anneau local intégre, et soit K son corps des fractions; pour que A soit
unibranche, il faut et il suffit que tout sous-anneau A, de K, contenant A et qui est
une A-algébre finie, soit un anneau local. En effet, soit A’ la cl6ture intégrale de A; il
résulte du premier théoréme de Cohen-Seidenberg (Bourbaki, A4lg. comm., chap. V,
§ 2, n’ 1, th. 1) que tout idéal maximal de A, est la trace d’un idéal maximal de A’,
donc si A’ est local, il en est de méme de A,. Réciproquement, A’ est limite inductive
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de la famille filtrante croissante des sous-A-algebres finies A, de A’, et si chacune des A,
est un anneau local, 'idéal maximal de A, est la trace sur A, de celui de A, pour A, cA,
par le méme raisonnement que ci-dessus, donc A’ est un anneau local (0, 10.3.1.3).

On notera que si le complété d’un anneau local noethérien A est intégre (ce qu’on
exprime en disant que A est analytiquement intégre), A est unibranche. Soient en effet
m l'idéal maximal de A, K son corps des fractions, K’ le corps des fractions de A;
on a donc K'=K®,A. Soit A} une sous-A-algebre finie de K. Le sous-anneau B, de K’
engendré par A et A} est isomorphe & A,®,A; Clest un A-module de type fini, complété
de Aj pour la topologie m-adique (0;, 7.3.3 et 7.3.6). Comme Aj est un anneau semi-
local (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n® 5, cor. g de la prop. g) et que son complété
est intégre, A; ne peut avoir qu’'un seul idéal maximal mg; et on a mpnA=m; d’ou
notre assertion.

Corollaire (4.3.7). — Sous les hypothéses de (4.3 .5), supposons que la fermeture algébrique
de R(Y) dans R(X) soit de degré séparable n et que yeY soit unibranche. Alors la fibre f~1( )
a au plus n composantes connexes. En particulier si la fermeture algébrique de R(Y) dans R(X) est
radicielle sur R(X), f~1(») est connexe.

En effet, soit ¢, la cl6ture intégrale de 0,; la fermeture intégrale @, de 0, dans R(X)
est aussi celle de 0, ; mais on sait que si 0,’ est un anneau local, 0, est un anneau semi-
local dont le nombre d’idéaux maximaux est au plus égal & » ([13], vol. I, p. 289, th. 22).

Ce corollaire est essentiellement la forme sous laquelle Zariski énonce son « théo-
réme de connexion » pour les schémas algébriques.

Remarque (4.3.8). — Si on ajoute aux hypotheéses de (4.3.7) ’hypothése que Y
est normal au point y, la fibre f( ») est gdométriquement connexe, puisque (avec les notations
de (4.3.4)) g () est réduit & un point »’ et que k(') est radiciel sur k().

Définition (4.3.9). — Etant donné un préschéma localement noethérien Y, on dit qu'un
morphisme de type fini f: X—Y est universellement ouvert si, pour tout préschéma trréductible
localement noethérien X', et tout morphisme dominant g : Y'Y, toute composante irréductible de
X'=XXyY' domine Y'.

SiY est irréductible, cela revient a dire que si v, 1’ sont les points génériques de Y
et Y’ respectivement (de sorte que g(v') =7), et si on pose f'=fy,, toute composante
irréductible de X’ rencontre f"~'(’) (0;, 2.1.8); cela implique donc que pour tout
ouvert U de Y, le morphisme f~!(U)—U, restriction de f; est universellement ouvert,

Corollaire (4.3.10). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens intégres.
f:X—>Y un morphisme propre dominant et universellement ouvert. Si la fermeture algébrique
de R(Y) dans R(X) est radicielle sur R(Y), toute fibre f~*(») (y€Y) est géométriquement connexe.

On peut se borner au cas o Y =Spec(B), B étant un anneau intégre noethérien.
Il résulte alors de (IL, 7.1.7) qu’il existe un anneau local noethérien intégralement clos A
qui domine 0, et a R(Y) pour corps des fractions. Soit Y’ =Spec(A), et soit £ : Y'Y
le morphisme correspondant a l’injection canonique B—A, qui est birationnel (donc
dominant); en outre, si »' est 'unique point fermé de Y’, on a A(»') =y. Soient
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X'=XXyY', f'=fX1y; désignons par v, v', £ les points génériques de Y, Y’ et X
respectivement, de sorte que f(£) =7 et A 7'(n) ={n'}; en outre, k(n)=k(y')=R(Y),
donc f~!(x’) est isomorphe a f~'(4) (I, 3.6.4) et en particulier, puisque & est le point
générique de f'(n) (0;, 2.1.8), f""'(n') a un seul point générique. Mais par hypothése,
toute composante irréductible de X’ a son point générique dans f'7!(7’), donc X’ est
nécessairement irréductible, son point générique £’ est le point générique de /(%)
eton a k(£)=k(E). Posons X" =X, ., f"=fr.; X" est donc intégre et noethérien,
S est propre (II, 5.4.6) et les espaces sous-jacents aux fibres f'~'(y’) et f""7*(»’) sont
les mémes; en outre, R(X")=k(£’) =R(X), donc f"’ vérifie les hypothéses de (4.3.8),
et f"7'(»’) est géométriquement connexe. Soit maintenant £ une extension quelconque
de k(y); il existe une extension £, de k(y) dont k()') et k peuvent étre considérés
comme des sous-extensions (Bourbaki, Alg., chap. V, § 4, prop. 2). Par hypotheése,
S"7H') Xy Spec(k,) est connexe, et il a méme préschéma réduit que f'~!(y’) Xy.Spec(k,)
(I, 5.1.8), donc ce dernier est connexe, et comme il est isomorphe & f~'(y) xySpec(k,)
(I, 3.6.4), on en conclut que ce dernier est connexe; a fortiors, il en est de
méme de f () xySpec(k) d’aprés la remarque du début de (4.3.4), ce qui achéve
la démonstration.

Remarques (4.3.11). — (1) Le raisonnement précédent est dit en substance a
Zariski [20], a cela prés qu’il peut prendre pour A la cléture intégrale de @, celle-ci
étant un anneau noethérien pour les anneaux locaux de la géométrie algébrique classique.
D’autre part, Zariski prouve que si Y est la variété de Chow d’un espace projectif P;,
sur un corps £, et si X est la partie fermée de P;x, Y qui définit la correspondance
de Chow entre Pj et Y, alors la projection X—Y est un morphisme universellement
ouvert (loc. cit., lemme de la p. 82). Il semble bien que ce soit la seule propriété formelle des
« coordonnées de Chow » dont on se soit servi dans certaines applications; il y a par suite
intérét dans une telle situation, a substituer le langage : fibres d’un morphisme
propre (éventuellement supposé universellement ouvert ou soumis a d’autres restrictions
analogues de régularité locale) au langage : spécialisation de cycles dans I’espace
projectif.

(ii) Au chap. IV, nous verrons qu'un morphisme universellement ouvert f: X—Y
peut encore étre défini de la fagon suivante (qui justifie la terminologie) : pour fout
morphisme Z—Y, le morphisme fg : X;—Z est ouvert. On peut montrer en outre
que si f vérifie les hypothéses de (4.3.10), alors, si », »’ sont deux points de Y tels que y
soit une spécialisation de ', le nombre géométrique de composantes connexes de f~'(p) est
au plus égal a celui des composantes connexes de f~'(y’).

Corollaire (4.3.12). — Sous les hypothéses de (4.3 .5), supposons en outre R(Y) algébrique-
ment fermé dans R(X), et soit y un point normal de Y. Alors f~'( p) est géométriquement connexe,
et il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que f(Ox|f '(U)) soit isomorphe a Oy|U.
St plus particulierement, on suppose Y normal (et R(Y) algébriqguement fermé dans R (X))
J.(Ox) est isomorphe a Oy.

La premiére assertion relative a f7'(») est un cas particulier de (4.3.8). On en

478



§ 1 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 135

déduit que si f': XY %Y est la factorisation de Stein de S (4.3.3), g7 (») se réduit
a un seul point y’; en outre, on a 0, c0, =(f,(0x)),cR(X), et comme @, est fini sur @,
(et a fortiors sur R(Y)), il est contenu dans R(Y) en vertu de ’hypothése; comme y est
normal, on a nécessairement @, =0,; on en conclut que g est un isomorphisme local
au point 3’ (I, 6.5.4), ce qui achéve de prouver la premiére partie du corollaire. La
secondz résulte de la premiére, car I’hypothése supplémentaire entraine que g est bijective
et un isomorphisme local au voisinage de tout point de Y’, donc un isomorphisme.

Le fait que (4.3.7) soit établi dans le cadre des schémas permet des applications
telles que la suivante :

Proposttion (4.3.13). — Sotent A un anneau local noethérien unibranche, a un idéal de
définition de A, Ay=Ala, S=gr (A) lanneau gradué associé & A pour la filtration a-préadique ;
S est une Aq-algebre gradufe engendrée par S, S, étant un Aj-module de type fini. Alors Proj(S)
est un Ag-schéma connexe.

Soit m I'idéal maximal de A; Y=Spec(A) est un schéma intégre dont le point y
correspondant a m est I'unique point fermé. Par hypothése, on a m”’cacm pour un
entier p, donc V(a)={m}. Soit S'=n@>/90a", et soit X=Proj(S’), qui est le Y-schéma
obtenu en faisant éclater I'idéal a; X est intégre et le morphisme structural f:X—Y
est birationnel (II, 8.1.4) et évidemment projectif. Par suite, (4.3.7) est applicable
ct montre que f!( ) est connexe; mais espace f () est sous-jacent & Proj(S'®,A,)
(I, 3.6.1 et II, 2.8.10); comme S'®,A;=S par définition, la proposition est
démontrée.

4 4. Le « main theorem » de Zariski.

Proposition (4.4.x). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X-—>Y un
morphisme propre. Soit X' ’ensemble des points xeX qui sont isolés dans leur fibre f~'(f(x)).
Alors Pensemble X' est ouvert dans X, et si f=gof ' est la factorisation de Stein de f (4.3.3),
la restriction de f' @ X' est un isomorphisme de X' sur un sous-préschéma induit sur un ouvert U
de Y, et ona X'=f""1U).

Comme g '(f(x)) est fini et discret (4.3.9 et II, 6.1.7), pour que x soit isolé
dans f'(f(x)), il fautet il suffit qu’il le soit dans f'~'(f’(x)); on peut donc se borner
au cas ou f'=f, donc f (0x)=0y. Alors,si xeX’, f~'(f(x)), qui est connexe (4.3.2)
est nécessairement réduit au point x. Comme f est fermé, pour tout voisinage ouvert V
de x dans X, f(X—V) est fermé dans Y et ne contient pas y =f (), puisque f~'(y)={x};
si U est le complémentaire de f(X—V) dans Y,on a f~!(U)cV, eton en conclut que
les images réciproques par f d’un systéme fondamental de voisinages ouverts de_y forment
un systéme fondamental de voisinages ouverts de x. L’hypothése f (Ox) =0y et la défi-
nition de 'image directe d’un faisceau (0;, 3.4.1 et 4.2.1) entrainent alors que, si
JS= (¢, 0), ’homomorphisme 0% : ¢,—>0@, est un isomorphisme. On en conclut qu’il existe
un voisinage ouvert V de x et un voisinage ouvert U de y tels que la restriction de fa V
soit un isomorphisme de V sur U (I, 6.5.4); en outre, d’apres ce qu’on vient de voir,
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on peut supposer que f'(U)=V, d’ol on conclut aussitét, par définition, que VcX’,
ce qui achéve la démonstration.

La proposition suivante a été démontrée par Chevalley dans le cas des schémas
algébriques :

Proposition (4.4.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) fest fini.

b) f est affine et propre.

c) f est propre et, pour tout yeY, f~(y) est un ensemble fini.

On sait que a) entraine 4) (II, 6.1.2 et 6.1.11). Si fest propre et affine, il en est
de méme du morphisme f~*(y)—Spec(k(y)) (I, 1.6.2, (iii) et 5.4.2, (iii)), et le th. de
finitude (3.2.1) appliqué au faisceau structural de f~*(»), montre que f~*(») = Spec(A),
ol A est une k( y)-algébre finie; donc f~'( ) est un ensemble fini (II, 6.1.%), et on voit
que b) entraine ¢). Enfin, comme f~!(») est un préschéma algébrique sur k(y), ’hypo-
thése que I'ensemble f~!(y) est fini entraine que 'espace f~!( ) est discret (I, 6.4.4).
Avec les notations de (4.4.1), on a donc X'=X, et f' : X—Y’ est un isomorphisme;
comme g est un morphisme fini, on voit que ¢) entraine a).

Théoréme (4.4.3) (« Main theorem » de Zariski). — Soient Y un préschéma noethérien,
[ XY un morphisme quasi-projectif, X' Uensemble des points xeX qui sont isolés dans leur
Sibre f=1(f(x)). Alors X' est une partie ouverte de X, et le sous-préschéma induit X' est isomorphe
@ un préschéma induit sur une partie ouverte d’un Y-préschéma Y' fini sur Y.

L’hypothése entraine qu’il existe un Y-préschéma projectif Z tel que X soit
Y-isomorphe a un sous-préschéma induit sur un ouvert de Z (II, 5.3.2 et 5.5.1). On
est donc ramené a démontrer le théoréme lorsque f est un morphisme projectif, donc
propre (I, 5.5.3), et il résulte alors aussitét de (4.4.1).

Remarque (4.4.4). — Si X est réduit (resp. irréductible et X’ non vide), on peut
supposer, dans ’énoncé de (4.4.3), que Y’ est réduit (resp. irréductible). En effet, on
peut toujours remplacer Y’ par le sous-préschéma adhérence X' deX'dans Y’ (I,9.5.11 et
IL,6.1.5,(i) et (ii)), et onsait que si X’ est réduit, il en est de méme de X’ (I,9.5.9,(1));par
ailleurs, si X’ n’est pas vide, il est irréductible si X Dest, et X' est alors aussi irréductible.

Corollaire (4.4.5). — Soient Y un schéma localement noethérien, f: X—Y un morphisme
de type fini, x un point de X isolé dans sa fibre f~'(f(x)). Alors il existe un voisinage ouvert de x
dans X qui est isomorphe d une partie ouverte d’un Y-préschéma fini sur Y.

Soient en effet y = f(x), U un voisinage ouvert affine de » dans Y, V un voisinage
ouvert affine de x dans X, contenu dans f~*(U). Comme Y est séparé, injection U—Y
est affine (I, 1.6.3), et comme V est affine sur U (7bid.), la restriction de fa V est un
morphisme affine VY (I, 1.6.2, (ii)); a fortiori, cette restriction est un morphisme
quasi-projectif puisqu’il est de type fini (I, 6.3.5 et II, 5.3.4, (i)). Il suffit alors
d’appliquer a cette restriction le th. (4.4.3).

Le cor. (4.4.5) s’énonce dans le langage de l’algébre commutative :
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Corollaire (4.4.6). — Soient A un anneau noethérien, B une A-algébre de type fini, q un
idéal premier de B, p son image réciproque dans A. On suppose que q soit & la fois maximal et
minimal dans Uensemble des idéaux premiers de B dont I'image réciproque est p. Alors il existe
geB—aq, une A-algébre finic A’ et un élément f'eA’ tels que les A-algébres B, et A soient
1somorphes.

Il suffit en effet d’appliquer (4.4.5) 2 Y =Spec(A) et X ==Spec(B), ’hypothése
sur q signifiant exactement qu’il est isolé dans sa fibre (I, 1.1.7%).

On en déduit le résultat suivant, moins général en apparence :

Corollaire (4.4.7). — Sotent A un anneau local noethérien, B une A-algébre de type fini,
n un idéal premier de B dont I'image réciproque dans A est I’idéal maximal m. On suppose que nt
est maximal dans B et est minimal dans Uensemble des idéaux premiers de B dont I'image réciproque
est m (ce qui signifie aussi que Bm est primaire pour ). Alors il existe une A-algébre finie A’ et un
idéal maximal m’ de A’ (dont m est I'image réciproque dans A) tels que B, soit isomorphe d la
A-algébre A,

Le cas particulier suivant de (4.4.7) est aussi parfois appelé « Main Theorem » :

Corollaire (4.4.8). — Sous les conditions de (4.4.7), supposons en outre A et B intégres
et ayant méme corps des fractions K. Alors, st A est intégralement clos, on a B=A.

En effet, la Remarque (4.4.4) montre que 'on peut supposer, dans ’application
de (4.4.7) que A’ est inteégre et a K pour corps des fractions; ’hypothése sur A entraine
alors A’=A, donc B,=A; comme on a AcBcB,, on en conclut bien A=B.

I’énoncé (4.4.8) est la forme donnée par Zariski a son « Main theorem » (étendu
aux anneaux locaux noethériens intégres quelconques).

Les corollaires précédents étaient des variantes de nature locale de (4.4.3), qui
est un résultat global. Voici une autre conséquence de nature globale :

Corollaire (4.4.9). — Sotent Y un préschéma intégre localement noethérien, f: X—Y
un morphisme séparé, de type fini et birationnel. Supposons en outre Y normal et toutes les fibres f~*(»)
Sfinies pour yeY. Alors f est une immersion ouverte ; si en outre f est fermé (et en particulier si f est
propre), f est un isomorphisme.

Soit en effet xeX, et posons y=f(x). Comme f*(y) est un schéma algébrique
sur k(), ’hypothese qu’il est fini entraine qu’il est discret (I, 6.4.4); en outre @, est
intégralement clos et 0, et 0, ont méme corps des fractions (I, 7.1.5). On peut donc
appliquer (4.4.8), et si f=({,6), ’homomorphisme 6% : &, 0, est bijectif; on en
conclut (I, 6.5.4) que f est un isomorphisme local. Mais comme f est séparé et X
intégre, f est une immersion ouverte (I, 8.2.8). La derniére assertion résulte de ce que f
est dominant.

Proposition (4.4.10). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X—Y un mor-
phisme localement de type fini. L'ensemble X' des xeX isolés dans leur fibre f~'( f(x)) est ouvert
dans X.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X et Y affines noethériens
et f de type fini; f est alors un morphisme affine de type fini, donc quasi-projectif
(IL, 5.3.4, (1)), et il suffit d’appliquer (4.4.3).
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Corollaire (4.4.1x). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre. L’ensemble U des points yeY tels que f~(p) soit discret est ouvert dans Y, et
le morphisme f~(U)—U restriction de f est fini. En particulier, un morphisme propre et quasi-
fint X—Y est fini.

En effet, le complémentaire de U dans Y est 'image par f de X—X' qui est
fermé dans X en vertu de (4.4.10); comme f est une application fermée, U est ouvert.
En outre, il résulte de (II, 6.2.2) que f~'(y) est fini pour tout yeU; comme le mor-
phisme f~'(U)—U, restriction de f est propre (IL, 5.4.1), il est fini en vertu de (4.4.2).

Remarques (4.4.12). — (i) Comme on I’a annoncé dans (II, 6.2.7), nous mon-
trerons au chap. V que si Y est localement noethérien, tout morphisme quasi-fini et
séparé f: X—Y est quasi-affine, donc quasi-projectif. Il s’ensuivra que, dans le Main
Theorem (4.4.3) la conclusion reste valable lorsqu’on suppose seulement f séparé et
de type fini. En effet, il résulte de (4.4.10) que X’ est ouvert dans X, et comme X est
localement noethérien, la restriction de fa X’ est encore de type fini (I, 6.3.5), donc
quasi-fini par définition de X', et évidemment séparé; on peut donc appliquer (4.4.3)
a cette restriction, d’ou la conclusion.

(ii) Nous donnerons au chap. IV une démonstration plus élémentaire de (4.4.10),
utilisant la théorie de la dimension.

4-5. Complétés de modules d’homomorphismes.

Proposition (4.5.1). — Soient A un anneau noethérien,  un idéal de A, X un A-préschéma
de type fini, F, G deux Ox-Modules cohérents dont les supports ont une intersection propre sur
Y =Spec(A) (IL, 5.4.10). Alors, pour tout entier n> o0, Extg (X; F, &) est un A-module
de type fini, et son séparé complété pour la topologie J-préadique s’identifie canoniquement (avec les
notations de (4.1.7)) a Extgx(fi; F,9).

On sait (T, 4.2) qu’il existe une suite spectrale biréguliere E(Z, %)
dont P'aboutissement est Exto (X; %, %) et dont les termes E, sont donnés par
Ef=H?(X, &xt4 (F, ¥9)). On sait que &xty (F,%) est un Ogx-Module cohérent
(0, 12.3.3) dont le support est contenu dans 'intersection de ceux de # et 4 (T, 4.2.2),
et est par suite propre sur Y (I, 5.4.10). On conclut de (3.2.4) que les E? sont des
A-modules de type fini, et par suite (0, 11.1.8) il en est de méme de tous les termes E?
de la suite spectrale et de son aboutissement. D’autre part, si ¢ : XX estle morphisme
canonique, F et @ s’identifient canoniquement  i'(F) et i’ (%), et i est plat (I, 10.8.8
et 10.8.9). On sait alors (0, 12.3.4) qu’il existe, pour tout ¢>o0, un i-morphisme
(F, G)—> Exth, (#,%), et que le Og-homomorphisme corres-
(F, G))—> Extl, (%, %) est un isomorphisme (0, 12.3.5); autrement
dit (I, 10.8.8), &ath. (#,%) sidentifie canoniquement au complété (&xtg (F, 2))"

-7

canonique u, : &xth

pondant u* : " (&xtl

(avec les notations de )). On conclut alors du th. de comparaison (4.1.10) que

(4.1
pour tout p=>o, Hr(X, é’xt@,g(g} , %)) sidentifie canoniquement au séparé complété
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de HP(X, &xtp (#, %)) pour la topologie J-préadique. Si on désigne par E(Z, @)
la suite spectrale biréguliére définie dans (T, 4.2) relative 2 F et @, on voit donc que
si A désigne le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, on a, 4 un isomor-
phisme canonique prés, Ef(#, 9)=EN(ZF, 9)®,A (0, 7.3.3).

Cela étant, on sait que la donnée du morphisme plat 7 définit un homomorphisme
canonique de suites spectrales

v:E(F,9) > E(Z, 9) =E((#),i(9))
qui, pour les termes E, (resp. aboutissement) se réduit & ’homomorphisme

ot HY(X, €xth (F, 9)) > H' (X, xtp(F,9))
(resp. ¢": Ext} (X; #, 9) > Ext3(X; £, 9))
déduit de u, (resp. u,) par fonctorialité (0, 12.3.4). Par tensorisation avec A, les ¢

et ¢" donnent des homomorphismes de A-modules
{7 EM(F, 9)0,A > EN(F, D)
¢": Exty (X5 F, 9)0,A - Exth (X £, 9).

Comme A est un A-module plat (0y,7.3.3), les A-modules E?(#, 9)®,A forment
une suite spectrale biréguli¢re d’aboutissement les Extg (X; &, 9)®,A, etles ™M et §,

un morphisme de suites spectrales. Comme les (%’ sont des isomorphismes, il en est de
méme des ¢* (0, 11.1.5).

Corollaire (4.5.2). — Sous les hypothéses de (4.5.1), supposons en outre que A soit un
anneau Y-adique noethérien. Alors, pour tout entier n>o, Exts (X; F, 9) Sudentrfie canonique-

ment d Extgﬁ(f\(; .92', ?)

11 suffit de remarquer que ExtSX(X; F,9), étant un A-module de type fini, est
séparé et complet pour la topologie J-préadique (0, 7.3.6).

Le cas particulier n=o0 de (4.5.1) s’énonce de la fagon suivante :

Corollaire (4.5.3). — Sous les hypotheses de (4.5 . 1), pour tout homomorphisme u : F —94,

désignons par u I’homomorphisme complété F % (I, 10.8.4). Alors on a un isomorphisme
canonique

(4-5-3-1) (Hom, (#, 9))” = Hom, (#, %)

oit le premier membre est le séparé complété pour la topologie J-préadique du A-module Hom, (F, &),
cet isomorphisme étant obtenu par passage aux séparés complétés & partir de I’ homomorphisme u—1u.
4.6. Relations entre morphismes formels et morphismes usuels.

Proposition (4.6.x). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre, F un Ox-Module cohérent et f-plat, y un point de Y. Supposons que pour un
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entier n, on ait H"(f~'(y), F ®o k())=o0. Alors il existe un voisinage U de y dans Y tel que
R (F)|U=o, et pour tout entier p>o, I’homomorphisme canonique

RS (F)y, — H' (7)), F®e, (0,/my™))
(4.2.1.1) est surjectif.

Comme R"f () est un Oy-Module cohérent (3.2.1), la premiére assertion de la
proposition sera établie si I'on prouve que I'on a (R"f,(&#)),=o0 (0, 5.2.2); en vertu
de (4.2.1), il suffira de prouver que H"(f~!(y), F®e (0,/my*!))=o0 pour tout p. Cest
vrai par hypothése pour p=o0; nous allons le démontrer par récurrence sur p. Posons
X,=XxySpec(0,/m?*!), de sorte que X, , est un sous-préschéma fermé de X, ayant
méme espace sous-jacent (I, 3.6. 1) ;Phypothése de récurrence H*(X, _;, #®,_(0,/mj))=0
entraine donc H"(X,, #®, (0,/m}))=0; d’autre part, la suite exacte de cohomologie

donne, a partir de la suite exacte
o> mF M F > FImb T F > FmiF - o
de Ox -Modules, la suite exacte
!

H*(X,, m: Fmt HF) > H'(X,, F/mt "' F) > H'(X,, F/m>.F)

et il suffira de montrer que 'on a
(4.6.1.1) HYX,, mtF /m "' F)=o

car alors H*X , #/m}"'#) sera un sous-module de H"(X,, #/miF), donc o en
vertu de ’hypothése de récurrence.

Notons maintenant que la fibre Z=f""(y)=XxXySpec(k()) estun sous-préschéma
fermé de X, et que m{F /m)"'F est annulé par m,, donc peut étre considéré comme
un 0,-Module, de sorte que H*(Z, m}F/m)*'F)=H"X,, m}Fm)*'F). Cela
étant, nous allons montrer que le @;,-homomorphisme canonique

(4.6.1.2) (F|m,F)®y,(mbfmb+1) — mb Ffmb 1 F

est bijectif; cela établi, il en résultera, puisque m?/m’*" est un k( y)-module libre, que
l’'on a

H"(Z, m!.F |m2 ' F) = H"(Z, F |m,F) @y, (m2/m) ") =0

(0, 12.2.3), puisque H"(Z, #|/m, F)=o0 par hypothése, d’out (4.6.1.1). Pour établir
la premiére assertion, il reste donc a prouver que (4.6.1.2) est bijectif; comme la
question est ponctuelle sur X et que &, est un ¢,-module plat par hypothése pour tout
xef'(y), il suffit d’appliquer (0, 10.2.1, ¢)), car F,/m,#, est un module plat sur le
corps k(y)=0,/m,. '

Pour démontrer la seconde assertion de (4.6.1), on se raméne aussitét, comme
dans (4.2.1), au cas ou Y est affine et y fermé. Notons que (4.6.1.1) donne, par un
raisonnement analogue, pour tout k>o, la relation

(4.6.1.3) H" (X 41, My [y 2 H1F ) =0
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d’oli on déduit, par (4. 2 1), que 'on a aussi
(4.6.1.4) (R, (myF)), =o.
Cela étant, on tire de la suite exacte de cohomologie I'exactitude de la suite
(R"T(F))~> RS (F Iy F)),—~ (RS, (m)F)), =0
et comme y est fermé et Y affine, on a (1.4.11)
RS (FmyF) = (H' (X, FImyF))~ = (H7H(f()), FImiF )~
(G, II, 4.9.1); or H' ' (f'(), #/mLF) est un (0,/m?)-module, d’otr
(R* (FmF)), =H""}(f71()), Fm}F)

et cela acheéve de prouver (4.6.1).

Corollaire (4.6.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme propre et plat, F, G deux Ox-Modules localement libres, y un point de Y. Posons
X, =) =X®k(y), F,=F ®o k()), G,=9®0 k(9), et supposons que Lon ait

(4.6.2.1) Hl(Xy;'%omﬂxy(?y, gy))zo'

Alors, pour tout homomorphisme u,: F,—9,, il existe un voisinage ouvert U de Y et un
homomorphisme u : F|f~Y(U)—=>&|f1(U) tels que u, soit égal & I’homomorphisme u®1.

En effet, 'hypothése permet d’appliquer (4.6.1) au Ox-Module cohérent
H =Home (F,¥) pour n=1 et p=o0, car H# est localement libre et a fortior: f-plat,
et le (ny-Module H'®o k() s'identifie alors a fom@xy(.?y, 9,) (0,,6.2.2). On peut
supposer Y =Spec(A) affine, et alors (1.4.11) R"f*(.%”)=(Hom@x(ﬁ', %))~, donc
(Rof*(.}f))yzHom@X(f » 9)®,0,; ’homomorphisme canonique

Hom, (#, 9)® A@y»Hom@xy(gfy, 9,

étant surjectif par (4.6.1), cela établit le corollaire, tout élément de Hom, (#, 9)®,0,

pouvant toujours se mettre sous la forme u®(1/s), ol s¢ m, est un élément de A.
Ce corollaire peut se compléter par le suivant :

Corollaire (4.6.3). — Sous les hypothéses de (4.6.2), si u, est injectif (resp. surjectif,
bijectif ), on peut supposer qu’il en est de méme de u.

On peut se borner au cas ot U=Y. Il suffit de prouver que si #, est injectif (resp.
surjectif), Ker u, = o (resp. Coker u,=0) pour tout xef*() : en effet, Ker u et Coker u
sont des Ogx-Modules cohérents (0;, 5.3.4), donc il existera un voisinage V de f'(y)
dans X tel que la restriction de Ker u (resp. Coker #) a V soit o (0;, 5.2.2); comme f
est fermé, il existera un voisinage U’'cU de y tel que f'(U’)cV, et (4.6.3) sera
démontré. Par hypothése, u,®1 :.ﬂ'x®@yk( _y)—>gz®@yk( ) est injectif (resp. surjectif),
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F, et &, sont des 0,-modules libres de type fini et 0, est un ¢,-module plat. Lorsque
I’on suppose #,®1 injectif, le fait que u, soit injectif résulte de (0, 10.2.4). Lorsque I’'on
suppose #,®1 surjectif, a fortiori ’homomorphisme %,/m,.%,—%,/m,%,, quis’en déduit
par passage aux quotients, est surjectif; comme %, est un ¢,-module de type fini et que 0,
est un anneau local d’idéal maximal m,, la conclusion résulte du lemme de Nakayama
(Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 6, n° 3, cor. 4 de la prop. 6).

On déduit en particulier de (4.6.3) :

Corollaire (4.6.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X—Y un morphisme
propre et plat, y un point de Y, X, =X®yk(y). Soit & un 0xy-Moa’ule localement libre tel que

(4.6.4.1) HY(X,, jfomoxy(go, &p)) =o.

Soient F, G deux Ox-Modules localement libres tels que F, et G, (avec les notations de
(4.6.2)) soient isomorphes @ &,. Alors il existe un voisinage ouvert U de y tel que F|f'(U)
et G|f*(U) soient isomorphes.

Plus particuliérement :

Corollaire (4.6.5). — Sous les hypothéses de (4.6.4) sur f, X, Y, supposons que
Hl(Xy, (ny) =0. St F et G sont deux Ox-Modules inversibles tels que F et 9, sotent isomorphes,
il existe un voisinage ouvert U de y tel que F|f*(U) et 9| f ' (U) soient isomorphes.

Il suffit d’appliquer (4.6.4) aux modules F '®% et Oy.

Remarques (4.6.6). — (i) En utilisant (4.6.5), nous établirons au chap. V la
classification des faisceaux inversibles sur un fibré projectif, annoncée dans (II, 4.2.7).

(i1) Le résultat de (4.6.1) apparaitra au § 7 comme conséquence de propositions
plus générales.

Proposition (4.6.7). — Soient Z un préschéma localement noethérien, X, Y deux Z-préschémas
tels que les morphismes structuraux g:X-—>7Z,h:Y—>Z soient propres. Soient f: X—Y un
Z-morphisme, z un point de Z, et soit f,= fx ;1 : X@zk(2) > Y®zk(2).

(1) 8¢ f, est un morphisme fini (resp. une immersion fermée), il existe un voisinage ouvert U
de z tel que le morphisme g~ '(U)—h=(U), restriction de f, soit un morphisme fini (resp. une
immersion fermée).

(ii) On suppose de plus que g soit un morphisme plat. Alors, si f, est un isomorphisme, il
existe un voisinage ouvert U de z tel que le morphisme g='(U)—h~'(U), restriction de f, soit un
isomorphisme.

Dans les deux cas, il suffira de prouver que pour tout yeh !(z) il existe un
voisinage V, de y tel que la restriction f~'(V,)—>V, de fsoit un morphisme fini (resp.
une immersion fermée, un isomorphisme); il en résultera alors en effet que si V est la
réunion des V,, la restriction f~!(V)—V de f est un morphisme fini (resp. une immersion
fermée, un isomorphisme) (II, 6.1.1 et I, 4.2.4). Comme % est un morphisme fermé,
il existera un voisinage ouvert U de z tel que A~ '(U)cV, et la proposition sera
démontrée.

(i) Notons tout d’abord que f est un morphisme propre (I[, 5.4.3); si on
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suppose f, fini, Pexistence pour tout yeh™'(z) d’un voisinage V, tel que f~(V,)—>V,
soit fini résulte de (4.4.11). Pour traiter le cas ou f, est une immersion fermée, on peut
donc déja supposer que le morphisme f est fini, donc que X =Spec(Z), ou & est une
Oy-Algébre cohérente, le morphisme f correspondant (II, 1.2.7) & I’homomorphisme
canonique u: Oy—>2%. Si lon prouve que pour tout yeh~!(z), ’homomorphisme
u, : 0,—~%, estsurjectif, il en résultera que pour un voisinage V, de y, |V, sera surjectif,
le faisceau Coker u étant cohérent (0}, 5.3.4 et 5.2.2). Cela étant, le morphisme fini f,
correspond a 'homomorphisme v =u®1 : Oy®, k(z)>#®0 k(z), et I'hypothése que f,
est une immersion fermée entraine que ’homomorphisme #,®1 : 0,®, k(z)—>%,®0 k()
est surjectif. Comme %, est un ,-module de type fini et ¢, un anneau local noethérien,
la conclusion résulte comme dans (4.6.3) du lemme de Nakayama.

(i1) Le méme raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffit cette fois de prouver
que u, est bijectif, sachant que #,®1 est bijectif.

Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (4.6.7.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~B un homo-
morphisme local, u : N—M un homomorphisme de B-modules. On suppose que M est un A-module
plat, N un B-module de type fini et que u®1 : N®,k—>M®,k (o k est le corps résiduel de A)
est injectif. Alors N est un A-module plat et u est injectif.

Pour établir la premiére assertion, il faut montrer que pour tout couple de A-
modules de type fini P, Q) et tout A-homomorphisme injectif v : P—>Q , 1,®0: N®,P->N®,Q
est injectif. Or, on a le diagramme commutatif

1y ®v

N®,P — N®,Q
u®lp u®1Q
M®,P — M®,Q
1y®v

et comme 1,®v est injectif par hypothese, il suffira de prouver qu’il en est de méme
de u®1p. Soit m I'idéal maximal de Aj; la filtration m-adique sur le A-module N®,P
est aussi sa filtration mB-adique en tant que B-module; la topologie définie par cette
filtration est donc séparée, puisque B est noethérien, que mB est contenu dans le radical
de B, et que N®,P est un B-module de type fini, N étant un B-module de type fini
et P un A-module de type fini (0}, 7.3.5). Il suffit donc de prouver que ’homomor-
phisme gr (u®1y) : gr,(N®,P)—>gr (M®,P) (ou les modules gradués sont relatifs aux
filtrations m-adiques) est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n® 8, cor. 1 du
th. 1). Notons maintenant que puisque M est un A-module plat, les homomorphismes
M®,(m"P)-»>m"(M®,P) sont bijectifs; il en est donc de méme de I’homomorphisme
canonique

ey : gL (M)®,gr,(P) — gr (M®,P).
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Or, on a un diagramme commutatif

To(u) ® 1
gr,(N)®,¢gr (P) "= g1, (M)®,gr, (P)

PN P

gr.(N&,P) —— gr,(M®,P)

dans lequel ¢y est bijectif, ¢y surjectif; en outre, gr,(u) est injectif par hypothése, et
comme gry(N)®,gr, (P) =gr,(N) ®,gr, (P), gr,(M) ®,gr, (P) = gr, (M) ®,gr (P), gr(u) @1 est
aussi injectif. On en conclut que gr(u®1) est injectif, ce qui achéve de démontrer la
premiére assertion. La seconde se déduit du raisonnement précédent en faisant P = A.

Proposition (4.6.8). — Soient Z un préschéma localement noethérien, X, Y, deux
Z-préschémas tels que les morphismes structuraux g : X—Z, h : Y—~>Z soient propres, Z' une partie
fermée de Z, X' =g Y (Z"),Y' =h""(Z') ses images réciproques, X= Xixs V= Yy, 7= Z,
les complétés formels de X, Y, Z le long de ces partzes Sermées, f:X—>Y un Z-morphisme,
f XY son prolongement aux complétés. Pour que f soit un isomorphisme (resp. une immersion
Jermée), il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de Z' tel que lemorphisme g~*(U) —h~*(U),
restriction de f, soit un isomorphisme (resp. une immersion fermée).

La suffisance de la condition est immédiate (I, 10.14.7). Pour en montrer la
nécessité, il suffit encore de prouver que pour tout yeY’, il existe un voisinage ouvert V,
de y tel que la restriction f~'(V,)—V, de f soit un isomorphisme (resp. une immersion
fermée), par le méme raisonnement que dans (4.6.7). On est ainsi ramené au cas ou
Y=Z, Y=Spec(A) étant affine noethérien. Par hypothése (I, 10.9.1 et 10.14.2)
la fibre f~!(y) est réduite & un point pour yeY’, donc comme f est propre (I, 5.4.3),
il existe un voisinage ouvert U de y tel que la restriction f~*(U)—U de f'soit un morphisme
Jfini (4.4.11). On peut donc déja supposer que fsoit un morphisme fini, donc X = Spec(B),
ol B est une A-algebre finie sur A. Si Y'=V(J), on a alors ¥ =Spf(A), X =Spf(B),
A étant le séparé complété de A pour la topologie J-préadique, B le séparé complété
de B pour la topologie IB-préadique, ou (ce qui revient au méme), le séparé complété
du A-module B pour la topologie J-préadique; en outre, f est le morphisme de schémas
formels affines correspondant au prolongement continu ¢ : A>B de I’homomorphisme
canonique d’anneaux ¢ : A—>B, et ’hypothése est que ¢ est surjectif (resp. bijectif)
(I, 10.14.2). Or, ¢ est aussi le prolongement continu de.¢ considéré comme homo-
morphisme de A-modules; on sait alors (I, 10.8.14) qu’il existe un voisinage ouvert U
de Y’ tel que la restriction 2 U de ’homomorphisme ?:Xeﬁ de Oy-Modules soit
surjectif (resp. bijectif), ce qui achéve la démonstration.
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4-7. Un critére d’amplitude.

Théoréme (4.7.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X—Y un morphisme
propre, & un Ox-Module inversible, y un point de Y, X,=X@yk(y)=f"'(y), g la projection
de X, dans X. 8§i &, =g (&)= L®o k(y) est ample sur X, il existe un voisinage ouvert U
de y dans Y tel que & | f~'(U) soit ample pour la restriction de f a f~*(U).

I) Posons Y'=Spec(0,), X'=XXyY’, etsoit &' = Z®q 0,; nous allons d’abord

prouver que %’ est ample pour f'= fy,. On a le diagramme commutatif

X «— X «— X,

i r fy
v
Y «— Y’ « Spec(k(y))

Comme f” est propre (II, 5.4.2, (iii)) et O, noethérien, on voit qu’on peut se
borner au cas ot ' Y=Y'==Spec(0,), donc X=X, supposer que £, est ample pour f,
et prouver que % est ample pour f (II, 4.6.6). Nous allons appliquer le critére (2.6.1,¢))
et montrer en fait que pour tout Ox-Module cohérent &, il existe un entier N tel que
HY(X, #(n)) =0 pour tout n= N, avec Z(n)=F@L®". Notons que » est un point
fermé de Y correspondant a I'idéal maximal m de ¢,; X, est donc un sous-préschéma
fermé de X défini par ’Idéal cohérent ¢ = f"(mM)0x = m0Ox de Ox (I, 4.4.5), et g Iinjec-
tion canonique. Considérons alors la k()-algébre graduée S=gr(0,) =7,<;90m7'/m7'“, qui
est de type fini puisque @, est noethérien; la Ox-Algebre & = f*(gl) est donc quasi-
cohérente et de type fini, et elle est évidemment annulée par _#, donc si on pose
L= (&), &, est une (Oxy-Algébre quasi-cohérente de type fini, et & =g (,). Posons
d’autre part, M#;=mF[mT'F et ,//{=j<;‘)0./4i:gr(3r); comme & est cohérent, # est
un #-Module quasi-cohérent de type fini (0, 10.1.1) qui est aussi annulé par #, de
sorte que si 'on pose ;=g (M), M' = g*(u/{)zj(?‘DOJ{;- est un &,-Module gradué
quasi-cohérent de type fini tel que # =g (.#'). En outre, si on pose ] (n) = #;@FF",
on a M#;(n)=g ((#;(n))). Cela étant, f, est propre (II, 5.4.2, (iii)) et £, est ample,
donc f; est projectif (II, 5.5.4 et 4.6.11), et on peut appliquer a Spec(k()), f,, &> <,
et A’ le théoréme (2.4.1, (i1)) : il existe un entier N tel que pour »>N, on ait
HY(X,, #;(n)) =0 pour tout ¢>o0 et tout j; par suite, on a aussi H/(X, .#,(n)) =0 pour
tout ¢>o0 et tout j (G, II, 4.9.1). Posons alors % (n);=% (n)/m'*'F (n), de sorte
que F(n);,_,=F (n);|Mn) pour j>1 et F(n),=.M)(n). On a HY (X, F(n),)=o,
et, par la suite exacte de cohomologie, H'(X, #(n);) =H'(X, #(n);_,) pour tout
j>1, donc HY(X, #(n);)=o0 pour tout j>o. On conclut donc de (4.2.1) que
H'(X, #(n)) =0, ce qui achéve de prouver notre assertion.

II) Revenons aux notations du début de la démonstration, et remarquons qu’on
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peut toujours supposer Y =Spec(A) affine; comme f* est de type fini et %’ ample
pour f, il existe un entier m>o tel que #'®” soit trés ample pour f* (II, 4.6.11);
remplagant au besoin & par #®" on peut se borner & considérer le cas ot .’ est trés
ample pour f’, et & prouver que Z|f *(U) est alors trés ample pour f. Comme f* est
propre, il existe alors une Y’-immersion fermée j: X'—>P =P} pour un entier >0
convenable, telle que £’ soit isomorphe a j*(0p(1)) (I, 5.5.4, (ii)); cette immersion
correspond canoniquement a un Oy,-homomorphisme surjectif u : Oy'— 2" (11, 4.2.3).
Ce dernier correspond (0, 5.1.1) & la donnée de 7+ 1 sections 5] (0<i<r) de &’ au-
dessus de X’ qui engendrent ce Ox.-Module. Ces sections sont aussi par définition des
sections de f7(#’) au-dessus de Y'; on a f (L") =f(ZL)®0 Oy (0, 5.4.10), Y est affine
et 0, est 'anneau local en l'idéal premier j, de A, donc on a s; =s'[t;, ol les s5;’ sont
des sections de f (£) au-dessus de Y et les ¢ des éléments de A n’appartenant pas a i,;
on en conclut qu’il existe un voisinage ouvert affine V de y dans Y et des sections s;
de f(Z)|V telles que s; =s;/1 (on rappelle que ’espace Y’ est contenu dans V, cf. I,
2.4.2). Les s5; sont alors des sections de % au-dessus de f~!(V), définissant donc un
homomorphisme o : (Ox|f~'(V))""'—>Z|f~'(V) qui, par hypothése, est surjectif en
tous les points de f~'( ») ; comme Coker (v) est cohérent (0;, 5.3.4), son support est fermé
(0;, 5.2.2) et par suite il existe un voisinage ouvert Wcf~*(V) de f~1(y) tel que la
restriction de v 2 W soit un homomorphisme surjectif. Puisque le morphisme f est fermé,
on peut supposer que W est de la forme f~!(U), ot U est un voisinage ouvert de y, et la
conclusion résulte alors de (II, 4.2.3).

4-8. Morphismes finis de préschémas formels.

Proposition (4.8.x). — Soient Y un préschéma formel localement noethérien, " un Idéal
de définition de ), f: X9 un morphisme de préschémas formels. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) X est localement noethérien, f est un morphisme adique (I, 10.12.1) et si Pon pose
I = (A)0x, le morphisme fy: (X, Ox] F)—> (D, Oy|H") déduit de f est fini.

b) X est localement noethérien et est limite inductive d’un (Y,)-systéme inductif adique (X,)
tel que le morphisme X,—Y, soit fini.

¢) Tout point de Q) posséde un voisinage ouvert formel affine noethérien V tel que f~*(V) soit
un ouvert formel affine et que T'(f~*(V), Ox) soit un I'(V, Oy)-module de type fini.

Il est immédiat que a) entraine b) en vertu de (I, 10.12.3). Pour voir que &)
entraine ¢), on peut supposer que ¥ = Spf(B), ot B est adique noethérien et # =K%,
ou & est un idéal de définition de B. Par hypothése, X, est un schéma affine dont
’anneau A, est un B/R-module de type fini (II, 6.1.3). En vertu de (I, 5.1.9),
chacun des X, est un schéma affine, et si A, est son anneau, I’hypothése 4) entraine
que pour m<n, A, est isomorphe & A, /R™"!A,. On en déduit que X est isomorphe
a Spf(A), ou A=li(Ln A, ; on conclut en vertu de (0;, 7.2.9). Enfin, pour prouver que ¢)

n
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entraine ), on peut se borner encore au cas 9 =Spf(B), X=Spf(A), A étant une
B-algebre finie; comme A/RA est alors une B/R-algébre finie, il résulte de (I, 10.10.9)
que les conditions de a) sont satisfaites.

Définition (4.8.2). — Lorsque les propriétés équivalentes a), b), c) de (4.8.1) sont
vérifiées, on dit que le morphisme f est fini, ou que X est un Y-préschéma formel fini, ou un préschéma
Sformel fini au-dessus de 9).

Proposition (4.8.3). — (1) Une immersion fermée de préschémas _formels localement noethériens
est un morphisme fini.

(ii) Le composé de deux morphismes finis de préschémas formels localement noethériens est
un morphisme fini.

(iii) Soient X, Y, S trois préschémas formels localement noethériens, f : X—~G un morphisme
fini, g : P> un morphisme; alors le morphisme X X gD—>9 est fini.

(iv) Soient S un préschéma formel localement noethérien, X', )’ deux préschémas formels
localement noethériens tels que X' X %)’ soit localement noethérien. Si X, ) sont des S-préschémas
Sormels localement noethériens, f: X—X', g : D>’ deux S-morphismes finis, alors fXg est
un morphisme fini.

(v) Sotent f:X—9,g:YD—>3 deux morphismes de préschémas formels localement
noethériens tels que g soit de type fini et séparé; alors, si gof est un morphisme fin, f est un morphisme
Sini.

(1) est trivial, et les autres assertions se rameénent aussitdt aux propositions corres-
pondantes pour les morphismes de préschémas usuels (I, 6.1.5) a I’aide du critére a)
de (4.8.1); nous laissons les détails au lecteur, sur le modéle de (I, 10.13.5).

Corollaire (4.8.4). — Sous les hypothéses de (I, 10.9.9), si f est un morphisme finz, il

en est de méme de son prolongement f aux complétés.

Corollaire (4.8.5). — St X est un préschéma formel fini au-dessus de 9, f: X—9 le
morphisme structural, alors, pour tout ouvert U ), f~*(U) est fini au-dessus de U.

Proposition (4.8.6). — St f: X9 est un morphisme finv de préschémas formels localement
noethériens, f (Oy) est une Oy-Algebre cohérente.

On peut considérer f comme limite inductive d’un systeme inductif (f,) de mor-
phismes f, : X,—Y,; montrons que les f, sont des morphismes finis et f, (0y) est isomorphe
a la limite projective des ( f,),(0x ), ce qui établira notre assertion (I, 10.10.5). Il suffit
de se borner au cas ou ) =Spf(B), X =Spf(A), et de remarquer que si & est un idéal
de définition de B et A un B-module de type fini, A/R"*'A est un module de type fini
sur B/R"*!B, et que A est limite projective des A/R"T'A.

Réciproquement :

Proposition (4.8.7). — Soient Y un préschéma formel localement noethérien, of une Oy-
Algébre cohérente. Il existe un préschéma formel X fini au-dessus de ), défini @ un Y)-isomorphisme
unique prés, et tel que f (Ox) =L, f: X~ étant le morphisme structural.

Soit & un Idéal de définition de ¢, et posons Y,=(9,0y/H™""") et
A, =LA il est clair que &, est une Oy, -Algébre finie et définit donc un
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Y,-préschéma fini X =Spec(«,) (II, 6.1.3); pour m <n, ’homomorphisme canonique
surjectif A, : o/,—.2/, définit un morphisme u,, : X,,—X, tel que le diagramme

Umn

X, «— X,
fn fm
Y, «— Y,

(f, étant le morphisme structural) soit commutatif et identifie X,, au produit X, X v, Yo

comme on le voit aussitét (IL, 1.4.6). Le préschéma formel X, limite inductive du
systeme inductif (X)) est alors localement noethérien et tel que le morphisme structural
f: XY, limite inductive du systeme (f,), soit fini (4.8.1 et II, 10.12.3.1); on a vu
en outre dans la démonstration de (4.8.6) que f (0Ox) est limite projective des 7, , donc
égale a &/ (I, 10.10.6). Quant a I’assertion d’unicité, elle est conséquence du résultat
plus général suivant :

Proposition (4.8.8). — Soient Y un préschéma formel localement noethérien, X, X' deux
V-préschémas formels finis au-dessus de Y, f: X9, f': X' les morphismes structuraux.
1l existe une bijection canonique de Homy(X, X') sur Homey(f(Ox), f,(0%)) ().

La définition de cette application h—>27(k) est la méme que dans (II, 1.1.2),
et pour voir qu’elle est bijective, on est aussitét ramené au cas ou Y ==Spf(B) est un
schéma formel affine noethérien. Mais alors ¥ =Spf(A), X' =Spf(A’), ou A et A’ sont
deux B-algebres finies et f (0y) =A%, f'(0x)=A". La conclusion résulte alors de la
correspondance biunivoque, d’une part entre les 9)-morphismes X—X’ et les B-homo-
morphismes (nécessairement continus) A’—A qui sont des homomorphismes d’algébres
(I, 10.2.2), et d’autre part entre les homomorphismes de B-modules A’—A et les
homomorphismes de @y-Modules A’*—A* (I, 10.10.2.3).

Corollaire (4.8.9). — Dans la correspondance biunivoque canonique définie dans (4.8.8),
les immersions fermées X—>X' correspondent aux homomorphismes surjectifs de Oy-Algébres
F1(02)~£.(0).

La question étant encore locale sur %), on est ramené & la définition des immersions
fermées de préschémas formels localement noethériens (I, 10.14.2).

Corollaire (4.8.10). — Les notations et hypothéses étant celles de (4.8.1), pour qu’un
morphisme adique f soit une immersion fermée, il faut et il suffit que fy soit une immersion fermée
(de préschémas usuels) .

Cela résulte aussitét de (4.8.9) et de la condition de surjectivité pour un homo-
morphisme de Oy-Modules cohérents (I, 10.11.5).

Proposition (4.8.xx). — Pour qu’un morphisme f : X—%) de préschémas formels localement

(1) La derniére expression désigne ’ensemble des homomorphismes de @;D-Algébm' Sfi@g) = f.(Cf).

492



§5 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 149

noethériens soit fini, il faut et il suffit qu’il soit propre et ait ses fibres f='(y) finies (pour tout ye9)).
Grace aux définitions (3.4.1 et 4.8.2), on est aussitét ramené & la méme propo-
sition pour f; (notations de (4.8.1)), ce qui n’est autre que (4.4.2).

§ 5. UN THEOREME D’EXISTENCE
DE FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS

5-1. Enoncé du théoréme.

(5.x.x) Soient A un anneau adique noethérien, § un idéal de définition de A, de
sorte que A est séparé et complet pour la topologie J-adique. Si Y =Spec(A), le schéma
formel affine Spf(A) s’identifie au complété ¥ de Y le long de la partie fermée Y’ = V(3)
(I, 10.10.1). Soient X un Y-préschéma (usuel) de type fini, f: XY le morphismé
structural; nous désignerons par X le complété de X le long de la partie fermée
X'=f"1(Y’), ou encore le ?-préschéma formel X x,¥; par]? XY le prolongement
de f aux complétés; enfin, pour tout Og-Module cohérent &, nous noterons & son
complété, F x., qui est un Og-Module cohérent.

Proposition (5.x.2). — Les hypothéses et notations étant celles de (5.1.1), soit F un
Ox-Module cohérent dont le support est propre sur Y (I, 5.4.10). Les homomorphismes cano-
niques (4.1.4)

o, H(X, #)>H(X, %)

sont alors des isomorphismes.

Comme H!(X, #) est un A-module de type fini (3.2.4), donc identique 2 son
séparé complété pour la topologie J-préadique (0;, 7.3.6), la proposition n’est qu’un cas
particulier de (4.1.10).

Rappelons que les isomorphismes canoniques p, commutent aux cobords pour toute
suite exacte 0% —»F >F "0 de Ox-Modules cohérents ((0, 12.1.6) et (I, 10.8.9)).

Corollaire (5.1.3). — Soient F, G deux Ox-Modules cohérents tels que Dintersection de
leurs supports soit propre sur Y. Alors I’ homomorphisme canonique

(5.1.3.1) Hom,, (#, 9)—Hom,(#, 9)

qui, a tout homomorphisme u : F — ¥, fait correspondre son complété u : F %, est un isomor-
phisme. De plus, lorsque le morphisme f est fermé, pour que u soit injectif (resp. surjectif ), il faut
et tl suffit que u le soit.

La premiére assertion est un cas particulier de (4.5.3), dt encore au fait que le
premier membre de (5.1.3.1) est un A-module de type fini, donc identique a son séparé
complété. Pour démontrer la seconde, notons en vertu de (I, 10.8.14) que % est injectif
(resp. surjectif) si et seulement s’il existe un voisinage de X' dans lequel u soit injectif
(resp. surjectif).
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La conclusion résulte donc du lemme suivant :

Lemme (5.x.3.1). — Sous les hypothéses de (5.1.1), si on suppose en outre le morphisme f
Sermé, tout voisinage de X' dans X est identique a X.

Tout d’abord, on peut se ramener au cas ou f(X) =Y. En effet, par hypothése,
f(X) est une partie fermée Z de Y; on peut en outre remplacer f par f,; (I, 6.3.4),
et supposer par suite X et Y réduits; on peut alors remplacer Y par le sous-préschéma
fermé réduit de Y ayant Z pour espace sous-jacent (I, 5.2.2), car tout idéal de A est
fermé, et tout anneau quotient de A est donc adique et noethérien. On a alors f(X') =Y’;
si V est un voisinage ouvert de X’ dans X, f(X—V) est fermé dans Y par hypothese,
et ne rencontre pas Y’; mais cela est impossible & moins que X—V ne soit vide, puisque J
est contenu dans le radical de A (I, 1.1.15 et 0, 7.1.10), d’ott la conclusion.

Lorsqu’on se borne aux Ox-Modules cohérents dont le support est propre sur Y,
(5.1.3) peut s’énoncer, dans le langage des catégories, en disant que le foncteur #~>%
est pleinement fidéle de la catégorie des Ox-Modules du type précédent, dans la
catégorie des Ogz-Modules cohérents, et établit par suite une équivalence de la premiére
de ces catégories avec une sous-catégorie pleine de la seconde (0, 8.1.6). Le théoréme
d’existence va prouver que lorsque X est propre sur Y, cette sous-catégorie est en fait
la catégorie de fous les Og-Modules cohérents. De facon précise :

Théoréme (5.1.4). — Soient A un anneau adique noethérien, Y = Spec(A), J un idéal
de définition de A, Y' =V(3), f: X—=Y un morphisme séparé de type fini, X' =f"1(Y").
Soient ?:Y/Y, = Spf(A), X:X/X, les complétés de Y et X le long de Y' et X', j‘:f(—ﬂ?
le prolongement de f aux complétés; alors, le foncteur F ~>F x. =% est une équivalence de la
catégorie des Ox-Modules cohérents de support propre sur Spec(A), avec la catégorie des Og-Modules
cohérents de support propre sur Spf(A).

En d’autres termes, compte tenu de (5.1.3) :

Corollaire (5.x.5). — Pour qu’un Og-Module soit isomorphe au complété d’un Ox-Module
cohérent et de support propre sur Spec(A), il faut et il suffit qu’il soit cohérent et de support propre
sur Spf(A).

Le cas le plus important est le

Corollaire (5.1.6). — Supposons X propre sur Y = Spec(A). Alors le foncteur F > F
est une équivalence de la catégorie des Ox-Modules cohérents et de la catégorie des Og-Modules
cohérents.

Scholie (5.1.7). — Si on tient compte de la caractérisation des faisceaux cohérents
sur les préschémas formels (I, 10.11.3), on voit que sous les conditions de (5.1.1),
la donnée d’un Oy-Module cohérent de support propre sur Spec(A) équivaut (en posant
Y, =Spec(A/J"*!) et X,=XxyY,) ala donnée d’un systéme projectif de Ox -Modules
cohérents (¥#,) tel que pour m<n on ait ¥, =%,®y Oy (ouencore ¥, =%, I HZ,)
et que le support de # soit une partie de X, propre sur Y,. Au moyen de (I, 10.11.4),
on interpréte de méme les homomorphismes de @y-Modules cohérents comme des
homomorphismes de syst¢mes projectifs de Ox -Modules cohérents.
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Dans tous les cas d’application connus, A est en fait un anneau adique local
noethérien, donc les Y, sont des spectres d’anneaux artiniens locaux, et les résultats de ce
paragraphe et des précédents réduisent dans une large mesure la géométrie algébrique
sur un anneau adique local noethérien, a la géométrie algébrique sur des anneaux locaux
artiniens.

Corollaire (5.x.8). — Sous les conditions de (5.1.4), Uapplication Z~>Z=Z/(znx,)
est une bijection de ’ensemble des sous-préschémas fermés Z de X, propres sur Y, sur ensemble des
sous-préschémas formels fermés de X, propres sur Y.

En effet, un sous-préschéma formel fermé de X est de la forme (T, (0g/)|T),
ol & est un Idéal cohérent de Oy (I, 10.14.2);si T est propre sur Y, il résulte de (5.1.4)
que 0g/ est isomorphe 3 un 0g-Module de la forme %, ott # est un Ox-Module cohérent
de support propre sur Y ; en outre, il résulte de (5.1.3) que ’homomorphisme canonique
O3>0z [/ est de la forme 4, ou u:0yx—>F est un homomorphisme surjectif de
0Ox-Modules. Donc # est de la forme Ox/A", o A" est un Idéal cohérent de Oy, et
o =N(1, 10.8.8), d’out la conclusion (I, 10.14.7).

5-2. Démonstration du théoréme d’existence : cas projectif et quasi-projectif.

(5.2.1) Sous les conditions de (5.1.4), nous dirons provisoirement qu’un 0g-
Module cohérent est algébrisable s’il est isomorphe A un complété & d’un @y-Module
cohérent & de support propre sur Y.

Lemme (5.2.2). — Soient F', G’ deux Og-Modules algébrisables. Pour tout homomor-
phisme u : F'—~%’', Ker (u), Im (u) et Coker (u) sont algébrisables.

En effet, si &’ =% , Y = ?, ou Z et ¥ sont des Ox-Modules cohérents de supports
propres sur Y, on a u=17, ol v : F—>% est un homomorphisme (5.1.3). En vertu de
Pexactitude du foncteur & ~>%, Ker (%) est isomorphe & (Ker (2))” et comme le support
de Ker (v) est contenu dans celui de #, on voit que Ker () est algébrisable; démons-
tration analogue pour Im (u) et Coker (u).

Proposition (5.2.3). — Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition
de A, Y=Spf(A), f:X—Y un morphisme propre de préschémas formels. On pose
Y, =Spec(A[J* ), X, =XXyY,, e pour tout Ox-Module F, F,=F ®p Ox =F|J""'F.
Soit & un Oy-Module inversible, et supposons que £o=L[3JZL soit un Ox-Module ample;
pour tout Ox-Module F et tout entier n, posons F (n)=F L ®". Alors, pour tout Ox-Module
cohérent F, il existe un entier ny tel que, pour tout n>ny, les propriétés suivantes aient lieu :

(i) L homomorphisme canonique H'(X, F (n)) —H"(X, F(n)) est surjectif pour tout k>o.

(i) Ona HYX, F(n))=o0 pour tout g>o.

On sait que les espaces sous-jacents a X et a X, sont les mémes; les faisceaux
M,=JF|JFT1F étant annulés par J, peuvent étre considérés comme des Ox -Modules
cohérents (0;, 5.3.10); en outre, si on pose .ﬂk(n)z./(k(%xﬂg’?", on voit aussitét que
M (n)=TF (n)|JT'F (n). Notons que, puisque %, est ample pour f,: X;—Y,, et
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que f, est propre, on en conclut que f est projectif (I, 5.5.4). Soit S la A-algébre
graduée k@OSk/3k+1 associée 2 la filtration J-adique de A, qui est de type fini puisque A
est noethérien; si on pose &'= f;(g), &’ est une O -Algebre quasi-cohérente de type
fini, et M= k@o.//k un &’-Module gradué quasi-cohérent et de type fini (puisque %,

est cohérent et engendre le #’-Module #). On est donc dans les conditions d’application
du théoréme (2.4.1, (ii)), et on en conclut qu’il existe n, tel que, pour n>n, et pour
tout k, on ait

(5.2.3.1) HY(X,, #,(n))=0 pour tout g>o.

On a donc aussi HY(X, #,(n))=0 pour ¢>o et n>n, #,(n) étant cette fois
considéré comme Ox-Module. Appliquant la suite exacte de cohomologie &

0 > JF (n)[JHF (n) > IJF (0)|I T F (n) > JF (n)|I'F (n) > 0

on en déduit tout d’abord que pour o< /h<k, n>n, et ¢>o, on a par récurrence sur h—k

(5.2.3.2) HI(X, 3'F (n)[3'F (n)) =0
et en particulier pour =0
(5.2.3-3) HY(X, #,(n))=0 pour n>ny, k>0 et g>o.

Une autre portion de la suite exacte de cohomologie, pour 2 =0, donne la suite
exacte

(5-2.3.4) H'(X, #,,(n) > H'(X, F,(n)) > H\(X, JF (n)[I'F (n)) =0
d’olt on déduit que pour /<£, I’application canonique

(5-2.3.5) H'(X, #(n)) - H'(X, #,(n))

est surjective. Pour fout ¢, le systéme projectif (H!(¥, #,(n)) (k>o0) vérifie donc la
condition (ML) pour n>n, Par ailleurs, tout ouvert formel affine U de X est aussi un
ouvert affine dans chacun des X, (I, 10.5.2), donc on a H!(U, &#,(n)) =0 pour tout
¢>o (1.3.1), et H'(U, Z,(n)) - H(U, #,(n)) est surjective pour A<k (I, 1.3.9).
Les conditions d’application de (0, 13.3.1) sont par suite remplies, et on en conclut
que, pour n>n, : ’

1° Pour tout ¢>o, HY(X, # (n))»ll@ HY(X, #,(n)) est bijectif, donc, en vertu
de (5.2.3.3), HY(X, #(n)) =o. k

2° L’homomorphisme H’(X, # (n))—>l<i_n_1 H°(X, #,(n)) est bijectif; par ailleurs,
comme les homomorphismes (5.2.3.5) sont s’;rjectifs, il en est de méme de chacun des

homomorphismes

lim H(¥, #,(n)) > H'(X, #,(n))

ce qui acheéve la démonstration.
Corollaire (5.2.4). — Les hypothéses étant celles de (5.2.3), pour tout Oy-Module
cohérent F , il existe un entier N tel que pour n>N, F (n) soit engendré par ses sections au-dessus
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de X; en d’autres termes, F est isomorphe au quotient d’un Oy-Module de la forme (Ox(—n))*.

Comme X, est noethérien, il résulte de I’hypotheése sur &£ et de (II, 4.5.5) qu’il
existe n, tel que, pour n>n,, %,(n) soit engendré par ses sections au-dessus de X;
par ailleurs, on peut supposer 7, pris assez grand pour que I’homomorphisme
I'(X, #(n))>T(X, F,(n)) soit surjectif pour n>n, (5.2.3). Il existe donc un nombre
fini de sections s;eI'(X, #(n)) dont les images dans I'(X, %#,(n)) engendrent Z(n)
(01, 5.2.3). Comme J est contenu dans I’idéal maximal de I’anneau local en tout point
de X, il résulte du lemme de Nakayama, appliqué & ces anneaux locaux, que les s,
engendrent #(n) (07, 5.1.1).

(5-2-5) Démonstration du théoréme d’existence : cas projectif.

Les notations étant celles de (5.1.4), supposons f projectif, de sorte qu’il existe
un Ox-Module ample & (I, 5.5.4). Par définition, Xn-——}A(ng” est égal au sous-
préschéma fermé X, xyY,=/f"1(Y,) de X;si & est le complété L®e 0% de £, on a
donc Z;=2L/[JZ, considéré comme Oy -Module; on sait que L est ample (I1, 4.6.13,
(i bis)). On peut donc appliquer a #’ et a tout Og-Module cohérent F le cor. (5.2.4);
on voit donc que & est isomorphe a4 un quotient de %= (Z’®=")* pour des entiers
n>0 et k>0 convenables. Or, il est clair que ¥ est le complété de (L®")* (I, 10.8.10),
donc est algébrisable. Considérons ensuite I’homomorphisme canonique surjectif
u:9—->%, et soit #=XKer (1), qui est un Og-Module cohérent (0, 5.3.4). On voit
de méme qu’il existe un Og-Module algébrisable /£ et un homomorphisme v : 4 — %
tel que #=1Im (v). On a alors & = Coker (v), et & est algébrisable en vertu de .(5.2.2).

(5-2-6) Démonstration du théoréme d’existence; cas quasi-projectif.

Les notations étant toujours celles de (5.1.4), supposons maintenant que f soit
quasi-projectif. Il existe alors un morphisme projectif g : Z—Y tel que X s’identifie au
Y-préschéma induit sur un ouvert de Z (I, 5.3.2); si on pose Z'=g '(Y’), on a
X'=XnZ'. Par suite, le complété )A(zX,X, s’identifie au préschéma formel induit
par le complété Z =2, sur Pouvert XnZ’ de Z (1, 10.8.5). Soit #’ un Og-Module
cohérent, dont le support T’ est propre sur ¥; cela signifie par définition qu’il existe un
sous-préschéma fermé de X', ayant T'cX’ comme espace sous-jacent, tel que la
restriction T’—Y"’ de f soit propre; on en conclut que T’ est propre sur Y, donc fermé
dans 7' (11, 5.4.10). Il en résulte que F" est le faisceau induit sur X par le 0,-Module ¢’
obtenu par recollement de &' (défini sur I'ouvert X de Z) et du faisceau o sur ouvert
7—T’ de Z, ces deux faisceaux coincidant dans Pouvert intersection X—T". 11 est
clair que ¥’ est cohérent; en vertu de (5.2.5), il existe un ¢,-Module cohérent ¥ tel
que ¥'=%; soit T le support de %, de sorte que T'=TnZ’ (I, 10.8.12). Si / est la
restriction de g au sous-préschéma fermé réduit de Z ayant T comme espace sous-jacent,
onadonc T'=r"(Y')=Tng (Y’), et par suite XnT est unouvert de T contenant T".
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Comme £ est propre (II, 5.4.2), donc fermé, il résulte de (5.1.3.1) que XnT=T,
autrement dit T c X, et comme T est fermé dans Z, T est propre sur Y. Si F est le faisceau

induit sur X par ¢, son complété  est induit sur X par Z (I, 10.8.4), donc est égal
a F', ce qui achéve la démonstration.

5-3. Démonstration du théoréme d’existence : cas général.

Lemme (5.3.1). — Sous les conditions de (5.1.4), si 0—~>H—F —>G—>0 est une suite
exacte de Og-Modules cohérents telle que G et H soient algébrisables, alors F est algébrisable.

En effet, supposons que ¥ =%, # =%, B et € étant des Ox-Modules cohérents
a supports propres sur Y; % définit canoniquement un élément du A-module
Ext}g;((f(; #,%) (0, 12.3.2), et les hypothéses entrainent que ce A-module est cano-
niquement isomorphe 2 Ext};,x(X ; B, 6) (4.5.2); il existe donc une suite exacte
0>C > —>ZB—>0 de Ox-Modules cohérents telle que I'image canonique de I’élément
de Exty (X; %, €) correspondant a o/ soit 'élément de Exto. (X; #, %) correspondant
a Z. Mais par définition (compte tenu de (I, 10.8.8, (ii))), cela signifie que F est
isomorphe a o, dott le lemme, car Supp(&/) est contenu dans la réunion de Supp(%)
et Supp(%), donc est propre sur Y.

Corollaire (5.3.2). — Sous les conditions de (5.1.1), soit u: F—>%G un homomorphisme
de Oz-Modules cohérents; si G, Ker (u) et Coker (u) sont algébrisables, il en est de méme de F .

Le lemme (5.2.2) appliqué a ’homomorphisme %— Coker () montre en effet
que Im (u) est algébrisable, et il suffit ensuite d’appliquer le lemme (5.3.1) a la suite
exacte o—Ker (4)>% —Im (u)—>o.

Lemme (5.9.3). — Sous les conditions de (5.1.1), soient h:Z—>Y un morphisme de
type fini, Z. le complété de 7. le long de 7' =h~"(Y"), g : Z—X un Y-morphisme propre, g YRS '¢
son prolongement aux complétés. Pour tout Oz-Module algébrisable F', g (F') est un Ox-Module
algébrisable.

En effet, si % est un 0,-Module cohérent tel que #' =%, il résulte du premier th.
de comparaison (4.1.5) que g*(f ) est isomorphe au complété de g (F).

Lemme (5.3.4). — Soient X un schéma (usuel) noethérien, X' une partie fermée de X,
f:1Z—X un morphisme propre, Z'=f"1(X'), )A(::X/X,, 7= Zyg, f : 25X e prolongement
de f aux complétés. Soit M un Idéal cohérent de O tel que, si U= X —Supp(Ox/#), la restriction
F7HU)=>U de f soit un isomorphisme. Alors, pour tout Oz-Module cohérent F, il existe un entier
n>o0 tel que le noyau et le conoyau de I’ homomorphisme canonique o5 : F — f; ( f (F)) (04 4.4.3)
sotent annulés par M,

On peut se borner au cas ot X=Spec(B) ou B est un anneau noethérien, donc
X’'=V(R), ou K est un idéal de B. Nous allons voir qu’on peut se ramener au cas
ou B est un anneau adigue noethérien et & un idéal de définition de B. Soit en effet B,
le séparé complété de B pour la topologie K-préadique; si &;=8B,, B, est donc un
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anneau adique noethérien dont &, est un idéal de définition. Posons X,=Spec(B,)
et soit 4 : X;—X le morphisme correspondant & I’homomorphisme canonique B—B;;
si X{=h"'(X'), on a donc X;=V(&). Posons enfin Z,=ZxyX,=Zy,,
fi=fix,: Z;—~X;, qui est un morphisme propre (IL, 5.4.2), et désignons par X, le
complété de X, le long de X|, par Z,= leXIXI le complété de Z, le long de Z;=f;*(X}),
par fl le prolongement de f; aux complétés. Il est immédiat que le prolongement
h:X,»X de h aux complétés est un isomorphisme, correspondant a l’application
identique de B, (I, 10.9.1); on en conclut que ’homomorphisme correspondant Z,—>Z
est aussi un isomorphisme, ces isomorphismes identifiant fl et f Enfin, A=k (#)
est un Idéal cohérent de Ox et Supp(Oy | #;) =™ (Supp(Ox/#)) (I, 9.1.13), donc,
si Uj=X,—Supp(Ox [#,), ona U;=h""'(U), d’ou résulte aussitét que la restriction
fi1(U))—>U; de f; est un isomorphisme (I, 3.2.7); en outre, les complétés M et M,
s’identifient par h (I, 10.9.5). Toutes les hypothéses de (5.3.4) sont donc remplies
par X, Xi, f; et A, et on peut donc désormais supposer B adique noethérien et & un
idéal de définition de B. On a alors XzSpf(B), et =N ot N est un B-module
de type fini, d’ot F=%, ol ¥ est le Ox-Module cohérent N (I, 10.10.5), et par suite
F(F)=(f(%)" (1, 10.9.5). En outre, en vertu du premier théoréme de compa-
raison (4.1.5), f:((f*(?))A) s’identifie canoniquement & (f,(f"(%)))", et I’homomor-
phisme canonique pz n’est autre que gg en vertu de (5.1.3). Or, le noyau £ et le
conoyau Z de pg : G—f (f (%)) sont des Ox-Modules cohérents, et par hypothese leurs
restrictions & U sont évidemment nuls. Il existe par suite un entier n>o0 tel que
MP=M"Z=0 (I,9.3.4); onen conclut que M P =M T =0 (I,10.8.8et10.8.10).

5.3.5. Fin de la démonstration du théoréme d’existence.

Les hypothéses étant celles de (5.1.4), nous allons utiliser le principe de récurrence
noethérienne (0;, 2.2.2) en supposant donc le théoréme vrai pour tout sous-préschéma
fermé T de X dont Pespace sous-jacent est distinct de X (le complété T étant bien
entendu le complété de T le long de TnX’). On peut supposer X non vide. Comme f
est séparé et de type fini, on peut appliquer le lemme de Chow (IL, 5.6.1) : il existe
donc un Y-schéma Z et un Y-morphisme g:Z—>X tels que le morphisme structural
h:Z—-Y soit quasi-projectif, le morphisme g projectif et surjectif, et en outre un ouvert
non vide U de X tel que la restriction g '(U)—U soit un isomorphisme. Soit .# un
Idéal cohérent de Oy définissant un sous-préschéma fermé d’espace sous-jacent X—U
(I, 5.2.2), et soit & un Og-Module cohérent dont le support E est propre sur Y;
désignons par Z le complété de Z le long de A *(Y’), par 3 : 7 X 1le prolongement
de g aux complétés. Alors g (F) est un 03-Module cohérent dont le support est contenu
dans g~!(E) et est par suite propre sur Y, puisque g est projectif, donc propre (IL, 5.4.6).
Comme % est quasi-projectif, g" (%) est algébrisable en vertu de (5.2.6). On en conclut
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que g,(g°(F)) est un O3-Module algébrisable (5.3.3) puisque g est propre. On peut
maintenant appliquer & % et & g le résultat de (5.2.4) : le noyau £ et le conoyau %

de ’homomorphisme ¢z : F—g (' (F)) sont annulés par une puissance M"; soient T
le sous-préschéma fermé de X défini par .#", ayant X—U pour espace sous-jacent,

J : T—=X Plinjection canonique, de sorte que le prolongement aux complétés ] :T-X
est l'injection canonique (I, 10.14.7). On peut donc écrire £ = f*( f(g’))) et
R = f*(?(%)) et comme U n’est pas vide, il résulte de I’hypothése de récurrence que
7 (2) et]"(#) sont des O3-Modules algébrisables; en vertu de (5.3.3), 2 et % sont algé-
brisables, et on peut alors appliquer (5.3.2), qui prouve finalement que % est algébrisable.

C.QF.D.

5-4. Application : comparaison de morphismes de schémas usuels et de
morphismes de schémas formels. Schémas formels algébrisables.

Théoréme (5.4.1). — Sotent A un anneau adique noethérien, § un idéal de définition de A,
S=Spec(A), S'=V(J). Soient u:X—>S un morphisme propre, v :Y—>S un morphisme
séparé de type fini, et soient S, X, X les complétés de S, X, Y le long de S, u='(S’), v=(S")
respectivement. Si, pour tout S-morphisme f: XY, f XY est le prolongement de f aux
complétés, I application f »f est une bijection

Hom (X, Y) < Homg(X, ¥).

Montrons d’abord que f»f est injective. Supposons en effet que deux S-mor-
phismes f, g de X dans Y soient tels que 7 =g. On sait alors (I, 10.9.4) qu’il existe
un voisinage ouvert V de X'=u"'(S’) dans lequel f et g coincident. Or, comme u est
une application fermée, on a V=X (5.1.3.1), d’ott f=g.

Prouvons maintenant que f> F st surjective, et soit donc 2 un g-morphisme
X—>Y. Soit Z= X XY, etdésignons par p:Z—>X et ¢q:Z—Y les projections cano-
niques; Z est de type fini sur S (I, 6.3.4), donc noethérien; désignons par Z son complété
le long de Z'=p'(u~'(S’)); on sait que Z s’identifie canoniquement & Xx35¥, les
projections Z—>X et Z—¥ sidentifiant aux prolongements § et ¢ (I, 10.9.7). Comme Y
est séparé sur S, Y est séparé sur S (I, 10.15.7), donc le morphisme graphe
I, = (1%, &) :X—>Z est une immersion fermée (I, 10.15.4). Soient T le sous-préschéma
formel fermé de Z associé A cette immersion, et j : T2 I'injection canonique, de
sorte que I, =jow, ol w :X—>T est un isomorphisme (I, 10.14.3) dont I’isomorphisme
réciproque est poj; en outre, T est évidemment propre sur S, puisque X Pest; on en
conclut (5.1.8) qu’il existe un sous-préschéma fermé T de Z tel que T=T =Tirnz)»
et que j=1, on i est Pinjection canonique T—>Z (I, 10.14.%). Alors poi : T—>X est
un isomorphisme, car il en est ainsi de (poi)” =po: par hypothése, et il suffit d’appliquer
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(4.6.8) en notant-comme ci-dessus que S est le seul voisinage de S’ dans S. Soit g : X—T
I'isomorphisme réciproque de poi, et posons f=goiog, qui est un morphisme XY
dont par définition le graphe I';=iog. Comme 2 est Iisomorphisme réciproque de
(poi)"=w, on a (I‘,)A=fo:g‘=jow=1“h. Mais on sait que (I})" =TI (I, 10.9.8),
d’ou finalement A= f, ce qui achéve la démonstration.

On peut donc dire, dans le langage des catégories, que le foncteur X~>X est
pleinement fidéle (0, 8.1.6) de la catégorie des schémas propres sur Spec(A) dans la
catégorie des schémas formels propres sur Spf(A), pour tout anneau adique noethérien A;
il établit par suite une équivalence entre la premiere de ces catégories et une sous-
catégorie de la seconde; les objets de cette derniére seront appelés schémas formels algé-
brisables. Pour un tel schéma X, il existe un schéma usuel X, propre sur Spec(A), déterminé
a isomorphisme unique pres, tel que X soit isomorphe aX.

Scholie (5.4.2). — Avec les notations de (5.4.1), posons S,=Spec(A/J"*1),
X, =XxXgS,, Y,=YXgS,. Il résulte de (5.4.1) et de (I, 10.12.3) que se donner un
S-morphisme f: X—Y équivaut 4 se donner un (S,)-systéme inductif adique (I, 10.12.2)
de S,-morphismes f,:X,—Y,.

Remarque (5.4.3). — Contrairement a ce que pourrait suggérer le th. d’existence
(5.1.6), il y a des schémas formels propres sur Spf(A) et qui ne sont pas algébrisables (tout
comme il y a des espaces analytiques compacts qui ne proviennent pas de variétés
algébriques complexes). Nous rencontrerons plus tard de tels schémas dans la « théorie
des modules », qui traite précisément (lorsque le corps de base est C) des variations
infinitésimales de la structure complexe d’une variété algébrique compléte, et on sait
que de telles variations peuvent donner naissance a des variétés analytiques qui ne sont
pas algébriques.

Proposition (5.4.4). — Soient A un anneau adique noethérien, S=Spf(A), g : X—>G,
h: Y-GS deux morphismes propres de schémas formels, f: X—% un S-morphisme. Si f est fini
et si V) est algébrisable, alors X est algébrisable.

On notera que les hypothéses sur g et A entrainent déja que f est propre (8.4.1),
et pour que f soit fini, il suffit que pour tout ye%), la fibre f~'(y) soit finie (4.8.11).
L’hypothése entraine que #=f (0x) est une Oy-Algebre cohérente (4.8.6), donc
il résulte du th. d’existence que, si Y= Veth=d, ot w:Y—> Spec(A) est un morphisme
propre de schémas usuels, il existe une Oy-Algeébre cohérente ¥ telle que % =%. Soient
X =Spec(¥), et u:X—->Y le morphisme structural; alors, il résulte aussit6t de la
définition de X a partir de # (4.8.7) que X est canoniquement isomorphe a X et que f
s'identifie & # (il suffit pour le voir de considérer le cas ot Y est affine).

On notera que (5.1.8) est un cas particulier de (5.4.4).

Théoréme (5.4.5). — Soient A un anneau adique noethérien, J un idéal de définition de A,
S=Spec(A), C5=§=Spf(A), f:X—>G un morphisme propre de schémas formels. On pose
S,=Spec(A/J*), Xy=XxXsS,, et pour tout Oy-Module F, F ,=F®, Ox, =F[F'F.
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Soit & un Ox-Module inversible, et supposons que Ly=L|IF soit un Ox-Module ample.
Alors X est algébrisable, et si X est un S-schéma propre tel que X soit isomorphe a X, il existe
un Ox-Module ample M tel que £ soit isomorphe & M (ce qui entraine que X est projectif sur S).

Appliquons (5.2.3) & F =0y : il existe donc un entier n, tel que pour n>n,,
’homomorphisme canonique T'(X, £°")—>TI'(X,, Z") soit surjectif. On peut supposer
n>n, choisi assez grand pour que " soit irés ample pour S, (II, 4.5.10). Comme
le morphisme f; : X,—S, est propre, I'(X,, £¢") est un A-module de type fini (3.2.1),
donc il existe un sous-A-module de type fini E de I'(X, #®") dont"image dans I'(X,, Z&")
soit ce dernier module tout entier. Cela étant, pour tout k> o0, considérons I’homo-
morphisme u, : E/J* T E~T(X,, #2") déduit de P'injection canonique E—T'(X, Z®").
Notons que fk (Z2") est quasi-cohérent, et comme T'(S,, (f) (£9")=T(X,, L"),
u, définit un homomorphisme %, : (E/J* 7' E)~—(f,) (£2"), et par suite aussi un homo-
morphisme 7% : f}((E/JTE)~)— Z2". Dailleurs, sion pose 4,=f,((E/J**E)~), ona
Y=9,/3%9, (I, 9.1.5), donc ¥ : G |39, —~L2"|JILE" se déduit de U par passage
aux quotients. Or, par définition de E, W% n’est autre que ’homomorphisme canonique
o 1 fo((fo) (Z&")—Z5", et Phypothése que Z§" est trés ample entraine que 7% est
surjectif (II, 4.4.3); on déduit alors du lemme de Nakayama que chacun des %%
est aussi surjectif. Chacun des @# définit donc (II, 4.2.2) un S,-morphisme
g : X;—>P,=P(E/J"'E), et comme P,=P,Xy S, pour A<k en vertu de (IL, 4.1.3),
(g,) est un (S,)-systéme inductif adique (I, 10.12.2) en vertu des relations entre les W%
et de (I, 4.2.10). Les g, définissent donc un S-morphisme de schémas formels g : X—P,
ou P est la limite inductive du systeme (P,), ou encore le complété P, ou P=P(E).
De plus, ’hypothése que £P" est trés ample entraine que g, est une immersion fermée
(IL, 4.4.3); on en conclut que g est une immersion fermée de schémas formels (4.8.10),
donc X est algébrisable (5.1.8). Le fait que % soit isomorphe au complété .# d’un
Ox-Module inversible résulte alors du th. d’existence (5.1.6). En outre, #®" est alors
le complété de A®" (I, 10.8.10), et les homomorphismes %# définissent un homo-
morphisme bien déterminé o : f*(E)—>.#®" (5.1.7); d’ailleurs, comme %% est surjectif,
il en est de méme de 7 (I, 10.11.5), donc de v (5.1.3); en outre, le morphisme r : X—P
défini par v (II, 4.2.2) a pour prolongement aux complétés g, et comme g est une
immersion fermée, il en est de méme de 7, par (5.1.8) et (5.4.1); on en conclut que
M®" est tres ample (II, 4.4.6) et A est ample (II, 4.5. 10).

Remarque (5.4.6). — Soient A un anneau adique noethérien, S =Spf(A), f: X>G
un morphisme propre de schémas formels. Soit 4" I’'Idéal cohérent de Oy tel que pour
tout ouvert formel affine U de X, I'(U,4") soit le nilradical de I'(U, 0); 'existence
de cet Idéal résulte facilement de (I, 10.10.2) et du fait que tout homomorphisme
d’anneaux B—C applique le nilradical de B dans celui de C. Soit X’ le sous-schéma
formel fermé de X défini par A" (I, 10.14.2); il serait intéressant de savoir si, lorsque ¥’
est algébrisable, X lui-méme est algébrisable. On parviendrait sans doute a une solution
de ce probléme si on savait classifier (par exemple au moyen d’invariants de nature
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cohomologique), les extensions d’un faisceau structural @; (pour un préschéma usuel ou
un préschéma formel) par un Idéal de carré nul, autrement dit les Or-Algébres <7 telles
que Oy soit isomorphe a /] ¢, ou # est un Idéal de carré nul de 7.

5-5. Une décomposition de certains schémas.

Proposition (5.5.1). — Sotent A un anneau adique noethérien, J un idéal de définition de A,
Y =Spec(A). Soit f: XY un morphisme séparé de type fini; on pose Y,=Spec(A/3T),
Xo=XxyY,=f"YY,). Soit Z, une partic ouverte de X, propre sur Y, ; il existe alors dans X
une partie ouverte et fermée 7., propre sur Y et telle que ZnX,=7Z,.

Par hypothese, il y a un ouvert T de X tel que TnX,=Z,; soit T le complété
le long de Z, du schéma induit par X sur ouvert T'; le support de 03 étant Z,, qui est
propre sur Y,, T est propre sur ¥ = Spf(A) (3.4.1). Il résulte de (5.1.8) qu’il existe
un sous-schéma fermé Z de T propre sur Y, tel que, si ¢ : Z—T est 'injection canonique,
7=2-T soit un isomorphisme (Z étant le complété de Z le long de Z,). On en conclut
(4.6.8) qu’il existe dans T un voisinage ouvert V de Z, tel que la restriction i7(V)—>V
de 7 soit un isomorphisme. Mais i~'(V) est un voisinage de Z, dans Z, donc est néces-
sairement identique 2 Z (5.1.3.1). On en conclut que Z est ouvert dans T, donc dans X,
ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (5.5.2). — Si X, est propre sur Yo, X est réunion de deux parties ouvertes
disjointes Z. et Z.' telles que Z soit propre sur Y et contienne X ; en outre, toute partie fermée P de X,
propre sur Y, est contenue dans Z.

La derniére assertion résulte de ce que PnZ’ étant fermé dans P est propre sur Y;
si PNZ’ n’était pas vide, f(PnZ’) serait fermé non vide dans Y, donc rencontrerait Y,
(5.1.8.1), ce qui contredit la définition de Z.

(A suivre.)

503






INDEX DES NOTATIONS

Ens : 0, 8.1.1.

hy(Y), hg(u) (X, Y objets d’une catégorie C, u morphisme de C) : 0, 8.1.1.

hy,(u) (4, w morphismes de C) : 0, 8.1.2.

Z,(EPY), B(EX) (k=7) : 0, 11.1.1.

Zo(ERY), Bo(ER) : 0, 11.1.1.

K*, K, (complexes) : 0, 11.2.1.

K, K,. (bicomplexes) : 0, 11.2.1.

Bi(K*), Zi(K*), H{(K*), H*(K*) : 0, 11.2.1.

B;(K.), Z;(K,), H;(K.), H,(K,) : 0, 11.2.1.

T(K*), T(K,) (T foncteur) : 0, 11.2.1.

E(K*) (K* complexe filtré) : 0, 11.2.2.

Kb e, Koo/, ZR (K *), B (K *), HY(K'*), Z§(K*), BR(K*+), HY(K*+/) : 0, 11.3.1.

HE (K**), Z§(H(K**)), B{(H(K**)), H{(HY (K**)), H?(K**) : 0, 11.3.1.

FR(K**), F;(K**), "E(K**), "E(K**) : 0, 11.3.2.

K; o K, j HpI(K; 0, Hy(Ke, ), Hyl(Ku), Hy(Ko), Hy(H(K.), HN(H(K.), Ha(K.) 20, 11.3.5.

R*T(K*) (T foncteur covariant additif) : 0, 11.4.3.

R°T(K*, K'*) (T bifoncteur covariant additif) : 0, 11.4.6.

L.T(K,) (T foncteur covariant additif) : 0, 11.6.2.

L.T(K,, K!) (T bifoncteur covariant additif) : 0, 11.6.6.

L.T(K..) (T foncteur covariant additif) : 0, 11.7.2.

||, Z(A), Cu(A), Lo(A) (A ensemble fini, 6 simplexe de A) : 0, 11.8.1.

C*(A, B; &), L*(A, B; #) (A, B ensembles finis, & systéme de coefficients) : 0, 11.8.4.

P*(A, B, #) (A, B ensembles finis, & systéme de coefficients) : 0, 11.8.6.

C*(A, B; #°), L*(A, B; °) (A, B ensembles finis, #* complexe de systémes de coefficients) : 0, 11.8.8.

P*(A, B; #°) (A, B ensembles finis, #* complexe de systémes de coefficients) : 0, 11.8.10.

x(M?*) (M* complexe fini de modules de longueur finie) : 0, 11.10.1.

C* (U, #) (& faisceau de groupes abéliens sur X, U recouvrement ouvert de X) : 0, 12.1.2.

RPf,(#) (f: X—Y morphisme d’espaces annelés, # faisceau de Ox-Modules) : 0, 12.2.1.

aP( f, ), 361"’(.7('), '6(f, ), "6(f,#*) (f: X—>Y morphisme d’espaces annelés, #* complexe de Ox-Modules) :
0, 12.4.1.

H*(X,x*), H*(V, %) (X espace annelé, #* complexe de Ox-Modules, V ouvert de X) : 0, 12.4.2.

gr*(A) (A systéme projectif vérifiant (ML)) : 0, 13.4.2.

E(A) (A objet filtré) : 0, 13.6.4.

K.(f), i; (f famille finie d’éléments d’un anneau) : III, 1.1.1.

Ke(f, M), K.(f, M) (f famille finie d’éléments d’un anneau A, M A-module) : III, 1.1.2.

He(f, M), H,(f, M) (f famille finie d’éléments d’un anneau A, M A-module) : III, 1.1.3.

Ce ((f), M), H*((f), M) (f famille finie d’éléments d’un anneau A, M A-module) : III, 1.1.6.

H*(U, #(*)), H* (W, #(*)) (¥ 9x-Module quasi-cohérent, U ouvert de X, U recouvrement ouvert de X) :
III, 2.1.1.
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Aboutissement d’une suite spectrale : 0, 11.1.1.
Algébrisable (0g-Module) : III, 5.2.1.
Algébrisable (schéma formel) : III, 5.4.2.
Analytiquement intégre (anneau) : III, 4.3.6.
Application quasi-compacte : 0, g.1.1.
Augmentation d’une résolution : 0, 11.4.1.

Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un complexe : 0, 11.10.1.

Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un ©y-Module cohérent (X projectif sur Spec(A), A anneau artinien) :

2.5.1.
Cochaine bi-alternée : 0, 11.8.4.
Complexe défini par un bicomplexe : 0, 11.3.1.
Complexe de ’algébre extérieure : III, 1.1.1.
Condition (ML) : 0, 13.1.2.
Constructible (partie, ensemble) : 0, 9.1.2.
Constructible (fonction) : 0, 9.3.1.
Cup-produit : 0, 12.1.2.

Dihomomorphisme pour les structures algébriques sur les catégories : 0, 8.2.1.

Exact (sous-ensemble) dans une catégorie abélienne : III, 3.1.1.
Essentiellement constant (systéme projectif) : 0, 13.4.2.

Factorisation de Stein : III, 4.3.3.

Filtration co-discréte, co-séparée, discréte, exhaustive, finie, séparée : 0, 11.1 3.
Final (objet) d’une catégorie : 0, 8.1.10.

Fini (morphisme) de préschémas formels : III, 4.8.2.

Fini (préschéma formel) au-dessus de 9, 9-fini (préschéma formel) : III, 4.8.2.
Foncteur covariant canonique C—>Hom(C° Ens) : 0, 8.1.2.

Genre arithmétique : III, 2.5.1.
Géométriquement connexe (fibre) : III, 4.3.4.

Homomorphisme de structures algébriques sur les catégories : 0, 8.2.1.
Hypercohomologie d’un foncteur par rapport 4 un complexe K* : 0, 11.4.3.
Hypercohomologie d’un bifoncteur par rapport 2 deux complexes K*, K'* : 0, 11.4.6.
Hyperhomologie d’un foncteur par rapport a un complexe K, : 0, 11.6.2.
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S-C-module filtré, gr*(S)-C-module gradué, gr*(S)-C-module bigradué : 0, 13.6.6.
Morphisme de suites spectrales : 0, 11.1.2.

Nombre géométrique de composantes connexes d’une fibre : III, 4.3.4.

C-objet en groupes, C-groupe, C-anneau, C-module : 0, 8.2.3.

Objet des bords, objet des cobords, objet des cocycles, objet des cycles : 0, 11.2.1.
Objet des images universelles : 0, 13.1.1.

Objet gradué associé a un systéme projectif satisfaisant 3 (ML) : 0, 13.4.2.
Objet gradué limité inférieurement (supérieurement) : 0, 11.2.1.

Partie propre (sur 9) d’un préschéma formel : III, 3.4.1.
Pleine (sous-catégorie) : 0, 8.1.5.

Pleinement fidéle (foncteur) : 0, 8.1.5.

Polynéme de Hilbert : III, 2.5.3.

Propre (morphisme) de préschémas formels : III, 3.4.1.

Représentable (foncteur) : 0, 8.1.8.

Résolution cohomologique, droite, gauche, homologique, injective, libre, plate, projective :

Résolution de Cartan-Eilenberg droite, injective : 0, 11.4.2.
Résolution de Cartan-Eilenberg gauche, projective : 0, 11.6.1.
Rétrocompact (ensemble) : 0, g9.1.1.

Strict (systéme projectif) : 0, 13.4.2.

Suite spectrale dans une catégorie abélienne : 0, 11.1.1.

Suite spectrale f