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CHAPITRE 0 (suite) (1)

PRÉLIMINAIRES

§ 8. FONCTEURS REPRÉSENTABLES

8.1. Foncteurs représentables.

(8. i. i) Nous désignerons par Ens la catégorie des ensembles. Soit C une catégorie;
pour deux objets X, Y de C, nous poserons Ax(Y) =Hom(Y, X); pour tout morphisme
u : Y->Y' dans C, nous désignerons par h^(u) l'application v->vu de Hom(Y', X)
dans Hom(Y, X). Il est immédiat qu'avec ces définitions, h^ : C->Ens est un fondeur
contravariant, c'est-à-dire un objet de la catégorie, notée JEfom(C°, Ens)^ des foncteurs
covariants de la catégorie C°, duale de la catégorie C, dans la catégorie Ens (T, 1.7, d )
et [29]).

(8.i.a) Soit maintenant w : X->X' un morphisme dans C'y pour tout YeC
et tout yeHom(Y, X) ==Âx(Y), on a zweHom(Y, X') ==Âx'(Y); désignons par Â^(Y)
l'application v->wu de Ax(Y) dans Âx'(Y). Il est immédiat que pour tout morphisme
u : Y—^Y' dans C, le diagramme

h^{u}

^(Y-) ——. Âx(Y)

W) W

^(Y') --> Âx,(Y)
^x' (M)

est commutatif; autrement dit, h^ est un morphisme fonctoriel h^—^hyj (T, i .2)3 ou encore
un morphisme dans la catégorie iîom(C°, Ens) (T, 1.7, ûfj). Les définitions de Ax et
de h^ constituent donc la définition d'un fondeur covariant canonique
(8.1.2.1) h : C->JBfom(C°, Ens).

(8.1.3) Soient X un objet de C, F un foncteur contravariant de C dans Ens
(objet de Jfom(C°, Ens)). Soit g : h^—>F un morphisme fonctoriel : pour tout Y eCs

(1) Pour faciliter la recherche des références, on renverra désormais aux paragraphes du chapitre o publiés
avec le chapitre 1 par le signe Oi.
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6 A. G R O T H E N D I E C K Chap. o

g(Y) est donc une application Ax(Y)-^F(Y) telle que pour tout morphisme u : Y-^Y'
dans C, le diagramme

h^(u}

W) -> Ax(Y)

(8 .1 .3 .1) ^(Y') <y(Y)

F(Y') —> F(Y)
F(u)

soit commutatif. En particulier, on a une application g(X) : h^(X) = Hom(X, X) ->F(X),
d'où un élément
(8.1.3.2) a(^=(^(X))(ix)eF(X)

et par suite une application canonique
(8.1.3.3) a:Hom(Ax,F)->F(X).

Inversement, considérons un élément ÇeF(X); pour tout morphisme v : Y->X
dans C, FÇv) est une application F(X)-^F(Y); considérons l'application
(8.1.3.4) ^(F(.))(Ç)

de h^ÇY) dans F(Y); si on désigne par ((B(Ç))(Y) cette application,

(8.1.3.5) [3(Ç):A^F

est un morphisme fonctoriel, car on a pour tout morphisme u : Y—»-Y' dans C,
(F(z^))(Ç) == (F(y)oF(M))(Ç), ce qui vérifie la commutativité de (8.1.3.1) pour ^==p(Ç).
On a ainsi défini une application canonique
(8.1.3.6) i3:F(X)->Hom(^F).

Proposition (8.1.4). — Les applications a et (3 sont des bijections réciproques l'une de
Vautre.

Calculons a(P(Ç)) pour ÇeF(X); pour tout YeC, (p(^))(Y) est l'application
^(Y) : y->(F(y))(Ç) de Ax(Y) dans F(Y). On a donc

a(P(Ç)) == (^(X))(ix) = (F(ix))(Ç) = IP(X)^) -Ç.

Calculons maintenant P(oc(^)) pour ^eHom(Ax,F); pour tout YeC, (P(a(^)))(Y)
est Papplication v^(F{v)){{g(X)){î^)) ; en vertu de la commutativité de (8.1.3.1),
cette application n'est autre que y->(^(Y))((Ax(y))(ix)) == C?(Y))(y) par définition de
ÀxMî autrement dit, elle est égale à <?(Y), ce qui démontre la proposition.

(8.1.5) Rappelons qu'une sous-catégorie C' d'une catégorie C est définie par la
condition que ses objets soient des objets de C, et que si X', Y' sont deux objets de C",
l'ensemble Homç,(X', Y') des morphismes X'->Y' dans C' est une partie de l'ensemble
Honic(X', Y7) des morphismes X'-^Y' dans C, l'application canonique de « composition
des morphismes »

Homc^X', YQ xHom^Y', ZQ-^Homc^X7, Z')
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§ 8 PRÉLIMINAIRES 7

étant la restriction de l'application canonique

HonicÇX', Y') xHomoÇY', Z')-^Honic(X', Z').

On dit que C1 est une sous-catégorie pleine de C si Hom^X', Y') == Hom^X', Y')
pour tout couple d'objets de C'. La sous-catégorie C" de C formée des objets de C
isomorphes aux objets de C" est encore alors une sous-catégorie pleine de C, équivalente
(T, 1.2) à C' comme on le vérifie sans peine.

Un foncteur covariant F : C^->C^ est dit pleinement fidèle si, pour tout couple
d'objets X^ YI de C^ l'application u->F{u) de Hom(Xi, Y^) dans Hom(F(Xi), F(Yi))
est bijective-, cela entraîne que la sous-catégorie F(Ci) de Cg est pleine. En outre, si deux
objets X^, X^ ont même image Xg, il existe un isomorphisme unique u : X^->X^ tel
que F(u) = ix,- Pour tout objet Xg de F(Ci), soit alors G(Xg) un des objets X^ de C^
tel que F(X^) -= Xg (G étant défini au moyen de l'axiome de choix) ; pour tout morphisme
v : Xa-^Yg dans F(Cj, G(v) sera l'unique morphisme u : G(X^-^G(Y^ tel que
F(u) == y; G est alors un fondeur de F(Ci) dans C^; FG est le foncteur identique dans F(Ci),
et ce qui précède montre qu'il existe un isomorphisme de foncteurs 9 : Iç ->GF tel
que F, G, 9 et l'identité ï^c^-^FG définissent une équivalence de la catégorie C^ et de la
sous-catégorie pleine F(Cj de Cg (T, 1.2).

(8.1.6) Appliquons la prop. (8.1.4) au cas où le foncteur F est h^, X' étant un
objet quelconque de C; l'application (3 : Hom(X, X^-^Hom^x, Ax') n'est autre ici que
l'application w->h^ définie dans (8.1 .2) ; cette application étant bijective, on voit, avec
la terminologie de (8.1.5), que :

Proposition (8. i .7). — Le fondeur canonique h : C->Hom(C°, Ens) est pleinement fidèle.

(8.1.8) Soit F un foncteur contravariant de C dans Ens; on dit que F est repré-
sentable s'il existe un objet XeC tel que F soit isomorphe à Ax; il résulte de (8.1.7) que
la donnée d'un XeC et d'un isomorphisme de foncteurs g : h^—^F détermine X à un
isomorphisme unique près. La prop. (8.1.7) signifie encore que h définit une équivalence
de C et de la sous-catégorie pleine de i:fom(C°, Ens) formée des fondeurs contravariants
représentables. Il résulte d'ailleurs de (8.1.4) que la donnée d'un morphisme fonctoriel
g : Ax->F équivaut à celle d'un élément ÇeF(X) ; dire que g est un isomorphisme équivaut
pour Ç à la condition suivante : pour tout objet Y de C l'application v -> (F{v) ) (Ç) de Hom(Y, X)
dans F (Y) est bijective. Lorsque Ç vérifie cette condition, on dira que le couple (X, Ç)
représente le foncteur représentable F. Par abus de langage, on dira aussi que l'objet
XeC représente F s'il existe ÇeF(X) tel que (X, Ç) représente F, autrement dit si Ax
est isomorphe à F.

Soient F, F' deux foncteurs contravariants représentables de C dans Ens, Ax—^F
et AX'—^F' deux isomorphismes de foncteurs. Alors il résulte de (8.1.6) qu'il y a une
correspondance biunivoque canonique entre Hom(X, X') et l'ensemble Hom(F, F')
des morphismes fonctoriels F—^F'.

(8.1.9) Exemples. 1 : limites projedives. La notion de foncteur contravariant repré-
sentable couvre en particulier la notion « duale » de la notion usuelle de « solution d'un
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8 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

problème universel ». Plus généralement, nous allons voir que la notion de limite projective
est un cas particulier de celle de foncteur représentable. Rappelons que dans une
catégorie C, on définit un système projectif par la donnée d'un ensemble préordonné I,
d'une famille (AJ^j d'objets de C, et, pour tout couple d'indices (a, p) tel que a^p ,
d'un morphisme u^ : Ap—^A^. Une limite projective de ce système dans C est constituée
par un objet B de C (noté limAJ, et, pour chaque ocel, un morphisme u^ : B^A^,
tels que : i° u^=u^ pour a ̂ (3; 2° Pour tout objet X de C et toute famille (^Jocei
de morphismes ^ : X-^A^, telle que ^ = ^xp^p P0111* a ̂  P? il existe un morphisme unique
v : X->B (noté lim yj tel que v^=u^v pour tout ael (T, 1.8). Ceci s'interprète de
la façon suivante : les u^ définissent canoniquement des applications

u^ : Hom(X, Ap)^Hom(X, AJ

qui définissent un système projectif d'ensembles (Hom(X, AJ, ïï^p), et (^J est par
définition un élément de l'ensemble lim Hom(X, AJ ; il est clair que X->lim Hom(X, AJ

a

est un fondeur contravariant de C dans Eus, et l'existence de la limite projective B équivaut
à dire que (^)->Hm Vy, est un isomorphisme de foncteurs en X

(8.1.9.1) limHom(X,AJ^Hom(X,B)

autrement dit que le foncteur X->lim Hom (X, AJ est représentable.
(8.1.10) Exemples. II : Objet final. Soient C une catégorie, {a} un ensemble réduit

à un seul élément. Considérons le foncteur contravariant F : C->Ens qui, à tout
objet X de C fait correspondre l'ensemble [a} et à tout morphisme X->X' dans C
l'unique application {^}—^{û}. Dire que ce foncteur est représentable signifie qu'il existe
un objet eeC tel que pour tout YeC, Hom(Y, e) ==Ae(Y) soit réduit à un élément; on
dit que e est un objet final de C, et il est clair que deux objets finaux de C sont isomorphes
(ce qui permet de définir, en général à l'aide de l'axiome de choix, un objet final de C
qu'on note alors Cç). Par exemple, dans la catégorie Ens, les objets finaux sont les ensembles
réduits à un élément; dans la catégorie des algèbres augmentées sur un corps K (où les
morphismes sont les homomorphismes d'algèbres compatibles avec les augmentations),
K est un objet final; dans la catégorie des S-préschémas (I, 2.5. i), S est un objet final.

(8.1.11) Pour deux objets X, Y d'une catégorie C, posons Ax(Y) ==Hom(X, Y)
et pour tout morphisme u : Y->Y', soit h^(u) l'application v->uv de Hom(X, Y) dans
Hom(X, Y') ; AX est alors un fondeur covariant C—^Ens, d'où l'on déduit comme dans
(8.1.2) la définition d'un foncteur covariant canonique A' : C°->Hom(C, Ens); un
foncteur covariant F de C dans Ens, autrement dit un objet de JEfoyn(C, Ens) est alors dit
représentable s'il existe un objet XeC (nécessairement unique à isomorphisme unique
près) tel que F soit isomorphe à Ax; nous laissons au lecteur le soin de développer les
considérations « duales » des précédentes pour cette notion, qui couvre cette fois celle
de limite indudive, et en particulier la notion usuelle de « solution de problème universel ».
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§ 8 PRÉLIMINAIRES

8.2. Structures algébriques dans les catégories.

(8.2.1) Étant donnés deux foncteurs contravariants F, F' de C dans En s, rappelons
que pour tout objet YeC, on pose (FxF') (Y) =F(Y) xF'(Y), et pour tout mor-
phisme u : Y->Y' dans C, on pose (F xF')(î/) ==F(î/) xF'(z/) qui est l'application
(^^(F^K^F^Kr)) de F(Y')xF'(Y') dans F(Y) xF'(Y); FxF' : C->Ens est
donc unfoncteur contravariant (qui n'est autre d'ailleurs que le produit des objets F, F' dans
la catégorie ffiw^C0, Ens)). Étant donné un objet XeC, nous appellerons loi de compo-
sition interne sur X un morphisme fonctoriel

(8.2.1.1) Yx •• AxXAx^Âx.

Autrement dit (T, 1.2), pour tout objet YeC, yx(Y) est une application
^x(Y) x ̂ x(Y) ""^xÇY) (donc par définition une loi de composition interne sur l'ensemble Ax(Y))
soumise à la condition que, pour tout morphisme u : Y-»Y' dans C, le diagramme

h^ (u) x h^ (u)
^(Y^XW) ————. Ax(Y)xAx(Y)

Yx(Y') ^(Y)

Âx(Y')
h^u)

Ax(Y)

soit commutatif; cela signifie que pour les lois de composition Yx(Y) et YxÇY')? ^x(^)
est un homomorphisme de ^(Y') dans Ax(Y).

De la même façon, étant donnés deux objets Z, X de C, on appelle loi de composition
externe sur X, ayant Z comme domaine d''opérateurs^ un morphisme fonctoriel

(8.2.1.2) cx)x7 '' AzXAx->Ax.

On voit comme ci-dessus que pour tout YeC, cox z(Y) est une loi de composition
externe sur Ax(Y), ayant Az(Y) comme domaine d'opérateurs, et telle que pour tout
morphisme u : Y->Y', h^(u) et h^(u) forment un dihomomorphisme de (Az(Y'), h^ÇY'))
dans (WWY)).

(8.2.2) Soit X' un second objet de C, et supposons donnée sur X7 une loi de
composition interne yx'5 nous dirons qu'un morphisme w : X->X' dans C est un
homomorphisme pour ces lois de composition, si pour tout YeC, A^(Y) : Ax(Y)->Âx'(Y)
est un homomorphisme pour les lois de composition Yx(Y) et Yx'(Y). Si X" est un troisième
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A. G R O T H E N D I E C K Chap. o

objet de C muni d'une loi de composition interne yx" et wt : X'->X" un morphisme
dans C qui est un homomorphisme pour YX' et yx"? il est clair que le morphisme
w'w : X->X" est un homomorphisme pour les lois de composition yx et ïx"- Un isomor-
phisme w : X2^X' dans C est appelé isomorphisme pour les lois de composition yx et ïx'
si w est un homomorphisme pour ces lois de composition, et si son morphisme réci-
proque w~1 est un homomorphisme pour les lois de composition yx7 et ïx-

On définit de la même manière les dihomomorphismes pour les couples d'objets de C
munis de lois de composition externes.

(8.2.3) Lorsqu'une loi de composition interne YX sur un objet XeC est telle
que Yx(Y) soit une 101 de groupe sur Ax(Y) pour tout YeC, on dit que X, muni de cette
loi, est un C-groupe ou un C-objet en groupes. On définit de même les C-anneaux,
C-modules, etc.

(8.2.4) Supposons que le produit XxX d'un objet XeC par lui-même existe
dans C; par définition, on a alors h^^==h^xh^ à un isomorphisme canonique près,
puisqu'il s'agit d'un cas particulier de limite projective (8.1.9); une loi de composition
interne sur X peut donc être considérée comme un morphisme fonctoriel yx : ̂ xxx->^X5
et détermine donc canoniquement (8.1.6) un élément ^HomÇXxX, X) tel que
A^==Yx? dans ce cas, la donnée d'une loi de composition interne sur X est donc équi-
valente à celle d'un morphisme XxX->X; lorsque C est la catégorie Ens, on retrouve
la notion classique de loi de composition interne sur un ensemble. On a un résultat
analogue pour une loi de composition externe lorsque le produit ZxX existe
dans C.

(8.2.5) Avec les notations précédentes, supposons en outre que X x X x X
existe dans C; la caractérisation du produit comme objet représentant un foncteur (8.1.9)
entraîne l'existence d'isomorphismes canoniques

(XxX)xX^XxXxX^Xx(XxX) ;

si on identifie canoniquement X x X x X à (X x X) X X, l'application Yx(Y) X Ih m
s'identifie à h^ ^i (Y) pour tout YeC. Il est par suite équivalent de dire que pour
tout YeC, la loi interne Yx(^0 est associative, ou que le diagramme d'applications

Yx(Y) x 1
Ax(Y)xAx(Y)xAx(Y) ———. Ax(Y)xAx(Y)

IXYx(Y) Yx(Y)

Ax(Y)xAx(Y)
YxW

Ax(Y)
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§ 8 PRÉLIMINAIRES

est commutatif, ou que le diagramme de morphismes

X x X x X S XxX

IvXC^

XxX x
est commutatif.

(8.2.6) Sous les hypothèses de (8.2.5)5 si on veut exprimer que pour tout YeC,
la loi interne Yx(Y) est une ^01 de groupe, il faut d'une part exprimer qu'elle est associative,
et de l'autre qu'il existe une application ocx(Y) : Âx(Y)-^Ax(Y) ayant les propriétés de
Y inverse dans un groupe; comme pour tout morphisme u : Y—-Y' dans C, on a vu que
h^(u) doit être un homomorphisme de groupes ^(Y^—^AxOOî on voit d'abord que
ocx : AX^^X (^olt etre un rnorphisme fonctoriel. On peut d'autre part exprimer les propriétés
caractéristiques de l'inverse s->s~1 dans un groupe G sans faire intervenir l'élément
neutre : il suffit d'écrire que les deux applications composées

{s, t)->{s, s-\ t)^{s, s-^^sis-H)
{s, t)->(s, s-\ t)->(s, ts-1)-^^-1^

sont égales à la seconde projection (J, t)->t de GxG dans G. En vertu de (8.1.3)3
on a ax=A^ , où a^eïîomÇK, X) ; la première condition précédente exprime alors
que le morphisme composé

XxX
(^x)^

X x X x X
l ^ X C x

XxX -> X

est la seconde projection XxX->X dans C, et la seconde condition se traduit de même.
(8.2.7) Supposons maintenant qu'il existe dans C un objet final e (8.1.10).

Supposons toujours que Yx(Y) soit une loi de groupe sur h^{Y) pour tout YeC, et
désignons par 7îx(Y) l'élément neutre de Yx(Y). Comme, pour tout morphisme u : Y—^Y'
dans C, h^(u) est un homomorphisme de groupes, on a 7îx(Y) = (^x(^)) (^xO^)) ; prenant
en particulier Y'==e, auquel cas u est Punique élément s de Hom(Y, e), on voit que
l'élément ^(e) détermine complètement 73x(Y) P0111' tout YeC. Posons ^x^^xW,
élément neutre du groupe Ax(X) =Hom(X, X) ; la commutativité du diagramme

W
Âx(e) -> Ax(Y)

^ ^(Y)

W ^ Âx(Y)h^

(cf. 8.1.2) montre que, dans l'ensemble Ax(Y), l'application A^(Y) n'est autre que
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12 A . G R O T H E N D I E C K Ghap. o

s->f]^(Y) transformant tout élément en l'élément neutre. On vérifie alors que le
fait que v^xOO solt élément neutre de Yx(^) pour tout YeC équivaut à dire que le
morphisme composé

(lx,lx) ^^x ^
X —^ XxX ——> XxX -> X,

et l'analogue où on permute ix et e^ sont tous deux égaux à i^.
(8.2.8) On pourrait bien entendu multiplier sans peine les exemples de struc-

tures algébriques dans les catégories. L'exemple des groupes a été traité avec assez
de détails, mais par la suite nous laisserons généralement au lecteur le soin de déve-
lopper des considérations analogues dans les exemples de structures algébriques que
nous rencontrerons.

§ 9. ENSEMBLES CONSTRUCTIBLES

9.1, Ensembles constructibles.

Définition (9.1.1). — On dit qu'une application continue f: X->Y est quasi-compacte
si pour tout ouvert quasi-compact U de Y, /"^(U) est quasi-compact. On dit qu'une partie Z d'un
espace topologique X est rétrocompacte dans X si l'injection canonique Z—^X est quasi-compacte^
autrement dit si pour tout ouvert quasi-compact U de X, UnZ est quasi-compact.

Une partie fermée de X est rétrocompacte dans X, mais une partie quasi-compacte
de X n'est pas nécessairement rétrocompacte dans X. Si X est quasi-compact, toute
partie ouverte rétrocompacte dans X est quasi-compacte. Il est clair que toute réunion
finie d'ensembles rétrocompacts dans X est rétrocompacte dans X, toute réunion finie
d'ensembles quasi-compacts étant quasi-compacte. Toute intersection finie d'ouverts
rétrocompacts dans X est un ouvert rétrocompact dans X. Dans un espace localement
noethérien X, tout ensemble quasi-compact est un sous-espace noethérien, et par suite
toute partie de X est rétrocompacte dans X.

Définition (9.1.2). — Étant donné un espace topologique X, on dit qu'une partie de X
est constructible si elle appartient au plus petit ensemble de parties S de X contenant toutes les parties
ouvertes rétrocompactes de 3" ^ stable par intersection finie et passage au complémentaire (ce qui
implique que 8r est aussi stable par réunion finie).

Proposition (9. i .3). — Pour qu'une partie de X soit constructible, il faut et il suffit qu'elle

soit réunion finie d'ensembles de la forme UnCv, où U et V sont des ouverts rétrocompacts dans X.
Il est clair que la condition est suffisante. Pour voir qu'elle est nécessaire, consi-

dérons l'ensemble ® des réunions finies d'ensembles de la forme UnCv où U et V sont
ouverts rétrocompacts dans X; il suffit de voir que tout complémentaire d'un ensemble de ®
appartient à (5. Soit donc Z == U (U^nCvj, où 1 est fini, U^ et V^ ouverts rétrocompacts

dans X; on a Ç^ï= ïï (V^uQu^), donc Z est réunion finie d'ensembles qui sont mter-
ieï ^sections d'un certain nombre des V^ et d'un certain nombre de C^, donc de la forme
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§ 9 PRÉLIMINAIRES i3

VnCU, où U est réunion d'un certain nombre des U, et V intersection d'un certain
nombre des V, ; mais on a remarqué plus haut que les réunions et intersections finies
d'ouverts rétrocompacts dans X sont des ouverts rétrocompacts dans X, d'où la conclusion.

Corollaire (9.1.4). — Toute partie constructible de X est rétrocompacte dans X.
Il suffit de montrer que si U et V sont ouverts rétrocompacts dans X, UnCv est

rétrocompact dans X; or, si W est ouvert quasi-compact dans X, WnUnCv est fermé
dans l'espace quasi-compact WnU, donc est quasi-compact.

En particulier :
Corollaire (9.1.5). — Pour qu'une partie ouverte U de X soit constructible, il faut et il

suffit qu'elle soit rétrocompacte dans X. Pour qu'une partie fermée F de X soit constructible, il faut
et il suffit que l'ouvert CF soit rétrocompact.

(9.1.6) Un cas important est celui où toute partie ouverte quasi-compacte de X
est rétrocompacte, autrement dit, où l'intersection de deux parties ouvertes quasi-
compactes de X est quasi-compacte (cf. I, 5.5.6). Lorsque X lui-même est quasi-
compact, cela signifie que les parties ouvertes rétrocompactes dans X sont identiques
aux parties ouvertes quasi-compactes de X, et les parties constructibles de X aux réunions
finies d'ensembles de la forme UnQv, où U et V sont ouverts quasi-compacts.

Corollaire (9.1.7). — Pour qu'une partie d'un espace noethérien X soit constructible, il
faut et il suffit qu'elle soit réunion finie de parties localement fermées de X.

Proposition (9.1.8). — Soient X un espace topologique, U une partie ouverte de X.
(i) Si T est une partie constructible de X, TnU est une partie constructible de U.
(ii) Supposons en outre U rétrocompact dans X. Pour qu'une partie Z de U soit constructible

dans X, il faut et il suffit qu'elle soit constructible dans U.
(i) Utilisant (9.1.3), on est ramené à montrer que si T est ouvert rétrocompact

dans X, TnU est ouvert rétrocompact dans U, autrement dit, pour tout ouvert quasi-
compact WcU,TnUnW==TnW est quasi-compact, ce qui résulte aussitôt de
l'hypothèse.

(ii) La condition étant nécessaire en vertu de (i), il reste à démontrer qu'elle est
suffisante. Compte tenu de (9.1.3), il suffit de considérer le cas où Z est ouvert rétro-
compact dans U, car il s'ensuivra alors que U — Z est constructible dans X, et si Z, Z'
sont deux ouverts rétrocompacts dans U, Zn(U-Z') sera bien constructible dans X.
Or, si W est ouvert quasi-compact dans X et Z ouvert rétrocompact dans U, on a
Z n W = Z n ( W n U ) et par hypothèse WnU est ouvert quasi-compact dans U; donc
WnZ est bien quasi-compact, et par suite Z est ouvert rétrocompact dans X, et a fortiori
constructible dans X.

Corollaire (9.1.9). — Soient X un espace topologique, (U^çi un recouvrement fini de X
formé d'ensembles ouverts rétrocompacts dans X. Pour qu'une partie Z de X soit constructible
dans X, il faut et il suffit que pour tout ici, ZnU, soit constructible dans U,.

(9.1.10) Supposons en particulier que X soit quasi-compact et que tout point
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de X admette un système fondamental de voisinages ouverts rétrocompacts dans X
(et a fortiori quasi-compacts); alors la condition pour une partie Z de X d'être construc-
tible dans X est de nature locale, autrement dit, il faut et il suffit que pour tout xeX,
il existe un voisinage ouvert V de x tel que VnZ soit constructible dans V. En effet,
si cette condition est vérifiée, il existe pour tout xeX un voisinage ouvert V de A: rétro-
compact dans X et tel que VnZ soit constructible dans V, en vertu de l'hypothèse sur X
et de (9.1.8, (i)); il suffit alors de recouvrir X par un nombre fini de ces voisinages,
et d'appliquer (9.1.9).

Définition (9.1.11). — Soit X un espace topologique. On dit qu'une partie T de X est
localement constructible dans X si, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert V de x tel que TnV
soit constructible dans V.

Il résulte aussitôt de (9.1.8, (i)) que si V est tel que VnT soit constructible
dans V, alors pour tout ouvert WcV, WnT est constructible dans W. Si T est locale-
ment constructible dans X, alors, pour tout ouvert U de X, TnU est localement
constructible dans U, comme il résulte de la remarque précédente. Cette même remarque
montre que l'ensemble des parties localement constructibles dans X est stable par réunion
finie et intersection finie; il est clair, d'autre part, qu'il est aussi stable par passage aux
complémentaires.

Proposition (9.1.12). — Soit X un espace topologique. Tout ensemble constructible dans X
est localement constructible dans X. La réciproque est vraie si X est quasi-compact et si sa topologie
admet une base formée d^ ensembles rétrocompacts dans X.

La première assertion résulte de la définition (9.1.11) et la seconde de (9.1.10).
Corollaire (9.1.13). — Soit X un espace topologique dont la topologie admet une base

formée d'ensembles rétrocompacts dans X. Alors toute partie T localement constructible dans X est
rétrocompacte dans X.

En effet, soit U un ensemble ouvert quasi-compact dans X; TnU est localement
constructible dans U, donc constructible dans U en vertu de (9.1.12), et par suite
quasi-compact en vertu de (9.1.4).

9.2. Ensembles constructibles dans les espaces noethériens.

(9.2.1) On a vu (9.1.7) que dans un espace noethérien X, les parties constructibles
dans X sont les réunions finies de parties localement fermées de X.

L'image réciproque d'un ensemble constructible dans X par une application continue
d'un espace noethérien X' dans X est constructible dans X'. Si Y est une partie
constructible d'un espace noethérien X, les parties de Y qui sont constructibles en tant
que sous-espaces de Y sont identiques à celles qui sont constructibles en tant que
sous-espaces de X.

Proposition (9.2.2). — Soient X un espace irréductible noethérien, E une partie constructible
de X. Pour que E soit partout dense dans X, il faut et il suffit que E contienne une partie
ouverte non vide de X.
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La condition est évidemment suffisante, tout ensemble ouvert non vide étant
n

dense dans X. Inversement, soit E==U(U,nF,) une partie constructible de X, les U,

étant ouverts non vides et les F^ fermés dans X; on a donc ÉcUF,. Par suite, si E=X,
i

X est égal à l'un des F,, donc EDU,, ce qui achève la démonstration.
Lorsque X admet un point générique x (Oj, 2. i. 2), la condition de (9.2.2) équivaut

à la relation xeE.

Proposition (9.2.3). — Soit X un espace noethérien. Pour qù'une partie E de X soit construc-
tible, il faut et il suffit que, pour toute partie fermée irréductible Y de X, En Y soit rare dans Y
ou contienne une partie ouverte non vide de Y.

La nécessité de la condition provient de ce que En Y doit être une partie construc-
tible de Y et de (9.2.2) , car une partie non dense de Y est nécessairement rare dans
l'espace irréductible Y (Oj, 2 .1 .1) . Pour prouver que la condition est suffisante, appliquons
le principe de récurrence noethérienne (Oj, 2 .2 .2) à l'ensemble ^ des parties fermées Y
de X telles que YnE soit constructible (par rapport à Y ou par rapport à X, ce qui
revient au même) : on peut donc supposer que pour toute partie fermée Y=t=X de X,
En Y est constructible. Supposons d'abord que X ne soit pas irréductible, et soient
X^ {î^i^m) ses composantes irréductibles, nécessairement en nombre fini (Oi ,2.2.5) ;
par hypothèse, les EnX^ sont constructibles, donc aussi leur réunion E. Supposons
ensuite que X soit irréductible; alors, par hypothèse, ou bien E est rare, donc E+X
et E=EnE est constructible; ou bien E contient un ouvert non vide U de E, donc est
réunion de U et de En(X—U); mais X—U est un ensemble fermé distinct de X,
donc En(X—U) est constructible; E lui-même est par suite constructible, ce qui achève
la démonstration.

Corollaire (9.2.4). — Soient X un espace noethérien, (E^) une famille filtrante croissante
de parties constructibles de X, telle que :

i° X est réunion de la famille (EJ.
2° Toute partie fermée irréductible de X est contenue dans U adhérence d^un des E^.
Alors il existe un indice a tel que X==E^.
Lorsque toute partie fermée irréductible de X admet un point générique, l9 hypothèse 2° peut

être supprimée.

Appliquons le principe de récurrence noethérienne (Oj, 2 . 2 .2 ) à l'ensemble 9JI des
parties fermées de X contenues dans l'un des E^ au moins; on peut donc supposer que
toute partie fermée Y =(= X de X est contenue dans un des E^. La proposition est évidente
si X n'est pas irréductible, car chacune des composantes irréductibles X^ de X (i^z'^m)
est contenue dans un E^., et il existe un E^ contenant tous les E^.. Supposons donc X irré-
ductible. Par hypothèse, il existe (3 tel que X=Ep, donc (9.2.2) E^ contient un ouvert
non vide U de X. Mais alors l'ensemble fermé X—U est contenu dans un Ey, et il
suffit de prendre E^ contenant Ep et Ey. Lorsque toute partie fermée irréductible Y de X
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admet un point générique j^, il existe a tel que J^E^, donc Y =={j^}cE^, et la condition 2°
est conséquence de i°.

Proposition (9.2.5). — Soient X un espace noethérien^ x un point de X, E une partie
constructible de X. Pour que E soit un voisinage de x, il faut et il suffit que pour toute partie fermée
irréductible Y de X contenant x; En Y soit dense dans Y {s'il existe un point générique y de Y,
cela signifie aussi (9.2.2) que j^eE).

La condition est évidemment nécessaire; prouvons qu'elle est suffisante. Appliquant
le principe de récurrence noethérienne à l'ensemble SR des parties fermées Y de X
contenant x et telles que En Y soit un voisinage de x dans Y, on peut supposer que toute
partie fermée Y=f=X de X contenant x appartient à 9JI. Si X n'est pas irréductible,
chacune des composantes irréductibles X^ de X contenant x est distincte de X, donc
EnX, est un voisinage de x par rapport à X^; par suite, E est un voisinage de x dans la
réunion des composantes irréductibles de X contenant x, et comme cette réunion est
un voisinage de x dans X, il en est de même de E. Si X est irréductible, E est dense dans X
par hypothèse, donc contient une partie ouverte non vide U de X (9.2.2) ; la proposition
est alors évidente si xeU', sinon, x est par hypothèse intérieur à En(X—U) par rapport
à X—U, donc l'adhérence dans X de X—E ne contient pas x, et le complémentaire
de cette adhérence est un voisinage de x contenu dans E, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (9.2.6). — Soient X un espace noethérien, E une partie de X. Pour que E soit
un ensemble ouvert dans X, il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X
rencontrant E, En Y contienne une partie ouverte non vide de Y.

La condition est évidemment nécessaire; inversement, si elle est vérifiée, elle
implique que E est constructible en vertu de (9.2.3). En outre, (9.2.5) montre que E
est alors voisinage de chacun de ses points, d'où la conclusion.

9.3. Fonctions constructibles»

Définition (9.3.1). — Soit h une application d^un espace topologique X dans un ensemble T.
On dit que h est constructible si h~l(t) est constructible pour tout teT, et vide sauf pour un nombre
fini de valeurs de t ; pour toute partie S de T, /^(S) est alors constructible. On dit que h est locale-
ment constructible si tout ;veX possède un voisinage ouvert V tel que h\V soit constructible.

Toute fonction constructible est localement constructible; la réciproque est vraie
quand X est quasi-compact et admet une base formée d'ensembles ouverts rétrocompacts
dans X (en particulier quand X est noethérien).

Proposition (9.3.2). — Soit h une application d^un espace noethérien X dans un ensemble T.
Pour que h soit constructible y il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X, il
existe une partie non vide U de Y, ouverte par rapport à Y, et dans laquelle h soit constante.

La condition est nécessaire : en effet, par hypothèse, h ne prend dans Y qu'un
nombre fini de valeurs ^, et chacun des ensembles A'^nY est constructible dans Y
(9.2.1); comme ils ne peuvent être tous des parties rares de l'espace Y, un d'eux au
moins contient un ensemble ouvert non vide (9.2.3).
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Pour voir que la condition est suffisante, appliquons le principe de récurrence
noethérienne à l'ensemble 3JÎ des parties fermées Y de X telles que la restriction h [Y
soit constructible; on peut donc supposer que pour toute partie fermée Y=(=X de X,
A | Y est constructible. Si X n'est pas irréductible, la restriction de h à chacune des
composantes irréductibles X, de X (en nombre fini) est donc constructible, et il résulte
alors aussitôt de la définition (9.3.1) que h est constructible. Si X est irréductible, il
existe par hypothèse une partie ouverte non vide U de X dans laquelle h est constante;
d'autre part, la restriction de A à X—U est constructible par hypothèse, et il en résulte
aussitôt que h est constructible.

Corollaire (9.3.3). — Soit X un espace noethérien dans lequel toute partie fermée irréductible
admet un point générique. Si h est une application de X dans un ensemble T telle que, pour tout teT,
À"1^) soit constructible, alors h est constructible.

En effet, si Y est une partie fermée irréductible de X et y son point générique,
Y^h~l{h{^)) est constructible et contient y, donc (9 .2 .2) cet ensemble contient une
partie ouverte non vide de Y, et il suffit d'appliquer (9.3.2).

Proposition (9.3.4). — Soient X un espace noethérien dans lequel toute partie fermée
irréductible admet un point générique, h une application constructible de X dans un ensemble ordonné.
Pour que h soit semi-continue supérieurement dans X, il faut et il suffit que pour tout jceX et toute
générisation (Oj, 2. i .2) x' de x, on ait h{x')^h{x).

La fonction h ne prend qu'un nombre fini de valeurs; dire qu'elle est semi-continue
supérieurement signifie donc que pour tout ^eX, l'ensemble E des j^eX tels que
h{y) ̂ h{x) est un voisinage de x. Par hypothèse, E est une partie constructible de X;
d'autre part, dire qu'une partie fermée irréductible Y de X contient x signifie que son
point générique^ est une générisation de x; la conclusion résulte alors de (9.2.5).

§ 10. COMPLÉMENTS SUR LES MODULES PLATS

Pour les démonstrations des propriétés énoncées sans démonstration dans les
n08 (10.1) et (10.2), nous renvoyons le lecteur à Bourbaki, Alg. comm., chap. II et III.

lo.i. Relations entre modules plats et modules libres.

(10.1.1) Soient A un anneau, 3 un idéal de A, M un A-module; pour tout
entier j&^o, on a un homomorphisme canonique de (A/3)-modules

(10 .1 .1 .1 ) 9, : {MISM^^yiy^^y^iy^M

qui est évidemment surjectif. Nous désignerons par gr(A) = ©y/S^4'1 l'anneau gradué
p-^o

associé à A filtré par les y, par gr(M) = @ yM/y^M le gr(A)-module gradué associé
p^sO

à M filtré par les yM; on a donc grp(A) ̂ y/y^, gr^(M) ̂ M/y^M; les <pp défi-
nissent un homomorphisme surjectif de gr (A)-modules gradués
(10.1.1.2) 9 : grQ(M)®^gr{A)^gr{M).
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(10.1.2) Supposons vérifiée Vune des hypothèses suivantes :
(i) 3 est niipotent;

(ii) A est noethérien, 3 est contenu dans le radical de A, et M est de type fini.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) M est un A-module libre.
b) M/3M == M®^(A/3) est un (A/3)-module libre, et Tor^M, A/3) =o.
c ) M/3M est un (A/3)-module libre et rhomomorphisme canonique (10 .1 .1 .2 )

est injectif (donc bijectif).

(10.1.3) Supposons que A/3 soit un corps (autrement dit que 3 soit maximal),
et que l'une des hypothèses (i), (ii) de (10. i .2) soit vérifiée. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) M est un A-module libre.
b ) M est un A-module projectif.
c ) M est un A-module plat.
d ) Tor^M.A/^o.
e ) L'homomorphisme canonique (10.1 .1 .2) est bijectif.

Ce résultat s'appliquera en particulier dans les deux cas suivants :
(i) M est un module quelconque sur un anneau local A dont l'idéal maximal 3 est

niipotent (par exemple un anneau local artinien).
(ii) M est un module de type fini sur un anneau local noethérien.

10.2. Critères locaux de platitude.

(10.2.1) Les hypothèses et notations étant celles de (10.1.1), considérons les
conditions suivantes :

a) M est un A-module plat.
b) M/3M est un (A/3)-module plat et Tor^M, A/3) = o.
c ) M/3M est un (A/3)-module plat et l'homomorphisme canonique (10 .1 .1 .2)

est bijectif.
d ) Pour tout n^ i, M^M est un (A/3^ -module plat.

On a alors les implications
a => b => c => d

et si 3 est niipotent, les quatre conditions a), b), c)^ d) sont équivalentes. Il en est de même
si A est noethérien et en outre si M est idéalement séparé, c'est-à-dire que pour tout idéal û
de A, le A-module û®^M est séparé pour la topologie 3-préadique.

(10.2.2) Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre commutative noethé-
rienne, 3 un idéal de A tel que 3B solt contenu dans le radical de B, M un K-module de
type fini. Alors, lorsque M est considéré comme A-module, les conditions a), b ) , c ) , d )
de ( i o. 2. i ) sont équivalentes.



§ io PRÉLIMINAIRES 19

Ce résultat s'applique surtout lorsque A et B sont des anneaux locaux noethériens,
rhomomorphisme A->B un homomorphisme local. Plus particulièrement, si 3 est alors
l'idéal maximal de A, on peut, dans les conditions b) et c ) , supprimer l'hypothèse que M/3M
est plat, qui est automatiquement vérifiée, et la condition d ) signifie que les
modules M/yM sont libres sur les A/y.

(10.2.3) Les hypothèses sur A, B, 3? M étant celles formulées au début de (10.2.2),
soient À le séparé complété de A pour la topologie g-préadique, M le séparé complété
de M pour la topologie ^B-préadique. Alors, pour que M soit un A-module plat,
il faut et il suffit que M soit un A-module plat.

(10.2.4) Soient p : A->B un homomorphisme local d'anneaux locaux noethériens,
k le corps résiduel de A, M, N deux B-modules de type fini, N étant supposé être A-plat.
Soit u : M->N un B-homomorphisme. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est injectifet Coker {u) est un A-module plat.
b) u®ï : M®^Â:->-N®^ est injectif.
(10.2.5) Soient p : A->B, a : B->C des homomorphismes locaux d'anneaux

locaux noethériens, k le corps résiduel de A, M un C-module de type fini. On suppose
que B est un A-module plat Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un B-module plat.
b) M est un A-module plat, et M®^k est un (B®^ k) -module plat.
Proposition (10.2.6). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A->B un

homomorphisme local, 3 un idéal de B contenu dans U idéal maximal, M un ^-module de type fini.
Supposons que pour tout n ̂  o, M^ = M/y +1 M soit un A-module plat. Alors M est un A-module plat.

Il faut prouver que pour tout homomorphisme injectif u : N'—^N de A-modules de
type fini, v= i®u : M^N'-^M^N est injectif. Or, M®^N' et M®^N sont des
B-modules de type fini, donc séparés pour la topologie 3-préadique (0;, 7.3.5) ; il suffit donc
de prouver que F homomorphisme î : (M(S^N')^-^(M0AN)^ pour les séparés complétés
est injectif. Or, on a v ==lim z^, où ^ est l'homomorphisme i®u : My/S^N'—^M^S^N;
comme par hypothèse M^ est A-plat, ^ est injectif pour tout n, donc il en est de même
de v, le foncteur lim étant exact à gauche.

Corollaire (10.2.7). — Soient A un anneau noethérien, B un anneau local noethérien,
p : A->B un homomorphisme, f un élément de l'idéal maximal de B, M un B-module de type fini.
Supposons que Vhomothétie f^ : x-^fx de M soit injective et que M//M soit un A-module plat.
Alors M est un A-module plat.

Posons M,:/'M pour i^o, comme/^ est injective, M,/M,^ est isomorphe
à MlfM, donc A-plat pour tout i^o; de la suite exacte

o -> MJM,+, -> M/M,.,, -> M/M, -> o

on tire par récurrence sur i que M/M, est A-plat pour tout i^o (Oj, 6 . 1 .2 ) ; on
peut donc appliquer (10.2.6). On peut aussi raisonner directement comme suit :
pour tout A-module N de type fini, M®^N est un B-module de type fini; comme/
appartient au radical n de B, la topologie f/)-adique sur M®^N est plus fine que la
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topologie u-adique, et on sait que cette dernière est séparée (Oi, 7.3.5). D'ailleurs, comme
M/M, est A-plat, on a fi(M®^)=ïm(M^•N^M®^)^Ker(M®^-^{M|M,)®^)
(GI, 6.1.2). Soient alors N un A-module de type fini, N' un sous-module de N, j : N'^N
l'injection canonique; dans le diagramme commutatif

M®^N' -> (M/M,)®^N'

1M®' IM/M,®'

M®AN -^ (M/M,)®^

^/M,®;' est injectif puisque M/M, est A-plat; on en conclut que
Ker(M®^N' -> M®^N) cKer(M®^N' -> (M/M,)®^N')

quel que soit i-, puisque l'intersection des seconds membres est réduite à o comme on
l'a vu plus haut, il en est de même du premier membre, et par suite M est A-plat.

Proposition (10.2.8). — Soient A un anneau noethérien réduit, M un A-module de type fini.
On suppose que pour toute A-algèbre B, qui est un anneau de valuation discrète, M®^B 'soit
un ^-module plat {donc libre ( 10 .1 .3 ) ) . Alors M est un A-module plat.

On sait que pour que M soit plat, il faut et il suffit que pour tout idéal maximal m
de A, Mn, soit un A^-module plat (O;, 6.3.3) ; on peut donc se borner au cas où A est local
(Oi, 1.2.8). Soient alors m l'idéal maximal de A, p. ( i ^ ; < r) ses idéaux premiers minimaux,
k le corps résiduel A/m. On sait (H, 7 .1 .7) qu'il existe pour chaque i un anneau de
valuation discrète B, ayant même corps des fractions K, que l'anneau intègre A/p,,
et dominant ce dernier. Posons M..=M®AB,. Par hypothèse, M. est libre sur B;, donc
on a, en désignant par A, le corps résiduel de B,

( I o-2-8-1) '-gA/M,®^-) == rgK/M,®B,K,-)

Mais il est clair que l'homomorphisme composé A^A/p,->B. est local, donc k
est une extension de k, et l'on a M,®B^ == M®AÂ:; = (M®AÀ)®^(, et par ailleurs
M;®B,Kf=M®AK;. L'égalité (10.2.8.1) entraîne donc

rgfc(M®AÂ:)=rgK/M®AK() pour K î < r
et comme A est réduit, on sait que cette condition entraîne que M est un A-module
libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 7).

io.3. Existence d'extensions plates d'anneaux locaux.

Proposition (10.3.1). — Soient A un anneau local noethérien, 3 son idéal maximal, k=A^
son corps résiduel. Soit K une extension du corps k. Il existe un homomorphisme local de A dans un
anneau local noethérien B, tel que B/gB soit k-isomorphe à K, et que B soit un A-module plat.

Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes.
(10.3.1.1) Supposons d'abord que K=A(T), où T est une indéterminée. Dans

l'anneau de polynômes A'=A[T], considérons l'idéal premier 3'=3A' formé des
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polynômes ayant leurs coefficients dans l'idéal 3 \ il est clair que A 73' est canoniquement
isomorphe à A[T]. Montrons que l'anneau de fractions B=A^ répond à la question;
c'est évidemment un anneau local noethérien dont l'idéal maximal fi==3B. En outre,
B/S== (A'/^)^ = Çk[T])y n'est autre que le corps des fractions K de k[T]. Enfin, B est
un A'-module plat et A' un A-module libre, donc B est un A-module plat (O;, 6.2.1).

( 10.3.i. a) Supposons ensuite que K.==k{t) ==k[t], où t est algébrique sur k, soit
fek[T] le polynôme minimal de t'y il existe un polynôme unitaire FeA[T] dont l'image
canonique dans k [T] soit/. Posons encore A'=A[T], et soit 3'l'idéal 3A'+(F) dans A'.
Nous allons voir que l'anneau quotient B=A7(F) répond cette fois à la question. Tout
d'abord, il est clair que B est un A-module libre, donc plat. L'anneau A737 est isomorphe
à (A73A/)/((3A/+ (F))/3A') =A[T]/(/) =K; l'image fi de 3' dans B est donc maximal
et on a évidemment £ ==3B. Enfin, B est un anneau semi-local, puisqu'il est un A-module
de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9)3 et ses idéaux
maximaux sont en correspondance biunivoque avec ceux de B/3B ([13], vol. I, p. 259);
ce qui précède prouve donc que B est un anneau local.

Lemme (10.3.1.3). — Soit (A^,/^) un système inductif filtrant Panneaux locaux, tel
que les f^ soient des homomorphismes locaux; soit m^ V idéal maximal de A^, et soit K^==A^/m^.
Alors A' = lim A^ est un anneau local dont m' = lim m^ est l'idéal maximal, et K == lim K^

le corps résiduel. En outre, si îTt^=îît^A^ pour À< pi, on a m'^m^V pour tout À. Si, de plus,
pour À< [L, A^ est un A^-module plat, et si tous les A^ sont noethériens, alors A' est noethérien et
est un A-^-module plat pour tout À.

Comme J^^(m^) cm^ pour X< [L par hypothèse, les m^ forment un système inductif,
et sa limite m' est évidemment un idéal de A'. En outre, si x ' ^ m ' , il existe À tel que
x ' =f^[x^) pour un x-^eA^ (f-^ : A-^—^A désignant l'homomorphisme canonique); puisque
x ' ^ m ' , on a nécessairement x^m^, donc x^ admet un inverser dans A^, et _/=A(A)
est l'inverse de x ' dans A', ce qui prouve que A' est un anneau local d'idéal maximal m';
l'assertion relative à K résulte aussitôt du fait que lim est un foncteur exact. L'hypothèse
m^===m^A^ signifie que l'application canonique Tn^®^^"^^ est surjective; la relation
m'^nt^A7 résulte donc encore de l'exactitude du foncteur lim et du fait qu'il commute
avec le produit tensoriel.

Supposons maintenant que pour ^<(JL, on ait rrt^=m^A^ et que A^ soit un A^-
module plat. Alors A' est un A^-module plat pour tout À, en vertu de (Oj, 6 .2.3); comme A'
et A^ sont des anneaux locaux et que m'==m^A', A' est même un A ̂ -module fidèlement
plat (Oi, 6.6.2). Supposons enfin, en outre, les A^ noethériens', les topologies m^-préadiques
sont alors séparées (Oi, 7.3.5); montrons qu'il en résulte d'abord que sur A7 la topologie
m'-adique est séparée. En effet, si x ' e A ' appartient à tous les m^ (^>o), il est l'image
d'un x^eA^ pour un certain indice (JL, et comme l'image réciproque dans A^ de m^^ m^A'
est Tît^ (Oi, 6 .6 . i ), x^ appartient à tous les m^, donc ^==0 par hypothèse, et par conséquent
x'==.o. Notons À' le complété de A' pour la topologie m'-adique; ce qui précède montre
que l'on a A'cA'. Nous allons montrer que A' est noethérien et A^-plat pour tout X; il en
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résultera que À' est A'-plat (Oi, 6.2.3), et comme m'A' =)= À', À' est un A'-module fidèlement
plat (Ci, 6.6.2)3 d'où. on conclura finalement que A' est noethérien (0^6.5.2), ce qui
achèvera la démonstration du lemme.

On a Â'^limA'/m'"; en raison de ce que A' est A^-plat, on a
n

m-ym'^1 = (în^mr1)^ = Wm^^K^^) == (mï/mr1)®^;

comme rn^/m^1 est un K^-espace vectoriel de dimension finie, m^/m'^1 est un K-espace
vectoriel de dimension finie pour tout n^-o. Il résulte donc de (0;, 7 .2 .12) et (Oj, 7.2.8)
que A' est noethérien. On sait en outre que l'idéal maximal de À' est m'A' et que Â'/m^Â'
est isomorphe à A'/m'"; comme A'/m'^ (A^my®^^A', A'/m^ est un (A^m;;)-module

plat (Oi, 6 .2 .1) ; le critère (10.2.2) est donc applicable à la A^-algèbre noethérienne À',
et montre que À' est A^-plat. C.Q.F.D.

(10.3.1.4) Abordons maintenant le cas général. Il existe un ordinal y et pour
tout ordinal À^y un sous-corps k^ de K contenant A:, tels que : i° Pour tout X<y, k-^^
soit une extension de k-^ engendrée par un seul élément; 2° Pour tout ordinal [L sans
prédécesseur, k^== U k^ 3° K=A^. Il suffit en effet de considérer une bijection Ç->^

de l'ensemble des ordinaux Ç^(3 (pour un p convenable) sur K, de définir k^ par
induction transfinie (pour X^(3) comme la réunion des k^ pour (JL<À si X n'a pas de
prédécesseur, et, si À = = v + i, comme Â^(^), où Ç est le plus petit ordinal tel que t^k^
y est alors par définition le plus petit ordinal ^ (3 tel que k^ = K.

Cela étant, nous allons définir, par récurrence transfinie, une famille d'anneaux
locaux noethériens A^ pour À^y? et des homomorphismes locaux f^ : A^->A pour
À^pi, vérifiant les conditions suivantes :

(i) (A^,/^) est un système inductif et A()==A.
(ii) Pour tout X, on a un Â;-isomorphisme A^/gA^Â^.

(iii) Pour À^[JI, A^ est un A^-module plat.
Supposons donc les A^ et les f^ définis pour À<[JL<Ç, et supposons en premier

lieu que Ç = = Ç + i , de sorte que k^=k^(t). Si t est transcendant sur k^ on définit Aç
suivant le procédé de (10.3. i. i) comme égal à (A^])^ r^; f^ est l'application canonique,
et pour Â<Ç, on prend ./^==/^°/^; la vérification des conditions (i) à (iii) est alors
immédiate, vu ce qui a été démontré en (10.3.1.1). Supposons ensuite t algébrique,
et soient h son polynôme minimal dans Â^[T], H un polynôme unitaire de A^[T] dont
l'image dans k^T] est A; on prend alors A^ égal à Aç[T]/(H), les/^ se définissant comme
précédemment; la vérification des conditions (i) à (iii) résulte alors de ce qui a été vu
en (10.3. i .2).

Supposons maintenant que Ç n'ait pas de prédécesseur; on prend alors pour Aç
la limite inductive du système inductif d'anneaux locaux (A^,/^) pour À<Ç; f^ est
définie comme l'application canonique pour X<^. Le fait que A^ soit local noethérien,
que les f^ soient des homomorphismes locaux, et les conditions (i) à (iii) pour À ̂  Ç

366



§ il PRÉLIMINAIRES 23

résultent alors de l'hypothèse de récurrence et du lemme (10.3.1.3). Cette construction
faite, il est clair que Panneau B=A^ vérifie l'énoncé de (10.3.1).

On notera qu'en vertu de (10.2.1, c ) ) , on a un isomorphisme canonique

(10.3.1.5) gr(A)®,K^gr(B).

D'autre part, on peut remplacer B par son complété ^B-adique B sans changer
les conclusions de (10.3.1), puisque B est un B-module plat (Oi, 7.3.3), donc un A-module
plat (QI, 6.2.1).

On a en outre démontré le
Corollaire (10.3.2). — Si K est une extension de degré fini, on peut supposer que B est

une A-algèbre finie.

§ ii. COMPLÉMENTS D'ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

11.1. Rappels sur les suites spectrales»

(11.1.1) Nous utiliserons dans la suite une notion de suite spectrale plus générale
que celle définie dans (T, 2.4); gardant les notations de (T, 2.4), nous appellerons
suite spectrale dans une catégorie abélienne C un système E formé des éléments suivants :

a) Une famille (E^) d'objets de C définis pourj&eZ, yeZ et r^2.
b) Une famille de morphismes d^ : E^E^^-^1 tels que ^+ r l^- r+ l^=o.

On pose Z,+l(E^)=Ker(^),B,+l(E^)==Im«p+ r ' î-7•+l), de sorte que

B^(E^)cZ^(E^)cE^

c ) Une famille d'isomorphismes a^ : Z,_^(E^)/B,^(E^) ̂ E^.
On définit alors pour A ^ r + i ? par récurrence sur A, les sous-objets B^(E^) et

Z^(E^) comme images réciproques, par le morphisme canonique E^-^E^/B^^E^)
des sous-objets de ce quotient identifié par a^ aux sous-objets B^(E^) et Z^(E^)
respectivement. Il est clair que l'on a alors, à un isomorphisme près

(n.i.i.i) Z,(E^)/B,(E^)=Er ' pour k^r+i

et, si on pose encore B^(E^) ==o et Z^(EM)=E^, on a les relations d'inclusion

(n. 1.1.2) o=B,(E^)cB^,(E^)cB^,(E^)c...
... cZ^(E^) cZ^(E^) cZ/E^) =E^.

Les autres éléments de la donnée de E sont alors :
d ) Deux sous-objets B^(Ef) et ZJE^) de E^ tels que l'on ait B^(E^) cZJEf)

et, pour tout k ̂ 2
B,(Er) CB,(E^) et Z,(EF) CZ,(E^).

On pose

(n.1 .1 .3) E^=Z,(Er)/B,(E^).
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e ) Une famille (E") d'objets de C, dont chacun est muni d'une filtration décroissante
(F^E^)^^. On désigne comme d'ordinaire par gr(E") l'objet gradué associé à l'objet
filtré E\ somme directe des gr^E^F^E^/F^+^E").

f) Pour tout couple (j^)eZxZ, un isomorphisme p^ : E^^gr^E^9).
La famille (E"), sans les filtrations, est appelée l'aboutissement de la suite spectrale E.
Supposons que la catégorie C admette des sommes directes infinies, ou que pour

tout r^-2 et tout neZ,, les couples (p, q) tels que p-\-q=n et E^+o soient en nombre
fini (il suffit qu'il en soit ainsi pour r==2) . Alors les E^^ S E^ sont définis, et en

p+q=n

désignant par d^ le morphisme E^—^E^4^ dont la restriction à E^ est d^ pour chaque
couple [p, q) tel que p+q==n, on a â^^W^^o, autrement dit (E^çz est un complexe E^
dans C, à opérateur de dérivation de degré +13 et il résulte de c ) que I-I^E^) est isomorphe
à E^i pour tout r^2.

(11.1.2) Un morphisme u : E->E' d'une suite spectrale E dans une suite spectrale
E'^E;^, E^) consiste en des systèmes de morphismes u^ : E^-^E;^, Mn : E'^^E'",
les u^ étant compatibles avec les filtrations de En et E^, les diagrammes

^
gPÎ _^ gp+r,ç-r+l

^ ^+^?-»-+1

Y Y

J7/P? _^ g'p+r,ç-r+l

r d^3 r

étant commutatifs; en outre, par passage aux quotients, u^ donne un morphisme
^:Z^,(E^)/B^,(E^)^Z^,(E^)/B^,(E^) et on doit avoir a^o^==^,oa^; enfin,
on doit avoir ^(B,(Ef)) cB^(E^), ^(Z,(E^)) cZ^(E^) ; par passage aux quotients,
u^ donne alors un morphisme u'^ : E^-^E^, et le diagramme

u^
E^ —————> E^

^ 3^

g, (E^î) ———. gr,(E^^)
g^^+î)

doit être commutatif.
Les définitions précédentes montrent, par récurrence sur r, que si les u^ sont

des isomorphismes^ il en est de même des u^ pour r ^ 2 ; si l'on sait en outre que
^(BJEj^)) =B^(E^) et ^(Z^E^)) ^Z^ÇE^) et que les ^n sont des isomorphismes,
alors on peut conclure que ^ est un isomorphisme.
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(n. 1.3) Rappelons que si (F^X))^ est une filtration (décroissante) d'un
objet XeC, on dit que cette filtration est séparée si inf (F^X)) ==o, discrète s'il existe
un p tel que F^X)^, exhaustive (ou co-séparée) si sup (F^(X)) ==X, co-discrète s'il
existe j& tel que F^X) =X.

Nous dirons qu'une suite spectrale E == (E^, E^) est faiblement convergente si l'on a
Boo(Ei î)=sup(B,(Er)),Z,(Ef)=inf(Z,(E^) (autrement dit les objets B,(E^) et

^ /c
Z^(E^) sont déterminés par les données a) à c ) de la suite spectrale E). Nous dirons que
la suite spectrale E est régulière si elle est faiblement convergente et si en outre :

i° Pour tout couple {p, q), la suite décroissante (Z^(E^))^ est stationnaire, l'hypo-
thèse que E est faiblement convergente entraîne alors Z^(E^=Z^(E^) pour k assez
grand (dépendant de p et q).

2° Pour tout n, la filtration (F^E^))^ de E" est discrète et exhaustive.
On dit que la suite spectrale E est co-régulière si elle est faiblement convergente

et si en outre :
3° Pour tout couple {p, q), la suite croissante (B^(Ef))^ est stationnaire, ce qui

entraîne B^(Ef) ==B,(Ef), et par suite E^==infE^.
4° Pour tout w, la filtration de E" est co-discrète.
Enfin, on dit que E est birégulière si elle est à la fois régulière et co-régulière, autrement

dit si on a les conditions suivantes :
a) Pour tout couple (j&, q), les suites (B,(Ef)),^ et (Z,(E^))^ sont stationnaires

et l'on a BJE^) =B,(Ef) et Z,(Ef) =Z,(Ef) pour ^ assez grand (ce qui entraîne
E^=ED.

^ Pour tout TZ, la filtration (F^E"))^^ est ûfwr^ et co-discrète (ce qu'on exprime
aussi en disant qu'elle est finie).

Les suites spectrales définies dans (T, 2.4) sont donc les suites spectrales bi-
régulières.

(11.1.4) Supposons que dans la catégorie C, les limites inductives filtrantes
existent et que le foncteur lim soit exact (ce qui équivaut à dire que l'axiome AB 5)
de (T, 1.5) est vérifié (cf. T, 1.8)). La condition que la filtration (F^X))^ d'un objet
XeC est exhaustive s'écrit alors aussi lim F^X) = X. Si une suite spectrale E est faible-

p-> — oo

ment convergente, on a B^(E^) == lim B^(Ef) ; si en outre u : E-.E' est un morphisme
k-^ oo

de E dans une suite spectrale E' de C faiblement convergente, on a ^(B^ (E^) ) = B^ (E^)
en raison de l'exactitude de lim. De plus :

Proposition (11.1.5). — Soient C une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives
filtrantes sont exactes, E, E' deux suites spectrales régulières de C, u : E—^E' un morphisme de
suites spectrales. Si les uî^ sont des isomorphismes, il en est de même de u.

Nous savons déjà (11.1.2) que les u^ sont des isomorphismes et que

^(Boo(Er))=B,(E^);
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l'hypothèse que E et E' sont régulières entraîne aussi ^(Z^E^)) =Z^(E^), et
comme u^ est un isomorphisme, il en est de même de u^; on en conclut donc que
gr^^9) est aussi un isomorphisme. Mais comme les filtrations des E" et des E^ sont
discrètes et exhaustives, cela entraîne que les i^ sont aussi des isomorphismes (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, th. i).

(n.1.6) II résulte de (11 .1 .1 .2) et de la définition (11.1.1.3) que si, dans une
suite spectrale E, on a E^==o, on a E^==o p o u r A ^ r e t E^==o. On dit qu'une suite
spectrale est dégénérée s'il existe un entier r^ 2 et, pour tout entier neZ, un entier q(n)
tel que E^'^o pour tout q^qÇn). On déduit d'abord de la remarque précédente
que l'on a aussi E^'^o pour k^r (y compris k=co) et q+q{n). En outre, la
définition de E^ montre que l'on a E^f^'q{n) == E;?-^ ?(^ ^ E est faiblement convergente,
on a donc aussi E^-^^^E^-^^; autrement dit, pour tout neZ, gr^E^o pour
p^q(n) et gr^^E^ ̂ E^-^'^. Si en outre la filtration de En est discrète et exhaustive,
la suite E est régulière et on a En=E^~q{n}fq{n) à un isomorphisme près.

(11.1.7) Supposons que dans la catégorie C les limites inductives filtrantes
existent et soient exactes, et soit (E^, u^) un système inductif (suivant un ensemble
d'indices filtrant) de suites spectrales de C. Alors la limite inductiue de ce système inductif
existe dans la catégorie additive des suites spectrales d'objets de C : il suffit pour le voir de
définir E^, d^, a^, Bj;Ef), Z^(Ef), En, F^E^ et (3^ comme limites inductives respectives
de E^,, ^,, a^, B,(E|^), Z,(E^), E^, F^E^) et p^; la vérification des conditions
de (i i. i . i) résulte de l'exactitude du foncteur lim dans C.

Remarque (il. i .8). — Supposons que la catégorie C soit la catégorie des A-modules
sur un anneau noethérien A (resp. sur un anneau A). Alors, les définitions de (11.1.1)
montrent que si pour un r donné, les E^ sont des A-modules de type fini (resp. de longueur
finie), il en est de même de tous les modules E^ pour s^r, ainsi que des E^. Si en outre
la filtration de l'aboutissement (E^ est discrète et co-discrète pour tout n, on en conclut que
chacun des E^ est aussi un A-module de type fini (resp. de longueur finie).

(11.1.9) Nous aurons à considérer des conditions assurant qu'une suite spectrale E
est birégulière de façon « uniforme » en p-{-q==n. On utilisera alors le lemme
suivant :

Lemme (11.1.10). — Soit (E^) une famille d'objets de C liés par les données a), b), c)
de (i i. 1.1). Pour un entier fixé n, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) 7/ existe un entier r(n) tel que pour r^ r(n), p-{-q==n ou p-\-q==n—i, les mor-
phismes d^ soient tous nuls.

b) II existe un entier r(n) tel que pour p + q = n ou p + q = n + i, on ait B^Ej^) == B^(Ej^)
pour s^r^r(n).

c) // existe un entier r(n) tel que pour p + q == n ou p + q = n— i, on ait Z^(E^) == Zg(E^)
pour s^-r'^r(n).

d) // existe un entier r(n) tel que pour p^-q==n, on ait B^(E^) ^B^E^) et
Z,(ED=Z,(Er) pour sWr{n\
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En effet, d'après les conditions a), b), c ) de (i i . i . i), dire que Z,.^(E^) = Z,(Ef)
équivaut à dire que rf^=o, et dire que B/Ej4-^-7'4-1) ̂ B^^E^^-'4-1) équivaut aussi
à dire que ûf^==o; le lemme résulte aussitôt de cette remarque.

11.2. La suite spectrale cTun complexe filtré»

(n. 2.1) Étant donnée une catégorie abélienne C, nous conviendrons de désigner
par des notations telles que K' les complexes (K^çz d'objets de C dans lesquels l'opérateur
de dérivation est de degré +15 par des notations telles que K. les complexes (K,),çz
d'objets de C dans lesquels l'opérateur de dérivation est de degré —i . A tout complexe
K'== (K^) dont l'opérateur de dérivation d est de degré +i, on peut associer un complexe
K;==(K,') en posant K^K"', l'opérateur de dérivation K^K^i étant l'opérateur
d : K^-^K"14'1; et vice versa, ce qui permettra suivant les circonstances de considérer
l'un ou l'autre type de complexes et de traduire tout résultat pour l'un des types en
résultats pour l'autre. Nous désignerons de même par des notations telles que K/'^K.^)
(resp. K..==(K^)) des bicomplexes d'objets de C dans lesquels les deux opérateurs de
dérivation sont de degré +1 (resp. — i ) ; on passe encore de l'un à l'autre type en
changeant les signes des indices, et on a des notations et remarques analogues pour des
multicomplexes quelconques. La notation K" ou K. sera aussi utilisée pour des objets
gradués de C, de type Z, qui ne sont pas nécessairement des complexes (ou que l'on peut
considérer comme tels pour des opérateurs de dérivation nuls) ; par exemple, nous écrirons
H'(K') = (ïP(K'))^çz la cohomologie d'un complexe K" dont l'opérateur de dérivation
est de degré + ̂  P^ H.(K.) = (H,(K.)),çz Vhomologie d'un complexe K. dont l'opérateur
de dérivation est de degré — i ; quand on passe de K' à K^ par l'opération décrite ci-dessus,
on a H^K^-H-^K-).

Rappelons à ce propos que pour un complexe K* (resp. K.), nous écrirons en
général Z^K^Ker^-^K14-1) (« objet des cocycles ») et B^K^ImÇK1-1-^)
(« objet des cobords ») (resp. Z^(K.) ==Ker(K^K,_^) (« objet des cycles ») et
B,(K.)=:Im(K^->K,)) (« objet des bords »)) de sorte que H^K-) =Z^(K•)/B^(K•)
(resp. H,(K.)=Z,(K.)/B,(K)).

Si K'==(K') (resp. K.=(K,)) est un complexe dans C, et T : €->€' un
foncteur de C dans une catégorie abélienne C7, nous désignerons par T(K') (resp. T(KJ)
le complexe (T(K1)) (resp. (T(K,))) dans C'.

Nous ne revenons pas sur la définition des 'à-foncteurs (T, 2 . 1 ) 3 sauf pour signaler
que nous dirons aussi ^-foncteur au lieu de ^-foncteur lorsque le morphisme 8 diminue
le degré d'une unité, le contexte devant chaque fois préciser ce point s'il peut y avoir
doute.

Enfin, nous dirons qu'un objet gradué (A^çz de C est limité intérieurement (resp.
supérieurement) s'il existe ÎQ tel que A^==o pour KÎQ (resp. i>io).

(11.2.2) Soit K' un complexe de C dont l'opérateur de dérivation d est de
degré +i, et supposons-le muni d'une filtration F(K*) = (F^K'))^ formé de sous-
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objets gradués de K', autrement dit F^K") == (K'nF^K/)),^; en outre, on suppose
que ^(F^K')) cF^K') pour tout peZ. Rappelons alors rapidement comment on
définit fonctoriellement une suite spectrale E(K') à partir de K' (M, XV, 4 et G, I, 4.3).
Pour r>2, le morphisme canonique FP(K•)/FP+r(K•)-^FP(K•)/FP+l(K•) définit un
morphisme pour la cohomologie

HP+î(FP(K•)/F ; î+r(K•))-^HP+^(F7?(K•)/Fy+l(K•))

On désigne par Z^(K') l'image de ce morphisme. De même, de la suite exacte

o-^F;î(K•)/FP+l(K•)->FP-r+l(K•)/FP+l(K•)->F;)-r+l(K•)/Fy(K•)-^o

on déduit par la suite exacte de cohomologie un morphisme

Hy+^- l(F^-r+ l(K•)/FP(K•))-^?+?(FP(K•)/FP+l(K•))

et on désigne par B^(K') l'image de ce morphisme; on montre que B^(K") cZ^(K')
et on prend E^K-y^Z^K^/B^K-); nous ne préciserons pas la définition des d^,
ni des a^9.

On notera ici que tous les Z^(K*) et B^(K'), pour p, q fixés, sont des sous-objets
du même objet IP+^F^K^/F^^K-)), que l'on note Zf(K-); on pose Bf^K-^o,
de sorte que les définitions précédentes pour Z^K*) et B^(K') s'appliquent aussi
pour r=i ; on pose encore Ef^K') ^Zf^K*). On définit encore les d^ et a^ de sorte
que les conditions de (11.1.1) soient vérifiées pour r==î. On définit d'autre part les
sous-objets Z^(K'), image du morphisme

H^+?(FP(K•))->?+g(F Î )(K•)/FJP+ l(K•))=Ef?(K•)

et B^(K*), image du morphisme
?+?- l(K•/FP(K•))->HP+g(FP(K•)/FP+ l(K•))=Ef?(K•)

déduit comme ci-dessus d'une suite exacte de cohomologie. On prend pour Z^E^K'))
et B^(E^(K-)) les images canoniques dans E^(K-) de Z^(K-) et B^(K-).

Enfin, on désigne par F^H^K")) l'image dans ]-?(!$/) du morphisme
H^F^K-^—H^K-) provenant de l'injection canonique F^K^-^K-; par la suite
exacte de cohomologie, c'est aussi le noyau du morphisme Hn(K•)->Hn(K•/FP(K')).
On définit ainsi une filtration sur E^K') ==!?(]$/) ; nous ne donnerons pas non plus
ici la définition des isomorphismes (3 .̂

(n. 2.3) Le caractère fonctoriel de E(K") doit s'entendre de la façon suivante :
étant donné deux complexes^/^j K', K'* de C, et un morphisme de complexes u : K*->K''
compatible avec les filtrations, on en déduit de façon évidente les morphismes u^ (pour r^ i)
et u71, et on montre que ces morphismes sont compatibles avec les ûf^, a^3 et ^pq au sens
de (11.1.2), donc définissent bien un morphisme E(z/) : E(K')->E(K/*) de suites
spectrales. En outre, on montre que si u et v sont des morphismes K'—^K/* du type
précédent, homotopes d9 ordre ^A, alors u^^v^ pour r>k et ^^^ pour tout n (M,
XV, 3.1).
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(il. 2.4) Supposons que dans C les limites inductives filtrantes soient exactes.
Alors, si la filtration (F^K')) de K" est exhaustive, il en est de même de la filtration
(F^H^K*))) pour tout n, car on a par hypothèse K* == lim F^K*) et l'hypothèse sur C

p-> —oo

entraîne que la cohomologie commute aux limites inductives. En outre, on a, pour la
même raison, B^E^(K-)) =sup B,(E^(K-)). On dit que la filtration (F^K-)) de K-

k

est régulière si pour tout n il existe un entier u{n) tel que H^F^K')) =o pour p>u(n).
Il en est ainsi en particulier lorsque la filtration de K* est discrète. Lorsque la filtration
de K' est régulière et exhaustive, et que les limites inductives filtrantes dans C sont
exactes, on montre (M, XV, 4) que la suite spectrale E(K') est régulière.

11.3. Les suites spectrales d'iin bicomplexe.

(n. 3.1) En ce qui concerne les conventions relatives aux bicomplexes, nous
suivons celles de (T, 2.4) plutôt que celles de (M), les deux dérivations d ' , à" (de
degré + i) d'un tel bicomplexe K" = (K^) étant donc supposées permutables. Supposons
vérifiées Y une des deux conditions suivantes : i° Les sommes directes infinies existent dans C;
2° Pour tout yzeZ, il n'y a qu'un nombre fini de couples (p, q) tels que p-}-q==n et
K^ 4= o. Alors, le bicomplexe K" définit un complexe (simple) (K'^ç z, avec K^ = 2 K^,

i+j=n

l'opérateur de dérivation d (de degré +i) de ce complexe étant donné par
dx = d ' x + (— i^d^x pour xeK^. Lorsque nous parlerons par la suite du complexe (simple)
défini par un bicomplexe K", il sera toujours sous-entendu que l'une des conditions précédentes
est satisfaite. On adoptera des conventions analogues pour les multicomplexes.

On désigne par K1'- (resp. K^) le complexe simple (K^.çz (resp. (K^çz), par
Zfi(K^), Bfi(K1'-), H^K1'-) (resp. Z^K-'Q, Bf(K-'0, Hf(K-'Q) ses^8 objets des cocycles,
des cobords et de cohomologie respectivement; la dérivation d ' : K^^K'4"1'* est un
morphisme de complexes, qui donne donc un opérateur dans les cocycles, les cobords
et la cohomologie,

^•.Zf^^-^Z^K^11-)
^.•Bf^-Î^B^K^1-)
df:ïl^K^)-^ïl^Ki+l-)

et il est clair que pour ces opérateurs, (Z^IC'-))^, (Bfi(K^)),^ et (H^(K^)),çz sont
des complexes; nous désignerons le complexe (H^K1'-))^ par Hn(K-), ses q^ objets
de cocycles, de cobords et de cohomologie par ZKHfi(K-)), BKHfi(K-)) et HKH^K-)).
On définit de même les complexes Hf(K") et leurs objets de cohomologie H^(Hf(K")).
Rappelons d'autre part que H^K") désigne le n6 objet de cohomologie du complexe
(simple) défini par K".

(11.3.2) Sur le complexe défini par un bicomplexe K", on peut considérer deux
filtrations canoniques (Ff(K")) et (Ffi(K")) données par
(n.3.2.1) F?(K-)=( S K^,, F^(K-)=( S K^

i+j==n,i^p i+j=n,j^p
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qui, par définition, sont bien des sous-objets gradués du complexe (simple) défini par K*',
et font donc de ce complexe un complexe filtré; par ailleurs, il est clair que ces filtrations
sont exhaustives et séparées.

Il correspond à chacune de ces filtrations une suite spectrale (11 .2 .2 ) ; nous
désignerons par 'E(K") et ^(K") les suites spectrales correspondant à (Ff(K*')) et
(Ffj(K")) respectivement, dites suites spectrales du bicomplexe K", et ayant toutes deux
pour aboutissement la cohomologie (H^K")). On montre en outre (M, XV, 6) que
l'on a

(n. 3.2.2) ^(K-^^H^Hf^K-)), "E^(K") =H^(H?(K-)).

Tout morphisme u : K/*—^K'** de bicomplexes est ipso facto compatible avec les
filtrations de même type de K*' et K/", donc définit un morphisme pour chacune des
deux suites spectrales; en outre, deux morphismes homotopes définissent une homotopie
d'ordre ^i des complexes (simples) filtrés correspondant, donc le même morphisme pour
chacune des deux suites spectrales (M, XV, 6.1).

Proposition (11.3 .3) . — Soit K*'==(K17) un bicomplexe dans une catégorie abélienne C.
(i) S'il existe io et JQ tels que K^==o pour i<^io ou j<j'o (resp. i>io ou j^>jo), les

deux suites spectrales 'E(K") et '^(K/*) sont birégulières.
(ii) S'il existe ÎQ et i^ tels que K^==o pour i<io ou i>i^ (resp. s'il existe JQ et j^ tels

que K^==o pour j<jo ou j>ji) les deux suites spectrales 'EÇK*') et "EÇK*") sont birégulières.
Supposons en outre que dans C les limites inductives filtrantes existent et soient exactes. Alors :
(iii) S'il existe io tel que ^==0 pour i>io (resp. s'il existe JQ tel que ^==0 pour

J<J'o), ^ suite 'E(K-) est régulière.
(iv) S'il existe io tel que K^=o pour i<io (resp. s'il existe JQ tel que 1^=0 pour

j>jo), la suite "E(K") est régulière.
La proposition résulte aussitôt des définitions (11.1.3) et de (11.2.4), ainsi que

des observations suivantes relatives à la filtration Fj (et des observations analogues qu'on
en déduit pour F^ en échangeant les rôles des deux indices dans K") :

i° S'il existe io tel que K^==o pour i>io, la filtration Fi(K*') est discrète.
2° S'il existe io tel que K^=o pour i<io, la filtration Fi(K") est co-discrète. On

en déduit aussitôt qu'il en est de même de la filtration correspondante F^H^K")) pour
tout n\ en outre, la définition de B^ correspondant à la filtration Fi(K") (11.2.2) montre
que pour tout couple (j&, y), la suite (B^)^^ est stationnaire.

3° S'il existe jo tel que K^ = o pour j'<jo, on a

FÏ^K-)^ 2 K^)==o
i+j=n

dèsquep+r+jo>n, donc Z^=Z^(E^) pour r>q—jo+î; d'autre part, H^F^K-))^
pour p>n—jo+î.

4° S'il existe jo tel que K*7 = o pour j^>jo, on a

Fr^^K-)^ S 1^)== 2 K^
i+j=n i+j==n
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dès que p — r+1 +jo< n, donc B^ = B^ (E^) pour r<jo — q + i ; d'autre part,
H^FrÇK-))^^^-) pour p+j,<n-i.

(11.3.4) Supposons que le bicomplexe K"=(Kt?) soit tel que 1^=0 pour
i<o ou j<o. On sait qu'on peut alors définir pour tout peî un« edge-homomorphisme»
canonique
(n.3.4.1) 'E^K-^^H^K-)

(M, XV, 6). Rappelons rapidement que cela est dû, d'une part à ce que l'on a dans
la suite spectrale ^(K.-), Z^Z^Z^K-)) pour 2^r^+oo, et de l'autre au fait
que H^Ff^K-))^, si bien que l'isomorphisme (B^0 : 'E^H^F^/H^F^) donne
un homomorphisme 'E^-^H^ÇF^K-)) ->IP(K") ; l'égalité de tous les Zf permet alors
de définir des homomorphismes canoniques 'E^-^'E^0 pour r0, et en particulier
un homomorphisme 'E^-^'E^, d'où par composition l'edge-homomorphisme
'E|?°->I-P(K*') ; en outre, on vérifie aussitôt que, à la classe mod. B^° d'un élément
^eZ^(K'*) cK^0 tel que rf'^==o, l'edge-homomorphisme ainsi défini fait correspondre
dans 'E^ la classe de ^ mod. B^, puis à cette dernière la classe de cohomologie de ^
dans IP(K*'). On voit donc finalement que l'edge-homomorphisme (11.3.4.1) provient,
par passage à la cohomologie, de l'injection canonique Z^(K")->K" (où K" est considéré
comme complexe simple). On interprète naturellement de même l'edge-homomorphisme
(n.3.4.2) "E^K-^H^K")

comme provenant de l'injection canonique ZÎ(K")-^K".
(11.3.5) Soit maintenant K.. = (K,) un bicomplexe de C dont les deux opé-

rateurs de dérivation sont de degré —i. Nous écrirons alors K^ . (resp. K. ,) le complexe
simple (K,,),^ (resp. (K,,)^), H^(KJ (resp. H^(KJ) son p6 objet d'homologie,
FÇ(KJ (resp. H^(KJ) le complexe (H^(K,.))^ (resp. (H^(KJ)^), H^H^K.))
(resp. H^H^K..))) son (f objet d'homologie; notations analogues pour les objets des
cycles et objets des bords; enfin, H^(K..) désignera (lorsqu'il existe) le n6 objet d'homologie
du complexe simple (à opérateur de dérivation de degré —i) défini par K...

Soit K./"=(K.f^1) avec K/^==K_^_y le bicomplexe à opérateurs de dérivation
de degrés +i associé à K..; par définition, les suites spectrales de K., sont celles de K/",
que l'on écrit 'E(K..) et "EÇK..), où l'on change toutefois les notations, en posant

-E^KJ ̂ E^-^K-), -E^KJ ^''E^-^K-)

pour 2^r^oo. Avec ces notations, on a
'E^(K.) =H^(H^(K.)), "E^(KJ =H^(H^K..)).

Pour éviter des erreurs de signe, il sera en général préférable, pour les relations
entre ces suites spectrales et leur aboutissement, de revenir au complexe K/'*. Notons
toutefois les critères correspondant à (11.3.3) :

(n. 3.6) Les suites spectrales 'E(K..) et "E(K..) sont birégulières dans les cas
suivants : a) II existe z'o et jy tels que K^==o pour î>z'o ou pourj>j'o (resp. pour Ki^
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ou pour j<.jo); b) II existe ÏQ et ^ tels que K^==o pour K.IQ et z>î'i; ̂  II existe jo etj\
tels que K^.=o pour j<jo et j>^.

La suite 'E(K..) est régulière s'il existe î'o te! q^ K-^=o pour î<îo3 ou s'il existe jo
tel que K^.=o pourj>jo.

La suite ^(K..) est régulière s'il existe î'o te^ q^ îs-y^o pour î>î'o5 ou s'il existe jo
tel que K^==o pour J<JQ.

11.4. Hypercohomologie d'un foncteur par rapport à un complexe K'.

(n. 4.1) Soit C une catégorie abélienne; rappelons que l'on appelle résolution
droite (ou cohomologique) d'un objet A de C un complexe d'objets de C, dont l'opérateur
de dérivation est de degré +1?

o-^L^L^L2...

muni d'un morphisme s : A->L° dit augmentation de la résolution (et que l'on peut
considérer comme un morphisme de complexes

o -> A —^ o -> o -> . . .

y Y y

o -^ L° -> L1 -̂  L2 -> . . . )
tel que la suite

o-^A-^L°->L1-^...

soit exacte; de même une résolution gauche (ou homologiquè) de A est un complexe
o<-Lo<-Li<-... d'objets de C dont l'opérateur de dérivation est de degré —i, muni
d'une augmentation e : Lo->A, de sorte que la suite

O<-A<--LO^-LI<-. ..
soit exacte.

Lorsqu'une résolution droite (LJ^g d'un objet A est telle que L^ = o pour i ̂  n + i,
on dit que cette résolution est de longueur ^ n. On définit de même une résolution gauche
de longueur ^n. Une résolution qui est de longueur ^n pour un entier n est dite finie.

Une résolution de A est dite projective (resp. injective) si les objets de C autres que A
qui la composent sont projectifs (resp. injectifs). Lorsque C est la catégorie des modules
(à gauche par exemple) sur un anneau, on dira de même qu'une résolution de A est
plate (resp. libre) lorsque les modules autres que A qui la composent sont plats (resp. libres).

(11.4.2) Soit K'=(K')^z un complexe d'objets de C, dont l'opérateur de déri-
vation est de degré +i-

On appelle résolution de Cartan-Eilenberg droite de K' le couple formé d'un bicomplexe
L^^L'7) à opérateurs de dérivation de degré +i? avec L'^o pourj<o, et d'un
morphisme de complexes simples s : K'-^L*'0, de façon que les conditions suivantes
soient remplies :
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(i) Pour chaque indice i, les suites

o-^K^L^D'1-^...

o-^B\K-) -^Bi(L-'°) ^Bl(L-'1) -^...
o-^Z^K-) -^Zl(L-'°) ->Zî(L-1) -^...
o-^H^K^-^HKL-'^-^HKL-'1)-^...

sont exactes, autrement dit (L11-), (Bi(L-)), (ZI(L-)) et (H^L-)) sont respectivement
des résolutions de K\ B^K-), Z^K-) et H^K-).

(ii) Pour chaque y, le complexe simple I/'^ est scindé, autrement dit, les suites
exactes

(n •4-2.1) o^BKL-'O-^ZKL-'O-^HKL-Q-^o
(11.4.2.2) o^Z^L-'Q^L^B^L-'Q-.o
sont scindées.

On prouve (M, XVII, 1.2) que si tout objet de C est sous-objet d'un objet injectif,
tout complexe K' de C admet une résolution de Gartan-Eilenberg injective, c'est-à-dire
formée d'objets injectifs I}7 (la condition (ii) ci-dessus entraîne alors que les B^L'17),
Zî(L*'7) et H^L'^) sont aussi des objets injectifs). En outre, pour tout morphisme
/: K'-^K" de complexes de C, toute résolution de Cartan-Eilenberg L" de K' et toute
résolution injective de Cartan-Eilenberg L'" de K", il existe un morphisme de bicomplexes
F : L"->L"' compatible avec/et les augmentations, et si/et g sont deux morphismes
homotopes de K' dans K/*, les morphismes correspondants de L" dans !/•• sont homotopes
(loc. cit.).

Lorsque K* est limité inférieurement (resp. supérieurement), on peut prendre L" tel
que ^'=0 pour i<io (resp. i>io) si K'=o pour i<i^ (resp. i>io) (M, XVII, 1.3).

Supposons d'autre part qu'il existe un entier n tel que tout objet de C admette une
résolution injective de longueur ^n\ alors on peut supposer que l'on a ^=0 pour j> n
(M, XVII, 1.4).

(n. 4.3) Soit maintenant T un fondeur covariant additif de C dans une catégorie
abélienne C\ Étant donnés un complexe K* de C et une résolution de Cartan-Eilenberg
injective L" de K', supposons que le complexe (simple) défini par le bicomplexe T(L")
existe (cf. 11.3.1); alors les deux suites spectrales 'E^I/')) et "E(T(L")) de ce
bicomplexe sont dites suites spectrales d'hypercohomologie de T par rapport au complexe K* ;
en vertu de (11.4.2) et (11.3.2), elles ne dépendent effectivement que de K- et non de
la résolution de Cartan-Eilenberg injective L" choisie; en outre, elles dépendent foncto-
nettement de K\ Elles ont un même aboutissement H'(T(L")) appelé encore Vhypercohomo-
logie de T par rapport à K*, et noté R'T(K*). On montre que les termes Eg des deux
suites spectrales précédentes sont donnés par

(II.4-3-1) 'E^H^R^K-))
(n.4-3-2) "Ef^R^T^^K-))
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R^T désignant comme d'ordinaire le p6 fondeur dérivé de T pour peZ', RTÇK*) désigne
le complexe (R^TÇK'))^- Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons désor-
mais que tout objet de C est sous-objet d'un objet injectifde C, de sorte que les résolutions
de Cartan-Eilenberg injectives existent pour tout complexe de C. Gomme 1^=0 pour
j<o, les critères de (11.3.3) montrent que les deux suites spectrales d'hypercohomologie
de T par rapport à K* existent et sont birégulières dans chacun des deux cas suivants :
i° K* est limité inférieurement; 2° Tout objet de C admet une résolution inj écrive de
longueur au plus égale à un entier n (indépendant de l'objet considéré). En effet, dans
le premier cas, on peut supposer (11.4.2) qu'il existe ÏQ tel que 1^=0 pour i<io et
dans le second qu'il existe j\ tel que 1^=0 pour j>j\; dans chacun des deux cas, il
est clair en outre que pour n donné, il n'y a qu'un nombre fini de couples (i, j) tels que
L^+oet i-}-j=n, ce qui établit nos assertions.

Lorsqu'on suppose que dans C" les limites inductives filtrantes existent et sont
exactes (ce qui implique en particulier l'existence dans C' des sommes directes infinies),
alors le complexe défini par le bicomplexe T(L") existe, et le critère (11.3.3) montre
que la suite 'E(T(L'")) est toujours régulière.

Lorsque K" est un complexe dont tous les termes K' sont nuls sauf un seul K'°,
R^^K') est isomorphe à R^^T^K'0), ainsi qu'il résulte aussitôt des définitions en prenant
une résolution de Cartan-Eilenberg L" telle que L^y==o pour i+z'o.

Si K' et K'* sont deux complexes de C, /, g deux morphismes homotopes de R'
dans K", alors les morphismes R'T(K')-^R'T(K") déduits de/et g sont identiques,
et il en est de même pour les morphismes des suites spectrales de cohomologie.

Proposition (11 .4 .5) . — Supposons que dans C' les limites inductives filtrantes existent et
soient exactes. Si R^^T^K^^o pour tout n>o et tout zeZ, on a des isomorphismes fonctoriels

(n.4.5. i ) R^K-^HTHK-)) (zeZ).

En effet, les seuls termes Eg non nuls de la première suite spectrale (11.4.3.1)
sont alors 'EJ^H^TÇK/)) ; autrement dit, cette suite est dégénérée', comme elle est
régulière (11.4.4), la conclusion résulte de (i i. i .6).

(n. 4.6) Considérons maintenant, par exemple, un bifoncteur covariant
(M, N)->T(M, N) de C X C ' dans C", C, C', C" étant trois catégories abéliennes;
on suppose, pour simplifier, T additif en chacun de ses arguments, et en outre que tout
objet de C et tout objet de C' sont sous-objets d'un objet injectif, et que les limites inductives
filtrantes existent dans C" et sont exactes. On définit alors Y hypercohomologie de T par
rapport à deux complexes K', K'* de C et C' respectivement, à opérateurs de dérivation
de degré +i, en prenant pour K' (resp. K") une résolution de Cartan-Eilenberg
injective L" (resp. L'*') ; alors T(L", L'") est un quadricomplexe de C", que l'on considère
comme bicomplexe de C" en prenant pour degrés de T^L'7, L'^) les entiers i+h et j+k.
L5hypercohomologie de T par rapport à K* et K" est par définition la cohomologie
H*(T(L", L'")) de ce bicomplexe (autrement dit, celle du complexe simple associé)
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notée R'T(K*, K'"); elle est l'aboutissement de deux suites spectrales dont les termes Eg
sont donnés par
(11.4.6.1) 'Ef^H^R^K-, K7-))
(11.4.6.2) "E^= S R^T(H^(K-), H^K'-)) (cf. M, XVII, 2).

q ' + q " ^ q

Ici RTÇK-, K'-) est le bicomplexe (R^TÇE?, K'Q)^^ et le second membre
de (n. 4.6.1) est sa cohomologie quand on le considère comme complexe simple.

En outre, la première suite spectrale est toujours régulière, et les deux suites
spectrales sont birégulières lorsqu'il existe n tel que tout objet de C et tout objet de C'
admettent une résolution injective de longueur ^, ou lorsque K* et K" sont limités infé-
rieurement; dans ce dernier cas, on peut en outre omettre l'hypothèse que les limites
inductives existent dans C et C".

Si K^, K^' sont deux autres complexes de C et C ' respectivement, y, g deux mor-
phismes homotopes de K* dans K^,/', g ' deux morphismes homotopes de K" dans K.[\ alors
les morphismes R'T(K", K:)->R*T(K^ K^) déduits de/et/' d'une part, de g et g '
d'autre part, sont identiques, et il en est de même pour les morphismes des suites
spectrales d'hypercohomologie.

On généralise aisément à un multifoncteur covariant additif quelconque.
Proposition (11.4.7). — Supposons que pour tout objet injectif 1 de C (resp. I' de C'),

A'->T(I, A') (resp. A->T(A, I')) soitun fondeur exact. Alors, avec les notations de (11.4.6) , on
a des isomorphismes canoniques

(n.4.7.1) R-T(K-, K'-)^H-(T(L-, K'-)) ^H-(T(K-, L'-))

où les deux derniers termes sont la cohomologie des complexes simples définis par les tricomplexes
T(L-, K'-) et T(K-, L'-) respectivement.

Définissons par exemple le premier de ces isomorphismes. Le quadricomplexe
T(L", L/")) peut être considéré comme un bicomplexe, en prenant comme degrés de
TÇL^, L/^) les nombres i-{-j-\-h et k. Gomme pour chaque A, L/^' est une résolution
de K^, on a, pour ce bicomplexe, en vertu de l'hypothèse sur T, H^(T(L'*, !/"))== o
pour q =[= o et H^(T(L", L/*')) = T(L", K/') ; la première suite spectrale de ce bicomplexe
est donc dégénérée; comme L/^^o pour k<o, cette suite est en outre régulière (11.3.3),
et la conclusion résulte donc de ( 11. i. 6).

On a des résultats analogues pour un multifoncteur covariant en un nombre
quelconque n d'arguments : dans le calcul de l'hypercohomologie, il n'est pas nécessaire
de remplacer tous les complexes par une résolution de Cartan-Eilenberg, mais seulement
n— i d'entre eux, pourvu que, lorsqu'on fixe n— i arguments quelconques en leur donnant
pour valeurs des objets injectif s, le foncteur covariant en l'argument restant soit exact.

11.5. Passage à la limite inductive dans Phypercohomologie.

Lemme (11.5.1) .—Soi t K'^K^çz un complexe de C, et pour tout entier reZ, soit K(*̂
le complexe tel que K^==o pour i<r, K^=IC pour i^-r. Soit T un foncteur covariant additif
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de C dans C", permutant aux limites inductives (on suppose que les limites inductives filtrantes existent
et sont exactes dans C et C' ). Alors R'T(K') est isomorphe à la limite inductive lim R*T(K^)
lorsque r tend vers —oo.

La construction d'une résolution injective de Gartan-Eilenberg de K" se fait en
choisissant arbitrairement, pour chaque i, une résolution injective (X^),^o de B'(K') et
une résolution injective (X^),^o de I-P(K*)$ cela fait, la méthode de construction montre
que la résolution injective (L^)^o de K1 et les opérateurs de dérivation L^-^I/4^^
ne dépendent que des résolutions (Xg'*), (X^') et (X^'*) (M, XVII, 1.2). Or, il est clair
que l'on a B^K^) =B^(K•) et H^K^) =ïT(K-) pour i^r+î. On a, d'autre part,
pour chaque r, une injection canonique 9^-1^ : K^-^K^_I), ^r-i,r étant l'identité
pour î '= t=r—i . La remarque précédente montre que, si L" == (L^) est une résolution
injective de Gartan-Eilenberg de K', on peut pour chaque r définir une résolution
injective de Gartan-Eilenberg L(';)=(L^) de K^) telle que L^==o pour i<r et
L^=L^ pour z '^ r+i . On peut d'autre part définir un morphisme de bicomplexes
^-i T : L(7)-^L(7_^ correspondant à ç^-i^, et la méthode de définition de ce morphisme
(loc. cit.) montre encore qu'on peut le construire de sorte que ^-^r solt l'identité
pour î'4=r et i^r—i. On a ainsi défini un système inductif (L^)) de bicomplexes de C,
dont L" est évidemment la limite inductive lorsque r tend vers —oo; en raison de la
permutabilité des sommes directes et des limites inductives, le complexe simple associé
à L" est aussi limite inductive du complexe simple associé à L^. Comme T permute
par hypothèse aux limites inductives et qu'il en est de même de la cohomologie (en raison
de l'exactitude du foncteur lim), on a bien H"(T(L")) =lim H'(T(L(*;))) à un iso-
morphisme près.

Le lemme (11.5.1) permet d'étendre à des complexes K* quelconques, par passage
à la limite inductive, des propriétés valables pour les complexes limités inférieur ement.
Comme premier exemple, nous prouverons :

Proposition (11.5.3) . — Sous les hypothèses de ( 1 1 . 5 . 1 ) concernant C, C' et T, R'T(K')
est un fondeur cohomologique dans la catégorie abélienne des complexes de C.

Montrons qu'on peut se ramener au cas des complexes limités intérieurement : si
on a une suite exacte o-^K^-^K'-^K^'-^o de complexes, on en déduit évidemment
pour chaque r une suite exacte o-^K^-^K^-^K^'-^o, d'où par hypothèse, une
suite exacte

... ̂ R-T(K(/;^RnT(K^)->RnT(K(/;)•)-^Rn+lT(K^)-^...

ces suites exactes formant un système inductif; le lemme (11.5.1) et l'exactitude du
foncteur lim démontrent que l'on a une suite exacte

.. .-^R^^'^-^R^TÇK^-^R^^'^-^R^^ÇK'-)-^...

Pour traiter le cas des complexes limités intérieurement, on peut se borner à ceux
tels que IC==o pour z<o; ils forment évidemment une catégorie abélienne K.

Lemme (11.5.2. i). — Dans K, soit 3 F'ensemble des complexes Q^ == (Q^^o ^y^ ^es
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propriétés suivantes : i° Tout Qf est un objet injectif de C; 2° 7W ̂  î ̂  o, on a Z^Q-) = B^Q;),
^ Z^Q-) est facteur direct de Q\ ^/or.? :

(i) Tout Q;e3 ^ 2/72 oé;̂  injectif de K.
(ii) 7o^ objet de K est isomorphe à un sous-complexe d'un complexe appartenant à 3.
(i) Soient A- = (A1) un objet de K, A" == (A") un sous-objet de A-, Q; === (Q1)

un objet de 3, et supposons donné un morphisme f== (j^) : A^—^O*, qu'il s'agit de
prolonger en un morphisme g== (g1) : A'-^Q;. Nous utiliserons le langage de la catégorie
des modules pour simplifier (cf. [27]).

Identifions Q^ à B^Q^^B^^Q;); procédons par récurrence sur i, et supposons
donc les g1 définis poury<î, compatibles avec les opérateurs de dérivation d1 : A7-^4'1

et d11 : Qf-^Q^1 pour j<i—i et tels en outre que : i° ^-1(Z^-1(A•)) cZ^^Q;);
2° Si on pose 0'= (^"^A^4"1) pour toutj, alors d'^og1-1 coïncide avec /W""1

sur O"1. Le morphisme /' : A^-^Q^ donne par composition avec les projections deux
morphismes f'1 : A^B^) et /m : A^-^+^Q;). Gomme d^og^ applique A1-1

dans B^Q;) et s'annule dans Z'-^A-), il définit un morphisme ^ : B^A-^B^Q;),
et puisque û^^o^"1 coïncide avec /W'"1 sur G'"1, h' coïncide avec f[ dans B^A^nA^.
Comme B'(Q;), facteur direct de Qî, est injectif, il y a un morphisme g111 : A'-^B^Q;)
qui coïncide avec W dans B'(A*) et avec/" dans A'\ Considérons d'autre part le mor-
phisme /"^W : G^B^^Q-), qui s'annule dans Z^A-); comme B^^Q;) est injectif,
il y a un morphisme g"^ : A'-^B^^Q;), qui coïncide avec ff/'i+lodi dans G" et avec o
dans Z^A'). Il suffit alors de prendre g^g^-^g"1 pour pouvoir poursuivre la
récurrence.

(ii) Pour plonger A* = (A") dans un complexe appartenant à 3, on prend pour
chaque i^ i un objet injectif Q^ de C tel qu'il existe une injection /" : A^ÇP. Posons
alors Çy==o pour î<o,Q°=Q;1 et QÏ=Q"®Q"4'1 pourri , avec l'opérateur de
dérivation évident. Posons /^=//^+(/'^+loâ?^) pour tout i (avec ft^=o pour z<o);
il est immédiat que f1 est injectif pour tout z, et que les f1' sont compatibles avec les
opérateurs de dérivation.

Corollaire (11.5.2.2). — Tout objet K* de K admet une résolution droite formée d''objets
de 3. Si L" est une telle résolution^ pour toute résolution L/" de K*, formée d'objets de K, il y a
un morphisme de bicomplexes F : L/*'—»-!/' compatible avec les augmentations^ et deux tels mor-
phismes F, F7 sont homotopes.

Ce n'est autre que (M, V, i. i a)) appliqué à la catégorie abélienne K.
(11.5.2.3) Ces préliminaires étant posés, considérons une résolution de Cartan-

Eilenberg injective L'*' de K' et une résolution L" de K' formée d'objets de 3, et montrons
que l'on a un isomorphisme H•(T(L /••))^H•(T(L••)). On déduit en effet de
(11.5 .2 .2) un morphisme de bicomplexes T(L"*)->T(L"), et par suite un morphisme
'E(T(L/**))->'E(T(L*')) des premières suites spectrales de ces bicomplexes. Comme
en vertu de (11.3.3), ces suites spectrales sont régulières, il suffit (11.1.5) de voir que
le morphisme précédent est un isomorphisme pour les termes Eg, ou encore que H^(T(L"'*))
est égal à R^TÇK1) ; comme L^' * est une résolution droite de K\ on est ramené à prouver le
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Lemme (11.5.2.4). — Si L*=(L^çz est une résolution droite d'un objet A de C telle
que R^L1) ==o pour tout ieZ et tout n>o, alors on a H-T(L-) ==R-T(A).

C'est un cas particulier de (T, 2.5.2).
(n. 5.2.5 ) La démonstration de (11.5.2) se termine maintenant de façon

immédiate, car L'" est une résolution injective de K' dans la catégorie abélienne K, autre-
ment dit, K'-^H*(T(L'**)) n'est autre que le foncteur cohomologique dérivé droit de T
dans la catégorie K (T, 2.3).

Proposition (11.5.3) . — Sous les hypothèses de ( 1 1 . 5 . 1 ) concernant C, C' et T, soit
'L" ==(TJ'1) un bicomplexe tel que L^==o pour j<o et que, pour tout i, L1 '* soit une résolution
de K1; supposons enfin que Î T^L^) =o pour tout couple {i, j ) et tout n>o. Alors il existe un
isomorphisme fonctoriel

(n.5.3.i) R-T(K-)^H-(T(L-))).

Soit L^==(L^) le bicomplexe tel que L^==o pour i<r, L^=L^ pour
i^r, il est immédiat que L*' est limite inductive de L/*^ pour r tendant vers —oo;
en vertu de l'hypothèse sur T et de (11.5.1), il suffit donc de prouver la proposition
lorsque K' est limité inférieurement, par exemple 1^=0 pour i<o, et L^==o pour
î<o. Soit alors L"' = (L^) une résolution droite de K* formée d'objets de 3 (i i . 5 .2.2) ;
il y a un morphisme de bicomplexes L**->L"" compatible avec les augmentations,
d'où un morphisme 'EÇTÇL*'))—»-^!^!/*')) pour les premières suites spectrales; le
lemme (11.5.2.4) montre, comme dans (11.5.2.3), que ce morphisme est un iso-
morphisme^ d'où la conclusion.

Remarque (11.5.4). — Les raisonnements précédents prouvent que les conclusions
de (11.5.2) et (11.5.3) sont valables dans la catégorie des complexes K' limités inté-
rieurement, sans supposer que T permute aux limites inductives filtrantes. En outre, quand on
considère seulement la catégorie K des complexes K' tels que 1^=0 pour î<o, la
caractérisation de R*T(K*) comme le système des fondeurs dérivés droits de T dans K
montre que ce foncteur cohomologique est universel (T, 2.3).

Un autre cas où (11.5.2) est valable sans faire d'hypothèse supplémentaire sur T
est le cas où il existe un entier m>o tel que tout objet de C admette une résolution
injective de longueur ^m, En effet, dans la démonstration de (i i .5. i), toutes les résolutions
injectives d'objets de C qui interviennent peuvent être prises de longueur ^m, d'où il
résulte aussitôt que les termes de degré total n du bicomplexe T(L[^) sont égaux à ceux
de T(L") et en nombre fini, dès que r est assez grand, ce qui entraîne que pour tout n,
H^TÇL")) ^ïPÇTÇL^)) dès que r est assez grand. Avec les notations de (11.5.2),
on a donc aussi R^^^^R'TÇK") pour r assez grand (dépendant de n} et de même
pour K'* et K/7*, d'où la conclusion. De la même manière, (11.5.3) est valable sans
condition supplémentaire sur T lorsque C vérifie l'hypothèse précédente et que l'on
suppose que les résolutions L1'* sont de longueur ^m.

(11.5.5) Le résultat de (11.5.2) se généralise aux multifoncteurs covariants.
Considérons par exemple la situation de (11.4.6), où l'on suppose que dans C, C' et C"
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les limites inductives filtrantes existent et sont exactes, et que T commute aux limites
inductives. Alors R'T(K', K") est un bifoncteur cohomologique en chacun des complexes K',
K"; pour le voir, on se ramène comme dans (il .5.2) au cas où K- et K." sont limités
inférieurement; prenant alors pour K* et K" des résolutions injectives du type décrit
dans (11.5.2.2), on est ramené à la propriété générale démontrée dans (M, V, 4.1).

(n. 5.6) De même, les résultats de (11.4.7) et (11.5.3) se généralisent comme
suit. Supposons (sous les hypothèses de (i i. 5.5)) que l'on ait deux bicomplexes L" = (L'Q,
L'-=(L^) tels que L^==o et 1/^=0 pour j<o, que pour tout z, D'- soit une réso-
lution de K' et L"'- une résolution de K", et enfin que R^L17, L'^)==o pour n>o
et pour tout système d'indices (i,j, h, k ) . Alors on a un isomorphisme fonctoriel en K-
et K'-

(11.5.6.1) R-T(K-,K'-)^H-(T(L-,L'"))

Cela s'établit comme dans (i i .5.3) en se ramenant au cas où K- et K'- sont limités
inférieurement.

Supposons en outre que pour tout couple (z, j) et pour tout couple (h,k), les
foncteurs A~»T(A, L'^) et A'^T^A') soient exacts dans C et C' respectivement.
Alors on a aussi des isomorphismes fonctoriels

(11.5.6.2) R-T(K-, K'-) - H-(T(L-, K'-)) ^H-(T(K-, L'-)).

La démonstration est semblable à celle de (11.4.7).
(n.5.7) On notera encore que les résultats de (11.5.5) et (11.5.6) sont valables

sans supposer que T permute aux limites inductives, pourvu que l'on se restreigne aux
complexes K*, K'* limités inférieurement, ou que l'on suppose que tout objet de C
(resp. C') admet une résolution injective de longueur bornée, et que dans (11.5.6) les
bicomplexes L" et L'" ont leur second degré limité supérieurement.

11.6. Hyperhomologie d'un foncteur par rapport à un complexe K..

(n.6.1) Soient C une catégorie abélienne, K. = (K,\.çz un complexe d'objets
de C, dont l'opérateur de dérivation est de degré — i. Une résolution de Cartan-Eilenberg
gauche de K. est formée d'un bicomplexe L.. == (L^) à opérateurs de dérivation de
degré — i avec L,, =o pourj<o, et d'un morphisme de complexes simples s : L. o-^K.,
de façon que les conditions obtenues à partir de celles de (11.4.2) par « renversement
des flèches » soient remplies. Si tout objet de C est quotient d'un objet projectif, tout
complexe K. de C admet une résolution de Cartan-Eilenberg projective, c'est-à-dire
formée d'objets projectifs L^., avec des propriétés fonctorielles semblables à celles de
(11.4.2). En outre, si K. est limité intérieurement (resp. supérieurement), on peut
supposer que L^==o pour Ki^ (resp. i>io) si K,==o pour Ki^ (resp. i>io). Si
tout objet de C admet une résolution projective de longueur < n, on peut supposer que
L^==o pour j>n.
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(11.6.2) Supposons que T soit \m fondeur covariant additifde C dans une catégorie
abélienne C'. La définition de Vhyperhomologie L.T(K.) et des suites spectrales d'hyperhomo-
logie de T par rapport à un complexe K. de C (lorsqu'elles existent) se fait encore à
partir de (i i .4.3) par« renversement des flèches», les termes E2 des deux suites spectrales
ainsi obtenues étant

(11.6.2.i) 'E^=H^T(K.))

("•6-2.2) "E^L^H^K))

où LpT désigne le ^e dérivé de T pour p^o, et o pour p<o, L,T(K ) le complexe
(LJTOhez.

Les propriétés de l'hyperhomologie ne se déduisent pas toutes par simple « renver-
sement des flèches » de celles de l'hypercohomologie (à moins qu'on ne fasse des hypo-
thèses supplémentaires du type AB 5*) de T, 1.5 sur la catégorie C') en raison des
conditions de régularité des deux suites spectrales précédentes, auxquelles il faut cette fois
appliquer les critères de (11.3.4). Ces derniers montrent que lorsqu'on suppose que
dans C' les limites inductives filtrantes existent et sont exactes, alors le complexe défini
par le bicomplexe T(LJ existe, et la seconde suite spectrale "E(T(L..)) est cette fois
régulière. Si l'on suppose, soit que K. soit limité intérieurement, soit qu'il existe un entier n
tel que tout objet de C admette une résolution projective de longueur ^ n, alors les deux
suites spectrales d'hyperhomologie existent (sans hypothèse sur C') et sont birégulières.

Proposition (11.6.3). — Soient C, C' deux catégories abéliennes, T un fondeur covariant
additif de C dans C'. Alors :

(i) L'hyperhomologie L.T(K.) est un fondeur homologique dans la catégorie abélienne des
complexes de C limités intérieurement.

(ii) Soit K. un complexe de C limité inférieur ement. Si L^T(K,)=o pour tout n>o
et tout zeZ, on a des isomorphismes fonctoriels

(".6.3.1) L,T(K.)^H,(T(K)) (,eZ).

(iii) Soit K. un complexe de C limité intérieurement. Soit L.. == (L^.) un bicomplexe tel
que L^=o pour j<o et que, pour tout i, L, . soit une résolution de K,; supposons enfin que
I^T(L^) =o pour tout couple Çi,j) et tout n>o. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel

(11.6.3.2) L.T(K.)^H.(T(LJ)

Les démonstrations se font comme celles de (11.5.2), (11.4.5) et (11.5.3) dans
le cas des complexes limités intérieurement. Nous laissons les détails de ces raisonnements
au lecteur.

(11.6.4) On a des résultats tout à fait analogues pour les multifoncteurs covariants
additifs en chacun des arguments. Par exemple pour un bifoncteur T, on a les deux
suites spectrales d'hyperhomologie de termes E2 donnés par
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("•6.4.1) 'E^=H,(L,T(K,K:))
(11.6.4.2) "E^= 2; 4(H,,(K), H,,,(K:)).

q' +q"=q

Ici encore, c'est la seconde suite spectrale qui est régulière, les deux suites étant
birégulières lorsqu'il s'agit de complexes K., K.' limités intérieurement, ou quand les
objets des catégories abéliennes que l'on considère ont des résolutions projectives de
longueur fixée.

En outre :
Proposition (11.6.5). — Soient C, C', C" trois catégories abéliennes, T un bifoncteur

covariant biadditif de CXC' dans C".
(i) L.T(K., K^) est un bifoncteur homologique en chacun des complexes limités inférieu-

rementfi., K.' (formés respectivement d'objets de C et d'objets de C').
(ii) Supposons K. et K.' limités intérieurement. Soient L.. == (L .̂), L.\ = (LJy) deux

bicomplexes tels que L^==o et L^==o pour j<o, que pour tout i, L^ . soit une résolution
de K^ et L^. une résolution de K^ et enfin que L^T(L^, L^) =o pour n>o et tout système
(i, j\ h, k). Alors on a un isomorphisme fonctoriel

(".6.5.1) L T ( K , K:)^H(T(L., L:.)).

(iii) Supposons en outre que pour tout couple (z,j) et tout couple (A, A:), les fondeurs
A-^T(A, L^) et A'->T(L^., A') soient exacts dans C et C' respectivement. Alors on a des
isomorphismes fonctoriels

(ii.6.5.2) LT(K.,K:)^H.(T(L..,K:))^H.(T(K,L:.)).

Les démonstrations sont analogues à celles de (11.5.5) et (11.5.6).

ii.7. Hyperhomologie cPun foncteur par rapport à un bicomplexe K...

(n. 7.1) Soit C une catégorie abélienne dans laquelle tout objet est quotient
d'un objet projectif. Considérons un bicomplexe K.. == (K^) formé d'objets de C, et
dont les deux degrés sont limités intérieurement; on peut toujours se borner au cas où K^ = o
pour i<o ouj<o, et c'est ce que nous ferons désormais. On peut considérer K.. comme
un complexe (simple) formé d'objets K^.=(K^)^o de la catégorie abélienne K des
complexes à degrés positifs d'objets de C. Il résulte du lemme (11.5.2.1) (ou plutôt du
lemme« dual» obtenu par« renversement des flèches») et de (M, V, 2.2) que K.. admet
une résolution projectiue de Cartan- Eilenberg dans la catégorie JK; une telle résolution est
un tricomplexe M... == (M,^) de C, à degrés tous >o, formé d'objets projectifs, tel que
pour tout z, M^ .., Bj(M...), Zj(M...), Hj(M...) constituent des résolutions projectives de K^ .,
Bj(K..), Zj(K.J, Hj(K..) respectivement dans la catégorie K; en particulier, pour tout
couple {i,j)y M^ . est une résolution projective de K^ dans C.

Proposition (11.7 .2) . — Soit T un fondeur covariant additif de C dans une catégorie
abélienne C\ Avec les notations de ( 1 1 . 7 . 1 ) , Vhomologie H.(T(M...)) du complexe simple associé
au tricomplexe T(M..J est canoniquement isomorphe à ï'hyperhomologie L.T(K.J du complexe
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simple associé à K.. (11.6 .2) , et est V aboutissement commun de six suites spectrales birégulières
notées ^E (avec t==a, b, a', b\ c ou rf), dont les termes E2 sont donnés par les formules

^=L,T(H,(K,))
^E^H^'nK,))
^E^L^H^K,))
^=H,(L;T(K,))
^^L/IWK,))
^=H,(L^T(KJ)

(On rappelle que nous utilisons la notation F(A.) pour désigner le complexe des
objets F(A,) pour tout complexe A. = (A,); par exemple L^T(K..) désigne le complexe
(Lj"T(K^.))^o, où L^T^K^.) est Phyperhomologie d'indice q du foncteur T par rapport
au complexe simple K, ..)

Désignons par L. le complexe simple associé à K.., de sorte que L^= ®_ .K^? et
posons N^-= ®^ .M^y; il est clair que pour chaque i, N^ . est une résolution projective de L^
dans C; il résulte donc de (11.6.3) et (11.6.4) que l'on a un isomorphisme fonctoriel
L.T(L.) 2^H.(T(N..)); comme le complexe simple associé au bicomplexe T(N..) est
aussi associé au tricomplexe T(M...), cela prouve la première assertion de l'énoncé.

En outre, L.T(L.) est l'aboutissement des deux suites spectrales d'hyperhomologie
(11.6.2) de T relativement au complexe simple L., qui ne sont autres que les suites (& ̂ E
et ^E respectivement.

Considérons maintenant M comme un bicomplexe U avec U,,= ® M,.,;••• A •• »? r - { - s = j •""'

H.(T(M..J) est encore l'aboutissement des deux suites spectrales du bicomplexe T(U..).
Or, pour tout î, M^.. est un bicomplexe vérifiant les conditions de (11.6.3) relativement
au complexe simple K, .; donc H^(T(U^.)) ===L^T(K, .)), et la première suite spectrale
de T(U..) n'est autre que ^E. D'autre part, pour tout r, M. y . est une résolution de
Cartan-Eilenberg du complexe simple K. /, le calcul fait dans (M, XV, 2) montre que
H^(T(M.,J)=T(H^(M,J), d'où H^(T(UJ) =^T(H^(M.,J); autrement dit, le
complexe simple H^(T(U..)) n'est autre que le complexe simple associé au bicomplexe
T(H^(M...). Or, pour tout q, H^(M..J est une résolution projective du complexe simple
H^(K..) dans la catégorie K; appliquant (11.6.3), on voit que l'on a

H^T^M.J^L^H^K,)),

et on obtient ainsi la suite (a ̂ E. Enfin, les suites ^E et ^E s'obtiennent en intervertissant
les rôles des indices i et j dans la définition du tricomplexe M... et en appliquant à
ce nouveau tricomplexe les raisonnements qui précèdent.

On dit que L.T(K..) est Vhyperhomologie de T relative au bicomplexe K...
Remarques (11.7.3). — (i) II résulte de (11.6.3) que L/T(K.J est un foncteur

homologique dans la catégorie des bicomplexes K.. de C limités inférieurement en chacun
de leurs degrés.
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(ii) Soit M.., un tricomplexe de C tel que pour chaque couple (r, s), M^ . soit
une résolution de K,, et que L^T(M^)=o pour tous les triplets (z, j, k) et tout n>o.
Alors on a un isomorphisme L.T(K..)^H.(T(M...)); en effet, avec les notations de la
démonstration de (n .7.2), N^. est une résolution de L, telle que L^T(N^)=o pour
n>o et tout couple {i,j), et il suffit d'appliquer (11.6.3, (iii)).

(iii) On généralise aussitôt les résultats de (11.7.2) aux multifoncteurs covariants;
par exemple, soient C' une seconde catégorie abélienne dans laquelle tout objet est
quotient d'un objet projectif, K^ un bicomplexe de C' dont les deux degrés sont limités
inférieurement, et T un bifoncteur covariant additif de CxC' dans une catégorie
abélienne C". Si L. et L^ sont les complexes simples associés à K.. et K^ respectivement,
on définit l'hyperhomologie de T par rapport aux deux bicomplexes K.,, K^ comme
rhyperhomologie L/T(L.,L^); appliquant (11.6.4) et (11.6.5), on a de même que
dans (11.7.2) six suites spectrales aboutissant à cette hyperhomologie, et que nous
laissons le soin d'écrire au lecteur.

il. 8. Compléments sur la cohomologie des complexes simpliciaux.

( 11.8. i ) Soient A un ensemble fini, S (A) l'ensemble des suites finies a == (oo, ..., a^)
d'éléments de A (« simplexes » de A); on pose \a\ =={ao, ..., aJ; on rappelle que
le complexe de chaînes C.(A) est le groupe abélien libre gradué engendré par les
éléments de S (A), (oo, . . .3^) étant de degré h, avec une différentielle définie par

h "
d^ ' • • ? a/,) = S (—1)^(00, ..., a,, ..., aj. Le sous-groupe D.(A) de G. (A) engendré

?=o
par les chaînes cr==(oo, ...,aJ pour lesquelles deux des a, sont égaux, et par les
chaînes ^(^—e^.cr, où pour toute permutation TT, n(a) == (a^, ..., a^) et e^ est la
signature de TT, est un sous-complexe de G. (A) dont les éléments sont dits chaînes
dégénérées; on pose L.(A) ==C.(A)/D.(A), et on a un homomorphisme naturel de
complexes p : G.(A)->L.(A). On définit d'autre part un homomorphisme de complexes
j : L.(A)->C.(A) de la façon suivante : on ordonne totalement A; à la classe mod. D.(A)
d'un simplexe a= (og, ..., oc^), on fait correspondre o si deux des o^ sont égaux, et la
suite (Po, ..., (3^) des o^ rangés dans l'ordre croissant dans le cas contraire. Il est clair que
poj est V identité de L.(A).

(11.8.2) Soit B un second ensemble fini; si d ' , à" sont les différentielles de C.(A)
et C.(B), le complexe produit tensoriel G.(A)®C.(B) peut être considéré comme le
groupe abélien libre engendré par les éléments de S(A)xS(B), avec la différentielle
rf(<r, T) = (rf'o, T) + (—i)^1^, ^T) si Gard \G\ ==h+ i.

Les homomorphismes naturels G.(A)->L.(A), G.(B)-^L.(B) définissent un homo-
morphisme p : G.(A)(x)C.(B)->L.(A)®L.(B), ce dernier produit tensoriel étant isomorphe
à (C.(A)®G.(B))/(C.(A)®D.(B)+D.(A)®C.(B)). De même, à l'aide des homo-
morphismes L.(A)->C.(A) et L.(B)->C.(B) définis dans (n .8. i) (à l'aide d'ordres
totaux sur A et B), on définit un homomorphisme j : L.(A)®L.(B)-»C.(A)®C.(B)
tel que poj soit l'identité.
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Avec ces notations :
Proposition (11.8.3). — // existe une homotopie h : C.(A)®C.(B)->C.(A)(x)C.(B), telle

que A(cr, r) soit combinaison linéaire de couples de simplexes (^, T^) avec [cdccrL TjdïL
et que Von ait pour f=j°p,

(11 .8 .3 .1 ) f—î=hod+doh.

Il suffit de définir h sur chaque couple ((T, r) de simplexes, en raisonnant par
récurrence sur la somme des degrés de a et T, car on peut prendre h == o lorsque cette
somme est o. Soit œ ==/(cr, r)—(<y, r)—A(û?(cr, r)) ; en vertu de l'hypothèse de récurrence
et de la définition de d, on a coeC.(| CT|)®C.( |T|) . On a

d^=f{d^ T))-rf(<r, T)-W(O, T))) =W(a, T))) ==o

en vertu de (11.8.3.1) et de l'hypothèse de récurrence. Or, on a H(C.(A))==o
pour q>o (G, I, 3.7.4), donc aussi Hg(G.(A)®C.(B)) ==o pour q>o, en vertu de la
formule de Kùnneth (G, I, 5.5.2). Appliquant cette remarque en remplaçant A par \a\
et B par |ï|, on voit qu'il existe un élément <o' de C.( |(T|)(g)C.([T[) tel que co^rfco';
prenant A(cr, r) ==œ', on vérifie (n .8.3. i) pour le couple ((T, r) et la récurrence peut
se poursuivre.

(11.8.4) Les notations étant celles de (11.8.2), nous poserons (<r, r) ^((T', T')
si ^ [ c lo ' l et |T|c T'|. Un système de coefficients y sur S(A)xS(B) est constitué par
une famille (I\ ̂ ) de groupes abéliens, où F y ̂  ne dépend que des ensembles \a\ et |ï|,
et une famille d'homomorphismes Fy ^—>T^ ^ pour (cr, r) ^ ((T', T'), formant un système
inductifpour cette relation de préordre. On définit alors un complexe de cochaînes C'(A, B; y]
comme l'ensemble des familles X = ( À ( C T , T ) ) , où (o, r) parcourt 2(A)xS(B), avec
X(cr, r)er^ .̂ pour tout couple (o-, r). La différentielle est donnée de la façon suivante :
si û?(cr, r)==S± (o^., T^), on a |c^| c (T|, |^|c[T pour tout i, et l'on prend

rfX(cT,T)=2±\(^,T,),
t

où \(<7^ rj désigne l'image canonique de X(c^, rj dans Fg ^.
Nous dirons qu'une cochaîne ÀeG'(A, B; y] est bi-alternée si X((T, r) =o lorsque

l'un des deux simplexes (T, T a deux termes égaux, et si l'on a X(7r(G'), r) ==S^X(CT, r) et
À(<r, ^'(r)) =£^.X((T, r) pour des permutations quelconques TT, TC' des indices. Il est clair
que ces cochaînes engendrent un sous-complexe L*(A, B$ y] de G* (A, B; V).

Proposition (11.8.5). — L'injection canonique L'(A,B; ^)->C*(A,B; y} définit un
isomorphisme pour la cohomologie de ces deux complexes.

Notons que si p et j ont le sens défini dans (n .8.2), les applications t? : À->Ào^
et ^ : X->X<y sont définies dans L*(A, B; V) et C'(A, B; y} respectivement, la première
n'étant autre que l'injection canonique. Comme ^o1? est l'identité, il suffit de démontrer
que ^o^' est homotope à l'identité; or, d'après (11.8.3), ^h : ̂ ->ÀoA est définie dans
C"(A, B; Y) et on peut donc transposer l'identité (11.8.3.1), qui fournit le résultat
cherché.
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(il. 8.6) La proposition (n .8.5) ramène le calcul de la cohomologie de L-(A,B; y}
à celui de la cohomologie de G-(A, B; V). Rappelons d'autre part que cette dernière
est, en vertu du th. d'Eilenberg-Zilber (G, I, 3.10.2), canoniquement isomorphe à la
cohomologie du complexe de cochaînes défini comme suit : on forme le complexe de
chaînes P. (A, B), constitué par les combinaisons linéaires des (cr, ï)eS(A) x2(B) tels
que (T et T aient le même degré', la différentielle de ce complexe est donnée par
d : (a, T)->S(— 1)^^(7,,^) si â?cr=S(--i)^. et âfT=S(—i)^; on a alors deux

?'.k 1 k
homomorphismes canoniques de complexes

/: P. (A, B)->G.(A)®C(B), g : C(A)®C(B)->P(A, B),

et on démontre (loc. cit.) qu'il y a des homotopies h, h' telles que
fog— i = doh + W et gof— i = û?oA'+ AW.

En outre, on a /((T, T)eG.(| cr|)®C.(|T|) et ^(cr, T)eP.(|cr|, |T|) et les homotopies A, À'
peuvent être prises telles que Â((T, T)eG.(|cr|)®C.(|T|) ^ A'(cr, T)eP.(|cr[, |ï|). Ce point provient
de ce que la définition de A(cr, r) et A'Çcr, r) peut se faire par récurrence sur la somme des
degrés de cr et T, et de ce que les IP(C.(|cr )®C.(|T|)) et H^P.^], [ r ] ) ) sont nuls
pour y>o (7oc. cit.); on raisonne alors comme dans (11.8.3) et la conclusion en résulte.

On définit alors P-(A, B; V) comme l'ensemble des familles À== (X(cr, r)) où (cr, r)
parcourt les couples dont le? termes ont même degré, avec X(cr, ï)el\ ^, et comme on a
&=S(-i)^6C(H) et ûfT^SÇ-i^eC.dTl),

? À;

^((T.^^SÇ-I)^^,,^)

est défini et donne la différentielle du complexe P"(A, B; y}. Cela étant, les applications
y:À->Xo/, ^ : \^\Qg^ ^ ; x-^ÀoA et thf :'k->\oh' sont toutes définies en vertu des
remarques qui précèdent; f/o^r et ^0^ sont donc homotopes à l'identité, d'où l'iso-
morphisme cherché entre la cohomologie de C"(A, B; V) et celle de P*(A, B; y\

Remarque (11.8.7). — Le même raisonnement que dans (11.8.3), mais appliqué
à C.(A) et L.(A), montre que sij et p sont définis comme dans (n .8. i), f==jop vérifie
encore une relation (11.8.3.1), avec \h{a) |c| (r|, d'où on déduit comme dans
(11.8.5) un isomorphisme de la cohomologie de L-(A; y] sur celle de C-(A; V\ ces
deux complexes étant définis de façon évidente. C'est le résultat dont la démonstration
est esquissée dans (G, I, 3.8.1).

(n.8.8) Reprenons maintenant les notations et hypothèses de (11.8.2), et
considérons un complexe ^^(^ de systèmes de coefficients sur 2(A)xS(B) : pour
chaque (cr, r), les F^ forment donc un complexe de groupes abéliens (AeZ), et on a
les diagrammes commutatifs

pfc pfc+i
1 O.T "' - a,T

P/i- •pfc+l
-L 0',T' —r i O ' T '
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pour (o-, T) ^ (o', T'). Alors on vérifie aussitôt que G'(A, B; y ' ) = ((^(A, B; y^^ez x z
est un bicomplexe de groupes abéliens, et I/(A, B; e9?•)= (L^A, B; ^fc)) en est un
sous-bicomplexe.

Proposition (11.8.9). — L'injection canonique L'(A, B; V^-^C'ÇA, B; y9) définit
un isomorphisme pour la cohomologie de ces deux bicomplexes.

Posons G" ==C'(A, B; Y9) et L" ==L'(A, B; ^•) pour simplifier, et notons que
puisque 0?^== 1/^=0 pour A<o, les secondes suites spectrales de ces bicomplexes sont
régulières (11.3.3); Phomomorphisme L"->C" fournit donc un morphisme de suites
spectrales "E(L")-^E(C") qui, pour les termes £3, se réduit à
(ii.8.9.1) H^(HKL-))^H^(HKC-)).

Mais pour tout keZ, il résulte de (11.8.3) que Fhomomorphisme H^I/'^-^H^C'^)
est bijectif; la conclusion résulte donc de (11.1.5).

(n.8.io) De même, avec les notations de (n.8.6), on a des homomorphismes
canoniques de bicomplexes G" (A, B; <9^)-»P*(A, B; y9) (avec des notations évidentes),
et le même raisonnement que dans (11.8.9), basé cette fois sur (n.8.6), montre que
cet homomorphisme donne encore un isomorphisme en cohomologie.

n. 9. Un lemme sur les complexes de type fini»

Proposition (n .9. i). — Soient C une catégorie abélienne, K' et K" des parties de F ensemble
des objets de C, telles que K" CJK', et vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout objet A'eJî' et tout épimorphisme u : A->A' dans C, il existe un objet
BeK" et un morphisme v : B->A tels que uv soit un épimorphisme.

(ii) Pour tout couple d'objets AeJK", BeK' et tout épimorphisme u : A-^B, Ker(^)
appartient à K ' .

(iii) Le produit de deux objets de K" appartient à K".
Soit P.==(P^çz un complexe dans C, tel que H^PJeK' pour tout i, et qu'il existe d

tel que H^(P.)=o pour i<id. Alors il existe un complexe Q. = (Q^çz ^ans ̂  ̂  ̂  Q^6^'
pour tout i et Q^o pour i<d, et un morphisme u : Q,.->P. de complexes tel que le morphisme
correspondant H.(Q^)->H.(P.) soit un isomorphisme.

Démontrons d'abord la conséquence suivante de la propriété (i) :
(i bis) Soient u : C->B un épimorphisme dans C, A un objet de K ' , v : A->B un morphisme

dans C; il existe alors un objet DeK", un épimorphisme u' : D-^A et un morphisme y' : D->C
tels que le diagramme

D ^ A
(n .9 .1 .1) »' \ ^

G -^ B
M

soit commutatif.
Considérons en effet le produit fibre CXpA dans C et les projections canoniques

p : GXBÂ-^C, q : GXeA-^A, rendant commutatif le diagramme
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(11.9.1.2)

C B

On sait ([27], p. 1-12) que le conoyau de q est le quotient de A par y'^C));
comme u est un épimorphisme, u(C)==B et v~l{u{C)) ==A, donc ^ est un épimorphisme;
il suffit alors d'appliquer (i) à répimorphisme q : CXaA-^A : il y a un objet DeK"
et un morphisme w : D-^-G XgA tels que qw soit un épimorphisme ; on prendra u' == qwy
•o' ==pw.

Cela étant, pour démontrer la proposition, procédons par récurrence. Supposons,
pour un i^d—ï, construits, pourj^î, les objets Q,., les morphismes dy : Q^->Q,,_i
et les morphismes Uy : Q,,->P, de sorte que Q^=o pour j<d, que dj_^odj==o et
djOUj=Uj_^odj pourj^z; en outre, nous supposons vérifiées les conditions suivantes :

(I,) On a Q^eK" pourj^et B,(QJeK' pourj<z.
(II,) Pourj<î, l'homomorphisme H,(Q.)->H,(P.) déduit de la famille (^)^

est un isomorphisme.
(III,) Le morphisme composé v, : Z,(Q.)->Z,(P.)~>H,(P.) (où la flèche de gauche

est la restriction de ^ et la flèche de droite le morphisme canonique) est un épimorphisme.
Notons que, d'après (ii), Z,(Q^J, noyau de répimorphisme ÇL—^_i(Q^), appar-

tient à K' en vertu de l'hypothèse (I,). On tire encore de (ii) que N, = Ker (^.) appartient
aussi à Jî', compte tenu de l'hypothèse (III»). En vertu de (i bis), il existe un Q^eK",
un épimorphisme d^ : Q^+i->N, et un morphisme u'^ : Q^+i->P,+i, tels que le
diagramme

01
"t+1

'i+1 N,

("•9-1.3) ^+i

Pi+l
"t+l

B.(P)

soit commutatif.
Comme le morphisme canonique Z,_n(P.)->H,.^(PJ est un épimorphisme et

que H,.n(P.)e.K' par hypothèse, il résulte de (i) qu'il existe un objet Q'/.̂ e.K" et un
morphisme »;+i : Q.7+i^Z^i(P.) tels que le composé Q:<+i^Z..^(P.)-^H,^(P.) soit
un épimorphisme. Si on prend rf,'̂  : Q,','+i->N, égal à o, le diagramme

Q î N,

(îi.9.i.4) "»+i

Z.+i(P)
^+1

P.
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est commutatif, la flèche horizontale inférieure étant o. Prenons alors Q^ == Ç)^ x Q^+i,
qui appartient à K" en vertu de (iii), et ^+l==<+l+^i» ̂ +1-^i+^i. Comme
^+i(Q-t+i) =^/+l(Q.^+l) ^N.cZ^Q^), on a d^^od^=o et, avec les notations usuelles,
Bi(Q,.)=N,, ce qui vérifie (I^+i). La commutativité des diagrammes (11.9.1.3) et
(n..9.1.4) montre que ^+10^+1=^0^. Par définition de N,, le morphisme
H^QJ^Z^QJ/N^H^P.) déduit du système des ^ {k^i+i) est le morphisme
déduit de ^ par passage aux quotients, donc c'est un isomorphisme puisque ^ est un
épimorphisme, d'où (II,+i). Enfin, on a Q^+iCZ,^(QJ par définition; le choix de u['^
montre que le morphisme v,^ : Z,.^(QJ-^Z,+i(P.)->H^(P.) est un épimorphisme,
sa restriction à Q^ l'étant déjà, d'où (III^i). La récurrence peut donc se poursuivre,
et la proposition est démontrée.

Corollaire (11.9.2). — Soient A un anneau noethérien (non nécessairement commutatif}^
P.==(P^ez un complexe de A-modules à droite. On suppose que les H,.(P.) sont des A-modules
de type fini et qu'il existe d tel que H,(P.)=o pour i<d. Alors il existe un complexe ÇL==(QJ,çz
formé de A-modules à droite libres de rang fini, tel que Q^==o pour i<d, et un homomorphisme
u : Q,.-̂ P. de complexes^ tel que V homomorphisme H.(QJ-^H.(P.) correspondant à u soit
bijectif.

On applique (11.9.1) en prenant pour C la catégorie des A-modules à droite,
pour K' (resp. K") l'ensemble des A-modules de type fini (resp. l'ensemble des A-modules
libres de rang fini) ; la vérification des conditions (i), (ii) et (iii) de (i i .9. i) est immédiate,
compte tenu de l'hypothèse que A est noethérien.

Remarques (11.9.3). — (i) Sous les conditions de (11.9.2), supposons en outre
que les P^ soient des A-modules à droite plats. Alors, pour tout A-module à gauche M,
l'homomorphisme de complexes u®i : Q^®^- .̂̂ 1^1 définit encore un isomorphisme
H.(Q.OOJv[) ^H.(P.®^M) de Phomologie comme nous le verrons au chap. III.

(ii) La conclusion de (11.9.2) n'est plus nécessairement exacte lorsqu'on ne
suppose pas A noethérien; en effet, en l'appliquant à un complexe réduit à o sauf pour un
seul terme, on en conclurait que tout A-module à gauche de type fini admet une résolution
par des modules libres de type fini, ce qui n'est pas vrai en général (cf. Bourbaki, Alg.
comm^ chap. I, § 2, exerc. 6).

Toutefois, au lieu de supposer A noethérien, on peut supposer seulement que
les H^.(P.) ont une oo-présentation finie (cf. chap. IV).

il. 10. Caractéristique cPEuler-Poincaré d'un complexe de modules de lon-
gueur finie»

(11.10.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif),

(11.10.1 .1) M- :o->MO->Ml->...->Mn->o

un complexe de A-modules à gauche de longueur finie. On appelle caractéristique d^Euler-
Poincaré de ce complexe le nombre
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(n.10.1.2) x(M-)= SÇ—^longM1 .

Proposition (11.10.2). — Pour tout complexe fini M- ^ A-modules à gauche de longueur
finie, on a ^(M-)=^(H-(M-)) (H-(M-) étant considéré comme un complexe pour la dérivation
triviale). En particulier, si la suite (i i. 10. i. i) est exacte, on a /(M') = o.

Posons pour abréger B^B^M-), Z^Z^M-), H^H^M') =ZVB^ les B\ Z^, H1

sont de longueur finie. Des suites exactes

o-^B^Z^H^o
o-^Z^M^B^-.o

on tire les relations

d'où

long(ZQ -long(H1) +long(B1)
longÇM1) =long(Z1) +long(B^+l)

^(M^—long^) ̂ ongÇB^) +long(B1)

Multiplions cette relation par (—i) ' et faisons la somme des relations obtenues
pour o ^ î ^ n, en notant que B^B^+^o, il vient l'égalité cherchée.

Corollaire (11.10.3). — Soit E== (E^) une suite spectrale dans la catégorie des modules
sur un anneau A. On suppose que les Ef sont des A-modules de longueur finie et qu'il n'y a qu'un
nombre fini de couples {p, q) tels que Ef=t=o. Alors les caractéristiques d'Euler'Poincaré ^(E^)
de tous les complexes E^ == (E^z (11.1.1) sont toutes égales. Si, en outre, la suite E 'est
faiblement convergente et si on pose E^ ==^@^E^ pour tout neZ, on a aussi ^(E^) =x(E^),
Eco == (E^)nez etant considéré comme un complexe à dérivation triviale.

Notons d'abord que si Ef==o, on a E^=o pour 2^r<+oo, donc tous les
complexes E^ sont finis et formés de A-modules de longueur finie; la relation
^(^^(E^i) pour tout r fini résulte donc de (11.10.2) et de Fisomorphie entre
H*(E^) et E^i (en tant que complexes à dérivation triviale). L'hypothèse que les E^
sont de longueur finie entraîne que pour tout couple [p, q), les suites (B^Ef))^ et
(^(BF)^ sont stationnaires; l'hypothèse que E est faiblement convergente et" que
Ef=o, sauf pour un nombre fini de couples {p, q), entraîne donc qu'il existe un entier
r ^ 2 tel que E^=E^ pour tout couple {p, q)', d'où l'assertion relative à /(E^).

§ 12. COMPLÉMENTS SUR LA COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX

12.1. Cohomologie des faisceaux de modules sur les espaces annelés.

(12.1.1) Soit (X, ex) un espace annelé. Rappelons que pour tout ^-Module y,
on définit la cohomologie H-(X, ^r), qui est un fondeur cohomologique universel (T, 2.2) de
la catégorie C(X) des C^-Modules dans la catégorie des groupes abéliens; c'est le foncteur
dérivé du foncteur exact à gauche ^->r(X, ̂ ). Le foncteur H-(X, ̂ ) est isomorphe
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à la restriction à la catégorie C(X) du foncteur cohomologique défini de même sur la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X (G, II, 7.2.1).

(12.1.2) Posons A=r(X,^x)- Comme tout élément de A définit un endo-
morphisme du groupe abélien F(X, ̂ '), il définit par fonctorialité un endomorphisme
de 3-foncteur de H'(X, ^); ces endomorphismes définissent sur chacun des HP^X, ̂ )
une structure de A-module, et l'opérateur 8 est A-linéaire. En outre, pour deux entiers
positifs quelconques p, q, et deux ^"Modules ^', ^, on a un homomorphisme de
A-modules, dit cup-produit
(12.1.2.1) IP(X,^)(^IP(X, ̂ ^IP^X,^®^)

(G, II, 6.6). Ces homomorphismes font de la somme directe S des IP(X, fl^x) (pour
p^o) une A-algèbre graduée anticommutative et de la somme directe des IP(X, <^) un
S-module gradué.

Pour tout recouvrement ouvert U de X, nous désignerons toujours par C'(U, <^)
(contrairement à (G, II, 5.1)) le complexe des cochaînes alternées du nerf de U à valeurs
dans le système de coefficients r(Ug, ̂ ). Il est clair que C"(U, ^r) est un A-module gradué,
donc les groupes de cohomologie ?(11, ̂ r) de ce complexe sont munis d'une structure
de A-module, en outre, les applications canoniques ?(11, ̂ -^H^X, <^) (G, II, 5.4)
sont A-linéaires.

(12.1.3) Soit (X/, (Px') un second espace annelé, et soit ./==(4s 6) un morphisme
de X' dans X.

Posons A'==r(X', ^x')? 1e ^-morphisme 6 définit canoniquement un homo-
morphisme d'anneaux A->A'. Soient y un ^"Module, y un ^x'-Module; pour
tontf-morphisme u : êF-^y (Oi, 4.4.1)3 nous allons voir qu'on peut définir pour tout^ > o,
un di-homomorphisme
(12.1.3.1) u, : H^(X, ̂ -)->IP(X', ̂ ').

En efTet, comme y est exact dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur X, ^->H'(X', y^)) est un ^-foncteur dans cette catégorie, et on sait qu'on a
un homomorphisme canonique de ^-foncteurs
(12.1.3.2) H-(X,^)^H-(X',^W)

uniquement déterminé par la condition de se réduire à l'homomorphisme canonique
F(X, ̂ ')->r(X', ̂ W) en degré o (T, 3.2.2). En outre, tout élément de A détermine
un endomorphisme [L de F(X, <^) et un endomorphisme (A' de r(X', ^*(^")) tels que
le diagramme

r(x,^-) -> r(x^W)

(".1.3.3) IA (A

r(x,^-) -^ r(x',^*(^))
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soit commutatif; par la propriété d'unicité de prolongement des morphismes pour les
foncteurs cohomologiques universels (T, 2.2), on en déduit des prolongements uniques
de y, et p.' à la cohomologie rendant commutatifs les diagrammes analogues à (12. i. 3.3)3
ce qui signifie que (12. i .3.2) est un homomorphisme de A-modules. Notons maintenant
que l'on a f*{^) == ̂ (^(S)^ /PX'? et q^ ̂ on a donc un di-homomorphisme canonique
^W->fW du ^(^x)-Module ^(^-) dans le ^-Module /'(^). Par fonctorialité,
on en déduit donc un di-homomorphisme fonctoriel

(12.1.3.4) H^(X', ̂ ))^IP(XV^))

les anneaux correspondants étant A et A'; en composant ce di-homomorphisme avec
(12.1.3.2), on obtient un di-homomorphisme canonique fonctoriel en S^

(12.1.3.5) 6, : ÏP(X, ̂ )->IP(X',/W).

Enfin, par fonctorialité, on déduit de Phomomorphisme ifi \f*{y}->y un
homomorphisme de A'-modules HP(X/,y^(^'))^-HP(X/5 y), qui, composé avec
(12.1.3.5), donne (12.1.3.1).

Soit y =(^'5 6') ^ X^-^X' un second morphisme d'espaces annelés, f"=fof1 le
morphisme composé. Compte tenu de la permutabilité du foncteur (J/* et du produit
tensoriel (0^, 4.3.3)3 on vérifie aussitôt que le composé du di-homomorphisme
H^XS/W^H^X^/^/W)) et de (12.1.3.5) est le di-homomorphisme corres-
pondant IP(X, ̂ -^H^X'VW).

(12.1.4) Une définition directe de Phomomorphisme (12.1.3.2) peut s'obtenir
de la façon suivante : on considère une résolution injective JS?' == (JS?1) de y formée de
faisceaux de groupes abéliens sur X; comme le foncteur ^ est exact, ^*(-S^') est une
résolution de ^(^") formée de faisceaux sur X\ Si oSf = (oSf'1) est une résolution injective
de ^\y} dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X', il y a donc un
morphisme ^*(J§^)->JS?'* de complexes de faisceaux de groupes abéliens, compatible
avec les augmentations (M, V, î . î .a ) ) , bien déterminé à une homotopie près. On en
déduit des homomorphismes

F(X, js?-)-^r(x', ^(JSf-))-^r(x', jsf")
de complexes de groupes abéliens, dont le composé, par passage à la cohomologie donne
un morphisme de ^-foncteurs H'(X, .^-^H^X', ^*(<^')); comme il coïncide avec
(12.1.3.2) en degré o, il lui est identique (T, 2.2).

Considérons maintenant un recouvrement ouvert ÎX== (UQ() deX, et soit ^('^(./"^(U^))
le recouvrement ouvert de X', image réciproque de U. Les homomorphismes canoniques
P(V, ̂ -^rV-^V),/11^)) pour tout ouvert V de X définissent aussitôt (cf. G, II, 5. i)
un homomorphisme de complexes G'(U, ^')->C'(ir,y*(^)), d'où des homomorphismes
canoniques

(12.1.4.1) Qp : H^(ÎI, ̂ )->H^(ltV^)).
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En outre, on a des diagrammes commutatifs
6

"i-ro/tr ^z-\ î-ÎP(U, y} -> HÎ'(U',/*(^-))

(12.1.4.2)

HP(X,^) ^ ÎP'(X',/W)
y

Chap. o

où les flèches verticales sont les homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2). Pour
établir la commutativité de (12.1.4.2), considérons le complexe de faisceaux de
cochaînes (alternées) de ^ relatives à U, ^•(U, ̂ ), tel que F(X, ^•(U, ^))==C-(U, J^)
(G, II, 5.2). Les homomorphismes canoniques r(V, ̂ -^rf/'^V), ^(e^)) définissent
alors un ^-morphisme ^•(U, ^-^^•(U', ^(e^)), et on a, avec les notations ci-dessus,
un diagramme commutatif

r(x,^(u,^)) -. r(x', ^-(u', ^(^)))

r(x, ^•) r(x', ^(js?-)) -^ r(x', ^/-)
qui, en passant à la cohomologie, donne des diagrammes commutatifs

?(11, ̂ ) -> IP(U', ^(^))

H^X,^-) -> H^X',^^))

où les flèches verticales sont les homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2) . Il suffit
alors de combiner ces diagrammes avec les diagrammes commutatifs

HW ̂ )) -> ip(ii',r(jn)

H^X',^^)) -> H^(X\/'(^))
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qui proviennent de l'homomorphisme ^* {^)->f* {^) et du caractère fonctoriel
des homomorphismes canoniques de (G, II, 5.2), pour obtenir la commutativité
de (12.1 .4 .2) .

On notera que si A= F(X, ^x)? A'= r(X', ffl-^'), rhomomorphisme (12.1.4.3)
est un di-homomorphisme de modules correspondant aux anneaux A et A'. On a une
propriété de transitivité de (12.1.4.1) pour le composé de deux morphismes, analogue
à la transitivité de (12.1.3.5). Enfin, notons que dans les définitions précédentes, au
lieu d'une résolution injective oS^* de e "̂, on aurait aussi bien pu partir d'une résolution
telle que IP(X, JS?')==o pour tout i et tout^>o (G, II, 4.7.1).

(12.1.5) Soient ̂ , ^, Jf trois ffly Modules, et considérons un ^x-homomorphisme
u : y^Q ^' ->C^', qui donne pour la cohomologie des homomorphismes
(12 .1 .5 .1 ) H^(X,^-)®^(X, ̂ )->ïP-^(X,jr)

déduits du cup-produit (12.1.2.1) . Montrons qu'avec les hypothèses et notations
de (12.1.3), on a des diagrammes commutatifs

H^X.^^H^X, ^) ——-> ïP+î(X,jT)

(12.1.5.2)

H^(X',/*(^))®^H^(X',r(^)) -> IP^(X',/W)

où les flèches verticales proviennent des homomorphismes canoniques (12.1.3.5).
Pour cela, rappelons que (12.1.5.1) peut s'obtenir en partant des résolutions cano-
niques (G, II, 4.3) -S?', Ji\ ̂ * de ^r, ^, JT respectivement (qui sont formées de Q^-
Modules), de l'application linéaire JS?'®^ Jl9-^^9 de complexes de ^"Modules
correspondant à M, qui fournit un homomorphisme de complexes de A-modules
F(X, ,â?*)(g)^r(X5 .^^—^(X,^'), et en passant à la cohomologie des homomorphismes
?(^(X,JSf•))®AH?(^(X,^•))->?+^(^(X,^^•)) (G, II, 6.6). Or, on a évidemment
un diagramme commutatif

r(x,^-)®Ar(x,^-) ————> r(x,^r-)

(ï2.i.5.3)

^(x/,^(^•))®r(x^^))^(x',^(^•)) -^ r(x',^(^-))
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qui donne en passant à la cohomologie des diagrammes commutatifs

-> H^^X,^)HP(X, ̂ )^W{X, ̂  ———

(12.1 .5-4)

?(^(X^*(^•)))®^(x•,^))HÎ(^(X/.^(^•))) -> H^(r(x', ̂ ))).

Mais comme ^(^-), ̂ (^-) et ^(^••) sont des résolutions de W, W,^W
respectivement, on a un diagramme commutatif (G, II, 6.6. i)

H.(r(X', ̂ (^•)))®^x•.^))H^(^(X', +*(^))) - H^(F(X', ̂ (^-)))

(12.1.5-5)

H^X^*^))® ,̂.,̂ ^^^^^) - H^(X'̂ W)

Enfin, par fonctoriaUté, on a un diagramme commutatif

H^X^-Wî^^wH^X'^-C^)) - H^(X'̂ W).

(I2.I.5-6)

H^X',/*^))®^^^,/^^)) -> H^(X',/W)

et par combinaison des trois diagrammes (12.1.5.4), (12.1.5.5) et (12.1.5.6), on
obùent le diagramme commutatif (12 .1 .5 .2 ) cherché.
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Avec les notations de (12.1.3), supposons que l'on ait un

(12.1.6.1)
o — ^ - ^ ^ - ^ ^ - ^ o

u\ v\ w\
y y y

o -> y -> y9 -> ^' ~> o

où r, s sont des homomorphismes de ^"Modules, r', s ' des homomorphismes de
(Px'-Modules, u, v, w des /-morphismes et les lignes sont exactes. On en déduit alors un
diagramme commutatif

... -> ÏP(X, ̂  -> ÏP(X, ̂ ) -> ÏP(X, J )̂ 4. IP-̂ X, ̂ ) -^ ...

(12.1.6.2) ^+1

... -> H^X', ̂ ') ̂  IP(X', ^/) -> H^X', Jf') -> H^+^X', ^Q -^ ...

En effet, (12. i .6. i) se factorise en

o -> y —> 9 —> Jf -> oi i i
0 -^ ̂ (^) -> f(^) -> ̂ (J^) -> 0

y y y
/^ _ „ <az-/ __. w ___,, 'a '̂/ . ^0 —> e^ ——> <y ——> <yT —> 0

où la ligne du milieu est exacte (Oi, 3.7.2) et il suffit d'utiliser le fait que (12.1.3.2) est un
homomorphisme de ^-foncteurs et que les H^X", 3^'} forment un ^-foncteur en y.

(12.1.7) Les hypothèses et notations étant celles de (12.1.3), considérons mainte-
nant le cas où 3F ==f^y) = ̂  {y} ; nous allons voir que le di-homomorphisme défini
dans (12.i.3)

(12.i.7.i) ÏPÇX./^^-^H^X', y'}

peut s'obtenir (à un automorphisme près de H^X', ̂ /)) comme edge-homomorphisme
d9 une suite spectrale du foncteur composé <^''->-r(X', ^ (^/)) (T, 2.4). La description
de Phomomorphisme (12.1.7.1) donnée dans (12.1.4) montre ici qu'on peut obtenir
cet homomorphisme de la façon suivante : on considère des résolutions inj écrives oSf*
et oS?'* de ^(«^) et de y respectivement, puis on prend un homomorphisme de
complexes v : ij/*(JS?*)-^oS?7* «au-dessus» de rhomomorphisme canonique ^(^G^'))"'^*^^
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on note ensuite que l'on a r(X', o§ '̂) ==T(X, ^(J?'')) et que rhomomorphisme
composé

F(X, ̂ -^(x7, ^(J^?•))-^^^(x/, jsf'-)
n'est autre que
(12.1.7.2) r(^) : r(x, ^-)-^r(x, ^(^-))
(Oi, 3 . 7 . i ) , e t ( i 2 . i . 7 . i ) s'obtient par passage à la cohomologie dans (12 .1 .7 .2) . D'autre
part, les suites spectrales du foncteur composé ^''-^r(X, ^ (^r/)) s'obtiennent en
considérant une résolution injective de Cartan-Eilenberg ^" == (^^) du complexe
4/ (°S?'*) dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X; les suites spectrales
en question sont celles du bicomplexe r(X, e^") (qui sont birégulières puisque e^f^=o
pour z<o ou J<o). Or, la première suite spectrale de ce bicomplexe dégénère, car les
faisceaux ^(JS^) sont flasques (G, II, 3. i . i), donc H^(r(X, ̂ -)) ̂ H^JJS^)) ==o
pour ^>o (G) II, 4.4.3) ; on a donc des edge-homomorphismes bijectifs (i i . i .6)

(12.1.7.3) /E^=H^(HÎI(^(X,^••)))-^H^(^(X,^••))

et on sait (11.3.4) que cet homomorphisme provient, par passage à la cohomologie,
de l'augmentation
(12.1.7.4) ^X,^7-))^^,^--)

laquelle provient elle-même de l'augmentation Y) : ̂  ("Sf") -> '̂*. D'autre part, pour
la seconde suite spectrale, on a des edge-homomorphismes

(12.1.7.5) //E,0=H^(HS(^(X,^••))^H^(^(X,^••))

provenant (11.3.4) par passage à la cohomologie, de l'homomorphisme de complexes
ZÎ(r(X,^-))->r(X,^-). Or, comme ^ est exact à gauche, la suite

o^^)^^0)^^1)

est exacte; par définition d'une résolution de Cartan-Eilenberg (11.4.2), on peut
donc prendre B^(.^'*) ==o, Z^(e^f'*) ==JS?'; comme le diagramme

<y° % s ^y00
eai> —————————^ c^y^

^(j^) ^ 4.̂ '̂°)

est commutatif, l'injection de complexes i : JSf'->^" est compatible avec les augmen-
tations s et s". On a ainsi deux homomorphismes de complexes de J?' dans ^"

csZf '—————^ ovi

^\ ^^

^(^")
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compatibles avec les augmentations s et e"; comme oS?' est une résolution injective et
que ̂ " est formée de faisceaux injectifs, il résulte de (M, V, i . i a)) que ces deux homo-
morphismes sont homotopes; il en est donc de même des deux homomorphismes corres-
pondants r(X, oâ?')->-r(X, <^'*), et en passant à la cohomologie, on obtient donc
le même homomorphisme; en d'autres termes, on a bien montré que le edge-homo-
morphisme (12.1.7.5), qui s'écrit IP(X, ^(^))-^IP(r(X, ̂ -)) est composé de
(12.1.7.1) et de (12.1.7.3), qui s'écrit IP(*X', e^')->IP(r(X, ̂ ••)) et qu'on a vu
être un isomorphisme; d'où notre assertion.

12.2. Images directes supérieures»

(12.2.1) Soient (X, 6^)5 (Y, ^y) deux espaces annelés, f== (^, 6) un morphisme
de X dans Y, qui définit le foncteur image directe f^ : C(X)—^C(Y), identique d'ailleurs
à la restriction à C(X) du foncteur ^ défini dans la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X. Ce dernier foncteur est additif et exact à gauche, et comme tout faisceau
de groupes abéliens sur X est isomorphe à un sous-faisceau d'un faisceau injectifde groupes
abéliens, on définit les fondeurs dérivés droits y^'RP^J^) du foncteur ^; les R^G^)
sont des faisceaux de groupes abéliens sur Y, et les R^ forment un fondeur cohomologique
universel (T, 2.3).

Eh outre, le faisceau R2^ (e^) est le faisceau associé au préfaisceau V-^H^/'^V), 3F}
(T, 3.7.2). Si maintenant on suppose que 3^ est un (Py Module, ÏPC/'^V), e^) est
naturellement muni d'une structure de F^"1^), (P^)'mod\ûe^ donc de F(V, 4'*(^x))"
module, et la donnée de l'homomorphisme 6 : ̂ y—^ (^x) permet d'en déduire une
structure de r(V, (Py) -module. Pour les structures ainsi définies, il est clair que la
restriction d'un ouvert V à un ouvert V'cV définit un di-homomorphisme, et cela
permet donc de définir sur chacun des R^ (^) ^me structure de Oy-Module'y c'est ce
^Y-Module que nous noterons Ry(J^), Ry^ étant ainsi défini comme un foncteur additif
de C(X) dans C(Y). En outre, les R^ forment un ô-foncteur, car si o-^/->^'->^'//->o
est une suite exacte de ^"Modules, la description des R^ et de la structure de
^Y-Module sur R^J^") donnée ci-dessus montre aussitôt que l'homomorphisme
8 : R^ {y^-^R.^1^ (e^) est dans ce cas un homomorphisme de (0 ̂ -Modules. Enfin,
les Ry s'identifient aux foncteurs dérivés droits dey : en effet, tout (P^-Module admet
une résolution injective formée de 0^-Modviles, et comme une telle résolution est formée
de fsiiscesiMx flasques de groupes abéliens (G, II, 7. i), elle peut servir à calculer les R^(^'),
puisque R^ (^)==o pour n^ i et pour tout faisceau flasque ^ (T, 2.4.1, Remarque 3,
et cor. de la prop. 3.3.2). On conclut donc que les Ry forment un fondeur cohomolo-
gique universel de C(X) dans C(Y) (T, 2.3).

(12.2.2) Soient 3^ et ^ deux ^x-Modules. Avec les notations de (12.2. i), pour
tout ouvert V de Y, on a F homomorphisme de cup-produit (12 .1 .2 .1)

^v-m y^-^^mr\^\ ̂ H^V-^V), ̂ ®^)
401

S



58 A. G R O T H E N D I E C K Chap. o

et il résulte aussitôt de la définition du cup-produit (G, II, 6.6) que ces homomorphismes
commutent au passage de V à un sous-espace ouvert V de V. D'autre part, on a un
homomorphisme d'anneaux

F(V, 6y^r(v, ̂ (^)) == iV-^v), ̂ )
provenant de 6, d'où un homomorphisme canonique de produits tensoriels

H^/-1^ ̂ r^HV-^V), ̂ ) -^H^y-^V), ̂ ra-m^W-W ^)
qui est lui aussi compatible avec la restriction de V à V. Par composition, on obtient
donc un homomorphisme de r(V, ffy) -modules, qui définit un homomorphisme canonique
fonctoriel en y et ^ pour les faisceaux associés aux préfaisceaux considérés :

(12.2.2.1) R^^^R^^-^R^V,^®^).

On notera que pour p==q==o, cet homomorphisme se réduit à (Oj, 4.2.2.1).
Proposition (12.2.3). — Pour tout (Py Module ^ et tout 0^-Module localement libre de

rang fini «?", on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(12.2.3.1) R^w^^^Ry^^r^)).
L'homomorphisme (12.2.3.1) s'obtient en composant l'homomorphisme, cas

particulier de (12.2.2.1) :

(i2.2.3.a) R^w®^(r(^))->Ry,(^^r(^))
avec rhomomorphisme du premier membre de (12.2.3.1) dans celui de (12.2.3.2)3
provenant de l'homomorphisme canonique (O^, 4.4.3.2). Pour vérifier que (12.2.3.1)
est un isomorphisme lorsque oS? est localement libre, on peut aussitôt se ramener au cas
JSf = 0^ la question étant locale sur Y, et les foncteurs envisagés étant additifs en J^.
Mais alors, la proposition se ramène, vu la définition de (12.2.2.1), à la vérification
du fait que l'homomorphisme correspondant de préfaisceaux est bijectif, ce qui est
immédiat en vertu de la relation f*[0^) = ̂ x-

(12.2.4) Soient (Z, (Q^ un troisième espace annelé, g : Y->Z un morphisme
d'espaces annelés. On sait (G, II, 7.1 et 3.1.1) que pour tout (PyModule injectif ^,
fJ^S) est un faisceau flasque de groupes abéliens, et par suite ( 12.2. i ) on a R^ (/ ( ̂ ) ) = o
pour toutj&>o. Il s'ensuit (T, 2.4.1) que la suite spectrale de Leray des foncteurs composés
est applicable au foncteur composé g^ : il y a une suite spectrale birégulière dont l'abou-
tissement est le foncteur R'h^ où h==gof, et dont le terme Eg est donné par

(12.2.4.1) E^==R^(RV^)).

(12.2.5) Sous les conditions de (12.2.4), nous allons définir directement des
homomorphismes canoniques de 6^-Modules

(12.2.5.1) RW^))^^)
(12.2.5.2) R^(^) ̂ (Ry^) )
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qu'on pourrait identifier aux « edge-homomorphismes » de la suite spectrale de Leray
(cf. (12.1.7)). Il suffit d'opérer sur les préfaisceaux auxquels sont associés les faisceaux
images supérieures (12.2.1). Pour cela, considérons un ouvert quelconque W de Z et
son image réciproque ̂ (W) dans Y; on a un di-homomorphisme canonique
(12.2.5.3) Hn^-l(W),/^))->Hn(/-l^-l(W)),/*(/^)))

les anneaux correspondants étant F^-^W), ̂ ) et F^-^W),^); d'autre part,
l'homomorphisme canonique (Oi, 4.4.3.3) fournit par fonctorialité des homomorphismes
canoniques

(12.2.5.4) Hn(Â~l(W),/'(/^)))^HW(A-l(W),^)

qui sont des homomorphismes de F^-^W), ^-modules. Compte tenu de l'homo-
morphisme d'anneaux F(W, ^-^F^-^W), ̂ ), on voit qu'en composant (12.2.5.4)
et (12.2.5.3), on obtient un homomorphisme de préfaisceaux, qui fournit Phomc-
morphisme de faisceaux (12.2.5.1).

La définition de (12.2 .5 .2) est encore plus simple; par définition, R^ (^)
est associé au préfaisceau W^H^/'^^-^W)), e^) et R^W au préfaisœau
V^H^/^fV), J^); on a donc un homomorphisme canonique

^(/-^(w)), y} -> ror^w), R»/^)),
et il est immédiat que ces homomorphismes définissent un homomorphisme de pré-
faisceaux, qui à son tour définit (12.2.5.2).

(ia.2.6) Sous les hypothèses de (12.2.4), soient ^r, ^, jT trois tf^-Modules et
u : y^-^ Jf un ^x-^momorphisme. On a alors des diagrammes commutatifs

WfW^RWW -> R^W^m)

(12.2.6.1)

et
R^G^^R^^) —> R^^jr)

R^(^)®^ R?^(^) -^R^^(jT)

(12.2.6.2)

g^fW^^W)) -> g^^fW}
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où les flèches horizontales proviennent de (12.2 .2 .1) (la dernière combinée avec
(Oi, 4 .2 .2 .1) ) et les flèches verticales des homomorphismes (12.2.5.1) et (12.2.5.2)
respectivement.

Il suffit en effet de le vérifier pour les homomorphismes correspondants de pré-
faisceaux; si on revient aux définitions données dans (12.2.2) et (12.2.5) pour ces
homomorphismes, on est aussitôt ramené, pour (12.2.6.1) , aux diagrammes commu-
tatifs (12 .1 .5 .2) ; la vérification est encore plus simple pour (12.2.6.2) .

i2.3. Compléments sur les foncteurs Ext de faisceaux.

(12.3.1) Considérons un espace annelé (X, ^x)? nous ne reviendrons pas sur la
définition et les principales propriétés des bifoncteurs Extg (X; e ,̂ ^) de la catégorie
des (P^-Modules dans celle des F(X, 0^)-modules, et êxt^ {^, ̂ ) de la catégorie des
^x-Modules dans elle-même, ni sur la suite spectrale birégulière E(J^, ^) qui les relie
(T, 4.2 et G, II, 7.3).

(12.3.2) On définit de la même manière que dans (M, XIV, i) la notion ^extension
d'un (P^-Module y par un ^"Module ^ et la loi de composition entre classes d'extensions
équivalentes : les raisonnements faits pour les modules s'adaptent en effet de façon
évidente à une catégorie abélienne quelconque. La seconde démonstration de (M,
XIV, i. i), qui n'utilise que l'existence de plongements dans les objets injectifs, est alors
encore valable pour la catégorie des ^"Modules, et montre donc que Ext^ (X; ̂ , ^)
s'identifie canoniquement au groupe abélien des classes d^ extensions de y par ^.

Proposition (12.3.3). — Soit (X, ^x) un ^P^6 annelé tel que le faisceau d'anneaux (9^
soit cohérent. Alors, pour tout couple de Q^-Modules cohérents e ,̂ ^ et tout p ̂  o, êxt^ (̂ , ̂ )
est un (9^-Module cohérent.

Notons que les êxt^ (^3 ^) forment un foncteur cohomologique contravariant
en y. Puisque y est cohérent, il existe pour tout p et tout point ^eX un voisinage
ouvert U de X et une suite exacte de (^x|U)-Modules

o^^->jS^_^->...-^^->^ U-^o

où chacun des oâ^ {o^i^p—i) est isomorphe à un (P^ U et Sî est cohérent : cela
résulte par récurrence s\irp de (Oi, 5.3.2) et (Oi, 5.3.4), vu l'hypothèse que 0^ est cohérent.

Notons maintenant que, pour p^i, on a Ext^ iu(»S?|U, ^|U)==o pour tout
^x- Module jy tel que o§? U soit isomorphe à un fi^jU (T, 4.2.3); le raisonne-
ment de (M, V, 7.2) s'applique donc au foncteur cohomologique contravariant
y->ïiomQ ^{y\V, ̂ |U), et donne une suite exacte

ĵ m îu(^-i, ̂ |U) -.^om^0t, ̂  U) -> < îu(̂ |U, ̂  U) ̂ o

et comme les deux premiers termes de cette suite sont des (^x|U)-Modules cohérents
(Oj, 5.3.5), il en est de même du troisième (O;, 5.3.4).
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Proposition (12.3.4). — Soit f: X->Y un morphisme plat d'espaces annelés, et soient
y, ^ deux ^'Modules.

(i) II existe un homomorphisme de bifoncteurs cohomologiques

(12.3.4.1) /*(<^(^ ^)) ̂  <^j/w,r(^))
se réduisant en degré o à U homomorphisme canonique (Oi, 4.4.6).

(ii) II existe un morphisme canonique de suites spectrales

(12.3.4.^) E( ,̂ ̂ ) ̂ E(/W,\f(^))

qui, pour les termes Eg, se réduit aux homomorphismes

(12.3.4.3) H^(Y, <^(^, ^)) ->H^(X, ̂ (/W,/^)))

déduits de (12.3.4.1) et de (12.1.3.1).
(i) Comme f* est un foncteur exact dans la catégorie des ^y-Modules (Oj, 6 .7.2)3

lesfoncteurs ^->/*(^m^(^ ^)) et ^^^om^ Çf\^),f\^)) sont exacts à gauche;
on déduit canoniquement de (Op 4.4.6) un homomorphisme de leurs foncteurs dérivés.
Pour calculer ces derniers, on prend une résolution injective oSf'=(cJ§f1) de ^, et on a
donc des morphismes ^[f^om^y, J^-)))^^(^^ (/*(^),/*(^*))) de cohomo-
logies de complexes de faisceaux. D'ailleurs, en vertu de l'exactitude de f\ on a
J^(/*(Jf^(J^ JSf-))) =/*(J^(^m^(^ J?-))) =f\^xtS^, ̂ ))) par définition.
D'autre part, l'exactitude de f* entraîne que f*{£'9) est une résolution de ./*(^); si
JSf'"==(JS?'1) est une résolution injective de y*^) dans la catégorie des ^'Modules,
il y a donc un homomorphisme de complexes / * ( £ ' ' ) —^JS^*, déterminé à une homotopie
près, et qui définit par suite un homomorphisme bien déterminé en cohomologie;
composant cet homomorphisme avec l'homomorphisme défini plus haut, on obtient
(12.3.4.1).

(ii) Avec les notations précédentes, on a un homomorphisme de complexes de
faisceaux de 0^-Mod\ûes f\^om^ (^r, »Sf-))->J^wz0 (/*(^), ^/*). Soit Jf" une réso-
lution injective de Cartan-Eilenberg du complexe ^om^ ( '̂, ,Sf') dans la catégorie
des (?Y~M°dules; alors, en vertu de l'exactitude du foncteur y*, f *(^"*) est une résolution
de Cartan-Eilenberg du complexe f*(^omQ (^r, oS^')) ; si ̂ /" est une résolution injective
de Cartan-Eilenberg du complexe jfom^ (VG^), "â^7'))? il y a donc (11.4.2), un homo-
morphisme (déterminé à homotopie près) JFlt(^••)->^/•• compatible avec l'homo-
morphisme considéré ci-dessus, autrement dit un^-morphisme e^f*'-^^'" de bicomplexes
de faisceaux. On en déduit un di-homomorphisme F(Y, e^'*)->r(X, <^'") de
bicomplexes de modules, déterminé à homotopie près, et un morphisme bien déterminé
de suites spectrales (11.3.2)5 qui n'est autre que le morphisme (12.3.4.2) cherché,
la caractérisation de (12.3.4.3) se déduisant aussitôt des définitions.

Proposition (12.3.5). — Sous les hypothèses de (12.3.4), supposons en outre le faisceau
d'anneaux 0^ cohérent; alors., pour tout (9^-Module cohérent ^, les homomorphismes canoniques
(12.3.4.1) sont bijectifs.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer qu'il existe une suite exacte
o-^-^-^-^o, et 31 est alors aussi un 0^-Modnle cohérent (0^, 5.3.4). Pour
prouver que les homomorphismes

r(<?<(^ ^)) ̂  ̂ <(rw,r(^))
sont bijectifs, raisonnons par récurrence sur p, la proposition résultant de (Oj, 6.7.6.1)
lorsque p = o. Or, on a le diagramme commutatif

r^^w^)) -^f\^\âe^)) -i/^^g^,^)) —> f\^((p^^))

^^rw) -> ̂ ww^rw) ̂  ̂ <(rw,.r(^))-> ̂ <(^,r(^))
puisque /"((Py) =^xî comme/* est exact, les deux lignes sont exactes. En outre, on a
^xt^{0^(S)=o pour tout p>o et de même êxt^ (^f\^))==o pour tout p>o
(T, 4.2.3). Vu l'hypothèse de récurrence, les deux premières flèches verticales du
diagramme précédent sont des isomorphismes, et les termes de droite sont o, donc
/*(^^(^•,^))^^^(/*(^),/+(^)) est un isomorphisme.

12.4. Hypercohomologie du foncteur image directe»

(12.4.1) Soient (X, ^x)? (YÎ ^y) t̂ 1^ espaces annelés, /: X->Y un morphisme
d'espaces annelés. On peut prendre V hyper cohomologie de f^ par rapport à un complexe
quelconque de (P^Mod\des ^==(^)»ez ( I I • 4 • 4 ) 5 car dans la catégorie abélienne des
^y-Modules, les limites inductives filtrantes existent et sont exactes (T, 3.1.1). Les
^-Modules d'hypercohomologie R^/^JT-) se noteront aussi 3€P(f, jf-) ou ^(Jf-).
Rappelons que ^'(/,^T') est la cohomologie du bicomplexe de ^'Modules /(,Sf"),
où oSf" est une résolution injective de Cartan-Eilenberg de jf' dans la catégorie des
û^x-Modules; ^*(/3^*) est l'aboutissement de deux suites spectrales ' ê{f^9} et
"(?(y,Jf') dont les termes Eg sont donnés par

( 1 2 . 4 . 1 . 1 ) '^^^(^(/.jf-))

(12.4.1.2) '^^^(/.^(jT-)) (=Ry^?(^r•)))
On a, dans ces formules, adopté la notation générale T(A*) pour le transformé

d'un complexe par un foncteur (i i. 2. i), et on écrit ̂ {f, ̂ ) au lieu de R^f (^) pour
un ^x-Module 3^. Rappelons encore que la suite '^[f^9) est toujours régulière^ les
deux suites spectrales '^C/,^') et "<^(/,^T") sont birégulières lorsque Jf' est limité infé-
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rieurement, ou lorsqu'il existe un entier m tel que tout ^"Module admette une résolution
flasque de longueur ^m (11.4.4).

(i2.4.2) Nous désignerons de même par H'(X,JT*) l'hypercohomologie du fonc-
teur F par rapport à un complexe Jf' de ^'Modules; les ïP(X,jT*) sont donc des
F(X, (P^'modules. On peut d'ailleurs considérer H'(X,Jf*) comme un cas particulier
de ^'(/, e^r'), où/est un morphisme de (X, û?x) sur un espace annelé réduit à un point
muni de l'anneau r(X, ^x)-

Pour tout ouvert V de X, nous écrirons H'(V,jT") au lieu de H"(V,Jf*|V).
Proposition (12.4.3). — Pour tout entier j&eZ, le 0^-Module ^{f, ̂ T*) est canoniquement

isomorphe au faisceau associé au préfaisceau U ÎPQ/̂ CU), Jf') sur Y.
En effet, avec les notations de (12.4.1), le faisceau de cohomologie Jf^(/(JSf"))

est associé au préfaisceau U->:EP(r(U,/^-))) == H^IV-^U), oS^-)). Mais il est clair
que JSf^j/'^U) est une résolution injective de Cartan-Eilenberg de ^'[y'~l(U)
(T, 3.1.3), donc H^F^-^U), JSf-)) ^HPV-^U), Jf-) par définition.

Proposition (12.4.4). — Uhypercohomologie ^C'C/,-^') est un fondeur cohomologique
en Jf" âffl^j chacun des cas suivants :

a) jT' yûr^ ûfawj Zû catégorie des complexes limités inférieur ement.
b) // existe un entier m tel que tout G) ̂ -Module admette une résolution flasque de longueur ^m.
c) X est un espace noethérien.

Les cas a) et b) sont des cas particuliers de (11.5.4). D'autre part, le cas c ) se
déduit de (11.5.2), car on sait que dans ce cas, le foncteur f permute aux limites
inductives (G, II, 3.10.1).

(12.4.5) Considérons maintenant un recouvrement ouvert U==(UJ de X, et
pour tout complexe de préfaisceaux J^*==(J^?) sur X, le bicomplexe C^U.JT'), dont
le composant d'indices Ci, j) est C^U,^^), groupe des î-cochaînes alternées du nerf
de U à valeurs dans Jf^ (G, II, 5.1). Nous dirons que la cohomologie de ce bicomplexe
est Y hyper cohomologie du recouvrement U à coefficients dans jf', et nous la noterons
H"(U, Jf') ==H'(G'(U, ̂ ')). La suite spectrale de Leray d'un recouvrement (T, 3.8.1
et G, II, 5.9. i) se généralise comme suit à l'hypercohomologie :

Proposition (12.4.6). — Soit Jf' = (Jf^) un complexe de 0^-Modules. Il existe un fondeur
spectral régulier en jf' ayant pour aboutissement V hyper cohomologie H"(X, ̂ T'), et dont le terme Eg
est donné par
(12.4.6.1) Ef=H^(U,^(JT-))

où hq(Jfr9) désigne le complexe de préfaisceaux V->HP(V, Jf*) sur X. La suite spectrale précédente
est birégulière si Jf* est limité inférieur ement.

Considérons une résolution injective de Cartan-Eilenberg oSf" de JT*, et le tri-
complexe C'(U, oS^") == (C^U, oâ^)) ; considérons d'abord ce tricomplexe comme un
bicomplexe pour les degrés i et j-}-k. Comme i ne prend que des valeurs >o, la
seconde suite spectrale de ce bicomplexe est régulière (11.3.3) et dégénérée, car
on a ?(11, ^ik) = o pour tout q>o, les ^x-Modules oS^ étant des faisceaux
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flasques (G, II, 5.2.3). On a par suite (n. i .6) un isomorphisme canonique
H^C-^J^^H^X.JS?--)) (en vertu de (G, II, 5 .2.2)) , donc par définition
(12.4.2) un isomorphisme H^G^U, JSf-^^H^X,^-). Considérons d'autre part
le tricomplexe C*(U, L'*) comme un bicomplexe pour les degrés i-\-j et k. Comme k
ne prend que des valeurs ^o, la première suite spectrale de ce bicomplexe est toujours
régulière; elle est birégulière si ^^=0 pour j<jo, c'est-à-dire lorsque Jf' est limité
inférieurement (11.3.3). Cette suite spectrale est la suite cherchée; en effet, pour
toutj, JS?7'" est une résolution injective de jf^'; par suite, BPÇC^IÏ, J?^)) n'est autre
que le complexe de cochaînes C'(U, ^(JP)), ce qui termine la démonstration.

Corollaire (12.4.7). — Si, pour tout simplexe G du nerf de U, et pour tout entier i, on a
H^(U^,J^l)=o pour y>o, alors on a un isomorphisme canonique

(12.4.7.1) H-(ÎI,jT-)^H-(X,jr-).

En effet, l'hypothèse entraîne que G-(U, ^(JP)) ==o pour q>o, donc E^==o
pour <7>o; la suite (12.4.6.1) étant dégénérée et régulière, la conclusion résulte de la
définition (12.4.5) de H^U.Jf*) et de (n.i.6).

(12.4.8) Soit (X', 0^) un second espace annelé, et soit f== (^, 6) un morphisme
de X7 dans X. Par la même méthode que dans (12.1.3) et (12.1.4), on définit un
di-homomorphisme pour l'hypercohomologie d'un complexe jT' de (^"Modules
(12.4.8.1) H^X,jr-)-^H^X',r(Jr-)).

On part d'une résolution injective de Cartan-Eilenberg J?" de jf*, et comme ^*
est exact, ^*(J§^*') est une résolution de Cartan-Eilenberg de ^*(jf*) dans la catégorie
des 4'* (^x) -Modules; il y a alors un morphisme ^*(JSf**) ->JSf'", où JS^'* est une résolution
injective de Gartan-Eilenberg de ^*(jf"), et on en déduit un morphisme pour la cohomo-
logie : H"(X, jf1') -^H^X', ^*(J^')) ; par composition avec le morphisme déduit par
fonctorialité de ^*(^')->/*(^'), on obtient le morphisme (12.4.8.1) cherché.

Partant de (12.4.8.1) et de (12.4.3)5 on peut alors, en raisonnant comme dans
(12.2.5), définir, pour deux morphismes /:X—^Y, g : Y-^Z d'espaces annelés, des
homomorphismes pour l'hypercohomologie d'un complexe jf* de ^"Modules
(12.4.8.2) ^Q^OT) -^ .̂jn
(12.4.8.3) ^(^JT-) ̂ W/,^-)).

Nous laissons au lecteur le détail des définitions.

§ 13. LIMITES PROJECTIVES EN ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

13.1. La condition de Mittag-Leffler.

(13.1.1) Soit C une catégorie abélienne dans laquelle les produits infinis existent
(axiome AB 3*) de T, 1.5)); alors la borne inférieure d'une famille de sous-objets d'un
objet de C existe, et tout système projectif d'objets de C admet une limite projective,
qui est un foncteur exact à gauche du système projectif considéré (T, 1.8). Soit (A^,/^.)
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un système projectif d'objets de C dont l'ensemble d'indices 1 est filtrant à droite; soient
A==UmA^ et pour tout ael, soit f^ : A-^ le morphisme canonique. Pour tout ael,
les/^(Ap) pour a ^ ( B forment une famille filtrante décroissante de sous-objets de A^;
le sous-objet A^ == inf/^(Ap) est dit sous-objet des « images universelles » dans A ; il est

3^ a

clair que ^(A)cA^ et Ap(Ap) cA^ pour a ̂  (B ; donc (A^,/^ Ap) est un système projectif
et A == lim A^.

(13.1.2) Étant donné un système projectif (A^,/^) dans C, on appelle condition
de Mittag-Leffler la condition suivante :

(ML) Pour tout indice a, il existe (B ^a tel que, pour tout y^p, 072 ait f^(A )=y^(Ao).
Il est clair que si les f^ sont des épimorphismes, la condition (ML) est vérifiée.

Inversement, si (ML) est vérifiée, et si pour tout ael, A^ est le sous-objet des « images
universelles » dans A^, la restriction de f^ à Ap est un épimorphisme Ap-^A^ pour a<(B :
en effet, si y^ p est tel que /ps(As) =/^(A^) pour 8^ y, on a A? =/^(A^) et cela entraîne
d'autre part /^(Ag) -/^(A^) pour 8^ y, donc A,=/^(A^) ==/,p(Ap).

Notons aussi que la condition (ML) est vérifiée lorsque les objets A^ sont artiniens
dans C, c'est-à-dire que toute famille de sous-objets de A^ admet un élément minimal : un
élément minimal de la famille filtrante décroissante (/^(A?)) de sous-objets de A^ est
en effet alors nécessairement le plus petit de ces sous-objets.

Remarque (13.1.3). — La condition (ML) peut se formuler également lorsque C
est par exemple la catégorie des ensembles; on peut alors encore définir le sous-ensemble
des « images universelles » de A^ et les remarques faites à ce sujet dans (13.1.1) et (13.1.2)
restent valables.

13.2. La condition de Mittag-Leffler pour les groupes abéliens.

Proposition (13.2.1). — Soit
Uy_ Vr,

o->A^B^C^o

une suite exacte de systèmes projectifs de groupes abéliens (relatifs à un même ensemble filtrant
d^ indices I).

(i) Si (BJ vérifie (ML), il en est de même de (CJ.
(ii) Si (AJ et (CJ vérifient (ML), il en est de même de (BJ.
Soient (Yap)? (^03)5 (^03) 1e8 systèmes d'homomorphismes définissant les systèmes

projectifs (AJ, (BJ, (CJ respectivement.
(i) Supposons que gy.^^) ̂ a^x) P0111* ^P; comme yp et v^ sont surjectives,

on a ^p(Gp)==^(^p(Bp))=^(^(B,))==A^(C,) pour À^[B.
(ii) Soit ael, et soit P ^ a un indice tel que pour X^(B, on ait ^3(^3) ̂ f^Ç^) ?

soit d'autre part y ^ p un indice tel que, pour À^y , on ait Âp^(C^) ==h^(C^). Soit alors
^ un élément de ^(Ey) ; on a donc y^g^{y^) avec j^eB^; posons j^p=^(^), de sorte
que ^3(^3) =Ap^(^(^)). Pour tout X^y, il existe par hypothèse j^eB^ tel que
A3Y(yY(J ;Y))==:A3x(^;À(A))==y3(^(A)). dîoù ^3—WA))^0. et par suite il existe ^eAp
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tel que y^g^W+u^). On en déduit ^a=<?aÀ(A)+^a(/ap(^)); n^ais comme À^(B,
il existe ^eA^ tel que /ap(^)==/ax(^ et finalement ^a==^ax(^x+^(^))^ax(B^), ce
qui achève la démonstration.

Proposition (13.2.2). — Soit 1 ^ ensemble ordonné filtrant ayant une partie cofinale
dénombrable. Soit

Uy, Ua
o->A^->B^->C^o

^72^ suite exacte de systèmes projectifs de groupes abéliens ayant ï pour ensemble d'indices. Si (AJ
satisfait à la condition (ML), la suite

o -> lim A^ -> lim B^ -> lim C^ -> o
^ exacte.

Tout revient à prouver que l'homomorphisme y==lim v^ : lim B^->lim C^ est
surjectif. Soit ^=(^J un élément de lim C^, et posons E^==v^1^); il est clair que
les E^ forment un système projectif d'ensembles non vides pour les restrictions des homo-
morphismes g^ : Bp->B^. Montrons que ce système projectif vérifie la condition (ML) ;
identifiant A^ à une partie de B^ par u^ pour tout ael, il existe (B^a tel que
^(^^a^x) P01111 À^!3; montrons que l'on a aussi g^(^)=g^{^) pour X ^ p .
En effet, prenons un ^eE^ et posons ^==g^{^),^=g^W ; soit ^e^p(Ep), de sorte
que j/^=^p(^p) pourunj^eEp; on a J^—J^^peAp, et par hypothèse il existe ^eA^
tel que ^(^-^ax^x) ; donc

X=<?apC^) +^ap(^)==^aÀ(J;À) + ^aÀ^À) = g^(}\ + ̂  e^aÀ(Ex).

ce qui démontre notre assertion. Gela étant, on sait (Bourbaki, Top. gén.y chap. II,
3e éd., § 3, th. ï) que sous les hypothèses faites sur I, un système projectif d'ensembles
non vides vérifiant (ML) a une limite projective non vide; par suite, il existe un point
y== (j/Jelim E^, et comme ^(j^J^^a par définition pour tout a, on a ^=v{y), C.Q.F.D.

Proposition (13.2.3). — Les hypothèses sur 1 étant celles de (13 .2 .2 ) , soit (K^)^çj un
système projectif de complexes de groupes abéliens K.^==(K^çz ^ont l'opérateur de dérivation est
de degré +i. Pour chaque n, il existe un homomorphisme canonique fonctoriel

(13.2.3.1) A^H^HmK^-^UmH^K;).

Si, pour tout degré n, le système projectif de groupes abéliens (K^)^çi vérifie (ML), alors
tous les homomorphismes h^ sont surjectifs. Si en outre, pour un degré n, le système projectif
(IP'^K^))^! vérifie (ML), U homomorphisme h^ est bijectif.

Posons, pour tout n, K/^limK.^; la définition des homomorphismes h^ provient

de la commutativité des diagrammes

. . . -> K"-1 -> K^ —> K^1 — . . .

. Vn— 1 . V n . V n +1->• JS.^ -> K.. ——> JS.,, -> . . .
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les opérateurs de dérivation dans K* étant limites projectives des opérateurs corres-
pondants dans les K;.

Considérons les suites exactes

(*J o -> B^K;) -> Z^K;) -> H^K,) -> o

(**n) o -> Z-^K;) -> KF1 -^ B^K;) -> o

L'hypothèse et la prop. (13.2 . i , (i)) montrent que le système projectif (B^K;))^
vérifie (ML) pour tout n\ il résulte donc de (13.2.2) que la suite

(***J o -> Hm B^K;) -> lim Z^K;) -^ lim H^K;) -> o
a a a

est exacte. Or il est clair que lim B^K;) s'identifie à un sous-groupe de K"^ contenant
B^K') et que lim Z^K;) s'identifie à un sous-groupe de Z^K') ; par suite, h^ est surjective.
Si maintenant, on suppose en outre que le système projectif {ïîn~l(K^)^^ vérifie (ML),
les suites exactes (*^_i) et la prop. (13.2.1, (ii)) montrent que le système projectif
(Z^^K;))^ vérifie (ML); mais alors, (13.2.2) appliquée aux suites exactes (**J
montre que la suite

o -> lim Z^^K;) -> K"-1 -^ lim B"(K;) -> o
a a

est exacte; comme lim B^K;) D B^K/), et que la composée de l'injection lim B^K;) -^K"
et de u est l'opérateur de dérivation K^"1-^! ,̂ le fait que u soit surjectif entraîne
limB^K^B^K-), donc ^ est injective. C.Q.F.D.

Remarques (13.2.4). — (i) Le raisonnement de ( 13.2.2) (cf. Bourbaki, loc. cit.) montre
que la conclusion de cette proposition reste valable lorsqu'on suppose seulement que
les A^ peuvent être munis de structures d'espaces métrisables complets, dans lesquels les
translations sont des homéomorphismes, que les applications f^ : Ap->A^ définissant
le système projectif (AJ sont uniformément continues pour les distances considérées, et enfin
que le système (AJ vérifie la condition

(ML') Pour tout indice a, il existe (B^a tel que pour tout y^P? f^{\) est dense dans
/ap(Ap).

Cela permet d'apporter un complément analogue à (13.2.3) : supposons que
K^==o pour n<o et pour tout a; supposons de plus que (K^)^çj vérifie (ML) pour
n^o et que les Aa=H°(K^) puissent être munis de structures d'espaces métriques
vérifiant les propriétés ci-dessus. Alors les conclusions de (13.2.3) sont inchangées
pour 72^2, et en outre h^ est bijectif, car le raisonnement de (13.2.2) montre encore
que (B^K;))^! vérifie (ML), que la suite (***^) est exacte, et enfin, en vertu de ce qui
précède, que lim B^K^^B^K'). On a ainsi établi entre autres les assertions de
(T,3.io.2).

(ii) II est possible d'introduire les foncteurs dérivés à droite lim^ du foncteur lim,
et d'obtenir des énoncés plus complets que les précédents [28].
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13.3. Application : cohomologie d^une limite projective de faisceaux.

Proposition (13.3.1). — Soient X un espace topologique, (e^)^» un système projectif
de faisceaux de groupes abéliens sur X, et soit ^^lim^. On suppose vérifiées les conditions
suivantes :

(i) // existe une base 33 de la topologie de X telle que, pour tout Ue® et tout i^o, le
système projectif (H1{U, ̂ ))^ vérifie (ML).

(ii) Pour tout ;veX et tout i>o, on a lim (lim IP(U, ^))=o lorsque U parcourt
l'ensemble des voisinages de x appartenant à SB. u ^

(iii) Les homomorphismes u^ : ̂ ->^ (h^k) définissant le système projectif (^)
sont surjectifs.

Dans ces conditions, pour tout i>o, Fhomomorphisme canonique
A, : H\X, ̂ ) -> lim H^X, ̂

est surjectif; si en outre, pour une valeur de i, le système projectif (IT'^X, ^;))/,(=N vérifie (ML),
h^ est bijectif.

a) Nous allons d'abord supposer que les ̂  sont flasques ainsi que les noyaux e/T^
des u^, nous allons montrer alors que la condition (iii) de l'énoncé entraîne que
IT(X,^')==o pour î>o. Il suffira de prouver que pour tout ouvert U de X et tout
recouvrement U de U par des ouverts de U, on a H^U, ̂ ) = o pour z>o. Il en résultera

V N-» _ ___

en effet tout d'abord que pour la cohomologie de Cech, on a HP(U, ^r) = o pour tout
i>o, puis (en vertu de (G, II, 5.9.2) appliqué à l'ensemble de tous les ouverts de X)
que îî^('X,^r)=o pour tout z>o. Comme les ̂  sont flasques, on a H'(lt,^)=o
pour i>o (G, II, 5 .2.3); considérons pour chaque k le complexe C"(U, ̂ ) des
cochaînes alternées du nerf du recouvrement U (G, II, 5.1), qui forment évidemment
un système projectif de complexes de groupes abéliens. Montrons que toutes les appli-
cations C'(U, J^)-^C!'(U, ̂ ) (h^k) sont surjectives. Il suffit évidemment, par définition,
de montrer que pour tout ouvert V de X, l'application F(V, ^)->F(V, ̂ ) est
surjective; mais la suite o->^T^->^->^-^o étant exacte par hypothèse, donne la
suite exacte de cohomologie

F(V, ̂ )->r(v, ̂ )^HI(V,^J=O
puisque ̂ ^ est flasque. Le système projectif (C'(U, ^))^ç^ vérifie donc (ML) ; il en est
de même de (?(11, ^))^çj, pour tout i^-o, car cela est trivial pour i>o, et comme
H°(U, ^)=F(U, ̂ ) (G, II, 5.2.2) , la condition (ML) est aussi remplie pour i=o
d'après ce qui précède. On peut donc appliquer (13.2.3), qui montre que
IP(ÎI, ̂ ) = lim HP(U, ̂ ) - o pour tout î>o.

k

b) Passons au cas général, et considérons pour chaque ÀeN, la résolution canonique
^•(X, ̂ )=(^(X, e^))^o de ̂  P^ des faisceaux flasques (G, II, 4.3). Pour chaque
i^o, il est clair que (^(X, ^))/,eN est un système projectif de faisceaux flasques; mon-
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trons qu'il satisfait aux conditions de a). En effet, si J^ est le noyau de u^ pour h^k,
la suite o->^^-^^->^->o est exacte d'après (iii), et notre assertion résulte de ce
que le fbncteur ^-^(X, ̂ ) est exact (G, II, 4.3). Soit ^=lim ^'(X, ̂ ) ; on a

A;
donc I-P(X,^)=o pour j>o et î ^ o en vertu de a ) . Nous allons montrer que
^'=(^)z^o est un(' résolution du faisceau ^; comme H^X, ^•)=o pour j>o, la
cohomologie H-(X, ̂ ) sera égale à H-(F(X, ^-)) (G, II, 4 .7 .1) .

Il est clair que, par passage à la limite proj écrive, on déduit des suites exactes
o^^-^°(X, ̂ ) - î(X, ̂ ) -> .. .

un complexe de faisceaux de groupes abéliens
Q->y-^^°->^i-> . ..

Pour prouver notre assertion, il faut établir que jf(^*) = o pour z>o. Ce faisceau
est engendré par le préfaisceau U->IP(r(U, ^-)) (G, II, 4. i ) ; or, le complexe F(U, ^-)
est la limite proj écrive du système projectif de complexes de groupes abéliens
(r(U, ^•(X, ^'k)))kçy (Oi, 3.2.6). On a vu dans ̂  que pour chaque z>o, les applications
r(U,^(X,^))-^r(U,^(X,^)) (A^^) sont ^r/^m; d'autre part, on a
H^U.^^H^U^X,^))), la résolution canonique ^•(U,^|U) étant induite
sur U par ^"(X, ̂ ); en vertu de l'hypothèse (i), pour tout Ue®, on peut appliquer
(13.2.3) au système projectif de complexes (F(U, ^-(X, ̂ )))^^, et on a donc
I-P(T(U, ^•))=limIT(U,^) pour tout z'^o. L'hypothèse (ii) prouve bien alors,

k
par définition, que les faisceaux jf(^') sont nuls pour z>o.

On a alors pour tout î>o, H'(X, ^r) =H'(r(X, ^-)) et
r(x, ^-) =iim r(x, ^•(x, ̂ )).

fc

On vient de remarquer que les applications F(X, ^'(X, ^))->F(X, ^'(X, ̂ )) (A^A:)
sont toutes surjectives; la conclusion résulte donc encore de (13.2.3).

Remarques (13.3.2). — (i) L'énoncé (13.3.1) n'a d'intérêt que pour i>o, puisque
pour i==o, h^ est toujours un isomorphisme sans hypothèse (Oj, 3.2.6).

(ii) Les conditions (i) et (ii) de (13.3.1) seront en particulier vérifiées si
IP(U,e^)=o pour tout k, tout i>o et tout Ue®, et si pour UeSB, les applications
r(U, J^J-^I^U, ̂ J sont surjectives. Ce sera le cas le plus fréquent d'application
de ( i 3 . 3 - i ) -

13.4. Condition de Mittag-Leffler et objets gradués associés aux systèmes
projectifs.

(13.4. i) Soit A== (A^, ^)feçz un système projectif dans une catégorie abélienne C ;
nous dirons qu'il est limité intérieurement s'il existe k^ tel que \=o pour k<k^

Nous définirons sur chaque A^ une filtration (F^A;,))^^ par les formules
/!„ 4 i i) ^(A^KerÇA^A^,) pour^A+i

F^(A,)==o pourj&^^+i
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On a donc par hypothèse F^A^A^ et F^+^A^o, autrement dit la filtration
considérée est finie (11.1.3). Les objets gradués associés à cette filtration sont donc

grW =Ker(A,->A^)/Ker(A^A,)

et par suite, gr^A^) est isomorphe à l'image par \->\ de Ker(A^A^); en vertu
de la transitivité des morphismes définissant un système projectif, on a donc
(^•é-i.^) gr^(A,) =Ker(A^->A^)nIm(A^A^)

mais comme, en vertu de (13.4. i. i), on a Ker(Ap->A^_J ^gr^A^), on a aussi

(^.é. i .3) grW = gr^(A,) nIm(A^A,).

Les définitions précédentes montrent en outre que l'on a pour k ̂  h
^(FW)CFW

et par suite que les grp(u^ définissent un système projectif (gr^A,,))^ pour tout peZ.
(13.4.2) Nous dirons que le système projectif A est essentiellement constant si les

morphismes A^^^->A^ sont des isomorphismes pour k assez grand. Nous dirons que le
système projectif A est strict si les morphismes A^Ay {j^ï) sont des épimorphismes.
Lorsque A est strict, il résulte de (13.4.1.3) que pour p^k^h, le morphisme canonique
gTP{A^-^grp(A^ est un isomorphisme, autrement dit, le système projectif (gr^A^))^ est
essentiellement constant. La suite des objets gr^A^,) (identifiés à lim gr^A^) pour tout p)

k

se note alors gr'(A) et s'appelle l'objet gradué associé au système projectif strict A== (A^,).
Si l'on suppose maintenant que le système projectif A (limité intérieurement)

vérifie (ML), on sait (13.1.2) que le système projectif A'==(A^) des objets d' « images
universelles » est strict, et il est par ailleurs limité intérieurement; l'objet gradué gr*(A')
associé à A' est alors encore appelé l'objet gradué associé à A et noté gr'(A).

Proposition (13.4.3). — Soit A==(A^çz; un système projectif limité inférieur ement
dans une catégorie abélienne C. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) A vérifie la condition (ML).
b) Pour tout peZ, le système projectif (gr^A^çz est essentiellement constant.
En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites; on a pour tout peZ. un isomorphisme

canonique

(i3.4-3-i) g^(A)^limgr^(AJ.
k

II résulte aussitôt de (13.4.1.2) que a) implique b) ; la même formule appliquée
au système projectif A' (notations de (13.4.2)) donne l'isomorphisme (13.4.3.1)
par définition. Pour k^h, posons A^=Im(A^->A^); si k^h^j, on a A^.cA^cA^.
Munissons A^ de la filtration induite par (F^A^)); on vérifie aussitôt, en vertu de la
transitivité des morphismes définissant A, que cette filtration est aussi la filtration
quotient de (F^AJ); par suite, on a

(^•é.S.a) gr^AJ =Im(gr^(AJ ->gr^(A,)).
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Cela étant, supposons b ) vérifiée; pour tout peZ, et tout k^p, il existe un
entier L(p, k) tel que le second membre de (13.4.3.2) soit constant pour h^L{p,k);
comme gr^A^) ==o pour p<k^ il n'y a (pour k donné) qu'un nombre fini de L{p, k)
non nuls lorsque^ parcourt l'ensemble des entiers ^k. Soit L(k)==m le plus grand de
ces entiers; pour tout h^m, on a A^cA^, et par définition de m, l'injection canonique
^h-^-^km définit un isomorphisme gr-(A^) ^gr-(A^); comme les filtrations sont ^m'̂ ,
on en conclut que l'injection précédente est elle-même bijective (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, th. i), ce qui prouve que A vérifie (ML).

(13.4.4) Supposons que dans C la limite projective A=limA^ existe. Dans
les définitions de (13.4. i), on peut alors remplacer A/, par A, et la filtration ainsi définie
sur A est encore telle que
^S. 4.4-i) grp{A)=gr^A^^Im(A^A^.

Corollaire (13.4.5). — Supposons que C soit la catégorie des groupes abéliens. Si le système
projectif A vérifie (ML) et si A==lim A^, on a pour tout peZ un isomorphisme canonique

(i3-4.5.i) gr^(A)^nmgr^(A,).
k

En effet, on a Im(A^->Ap)=Im(A->Ap) dès que k est assez grand (Bourbaki, Top.
gén., chap. II, 3e éd., § 3, n° 5, th. i), et la conclusion résulte de (13.4. i .3) et (13.4.4. i) .

i3»5. Limites projectives de suites spectrales de complexes filtrés.

(13.5.1) Soient C une catégorie abélienne, X' un complexe d'objets de C muni
d'une filtration (F^X-))^ telle que F^X'^X* pour un indicée- Considérons pour
chaque keZ le complexe X^X'/F^^X-) ; il est canoniquement muni de la filtration
formée des F^(X^) -F^X^/F^^X-) pour p^ k et des F^(X,)-o pourj^+i.
En outre, on a des morphismes canoniques X^-^X^, qui font de X'= (X^çz un
système projectif de complexes filtrés d'objets de C. On notera que ce système projectif est
strict et tel que X^==o pour k<p^

(13.5.2) Considérons plus généralement un système projectif strict X*==(X^çz
de complexes d'objets de C, limité intérieurement; considérons sur chaque X^ la filtration
définie dans (13.4.1) (en se plaçant dans la catégorie abélienne des complexes de C
limités inférieurement). Les X^Xp{p^k) deviennent des morphismes de complexes
filtrés, à filtrations finies. Le caractère fonctoriel des suites spectrales des complexes
filtrés (11.2.3) montre que les morphismes de définition du système projectif X' four-
nissent des morphismes faisant de E(X') == (E(X^)) un système projectif de suites spectrales.

Lemme (13.5.3). — Supposons que le système projectif X*==(X^.çz de complexes filtrés
soit obtenu comme dans (13.5.2). Alors :

a) Pour r^p—p^ on a B^X^B^X^) pow tout keZ.
b) Pour k+i^p+r, on a Z^(X,)=Z^(X^).
c) Pour k+i^p+r, les morphismes Z^(X,)-^Z^(X,) et B^(X;)->B^(X;,) sont

des isomorphismes pour tout h^-k.
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Ces trois propriétés résultent aussitôt des définitions de (11 .2 .2 ) , en tenant compte
de ce que F^+^X^) ==X^ pour p—r<p^

(13.5.4) Supposons vérifiées les hypothèses de (13.5.3). Alors, pour p, q, r fixés
(r fini), les systèmes projectifs (Z^(X,)),çz, (B^(X,)),^, (E^(X,))^z ^^essentiellement
constants', on désignera par Z^(X-), B^(X-) et E^(X-)=Z^(X-)/B^(X-) leurs limites
projectives respectives. Les Z^(X') et B^(X') s'identifient canoniquement à des sous-
objets de Ef^X'). La définition des d^ (M, XV, i) montre que ces morphismes (relatifs
aux X^) sont aussi essentiellement constants, et par suite définissent des morphismes

(13.5.4.1) ^ : E^(X-) -^EF^-^W

tels que d^+r'q~r+lodm=o; en outre, on a des isomorphismes canoniques de Ker(â?^)
sur Z^i(X-)/B^(X') et de Im(^) sur B^^-^^X^/B^+^^-^^ÇX-).

Lemme (13.5.5). — Sous les hypothèses de (13 .5 .3 ) , on a, pour s^r>p—?Q, un
monomorphisme canonique
(13.5.5.1) ^Ef(X-)^E^X-)

et un isomorphisme canonique

(13.5.5.2) y,:E^(X-)^E^(X;^

tels que le diagramme

E^(X-) ^ E^(X;^_,)

(tS^^.S)
E^(X-) -> E^(X;^_,)

/r

jo^ commutatif (la flèche verticale de droite provenant du morphisme Xp^g_i—^Xp^, .__^).
L'existence de i provient de ce que B^(X^) ==B^(X^) pour r>j&—po (13.5.3, a)) ;

on a Z^(X;) == Z^(X^) pour k+i ^p+r (13.5.3, b)}, d'où en particulier
Z^(X;^_J=Z^(X;^_,) et d'autre part Z^(X;^,_,) et B^(X;^_,) s'identifient
canoniquement à Z^(X') et B^(X*) en vertu de (13.5.3, c } ) , d'où l'existence de
jy et la commutativité de (13.5.5.1).

Corollaire (13.5.6). — Sous les hypothèses de (13.5.3), si l'une des limites projectives
lim E^(X'), lim E^(X^) existe, il en est de même de Vautre, et on a un isomorphisme canonique

r k

(13 .5 .6 .1 ) Joo :UmE^(X-) ^HmE^(X,).
r k

En outre, pour que le système projectif (E^(X'))^çz soit essentiellement constant (13.4.2),
il faut et il suffit que le système projectif (E^X^çz le soit.

(13.5.7) On note B^(X') et Z^(X') les sous-objets de E^(X') égaux respectivement à
B^(X') pour r>p—?Q et à infZ^(X') (quand ce dernier existe), de sorte que lim E^(X')

y ^

r
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s'identifie canoniquement à E^(X')=Z^(X")/B^(X*). On remarquera que les objets
Z^(X'), B^(X-), E^(X-) ( i ^ r ^ + o o ) et ^ dépendent fonctoriellement du système
projectif X* soumis aux restrictions de (13.5.5), et que les morphismes définis dans
^ 3 - 5 ' 5 ) et (^^-S) sont fonctoriels.

13.6. Suite spectrale d'un foncteur relative à un objet muni d'une filtration
finie/

(13.6.1) Soient C, C1 deux catégories abéliennes, T : C->C' un foncteur additif
covariant. Supposons que tout objet de C soit isomorphe à un sous-objet d'un objet
injectif, de sorte que les foncteurs dérivés droits R^T {p > o) existent.

Lemme (13.6.2). — Soit A un objet de C, muni d'une filtration finie (F^A))^^. // existe
une résolution injective X'^ÇX^^o de A munie d'une filtration finie (P(X')),çz te^6 V16 ^a

relation P(A)==A (resp. F^^o) entraîne F^X^^X' (resp. F'(X')==o) et que, pour
tout ieZ,, F^X*) soit une résolution injective de F^A).

Soit p (resp. q'>p} le plus grand indice tel que F^A) = A (resp. le plus petit
indice pour lequel F^(A)==o). On raisonne par récurrence sur q—p, le lemme étant
évident pour q—j&=i. Ayant formé une résolution injective X"* de A/F^^A) ayant
les propriétés voulues, on considère la suite exacte o-^F^-l(A)->A->A/F(^~l(A)-^o,
on prend une résolution injective X" de F^'^A), puis on détermine une résolution
injective X' de A de façon à avoir une suite exacte o-^X^-^X'-^X^'-^o compatible
avec la précédente (M, V, 2 .2 ) ; il est clair que X* répond à la question.

Corollaire (13.6.3). — Soit B un second objet de C, muni d'une filtration finie (F^B) ),ç z, s un
entier, et soit u : A->-B un morphisme tel que ^(F^A)) cF^^B) pour tout î'eZ. Si Y* == (Y^.^ç
est une résolution injective de B munie d'une filtration (F\Y*))^^ cff^t les propriétés énoncées
en (13.6.2), il existe un morphisme v : X'->Y' compatible avec u et tel que ^(F^X')) cF^^Y')
pour tout î'eZ. En outre, deux tels morphismes v, v' sont homotopes.

Cela résulte aussitôt par récurrence sur q—p de la construction précédente et
de (M,V, 2.3).

(13.6.4) Sous les hypothèses de (13.6.2)3 considérons maintenant le complexe
T(X') dans C', qui est évidemment filtré par les complexes T^F^X')), puisque F^X*)
est facteur direct de X\ II résulte de (13.6.3) que la suite spectrale de ce complexe filtré
ne dépend que de l'objet filtré A, à un isomorphisme près. Son aboutissement est la
cohomologie RT(A), avec la filtration
(13.6.4.1)

F^R^A^In^R^F^A)) -> RnT(A)) =Ker(RnT(A) -> R^A/F^A)))

(11.2.2), et son terme E^ est donné par
(13.6.4.2) Er=R^T(gr^(A))

gr^A) désignant comme d'ordinaire F^A^F^^A). Il est clair, d'après (11.2.2), que
la filtration de l'aboutissement est finie, et que pour p, q donnés, les suites des
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B^(A) ==B^(T(X-)) et Z^(A) ==Z^(T(X-)) sont stationnaires, donc la suite spectrale
précédente est birégulière (11.1.3). Nous noterons cette suite E(A)=(E^(A)) et nous
dirons que c'est la suite spectrale du fondeur T relative à l9 objet filtré A.

(Ï3-6.5) Supposons maintenant vérifiées les hypothèses de (13.6.3), dont nous
conservons les notations. Comme F^X*) (resp. F^Y*)) est facteur direct de X* (resp. Y'),
on a (Ty^T^F^X-))) cT^F'^Y-)) pour tout ieZ', les définitions de (11.2 .2) montrent
alors que pour i^r^+oo, Tv définit un morphisme B^(T(X•))-^B^+S'9-S(T(Y•))
et un morphisme Z^TÇX-^—Z^^'^T^Y')), d'où un morphisme

w,\ E^(A) -^E^^^B);

de même, on a pour l'aboutissement des morphismes u^ : R^T^A)-^!^!^) tels
que ^(FP(RnT(A)))cFy+8(RnT(B)).

La définition des d^ (M, XV, i) montre en outre que les diagrammes
d^

E^(A) ——————> E^'^-^^A)

EP+^-^B) _____> ^P+r+s,q-r-s+lrQ\
r //P+s,ç-s r

-r

sont commutatifs; on en déduit un diagramme commutatif analogue pour les iso-
morphismes a^, que nous laisserons au lecteur le soin d'expliciter. Enfin (loc. cit.), on a
aussi des diagrammes commutatifs pour les aboutissements

E^(A)
PPÎ

g^(R^T(A))

Up+q

EP+^-^(B) ————> gr^^^R^'^^TÇB))
^p+s,q—s

(13.6.6) Supposons en particulier qu'il existe un anneau S, muni d'une filtration
(F'(S)),çz, et un homomorphisme d'anneaux
(13.6.6.1) h :S^Homo(A,A)
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tel que pour tout ^eP(S), on ait ^(F'(A)) cF'^A) pour tout couple i, j. Nous dirons
pour abréger que A est alors muni d'une structure de S-C-module filtré sur l'anneau
filtré S. Par passage aux objets gradués associés, tout h^ pour ^eF^S), définit un
endomorphisme gradué h^ de gr'(A), homogène de degré j, en outre, ce morphisme ne
dépend que de la classe de t dans gr^S), et on définit ainsi un homomorphisme Panneaux
gradués

~h : gr-(S) -> Homc(gr-(A), gr-(A))

où le second membre est l'anneau des endomorphismes gradués de gr*(A). Nous dirons
que gr*(A) est muni d'une structure de gr' (S) -C-module gradué. II résulte alors de (13.6.5)
que pour i^r^4-0 0? tout ^g^S) définit canoniquement dans les objets bigradués
(Br(A))^,)ezxz,(Zr(A))(^,)ezxz et E/A) = (E^(A))(^^XZ des endomorphismes
bigradués de degrés {s, —s); dans E^(A) (pour r fini), cet endomorphisme commute à
l'endomorphisme bigradué défini par les d^. Comme ces endomorphismes vérifient
les conditions habituelles d'associativité et de distributivité par rapport à l'addition
dans gr'(S) et dans les objets bigradués considérés, nous dirons pour abréger que ces
derniers sont des gr"(S) -C1'-modules bigradués', il est immédiat que les oc^ définissent un
isomorphisme pour ce type de structures. Pour tout entier n, on notera B^A) (resp.
Z^(A), E^A)) le sous-objet gradué de B;'(A) (resp. Z;-(A), E;- (A)) formé des B^(A)
(resp. Z^(A), E^(A)) tels que p + q == n (pour i ̂  r< + oo) ; il est immédiat que ce sont
des gr*{S) -€'-modules gradués. Enfin, tout ïegr^S) définit pour tout n un endomorphisme
gradué de degré j dans l'objet gradué gr^R^TÇA)), qui est ainsi muni d'une structure
de gr'(S)-C"'-module gradué, les ^pq (pour p+q^n) définissent un isomorphisme de E^ÇA)
sur gr'ÇR^A)) pour cette espèce de structure.

On notera que lorsque C' est la catégorie des groupes abéliens, les structures de
S-C'-module (resp. de gr'(S)-C'-module gradué ou bigradué) ne sont autres que les
structures usuelles de S-module (resp. gr*(S)-module gradué, bigradué).

13.7. Foncteurs dérivés d'une limite projective d'arguments.

(13.7.1) Soient C, C ' deux catégories abéliennes, C étant supposée telle que
tout objet de C soit sous-objet d'un objet injectif; soit T : C->C' un foncteur additif
covariant. Considérons un système projectif strict A==(A^çz dans C, limité infé-
rieurement', de façon précise, nous supposerons que \==o pour k<k^ Nous associons
canoniquement à ce système une filtration (F^A^çz sur chaque Aj, par les formules
(13.4.1.1), et comme il s'agit d'un système projectif strict, les morphismes canoniques
(13.7.1.1) F^A^/P^-^F^/P^) (A^)

pour i^j^k-\-i sont des isomorphismes. Rappelons en outre que Fon a F^A^^A^.
et 'Fk+l{A^==o pour tout k.

(13.7.2) Construisons maintenant pour chaque k une résolution injective X^ = (X^) ̂
de A^ ayant les propriétés de (13.6.2). Les morphismes canoniques A^^^-^A^ permettent
(13.6.3) de définir pour chaque k un morphisme de complexes X^i-^X^ compatibles
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76 A. G R O T H E N D I E C K Chap. o

avec les filtrations, et faisant de X'== (Xj^çz un système projectif de complexes. On peut
en outre supposer que ce système projectif est strict. Pour cela, on observe qu'en vertu de
l'isomorphisme (13.7. i . i), A^ est isomorphe à A^/F^^A^) ; on peut donc prendre,
dans la construction de X^i, la résolution injective de A^/F^^A,^) égale à X^, et
il résulte de (M, V, 2.3) que la construction du morphisme de complexes X^i->X^
peut se faire de sorte que ce morphisme fournisse par passage aux quotients un iso-
morphisme X.^^^ÇX^^^X.^ respectant les filtrations, ce qui est la condition de
(i3.5.i)-

(^•P-S) P^ construction, le système projectif T(X') des complexes T(X^) satisfait
aux hypothèses de (13.5.3). Les résultats de (13.5.4), (13.5.5) et (13.5.6) sont
donc applicables aux suites spectrales E(T(X^)) =E(A^); nous écrirons E^(A) au lieu
de E^(T(X*)) pour i<r^+oo (cf. (13.5.7) pourr=+oo) et de même pour les notations
analogues. On notera en particulier que l'on a

(i3.7.3.i) Er(A)=R^T(gr^(A))

en vertu de (13.6.4.2) et du fait que le système (gr^(A^)) est essentiellement constant.
Ces résultats et (13.4.3) donnent la proposition suivante, démontrée d'abord

par Shih Weishu par une méthode différente (inédite) :
Proposition (13.7.4) (Shih). — Soit n un entier. Les deux conditions suivantes sont

équivalentes :
a) Pour tout couple {p, q) tel que p-\- q==n, le système projectif (E^(A))^2 est essentiel'

lement constant.
b) Le système projectif R^A) = (RT(A^)^z vérifie (ML).
En outre^ lorsque ces conditions sont remplies, on a un isomorphisme canonique

(13.7-4.1) gr^RT^A)) ̂  E^-^A) pour toutpeZ.

En effet, en vertu de (13.5.6), la condition a) équivaut à dire que le système
projectif (E^(A^))^çz est essentiellement constant pour p-^-q==n, et d'autre part
gr^R^T^A^)) est canoniquement isomorphe à E^^A^), donc il résulte de (13.4.3)
que a) et b) sont équivalentes; Pisomorphisme (13.7.4.1) n'est autre que (13.5.6.1)
appliqué au cas envisagé ici.

Corollaire (13.7.5). — Soit ëF=(^)^^ un système projectif de faisceaux de groupes
abéliens satisfaisant aux conditions (i), (ii) et (iii) de ( 1 3 . 3 . 1 ) et soit <^'==lim<^. Supposons

que, pour le fondeur ^->r(X,^), le système projectif (E^(ëF))^z soit essentiellement constant
pour tout couple {p, q) tel que p-{-q==n ou p-\-q==n-\-1. Considérons sur I-P^X, ̂ r) la
filtration définie par F ÎP^X, ̂ )) ̂ ^Ker^+^X, ̂ -^H^^X, J^_i)). On a alors
un isomorphisme canonique

(13.7.5.1) gr^H^^X, ̂ )) ̂  E^^4-1^) pour toutpeZ.

Il résulte de (13.7.4) appliqué au cas où C est la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X, C" la catégorie des groupes abéliens, et T = F, que l'on a un isomorphisme

420



§ ^ PRÉLIMINAIRES 77

canonique gr^R^T^^E^-^1^) pour tout j&eZ. D'autre part, comme en
vertu de ( i3 .7 -4 )> le système projectif (IP(X, ̂ ))^z vérifie (ML), on déduit de
(13.3.1) un isomorphisme canonique

(i3.7.5-i) H^X.^^^mH^^X,^).
À-

Comme le système projectif R^F^) vérifie (ML) en vertu de (13.7.4), on a
un isomorphisme canonique gr^R^r^)) ̂  lim gr^IP^X, ̂ )) (13.4.3), et un

A;

isomorphisme canonique lim gr^ïP+^X, J^^gr^lim H^^X, ̂ )) (13.4.5). Tout
k T"

revient donc à voir que Fisomorphisme (13.7.5.1) est compatible avec les filtrations
des deux membres; mais cela résulte aussitôt des définitions et de la commutativité
du diagramme

H^^X, ̂  ̂  lim IP^X, ̂ )
\ <T" /
IP^X, y,_^

pour tout p.
(13.7.6) Soit S un anneau muni d'une filtration (F^S)),^ telle que F°(S)==S

(donc gr'(S) =o pour i<o). Supposons que chacun des A^, muni de la filtration définie
dans (13.7.1), soit un S-C-module filtré (13.6.6), les morphismes A^->A^ pour k ^ h
étant des morphismes pour la structure de S-C-module filtré; nous dirons pour abréger
que A est un système projectifde S-C-modules filtrés. Alors il est immédiat que les morphismes
B^(A,)->B^(A,) et Z^(A,)->Z^(A,) pour ^ A , i ^ r ^ + o o , sont des morphismes
pour les structures de gr'(S) -C''-module bigradué (13.6.5), et que les familles (Z^(A)),
(B^(A)) et (E^(A)) sont des gr*(S)-C'-modules bigradués pour r fini, les deux premiers
étant des sous-modules de (Ef(A)). On notera encore Z^A), B^(A), E^A) les
sous-objets respectifs des précédents obtenu en ne prenant que les termes tels q\iep 4- q == n',
ce sont des gr'(S)-C''-modules gradués.

Lorsque le système (E^(A)),çz est essentiellement constant, (E^(A)) est donc
aussi un gr-ÇS^C'-module bigradué, et chaque E^(A) un gr-(S)-C'-module gradué.
En outre, les ^-P : E^-W ̂  gr^R^ÇA^)) constituent pour chaque k un isomor-
phisme pour la structure de gr-(S)-C'-module gradué de E^(A^) sur gr-ÇR^A^)) ;
si on est dans les conditions précédentes, ^-P : E^(A) ^Ilim gr'ÇR^A^)) sera donc

k
aussi un isomorphisme pour ces structures et il en est évidemment de même de l'iso-
morphisme canonique gr^TÇA) ̂  lim gr-ÇR^A^)), donc les isomorphismes

k

(13.7.4.1) constituent un isomorphisme pour les structures de gr'(S) -C1'-module gradué.
Proposition (13.7-7)- — S01^ S un anneau noethérien ^-adique. Supposons que C soit une

catégorie abélienne dont tout objet est isomorphe à un sous-objet d'un objet injectif, et soit T un
foncteur covariant additif de C dans la catégorie des groupes abéliens. Soit A==(A^çz ^
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système projectifstrict de S-C-modules filtrés (pour lafiltration ^-adique sur S) limité inférieurement.
On suppose que pour un entier n donnée la condition suivante soit vérifiée :

(FJ Le gr-(S)-module gradué E^A^R-TÇgr^A)))^ (i3.7.3.i) est de type
fini pour m==netm==n-\-î.

Dans ces conditions :
(i) Les systèmes projectifs (R^A,))^ et (R^T^A,)),^ vérifient (ML).
(ii) Si on pose R^TÇA^lim R^A^), R'^A) est un S-module de type fini.

Je
(iii) La filtration définie par F^R^TÇA^Ke^R^TÇA^R^A^)) (peZ) sur

R^TÇA) estZ-bonne {c'est-à-dire que gF^R'^A)) cF^^R'^A)) pour tout p, l'égalité
des deux membres ayant lieu dès que p est asse^ grand). En particulier, la topologie sur R'^T^A)
définie par cette filtration est identique à la topologie ^-adique.

(iv) Le système projectif (E^(A))^çz est essentiellement constant pour p-\-q==.n et
p-^-q==:n-{-1, E^(A) est donc défini (13.5.7) et on a un isomorphisme canonique de
gr' ( S ) -modules gradués

(i3.7.7.i) gr^R-TÇA)) ^E^-^A) Q&eZ).

On notera que Pisomorphisme (13.7.7.1) permettra de noter R^ÇA) par abus
de langage, la limite projective R^T^A) du système projectif R'T(A), compte tenu
des isomorphismes (13.7.4.1).

Comme l'anneau gradué gr'(S) est noethérien (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 9, cor. 5 du th. 2), la suite croissante des sous-gr* (S)-modules gradués B^A)
de E^A) (13.6.6) est stationnaire pour m==n et m==n-}-i, et par suite la condition b)
de (n. i. 10) est vérifiée. Il s'ensuit que la condition a) de (13.7.4) est remplie pour n
et pour T Î + I Î et cela prouve déjà (i). En outre, les isomorphismes (13.7.4.1) (compte
tenu des remarques de (13.7.6)) montrent que gr^R^ÇA)) est un gr* (S)-module gradué
isomorphe à E^(A) ==Z^(A)/B^(A) ; comme Z^(A) est un sous-module de E^(A),
il est de type fini, et il en est donc de même de E^A). En outre, pour la filtration
(F^(R^T(A))), il résulte de (13.4.5) que gr-ÇR^A)) et gr^R'^A)) sont des gr-(S)-
modules isomorphes, ce qui démontre (iv). Les assertions (ii) et (iii) seront enfin consé-
quences des résultats précédents et du lemme suivant :

Lemme (13.7.7.2). — Soient S un anneau noethérien ^-adique, M un ^-module muni
d9 une filtration co-discrète (F^M))^,^ ^e ̂  SF^M) cF^^M) (ce qui exprime que M est
un module filtré sur Vanneau S filtré par la filtration ^-adique). Supposons en outre M séparé
pour la topologie définie par lafiltration (F^M)). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un ^-module de type fini et (F^M)) une filtration ^-bonne.
b) gr*(M) est un gr9 (S)-module de type fini.
c) Les gr^M) sont des ^-modules de type fini et pour p asse^ grand les homomorphismes

canoniques

(13.7.7.3) ^gr^M^gr^^M)
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{déduits de ^gî^M^F^^M), compte tenu de ce que l'image de F homomorphisme composé
S^F^^M^^FW-^P^M) est ^^(M) cF^M)) sont surjectifs.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, ^(/^. comm., chap. III, § 3, n° i, prop. 3.
^S'?-?^) Pour appliquer le lemme (13 .7 .7 .2 )3 il reste à observer que la topologie

définie sur R^TÇA) par la filtration considérée fait de R^T^A) un S-module séparé
et complet, cette topologie étant celle de la limite projective des groupes discrets R^AJ ;
d'autre part, si A^==o pour k<k^, on a aussi R^ÇA^^o pour k<k^ donc
F^o^m^p^^ ^j^/n^^^ ^ ̂  ̂  bien dans les conditions d'application du lemme.

Corollaire (13.7.8). — Si l'hypothèse (FJ est vérifiée, on a, pour tout élément feS, un
isomorphisme canonique

(13.7.8.1) iïm ((R^A,)^) ̂ R^A)®^
k

En effet, RnT(A) est un S-module de type fini, S^ une S-algèbre adique noethé-
rienne (Oj, 7.6.11), séparée complétée de S^ pour la topologie 3-préadique (Oi, 7.6.2). On
conclut de (Oi, 7.7.8) et (Oi, 7.7. i ) que R^A) ®gS^ est isomorphe au séparé complété
de R^ÇA)®^ pour la topologie 3-préadique ; un système fondamental de voisinages
de o pour cette topologie est (g^TÇA^gSp donc F^R^A))^^ est aussi un tel
système; ce dernier est le noyau de l'application canonique (RnT(A)L—^(RnT(A _^)).
et par suite le groupe séparé associé à R^ÇA^gS^ s'identifie à un sous-groupe G
de lim ((R^A^). Mais le système projectif ((R^A^) vérifie évidemment la

k

condition (ML), et l'image de (R^^A))^ dans chacun des (R^ÇA^ est égale à l'image
commune des (RnT(A^))y pour h^-k assez grand. On en conclut aussitôt que G est
partout dense dans lim ((RnT(A^))^, et comme ce dernier groupe est séparé et complet,

k

le corollaire est démontré.

(A suivre.)
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CHAPITRE III

ÉTUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHÉRENTS

Sommaire

§ i. Cohomologie des schémas affines.
§ 2. Étude cohomologique des morphismes projectifs.
§ 3. Le théorème de finitude pour les morphismes propres.
§ 4. Le théorème fondamental des morphismes propres; applications.
§ 5. Un théorème d'existence de faisceaux algébriques cohérents.
§ 6. Foncteurs Tor et Ext locaux et globaux; formule de Kunneth.
§ 7. Étude du changement de base dans les foncteurs cohomologiques covariants de

Modules.
§ 8. Le théorème de dualité sur les fibres projectifs.
§ 9. Cohomologie relative et cohomologie locale; dualité locale.
§ 10. Relations entre cohomologie projective et cohomologie locale. Technique de

complétion formelle le long d'un diviseur.
§ il. Groupes de Picard globaux et locaux (1).

Ce chapitre donne les théorèmes fondamentaux sur la cohomologie des faisceaux
algébriques cohérents, à l'exception de ceux découlant de la théorie des résidus (théo-
rèmes de dualité), qui feront l'objet d'un chapitre ultérieur. Parmi les premiers, il y a
essentiellement six théorèmes fondamentaux, faisant l'objet des six premiers paragraphes
du présent chapitre. Ces résultats seront dans la suite des outils essentiels, même dans
des questions qui ne sont pas de nature proprement cohomologique; le lecteur en verra
les premiers exemples dès le § 4. Le § 7 donne des résultats de nature plus technique,
mais d'un usage constant dans les applications. Enfin, dans les §§ 8 à n, nous dévelop-
perons certains résultats, liés à la dualité des faisceaux cohérents, particulièrement
importants pour les applications, et qui peuvent s'exposer antérieurement à la théorie
générale des résidus.

(1) Le chapitre IV ne dépend pas des §§ 8 à n, et sera sans doute publié avant ces derniers.

42S
11



82 A . G R O T H E N D I E C K Chap. III

Le contenu des §§ i et 2 est dû à J.-P. Serre, et le lecteur constatera que nous
n'avons eu qu'à suivre l'exposé de (FAC). Les §§ 8 et 9 sont également inspirés par (FAC)
(les transpositions nécessitées par les contextes différents étant toutefois moins évidentes).
Enfin, comme nous l'avons dit dans l'Introduction, le § 4 doit être considéré comme
la mise en forme, en langage moderne, du « théorème d'invariance » fondamental de la
« théorie des fonctions holomorphes » de Zariski.

Signalons enfin que les résultats du n° 3.4 (et les propositions préliminaires de
(0, 13.4 à 13.7)) ne seront pas utilisés dans la suite du chap. III et peuvent donc être omis
en première lecture.

§ i. COHOMOLOGIE DES SCHÉMAS AFFINES

i.i. Rappels sur le complexe de Palgèbre extérieure.

(1.1.1) Soient A un anneau, f=(j^)i^^r un système de r éléments de A. Le
complexe de F algèbre extérieure K.(f) correspondant à f est un complexe de chaînes
(G, I, 2 .2) se définissant de la façon suivante : le A-module gradué K.(f) est égal à V algèbre
extérieure A(Ar)3 graduée de la façon usuelle, et l'opérateur bord est la multiplication
intérieure ^ par f considéré comme élément du dual (A^ v ; on rappelle que ^ est une
antidérivation de degré —i de A(A7'), et que si (e^)^^ est la base canonique de A^ on a
i^e^)=f^ la vérification de la condition ^0^=0 est immédiate.

Une définition équivalente est la suivante : pour chaque i, on considère un
complexe de chaînes K.(/,) défini comme suit : Ko(/J=K^)=A, K^(/,)=o pour
72+0,1 : l'opérateur bord est défini par la condition que d^ : A->A est la multiplication
par f,. On prend alors pour K.(f) le produit tensoriel K.(/i)®K.(/2)®... ®K.(/^)
(G, I, 2.7) muni de son degré total; la vérification de l'isomorphisme de ce complexe et
du complexe défini plus haut est immédiate.

(1.1.2) Pour tout A-module M, on définit le complexe de chaînes

(1.1.2.1) K.(f,M)=K.(f)®^M

et le complexe de cochâmes (G, I, 2 .2)

(1 .1 .2 .2 ) K-(f,M)==HomA(K.(f),M).

Si g est une A-cochaîne de ce dernier complexe, et si on pose

g(ii, . . . ,4)=^(e^A.. .Ae^),

g s'identifie à une application alternée de [i, rp dans M, et il résulte des définitions
précédentes que l'on a

fc+i
( 1 . 1 . 2 . 3 ) d^Çi^i,, ...,^)== S (—1)' V^i, ...,^ ...^+i)-

ïi =1
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(i.i.3) Des complexes précédents, on déduit comme d'ordinaire les A-modules
d'homologie et de cohomologie (G, I, 2.2)
( i .1 .3 .1) H(f ,M)=H.(K.(f ,M))
( ï . i . 3 . 2 ) H-(f ,M)=H-(K-(f ,M)).

On définit d'ailleurs un A-isomorphisme K.(f, M)^K'(f, M) en faisant corres-
pondre à toute chaîne ^=2(e^A. . . Ae^)®^ ^ la cochaîne g, telle que

êzUiï • • • îJr-fc)^^^. . .^? °ù (Jh)i^h<^r-k est ̂  sulte strictement croissante complémentaire
de la suite strictement croissante (4)i^/^/<; dans [i,r] et e==(—i)^ v étant le nombre
d'inversions de la permutation z\, . . ., i^j^ . . .,j,_j, d6 E1? r ] ' O11 vérifie que g^=d{g^),
ce qui donne un isomorphisme
(i. 1.3.3) H^f, M) 2;H^(f, M) pour o^r.

Dans ce chapitre, nous aurons surtout à considérer les modules de cohomologie
H-(f, M).

Pour un f donné, il est immédiat (G, I, 2. i) que M~>H'(f, M) est un fondeur cohomo-
logique (T, II, 2.1), de la catégorie des A-modules dans celle des A-modules gradués,
nul pour les degrés < o et > r. En outre, on a
(1 .1 .3 .4) H°(f, M) =Hom^(A/(f), M)

en désignant par (f) l'idéal de A engendré par/, . . .,/,.; cela résulte aussitôt de ( i . i . 2.3),
et il est clair que H°(f, M) s'identifie au sous-module de M annulé par (f). De même,
on a d'après (1 .1 .2 .3)

(1.1.3.5) H^A^M^ 2;/iM)=(A/(f))®^M.
i==l

Nous utiliserons le résultat connu suivant, dont nous rappellerons une démonstration
pour être complet :

Proposition (1.1.4). — Soient A un anneau, f= (f^^^r une famille finie d'éléments de A,
M un A-module, Si, pour ï^i^r, Uhomothétie ^->/,.^ dans M,_-i==M/(/iM+. . . +/^M)
est injective, on a HP(f, M)=o pour z'4=r.

Il suffit en effet de prouver que H^(f, M) = o pour tout î> o en vertu de (1.1.3.3).
Raisonnons par récurrence sur r, le cas r=^o étant trivial. Posons f''= (^)i<,<^_i; cette
famille vérifie les conditions de l'énoncé, donc, si on pose L.= K.(f, M), on a H^(L.) = o
pour i>o par hypothèse, et Ho(L.)=M^ en vertu de (1.1.3.3) et (1.1.3.5). Posons
pour abréger K.=K.(/,)==Ko®Ki, avec Ko=K^=A, ̂  : K^-^KQ étant la multipli-
cation par/,.; on a par définition (1.1.1) K.(f, M) =K.®AL.. Or, on a le lemme
suivant :

Lemme (1.1.4.1). — Soit K. un complexe de chaînes formé de A-modules libres, nuls
sauf en dimensions o et i. Pour tout complexe de chaînes L. formé de A-modules, on a une suite exacte

o -> Ho(K®H,(L.)) -> H,(K®L.) -^ H,(K.OOH,_,(L.)) -> o

pour tout indice p.
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C'est un cas particulier d'une suite exacte de termes de bas degré de la suite
spectrale de Kûnneth (M, XVII, 5.2 a) et G, I, 5.5.2); on peut le démontrer directe-
ment de la façon suivante. Considérons KQ et K^ comme des complexes de chaînes (nuls
en dimensions 4= o et =t= i respectivement) ; on a alors une suite exacte de complexes

o -> Ko®L. -> K.®L. -> Ki®L. -> o

à laquelle nous pouvons appliquer la suite exacte d'homologie

. . . -> H^(K,®L.) -1 H,(Ko®L.) -> H^(K.®L.) -> IVK.OOL.) -^ H^(Ko®L) -> . . .

Mais il est évident que H^,(Ko®L.) = KQ®H^(L.) et H^(Ki®L.) =Ki®H^_i(L.) pour
tout j&$ en outre, on vérifie aussitôt que l'opérateur B : Ki®Hp(L.)->Ko®Hp(L.) n'est
autre que â?i®i; le lemme résulte donc de la suite exacte précédente et de la définition
de Ho(K®H^(L.)) et de H,(K®H^(L.)).

Ce lemme étant établi, la fin de la démonstration de (1.1.4) est immédiate :
l'hypothèse de récurrence de ce lemme (i . i .4. i) donnent H (K.®L.) ==o pour p ^ 2;
en outre, si on prouve que Hi(K., Ho(L.)) ==o, on déduira aussi Hi(K.®L.)==o du
lemme (1.1.4.1); mais par définition, Hi(K., Ho(L.)) n'est autre que le noyau de
l'homothétie ^->fr.^ dans M^_^, et comme par hypothèse ce noyau est nul, cela achève
la démonstration.

(1.1.5) Soit g==Çgi)i^i^r une seconde suite de r éléments de A, et posons
fg^ (figi)i^i^r- On peut définir un homomorphisme canonique de complexes

t1 -1^- ! ) ç,:K.(fg)^K.(f)

comme l'extension canonique à l'algèbre extérieure A (A') de l'application A-linéaire
(^, . . ., ^)^(&^i5 • • ^g^r) de Ar dans lui-même. Pour voir qu'on a bien un homo-
morphisme de complexes, il suffit de remarquer, de façon générale, que si u : E-»F
est une application A-linéaire, xeF et y=^(x) eË, alors on a la formule

( i . ï .5-2) (A^)oZy=^o(AM);

en effet, les deux membres sont des antidérivations de AF, et il suffit de vérifier qu'ils
coïncident dans F, ce qui résulte aussitôt des définitions.

Lorsqu'on identifie K.(f) au produit tensoriel des K.(/,) ( i . i . i), <pg est le produit
tensoriel des 9^, où y^. se réduit à l'identité en degré o et à la multiplication par ^ en
degré i.

(1.1.6) En particulier, pour tout couple d'entiers m, n tels que o^n^m, on a
des homomorphismes de complexes

(I-! •<'•!) ?,»-n : K(f'») -^ K.(f")

et par suite des homomorphismes
(1.1.6.2) <?„_„ : K-(f", M) ->K'(f», M)
( i . ï . 6 .3 ) y^-n : H-(f", M) -^ H-(f»1, M).
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Ces derniers vérifient évidemment la condition de transitivité ®. == o oçpTj^nt—p Tj^m—n î^n—p

pour p^n^m; ils définissent donc deux systèmes inductifs de A-modules; on posera
(1.1.6.4) C-((f), M) == limK^r, M)

n

(1 .1 .6 .5) H-((f), M)=H'(C-((f), M))=limH-(f", M)
n

la dernière égalité provenant du fait que le passage à la limite inductive permute au
foncteur H' (G, I, 2.1). On verra ultérieurement (1.4.3) que H-((f), M) ne dépend
en fait que de V idéal (f) dans A (et même de la topologie (f)-préadique sur A), ce qui
justifie les notations.

Il est clair que M->C'((f), M) est un foncteur A-linéaire exact, et M->H'((f), M)
un foncteur cohomologique.

(1.1.7) Soient f== (/,) eA', g = (^) eA'; désignons par <?g la multiplication à gauche
par le vecteur geA' dans l'algèbre extérieure A(A7'); on sait que Pon a ^formule
d'homotopie

( I- I-7-I) ^+Vf==(g,f)I

dans le A-module A7' (ï désignant l'automorphisme identique de A^; cette relation
signifie aussi que, dans le complexe K.(f), on a
(ï.I.7.2) û^+^-{g,f)l.

r
Si l'idéal (f) est égal à A, il existe geAr tel que (g, f )= S &/,==!. Par suite

(G, I, 2.4) :
Proposition (1.1.8). — Supposons que l'idéal (f) engendré par les f^ soit égal à A. Alors

le complexe K.(f) est homotopiquement trivial, et il en est donc de même des complexes K.(f, M)
et K'(f, M) pour tout A-module M.

Corollaire ( 1 . 1 .9 ) . — Si (f)=A, on a H-(f,M)==o et H-((f),M)=o pour tout
A-module M.

En effet, on a alors (f")=A pour tout n.
Remarque (ï. ï. 10). — Avec les mêmes notations que ci-dessus, soient X= Spec(A),

Y le sous-schéma fermé de X défini par l'idéal (f). Nous prouverons au § 9 que
<"-«^

H'((f), M) est isomorphe à la cohomologie HyÇX, M) correspondant à l'antifiltre 0
des parties fermées de Y (T, 3.2). Nous montrerons aussi que la prop. (1.2.3) appliquée

c^»^

à X et à ^'=M, est un cas particulier d'une suite exacte de cohomologie
. . . -> H^(X, y} -> H^X, 3F} -> H^(X—Y, ̂ ) -> HÇ-^X, ^} -> ...

<s^

1.2. Cohomologie de Cech d'un recouvrement ouvert.

(1 .2 .1) Notations. — Dans ce numéro, on notera :
X un préschéma;
y un (P^-M.odule quasi-cohérent;
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A=r(x,^),M=r(x,^-);
^^C/Dis^r un système fini d'éléments de A;
U^=X^ l'ensemble ouvert (Oi, 5 . 5 . 2 ) des A:eX tels que /,Qv)=t=o;

U=UU,;
U le recouvrement (U^)i^^^ de U.
(1.2.2) Supposons que X soit, ou bien un préschéma dont l'espace sous-jacent

est noethérien, ou bien un schéma dont l'espace sous-jacent soit quasi-compact. On sait
alors (I, 9.3.3) que l'on a r(U^,e^)=M^. Nous poserons

u,, , = nVi.=x.f. .io^...ip ^_Q i-k h^...hp

(Oi, 5.5.3); on a donc aussi

( I -2 -2 -1 ) ^(u^••.̂ )=Mu,...̂
Or (OT, 1.6.1) Mf. / f. s'identifie à la limite inductive lim M^. • , où lev 1? / l ^ o l 1 l " • l ^ p ——> loîr '- lp5

n

système inductifest formé des M^^ ; = M, l'homomorphisme 9^ : M^1^ f —^M^ ^
étant la multiplication par (/; /; fi )n-m pour m ̂ n. Désignons par C^(M) Pensemble
des applications alternées de [i, rp4'1 dans M (pour tout n) ; ces A-modules forment encore
un système inductifpour les ç^. Si G^U, ^r) est le groupe des j&-cochaînes alternées de Gech
relatif au recouvrement U, à coefficients dans 3^ (G, II, 5. i), il résulte de ce qui précède
que l'on peut écrire
(1.2.2.2) C^U, ̂  ==lim C^(M).

n

Or, avec les notations de (1.1.2), C^(M) s'identifie à K^^P, M), et l'appli-
cation 9^ s'identifie à l'application 9^_^ définie dans (1.1.6). On a donc, pour tout
p ̂  o, un isomorphisme canonique fbnctoriel en 3^

( i .a .2.3) C^U, ̂ ) ̂  C^Of), M).

En outre, la formule (1.1.2.3) et la définition de la cohomologie d'un recouvre-
ment (G, II, 5.1) montrent que les isomorphismes (1 .2 .2 .3) sont compatibles avec
les opérateurs cobords.

Proposition (1.2.3). — Si X est un préschéma dont l9 espace sous-jacent est noethérien, ou
un schéma dont Vespace sous-jacent est quasi-compacte il existe un isomorphisme canonique fonctoriel
en y

( 1 . 2 .3 .1 ) IP(U, jF) ̂  IP+^f), M) pour tout? ̂  i.

On a en outre une suite exacte fonctorielle en 3^

(1.2.3.2) o->H°((f) ,M) ->M-^H°(U,^) -^((f^M) -> o.
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Les relations (1 .2 .3 .1 ) sont en effet conséquences immédiates de ce qu'on a vu
dans (1 .2 .2) . D'autre part, on a C°(lt, 3F} = €?((£), M) ; H°(lt, 3F} s'identifie par suite
au sous-groupe des i-cocycles de (^((f), M); comme M=C°((f), M), la suite exacte
(1.2.3.2) n'est autre que celle qui résulte de la définition des groupes de cohomologie
H°((f),M) et H^f), M).

Corollaire (1.2.4). — Supposons que les X^. soient quasi-compacts et qu'il existe des
^er(U, 3F} tels que ' ^g,(f, U) == i U. Alors, pour tout (^x|U)- Module quasi-cohérent ^,

i

on a HP(U,^)==o pour p>o; si en outre U==X, U homomorphisme canonique (1.2.3.2)
M-^H°(U,^) estbijectif.

Comme par hypothèse les U, = X^. sont quasi-compacts, il en est de même de U,
et on peut donc se borner au cas où U=X; l'hypothèse entraîne alors IP((f), M) =o
pour tout j&^o (1.1.9). Le corollaire résulte alors aussitôt de (1.2.3.1) et (1.2.3.2) .

On observera que puisque H°(U, ̂ ) = H°(U, ̂ ) (G, II, 5.2.2), on a ainsi
démontré à nouveau (I, 1.3.7) comme cas particulier.

Remarque (1.3.5). — Supposons que X soit un schéma affine; alors les U, = Xy.==D(j^)
sont des ouverts affines, ainsi que les U;^ ^ (mais U n'est pas nécessairement affine).
Dans ce cas, les fbncteurs F(X, ̂ ) et r(U^^ ^, ̂ ) sont exacts en y ( I, 1.3.11).
Si on a une suite exacte o-^y'-^y-^y->o de ^x-Modules quasi-cohérents, la suite
des complexes

o -> C-(U, y ' ) -> C-(U, ̂ ) -^ C-(U, y " } -> o

est exacte, et donne donc une suite exacte de cohomologie

. . . -> IP(U, ^-') -> :EP(U, ̂ ) -^ ?(11, ^ / f ) -^ ïP^U, ̂ /) -. ...

D'autre part, si on pose M' = F(X, ̂ /), M" = F(X, ̂ //), la suite o->M'->M-^M"->o
est exacte; comme C'((f), M) est un foncteur exact en M, on a aussi la suite exacte
de cohomologie

... -> IP((f), M') -> iP((f), M) -> IP((f), M") -^ Hp+ l((f), M') -> ...

Cela étant, comme le diagramme

o -^ C-(U, y ' } -^ G-(lt, ̂ ) —> C-(U, ̂ ') -^ o

o -> C-((f), M') -> C-((f), M) -> C-((f), M-)
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est commutatif, on en conclut que les diagrammes

Chap. III

ÏP(U, y " } IP^U, y ' }

(1.2.5.1)

ïP^^f), M") -> IP^f), M')

sont commutatifs pour tout p (G, I, 2.1.1).

1.3. Cohomologie d'un schéma affine»

Théorème (1.3.1). — Soit X un schéma affine. Pour tout (9 ̂ -Module quasi-cohérent S^,
on a HP(X,^:')=o pour tout p>o.

Soit U un recouvrement fini de X par des ouverts affines Xy.=D(j^) ( i ^ î^ r ) ;
on sait qu'alors l'idéal engendré dans A==r(X, ^x) P^ ̂ fi est ég^ à A. On conclut
donc de (1.2.4) que l'on a IP(U, ^)==o pour ^>o. Comme il y a des recouvrements
finis de X par des ouverts affines qui sont arbitrairement fins (I, i. i. 10), la définition

^ v
de la cohomologie de Cech (G, II, 5.8) montre que l'on a aussi H?(X, ̂ ) = o pour
^>o. Mais ceci s'applique aussi à tout préschéma Xy pour feA (I, 1.3.6)5 doncv
tP(X^3 ̂ )=o pour/»>o. Comme l'on a X^nX^=Xy^, on en déduit que l'on a aussi
ÏP(X,^)==O pour tout p>o, en vertu de (G, II, 5.9.2).

Corollaire (1.3.2). — Soient Y un préschéma, f: X->Y un morphisme affine (II, i .6. i).
Pour tout (9 ̂ -Module quasi-cohérent e ,̂ on a 'Rqf{^')=o pour <7>o.

En effet, par définition R3/^^) est le (P^-ÎAodvïe associé au préfaisceau
U-^H^y^U), <^), U parcourant les ouverts de Y. Mais les ouverts affines forment
une base de Y, et pour un tel ouvert U, /^(U) est affine (11,1.3.2), donc
^C/"1^), ^)==o par (1.3.1), ce qui démontre le corollaire.

Corollaire (1.3.3). — Soient Y un préschéma, f:'K->Y un morphisme affine. Pour
tout 0^-Module quasi-cohérent "̂, Fhomomorphisme canonique HP^Y.y^e '̂̂ —'-H^X,. '̂')
(0, 12 . i. 3. i ) est bijectif pour tout p.

En effet, il suffit (en vertu de (0, 12.1.7)) de montrer que les edge-homomor-
phismes ''Ef^H^Y,/^))-^!!^,^) de la seconde suite spectrale du foncteur
composé Tf sont bijectifs. Mais le terme Eg de cette suite est donné par
"E^H^Y/R5/^)) (G, II, 4.17.1), donc il résulte de (1.3.2) que "Ef=o pour
y>o, et la suite spectrale dégénère; d'où notre assertion (0, n.i.6).

Corollaire (1.3.4). — Soient f: X->Y un morphisme affine, g :Y->Z un morphisme,
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Pour tout G^-Module quasi-cohérent ^', F homomorphisme canonique R^ C/G^'))—^^0/) {^")
(0, 12.2.5. i ) est bijectif pour tout p.

Il suffit de remarquer que, d'après (1.3.3)3 pour tout ouvert affine W de Z,
rhomomorphisme canonique H^-^W),/^)) -^H^/'^^-^W)), ̂ ) est bijectif;
cela prouve que rhomomorphisme de préfaisceaux définissant rhomomorphisme
canonique R^(/,(^))->R^o/)^(^') est bijectif (0, 12.2.5) .

i . 4. Application à la cohomologie des préschémas quelconques.

Proposition (1.4.1). — Soient X un schéma, U== (UJ ^ recouvrement de X j^r ûfej
ouverts affines. Pour tout G^-Module quasi-cohérent ^', to modules de cohomologie H'(X, j^")
^ H'(IÏ5 '̂) (^y F(X, ^x)) son^ canoniquement isomorphes.

En effet, comme X est un schéma, toute intersection finie V d'ouverts du recou-
vrement U est affine (I, 5.5.6), donc H^V.^^o pour q^-1 en vertu de (1.3.1).
La proposition résulte alors du th. de Leray (G, II, 5.4.1).

Remarque (1.4.2). — On notera que la conclusion de (1.4.1) est encore valable
lorsque les intersections finies des ensembles U^ sont affines, même lorsque l'on ne
suppose pas nécessairement que X soit un schéma.

Corollaire (1.4.3). — Soient.^, un schéma dont l'espace sous-jacent est quasi-compact,
A= r(X, ^x)î f^ (fi)i^i^r une suite finie d'éléments de A tels que les X^. (notations de (i .2 .1 ) )
soient affines. Alors [avec les notations de (1 .2 .1)) , pour tout 0^-Module quasi-cohérent e '̂, on a
un isomorphisme canonique fonctoriel en y

(1 .4 .3 .1) IP(U, ̂ ) ̂  H^^f), M) pour q^ i

et une suite exacte fonctorielle en y

(1.4.3.2) o -> H°((f), M) -> M -^ H°(U, ̂  -> H^f), M) ̂  o.

Cela résulte en effet aussitôt de ( i. 4. i ) et ( i. 2.3).
(i.4.4) Si X est un schéma affine, il résulte de (1.2.5) et (1.4.1) que pour tout

<7^o, les diagrammes

ïP(U,^") —'-> H^^U,^')

(1.4.4.1)

IP^^f), M") —> ïP^ff^M')

correspondant à une suite exacte o->J^r/-^^r—^"-^o de ^x-Modules quasi-cohérents
(avec les notations de (1.2.5)) , sont commutatifs.
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Proposition (1.4.5). — Soient X un schéma quasi-compact, oSf un 0^-Module inversible,
et considérons l'anneau gradué A^=r^) (Oj, 5.4.6) ; alors H-(^, £')== @ H-(X, ̂ 0^^)
^ MTÎ A ̂ -module gradué, et pour tout feA^, on a un isomorphisme canonique

( ï - 4 . 5 . 1 ) H-(X/, JF) ̂  (H-(^, J?))^

^ (AJ ̂ -modules.
Comme X est un schéma quasi-compact, on peut calculer la cohomologie de tous

les ^-Modules y®^^ à l'aide d'un même recouvrement fini U=(U,) par des
ouverts affines tels que la restriction -^[U, soit isomorphe à ^xlU pour chaque i
( 1.4.1). Il est alors immédiat que les U,nX^ sont des ouverts affines (I, 1.3.6), et
l'on peut donc aussi calculer la cohomologie H*(Xp e^"®^0^ à l'aide du recouvre-
ment IÏ|X/== (U,nX^) (i .4. i). Il est immédiat que pour tout /eA^, la multiplication
par/définit un homomorphisme C*(U, ^'OJSf^-^C^lt, ̂ (g)^^-^ d'où un
homomorphisme H-(U, c^^JSf^-^H-ÇU, e^'®^0^4-^), ce qui établit la première
assertion. D'autre part, pour feA^ donné, il résulte de (I, 9.3.2) que l'on a un iso-
morphisme de complexes de (A^) ̂ -modules

C-(IIIX^) ̂  (C^U,^®^^))^

compte tenu de (I, 1.3.9, (ii)). Passant à la cohomologie de ces deux complexes, on en
déduit l'isomorphisme (1.4.5.1), en se souvenant que le foncteur M->M/y) est exact
dans la catégorie des A^-modules gradués.

Corollaire (1.4.6). — On suppose vérifiées les hypothèses de (1 .4 .5) et on suppose en outre
que JSf==^x- ^ on pose A=F(X, ^x)? alors, pour toutfeA, on a un isomorphisme canonique
H-(XpjF)^(H-(X,j^ de ^-modules.

Corollaire (1.4.7). — Soient X un schéma quasi-compact, f un élément de r(X, ^x)-
(i) Supposons P'ouvert X^ affine. Alors, pour tout Q^-Module quasi-cohérent y, tout i>o

et tout ÇeH^X, ^r), il existe un entier n>o tel que ^^=0.
(ii) Inversement, supposons que X^ soit quasi-compact et que pour tout faisceau quasi-

cohérent / d'idéaux de 0^ et tout ÇeH^X, /}, il existe n>o tel que /^=o. Alors X^ est
affine.

(i) Si X^ est affine, on a H'(Xy, ^r) ==o pour tout i>o (1.3.1) , donc l'assertion
résulte directement de (1.4.6).

(ii) En vertu du critère de Serre (II, 5.2.1), il suffit de prouver que pour
tout Idéal quasi-cohérent C^ de Q^ Xp on a H^Xpjf^o. Comme X. est
un ouvert quasi-compact dans un schéma quasi-compact X, il existe un Idéal
quasi-cohérent / de (9^ tel que jf '= /\^ (1,9.4.2). En vertu de (1.4.6),
on a H^X^JT) == (H^X, /}}^, et l'hypothèse entraîne que le second membre est nul,
d'où la conclusion.

Remarque (1.4.8). — On notera que (1.4.7, (i)) redonne une démonstration
plus simple de la relation (II, 4.5.13.2).
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Lemme (1.4.9). — Soient X un schéma quasi-compact, U=(U,)^.^ un recouvrement
fini de Xpar des ouverts affines, ̂  un 0y Module quasi-cohérent. Le complexe de faisceaux ^•(U, ̂ )
défini par le recouvrement U (G, II, 5.2) est alors un 0^-Module quasi-cohérent.

Il résulte des définitions (G, II, 5.2) que ^(U, ̂ ) est somme directe des faisceaux
images directes des ^|U,^^ par l'injection canonique U^_,^X. Or, l'hypothèse
que X est un schéma entraîne que ces injections sont des morphismes affines (I, 5.5.6),
donc les ^(U, ̂ r) sont quasi-cohérents (H, 1.2.6).

Proposition (1.4.10). — Soit u : X->Y un morphisme séparé et quasi-compact. Pour
tout 0^-Module quasi-cohérent y, les R^(^') sont des 0^-Modules quasi-cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine. Alors X est réunion
finie d'ouverts affines U, (i ^i^n)', soit U le recouvrement (U,). En outre, comme Y
est un schéma, il résulte de (I, 5.5.10) que pour tout ouvert affine VcY, l'injection
canonique ^(V)-^ est un morphisme affine; on en conclut ((i .4. i) et (G, II, 5.2))
que l'on a un isomorphisme canonique

(I 4 10 i) H'^-^V), ̂ ) ̂  H-(F(V, jT))

où l'on a posé ^ =u^ê\U, ̂ )). En vertu de (1.4.9) et (I, 9 .2 .2) , JT est un
^y-Module quasi-cohérent; par ailleurs, il constitue un complexe de faisceaux puisqu'il en est
ainsi de ^•(U, ̂ ). Il résulte alors de la définition de la cohomologie ̂ '(Jf) (G, II, 4. i)
que cette dernière est formée de Q^-MoàM\^ quasi-cohérents (I, 4.1.1). Comme
(pour V affine dans Y) le fbncteur F(V, ^) est exact en ^ dans la catégorie des
^y-Modules quasi-cohérents, on a (G, II, 4.1)

(1.4.10.2) H-(r(v, jT)) == r(v, jr(jr)).
Notons enfin qu'il résulte de la définition de l'homomorphisme canonique

H-(U,JF)-^H-(X,^)

donnée dans (G, II, 5.2), que si V'cV est un second ouvert affine de Y, le diagramme

H^-^.J^^H-^V.jr))

H-^VQ.^^H-^V'.jr))

est commutatif. On conclut donc de ce qui précède que les isomorphismes (1.4.10.1)
définissent un isomorphisme de ^y-Modules

(1.4.10.3) R\(^) ̂ jr(jT)
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et par suite R'^(^5') est quasi-cohérent. Il résulte en outre de (1.4.10.3), (1.4.10.2)
et (i .4.10. i) que :

Corollaire (1.4.11). — Sous les hypothèses de (1.4.10)3 pour tout ouvert affine V de Y,
l^ homomorphisme canonique

( 1 . 4 . 1 1 . 1 ) H^-^V), j^) ->r(V,R^(^'))

est un isomorphisme pour tout q ̂  o.
Corollaire (1.4.12). — Supposons vérifiées les hypothèses de ( 1 . 4 . 1 0 ) et supposons en

outre que Y soit quasi-compact. Alors il existe un entier r>o tel que pour tout Q^-Module quasi-
cohérent y et tout entier q>r, on ait TS^u^^) =o. Si Y est affine, on peut prendre pour r un
entier tel qu'ail existe un recouvrement de X formé de r ouverts affines.

Gomme on peut recouvrir Y par un nombre fini d'ouverts affines, on est ramené
à démontrer la seconde assertion, en vertu de (1.4.11). Or, si U est un recouvrement
de X par r ouverts affines, on a ?(11, ̂ )=o pour q>r, puisque les cochaînes de
Cq(U, ̂ ) sont alternées; la conclusion résulte donc de (1.4.1).

Corollaire (i .4.13). — Supposons vérifiées les hypothèses de ( 1 . 4 .10 ) et en outre supposons
que Y=Spec(A) soit affine. Alors, pour tout (0^-Module quasi-cohérent y et tout feA, on a

r(Y,,R^(^))-(r(Y,R^(^-))^
à un isomorphisme canonique près.

En effet, cela résulte de ce que R^ (J^) est un Qy-M.oâivAe quasi-cohérent
(1,1.3.7).

Proposition (1.4.14). — Soient f \ X->Y un morphisme séparé quasi-compact, g : Y->Z
un morphisme affine. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent y, P homomorphisme canonique
^te0/)^)^?^/^)) (0, 12 .2 .5 .2 ) est bijectif pour tout p.

En effet, pour tout ouvert affine W de Z, ^(W) est un ouvert affine de Y.
L'homomorphisme de préfaisceaux définissant Phomomorphisme canonique

RW).(^) ̂ .(Ry^))
(0, 12.2.5) est donc bijectif en vertu de (1.4.11).

Proposition (1.4.15). — Soient u : X->Y un morphisme séparé de type fini, v : Y'-^Y
un morphisme plat de préschémas (Oj, 6 .7 .1 ) ; soit u'==u^.^, de sorte qu'on a le diagramme
commutatif

2^. •^— ^Sk. — .2\./Y'

(1 .4 .15 .1 )

Y <- Y'

Alors, pour tout 0^-Module quasi-cohérent y, RV^'), où y =v'\^)=y®^Q^, est
canoniquement isomorphe à R^^)®^ ^y^y^R^^)) pour tout q^o.

436



ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 93

L'homomorphisme canonique p : ^'->v'\v''\^)) (Oi, 4.4.3.2) définit par foncto-
rialité un homomorphisme

(1.4.15.2) R^^-^R^^^)).

D'autre part, on a, en posant w=uovt =vouf, les homomorphismes canoniques
(0, i2 .2 .5 .1 et 12.2 .5 .2)

(1.4.15.3) R :̂̂ )) -R^OT -^(R^:OT).

Composant (1.4.15.3) et (1.4.15.2), on a un homomorphisme
^:R^(^)^^(R^(^))

et finalement on en déduit l'homomorphisme canonique (dont la définition ne fait
intervenir aucune hypothèse sur v)

(1.4.15.4) ^ : ̂ (R^^)) ->R^(^)

dont il s'agit de prouver que c'est un isomorphisme lorsque v est plat. Il est clair que la
question est locale sur Y et Y' et l'on peut donc supposer que Y==Spec(A), Y'=Spec(B) ;
nous utiliserons en outre le

Lemme (1.4.15.5). — Soient y : A—^B un homomorphisme Panneaux, Y=Spec(A),
/*'»»»'

X= Spec(B), f : X->Y le morphisme correspondant à 9, M un ̂ -module. Pour que le ffl^- Module M
soit f'plat (GI, 6.7. i), il faut et il suffit que M soit un A-module plat. En particulier^ pour que
le morphisme f soit plat, il faut et il suffit que B soit un A-module plat.

En effet, cela résulte de la définition (Oj, 6.7.1) et de (Oi, 6.3.3), compte tenu
de (I, 1.3.4).

Cela étant, il résulte de (1.4.11.1) et des définitions des homomorphismes
(1.4.15.3) (cf. 0, 12.2.5) que 4» correspond alors au morphisme composé

H^(X, ̂ ) ̂  H^(X, ̂ W)) ̂  H^(X', y'WW))) ̂  H^X', ̂ W)

où p et cr sont les homomorphismes correspondant dans la cohomologie aux morphismes
canoniques p et a : y'*(^(^'))->^', et 6^ est le cp-morphisme (0, 12.1.3.1) relatif au
^x-Module î^(î/*(J^')). Mais par fonctorialité de 6^, on a le diagramme commutatif

pç
ÏP(X, y} -^ H^(X,.'(^(^)))

rP(X',.'W) -^ H^X-,^^^*^))))
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et comme par définition (Oi, 4.4.3), ^(p) est l'inverse de cr, on voit que le morphisme
composé considéré plus haut n'est autre finalement que 6ç; ^ est par suite le B-homo-
morphisme associé H^X, ^)®^K-^WÇ^\ ̂ r/). Comme u est de type fini, X est
réunion finie d'ouverts affines U, ( i^i^r) ; soit îl le recouvrement (U,). D'ailleurs v est
un morphisme affine, donc il en est de même de y' (II, i .6.2, (iii)), et les U^z/'^U,)
forment par suite un recouvrement ouvert affine U' de X'. On sait alors (0, 12.1 .4 .2)
que le diagramme

n

?(11, ̂ ) -ï H^U', ̂ ')

H^X,^) -> H^X',^)

est commutatif, et les flèches verticales sont des isomorphismes puisque X et X' sont
des schémas (1.4.1). Il suffit par suite de prouver que le ç-morphisme canonique
6 : ?(11, ̂ ) -^H^ir, ^r/) est tel que le B-homomorphisme associé :

?(11, ^)®AB -> HÎ(IT, y " )

soit un isomorphisme. Pour toute suite s==(^)o^/^p de p+i indices de [i,r],

posons U^nU^, V^HV^v-^V,), M,=r(U,,^), M,==r(U,,^).
L'application canonique M^B-^Mg est un isomorphisme (I, i .6.5), donc l'application
canonique C^lt, ̂ e^B-^C^U', ̂ /) est un isomorphisme, par lequel d®î s'identifie
à l'opérateur cobord 0 (̂11', ^Q-^C^4-1^', ̂ '). Comme B est un A-module^,
il résulte aussitôt de la définition des modules de cohomologie que l'application
canonique ?(11, ̂ ) ̂ ^K^îi^U', ^rf) est un isomorphisme (Oi, 6. i. i ). Ce résultat sera
généralisé plus tard (§ 6).

Corollaire (1.4.16). — Soient A un anneau, X un A-schéma de type fini, B une A-algèbre
fidèlement plate sur A. Pour que X soit affine, il faut et il suffit que X®J5 le soit.

La condition est évidemment nécessaire (I, 3 .2 .2) ; montrons qu'elle est suffisante.
Comme X est séparé sur A et que le morphisme Spec(B)-^Spec(A) est plat, il résulte
de (i .4. i) que l'on a
(i.4.16.1) H^X^A^^A^-H^X,^')®^

pour tout i^o et tout ^x-Module quasi-cohérent ^r. Si X®^ est affine, le premier
membre de (1.4.16.1) est nul pour i= i, donc il en est de même de H^X, ̂ ) puisque
B est un A-module fidèlement plat. Comme X est un schéma quasi-compact, on conclut
par le critère de Serre (II, 5.2.1).

Proposition (1.4.17). — Soient X un préschéma, o-^-^^^-»o une suite exacte
de O^-Modules. Si ^ et ̂  sont quasi-cohérents^ il en est de même de .̂

438



§ 2 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 95

La question étant locale sur X, on peut supposer X=Spec(A) affine et il suffit
alors de prouver que <S vérifie les conditions d i) et d 2) de (I, 1 . 4 . 1 ) (avec V=X).
La vérification de d 2) est immédiate, car si teF(X, ̂ ) a une restriction nulle à D(/),
il en est de même de son image vÇt) er(X,JT); il y a donc m>o tel que
fmv{t)^v{fmt')=o (I, i .4. i), et comme F est exact à gauche, fmt=u{s), où ,y<=r(X, ̂ );
comme u est injectif, la restriction de s à D(/) est nulle, d'où (I, i .4. i) l'existence d'un
entier n>o tel que/"?==o; on en déduit finalement fm+nt=tt{fns) =o.

Vérifions maintenant d 2), et soit Cer(D(/), ̂ ); comme Jf est quasi-cohérent,
il existe un entier m tel que f^t') = ̂ /T) se prolonge en une section ^eF(X,Jf)
(I, 1 . 4 . 1 ) . Mais en vertu de ( 1 . 3 . 1 ) (ou de (I, 5 .1 .9 .2) ) appliqué au -̂Module
quasi-cohérent -̂, la suite F(X, ̂ )^F(X, ̂ )->o est exacte, donc il existe (er(X, <&)
tel que z=v[t); on voit donc que v{fmt'—t")=o, en désignant par (" la restriction
de(àD(/);onadonc/'V-r=y«), où s'eF(D(f), ̂ -). Mais comme ^-est quasi-
cohérent, il existe un entier n>o tel que /V se prolonge en une section seF(X, ̂ •);
comme f^f-ft" =u(fns'), on voit que/^T est la restriction à D(/) de la section
/"t+uÇfs) er(X, ̂ ), ce qui achève la démonstration.

§ 2. ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES MORPMSMES PROJECTIFS

2.1. Calculs explicites de certains groupes de cohomologie.

(2.1.1) Soient X un préschéma, J§? un (^-Module inversible; considérons l'anneau
gradué (0;, 5.4.6)

(2-i .i.i) s = i\(x, .s?) = ® r(x,^®").
fi ç Z

soit (/z)i^^r une famille finie d'éléments homogènes de S, soit/.eS^.; posons
U^= = X /^U = ==UU^ et désignons par U le recouvrement (U,) de U. Pour tout

fi^x-Module quasi-cohérent ^r, on posera

(2.1.1.2) H-(U,e^(*))= © H^U,^-®^®")

(2.1.1.3) H-(U,^(*))== 9 H^U,^-®^^).
w ç Z

Les groupes abéliens (2 .1 .1 .2 ) et (2 .1 .1 .3) sont bigradués, en prenant

(H-(U, ^(*)))^=Hm(U, ^®^®n)

et une définition analogue pour (2.1.1.3) . Pour le deuxième degré, il est clair que
ces groupes sont des S-modules gradués, comme il résulte par exemple du fait que
J^H^U, ^} et J^H^U, ^-) sont des foncteurs.

(2.1.2) Considérons maintenant le S-module gradué (Oi, 5.4.6)

(2.1.2.1) M=r^^)=H°(x,^(*))^® rçx,^-®^^).
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Si X est un préschéma dont l'espace sous-jacent est noethérien, ou un schéma
P

quasi-compact, il résulte de (I, 9.3. i) qu'en posant comme d'ordinaire U^- ^ ^ = H Uf , ,
r k == 0

on a, à un isomorphisme canonique près,

r(u,,..,-^ ̂ )) =H°(u,,.^, ̂ )) =M^,^.
On peut encore, avec les notations de (1 .2 .2) , identifier M. y y à lim M^. • .

l i » i i i - - - l i p ——> l Q l l • • • l p
n

Cette identification est un isomorphisme de S-modules gradués, si l'on définit le degré
d'un élément homogène ^elim M^ ^ de la façon suivante : ̂  est l'image canonique

n

d'un élément homogène xeM.^\ ^ ==M, de degré m', on prend alors pour degré de ^
le nombre m—n[d^ -\-d^ + • • • +^ ). Tenant compte de la définition des homomor-
phismes ç^ : M.^\ ^ ->M^ ^ ( i . 2.2) , on voit aussitôt que cette définition ne dépend
pas du « représentant » x de ^ que l'on a considéré. Désignant comme dans (1 .2 .2 )
par C^(M) l'ensemble des applications alternées de [i,?"?^ dans M (pour tout yz), on
définit de la même manière que ci-dessus une structure de S-module gradué sur lim C^(M) ;
on a encore comme dans (1 .2 .2) n

(a. 1.2.2) G^U.^^nmC^M)
n

Pisomorphisme des deux membres respectant les degrés. On a alors, comme dans (1 .2 .2)

(a.i.2.3) C^(U,^(*))=C^+ l((f) ,M)=limK^+ l(fn ,M)
n

l'isomorphisme conservant les degrés : le degré d'un élément de lim K^^f^, M), image
n

canonique d'une cochaîne ^eK^^f^ M) dont les valeurs ^(^, . .., iy) sont dans une
même composante homogène M^ de M, est m—n{d^ + • • • +^i )? et il est indépendant
du choix de cette cochaîne comme représentant de l'élément considéré.

Comme les isomorphismes précédents sont compatibles avec les opérateurs cobords,
on en conclut, comme dans (1 .2 .2) que l'on a :

Proposition (2.1.3). — Soit X un préschéma dont F espace sous-jacent est noethérien, ou
un schéma quasi-compact. Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel en y

( 2 . 1 . 3 . 1 ) IP(U,^(*)) ^ïP^^f^M) pour tout p^i.

On a en outre une suite exacte fonctorielle en y

(2.1.3.2) o -> H°((f), M) -> M -> H°(lt, j^(*)) -^ H^f), M) -> o.

De plus, tous les homomorphismes introduits sont de degré o pour les structures de ^-modules
gradués (S étant U anneau ( 2 . 1 . 1 . 1 ) ) .
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Corollaire (2.1.4). — Si X est un schéma quasi-compact et si les U,=X. sont affines,
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel en y, de degré o,

(2.1.4.1) H^U.J^^H^af^M) pourp^i

et une suite exacte fonctorielle en ^

(2.1.4.2) o -̂  H°((f), M) -^ M -^ H°(U, ^(*)) -> ÏF((f), M) -> o

oà ^MJ fcj- homomorphismes sont de degré o.
Il suffit en effet d'appliquer (1.4.1) au résultat de (2. i . 3).
La proposition « locale » analogue à (2.1.3) est la suivante :
Proposition (2.1.5). — Soient S un anneau gradué à degrés positifs, fi(î^i^r) un

élément homogène de S+ de degré rf,, M un S-module gradué. Soit X=Proj(S) le spectre premier
homogène de S et posons U,=D+(/,), U= UU,, H"(U, M(*)) = CH-(U, (M^))^). //

existe alors des isomorphismes canoniques fonctoriels en M, de degré o pour les structures de S-module
gradué

(^•S.i) ?(U,M(*))^?+l((f),M) pourp^i

et une suite exacte fonctorielle en M

(2.1.5.2) o^îîo{({),M)-^M->îlo{V,MW) ̂ H^f^M)-^

où tous les homomorphismes sont de degré o.
En effet, on a r(U^^, (M{n))^)= (M .̂ ^ )^ par définition (II, 2.5.2),

donc r(U^^ ^, M(*)) ==M^. ^ . Le reste du raisonnement est alors le même que
pour démontrer (2.1.4), tenant compte de ce que X est un schéma.

Remarques (2.1.6). — (i) Sous les conditions de (2.1.5), les foncteurs
/̂ 1» /̂

^(ul,ll...^ ̂ ^ sont exacts en M, en vertu de (O^, 1.3.2); le même raisonnement
que dans (1.2.5) montre alors que si o->M'->M-^M"-^o est une suite exacte de
S-modules gradués (où les homomorphismes sont de degré o), on a des diagrammes
commutatifs pour tout p ^ o

H^(U, M"(*)) -^ H^^U, M' (*))

(2.1.6.1)

^ ^
ïP^f), M") -> ïP+^f^M')

(iï) La prop. (2.1.5) sera surtout intéressante lorsque S sera une A-algèbre
engendrée par un nombre fini d'éléments de degré i, A étant supposé noethérien; en
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<—»«/

effet, lorsqu'il en est ainsi, tout ^x'Module quasi-cohérent est de la forme M (II, 2.7.7).
(2.1.7) Nous allons appliquer (2.1.5) dans le cas S=A[T(), ..., TJ, où A est

un anneau quelconque, les T^ sont des indéterminées, avec M = S et f^ == T^. On est
donc essentiellement ramené à calculer H*((T), S), où T== (T^)o^^y.

Lemme (2.1.8). — Si S==A[To, ..., TJ, on a, avec T= (T^)o^^y

( 2 . 1 . 8 . 1 ) H^T^S)^ si i+r+i

(2.1.8.2) Hr+l(Tn,S)=S/(Tn).

Le A-module tP4'̂ !̂ , S) a donc une base sur A formée des classes mod. (1^) des monômes
Tp==T^°...Tfr avec ?==(?„ ...,A). o^Pi<n pour tout i.

C'est une conséquence immédiate de (1.1.3.5) et de la prop. (1.1.4), dont les
hypothèses sont trivialement vérifiées.

(2.1.9) Passons à la limite inductive sur n'y les relations (2.1.8.1) donnent
H'((T), S)==o pour z + r + i . Pour î= r+ i , le système inductif est formé des S/ÇT"),
Phomomorphisme 9^ : S/ÇT^-^S/^^) pour o^n^m étant la multiplication par
(To. . . T,)^. Pour ^sup(A)o^r. désignons par Ç^^^ ^ la classe de
T^0 . . .T^r mod.CT1); on a alors ÇnmÇ^) == Çp^ et ces [éléments ont donc même
image canonique Çp==Çp^ p dans la limite inductive H^^T), S) ; en vertu de la définition
du degré donnée dans (2 .1 .2) , le degré de Çp est donc égal à —|p| =—(A)+A+ • • • +A)-
II est clair que les Çp^ pour o<p^n et o^i^r forment une base de S^T"). On déduit
donc aussitôt de (2.1.8) :

Corollaire (2.1.10). — Avec les notations de ( 2 .1 .8 ) , on a

(2.1.10.1) H^T^S)^ pour i^r+î

et I-r'̂ ^T), S) est un A-module libre dont une base est formée des éléments Çp,,...p tels que pi>o

pour o^z^r .
Remarque (2.1.11). — Soit N un A-module quelconque et soit M==S®^N; le

raisonnement de (2.1.8) montre que l'on a plus généralement

(2.1.11.1) HTr^M^o si i^r+i
(2.1. II.2) H^WM)^/^))®^

car la dernière formule se déduit directement de ( i . i . 3.5), et d'autre part il est clair que
M/(TSM+ .. . +T^iM) s'identifie au produit tensoriel (S/(T^S+ . . . ̂ -T^S))®^,
l'idéal T^S + .. . +TJLiS étant facteur direct dans le A-module S; cela permet d'appli-
quer (1.1.4) à M, et on obtient ainsi (2.1.11.1) .

Combinant (2 .1.10) et (2 .1.5)3 on obtient :
Proposition (2.1.12). — Soient A un anneau, r un entier >o, et X=P^ (II, 4.1.1).

Alors :
(i) On a tP(X, ^x(*)) = ° P0^ l + ̂  ^
(ii) Uhomomorphisme canonique a : S->H°(X, ^x(*)) W 2.6 .2) est bijectif.
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(iii) H^X, ^x(*)) est un A-module libre ayant une base formée d'éléments ^p,...p , oùp,>o
pour o^i^r, Çp,...?^. étant de degré —|p[==—(^+ ... 4-^ et le produit T,Çp^ p^ <fte^

^Po,...,p»—l,....p/
Remarquons en effet que, dans la suite exacte (2.1.5.2) appliquée à

M=S=A[To,...,TJ,

on a H°((T),S)=o et H^T^S)^ d'après (2.1.10.1), et que la prop. (2.1.5)
s'applique à U==X, puisque X est réunion des D^(T^) (II, 2.3.14). Il reste à identifier
l'application S-^H°(X, ^x(*)) de la suite exacte (2.1.5.1) et l'application canonique a;
mais cela résulte de l'identification canonique de H°(U, ^x(*)) et de H°(U, ^x(*))-

Corollaire (2.1.13). — Les seules valeurs de (î, n) pour lesquelles on puisse avoir
ET(X, ^x(^)) +0 son^ ^es suivantes : i==o et n^o, i==r et n^,—(r+ i).

On notera que si A=i=o, on a effectivement H^X, 0^{n))=^o pour les couples
énumérés dans (2.1.13); cela résulte de (2.1.12), puisque S^ est alors 4=0 pour tous
les degrés n^-o.

Dans les applications qui seront faites dans ce chapitre, nous utiliserons surtout
le résultat moins précis :

Corollaire (2 .1 .14) . — Les A-modules IP'(X, ^x(72)) sont ^res de type fini; si i>o,
ils sont nuls pour n>o.

Proposition (2.1.15). — Soient Y un préschéma, ê un (Py-Module localement libre de
rang r+i, X=P(<^) le fibre projectif défini par E, /: X-»Y le morphisme structural. Les
seules valeurs de i et n pour lesquelles R1/ (0-^n) ) 4= o sont i = o et n ̂  o, i = r et n < — (r + i ) ;
en outre, l^homomorphisme canonique (H, 3.3.2)

a : s^w -^ rj^)=R°/.((î'x(*))=^/.(^x("))
est un isomorphisme.

^^/
La question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine d'anneau A et <?=E,

où E^A^1; on est alors immédiatement ramené à (2. i. 12), compte tenu de (i .4.11).
Remarque (2.1.16). — Nous compléterons plus tard les résultats de (2.1.15) en

r+l
démontrant les propositions suivantes : posons co==/*(A<?)(—r— i ) , qui est un
^x-Module inversible. Alors :

(i) On a un isomorphisme canonique

(2.1.16.1) p:R^((o)î^.

(ii) L'accouplement par cup-produit (0, 12.2.2)
(2.1.16.2) R^(^))xR^(co(-^)) ->RT;((O)

composé avec l'isomorphisme p'"1, définit un isomorphisme de R^^x^)) sur 1e ^ua^ du
^y-Module localement libre

R°/.(û)(-^) = (^^^(S^^)).,.
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2.2. Le théorème fondamental des morphismes projectifs.

Théorème (2.2.1) (Serre). — Soient Y un préschéma noethérien, f: X-^Y un morphisme
propre, S un 0^-Module inversible ample pour / Pour tout OyModule ^, posons
^(^^^^jS^ pour tout neZ. Alors, pour tout G^-Module cohérent ^ :

(i) Les R/^^) sont des 0^-Modules cohérents.
(ii) II existe un entier N tel que pour TZ^N, on ait RqfÇ^'Çn))=o pour tout q>o.
(ni) II existe un entier N tel que, pour n ̂  N3 P homomorphisme canonique /*(/ {^{n) ) ) ->^{n)

soit surjectif.
Notons d'abord que si le théorème est vrai quand on y remplace oSf par Jâf0^ (</>o),

il est vrai sous sa forme initiale. En effet, on peut alors écrire y{n)= (^(^jSf0»')®^®^
avec un h>o et o^:r<d, et par hypothèse pour chaque r il y a un entier N^ tel que
pour A>N, les propriétés (ii) et (iii) aient lieu pour le ^x-Module ^'^JSf07'; prenant
pour N le plus grand des dNy, (ii) et (iii) auront lieu pour TZ^N. On peut donc supposer
oS^ très ample relativement à /(II, 4.6.11); il existe par suite une Y-immersion ouverte
dominante i : X->P, où P=Proj(^), où y est une ffy-Algèbre quasi-cohérente graduée
à degrés positifs, dans laquelle ^ est de type fini et engendre y\ en outre,
J§? est isomorphe à î*(^p(i)) (II, 4.4.7). Mais comme/ est propre, il en est de
même de i (II, 5.4.4)3 donc i est un isomorphisme XC^P. On peut donc se borner au
cas où X=Proj(^) et o5?=^x(1)- Le th. (2 .2.1) est alors conséquence de la

Proposition (2.2.2). — Soient A un anneau noethérien, S une A-algèbre graduée à degrés
positifs, dans laquelle S^ est un A-module ayant un système de r + i générateurs, et qui engendre
l'algèbre S. Soit X=Proj(S). Pour tout Gy Module cohérent ̂  :

(i) Les A-modules HP(X, ̂ ) sont de type fini.
(ii) On a H^X, ^)==o pour q>r.
(iii) // existe un entier N tel que pour TZ^N, on ait HP(X, y(n))=o pour tout q>o.
(iv) // existe un entier N tel que pour TZ^N, ^{n} soit engendré par ses sections au-dessus

de X.
Montrons d'abord comment (2 .2 .2) entraîne (2.2.1) : dans (2 .2 .1) (ramené

au cas particulier X=Proj(^) considéré ci-dessus), Y est quasi-compact, donc peut
être recouvert par un nombre fini d'ouverts affines, d'anneaux noethériens, tels que la
restriction de ^ à chacun de ces ouverts U^ soit engendrée par un nombre fini de
sections de y^ au-dessus de U^. Si on suppose (2 .2 .2 ) démontré, il suffira alors de
prendre pour N dans les parties (ii) et (iii) de (2 .2 .1) le plus grand des entiers analogues
correspondant aux U^ (tenant compte de (1.4.11) et de (II, 3.4.7)).

Pour prouver (2.2.2) , remarquons que X s'identifie à un sous-schéma fermé
de P=PA (II, 3.6.2); en outre, si ; : X-^P est l'injection canonique, j (e^) est un
^p-Module cohérent et on a j^(n))= U\W)W (II. 3.4-5 et 3.5.2). Compte
tenu de (G, II, cor. du th. 4.9.1), on est donc ramené à prouver (2 .2 .2) dans le cas
particulier où X=P^ et S=A[TQ, . . ., TJ. Comme X est recouvert par les ouverts
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affines D^(T,) en nombre r+i , (iï) résulte de (1.4.12). Notons d'autre part que
(iv) a déjà été démontré (H, 2.7.9).

Nous allons prouver simultanément (i) et (iii). Notons que ces assertions sont
vraies pour y=(9^(m} (2. i . 13); elles le sont donc aussi lorsque 3^ est somme directe
d'un nombre fini de ^"Modules de la forme 0^(m^. D'autre part, (i) et (iii) sont vraies
trivialement pour q>r en vertu de (ii). Nous allons procéder par récurrence descendante
sur q. On sait que ^ est isomorphe à un quotient d'une somme directe <? d'un nombre
fini de faisceaux O^rn^) (II, 2.7.10); autrement dit, on a une suite exacte
o-^-><f->^-^o, où Si est cohérent (O^, 5.3.3) et où ê vérifie (i) et (iii). Comme ^(n)
est un foncteur exact en '̂5 on a aussi la suite exacte

o -> ^(n) -> ë(ri) -> ^(n) -> o

pour tout n eZ. On en déduit la suite exacte de cohomologie
IP-^X, ê{n}} -> HP-^X, ^(n)} -> H^X, ̂ (n)).

Comme S(n) est somme directe des (Px{n+mj) (II? 2 ' 5 f î 4 : ) ^ H^^X, S(n))
est de type fini, et il en est de même de H^X, S9{n)) par l'hypothèse de récurrence;
comme A est noethérien, on en conclut que ïlq'~lÇ'K, ^{n)) est de type fini pour tout
neZ, et en particulier pour TZ==O. D'autre part, par l'hypothèse de récurrence, il existe
un entier N tel que pour TZ^N on ait H^X, £%Çn)) =o; par ailleurs, on peut supposer
aussi N choisi tel que H^^X, <^(%))==o pour n ̂ N, puisque ê vérifie (iii); on en
conclut que H^^X, ^(7z))=o pour ^>N, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (2.2.3). — Sous les hypothèses de (2.2. i), soit ^—^—^f une suite exacte
de 0^-Modules cohérents. Il existe alors un entier N tel que pour yz^N, la suite

f^W ^(W) -V.(J )̂)
soit exacte.

Soient '̂, ^/, <S" le noyau, l'image et le conoyau de ^r-^; <St est le noyau
et ^/' l'image de ^-^Jf, soit ^ ' 1 le conoyau de cet homomorphisme; tous ces
fi^x-Modules sont cohérents (Oi, 5.3.4). Comme ^{n) est un foncteur exact en "̂, il suffit
de prouver que pour n assez grand, chacune des suites

o-^f^W-^f^w-^f^w -^o
o-^WW -^f^W -^WW -^o
o-^WW ->f^W -^f^^-^o

est exacte; par suite, on peut supposer que o^j^'-^-^Jf-^o est exacte. On a alors
la suite exacte de cohomologie

o->fs^w ->/.(W) ->y:(^w) ->RV:(^)) -^.. .
et la conclusion résulte de (2.2.1, (ii)).

Corollaire (2.2.4). — Soient Y un préschéma noethérien^ f: X->Y un morphisme de
type fini, JS? un O^-Module inversible ample pour f; pour tout 0^-Module ,̂ on pose
y(n)=^®e JSf0n {pour TzeZ). Soit y-^^S^^ une suite exacte de (Q^-Modules cohérents,
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telle que les supports de ^ et de ̂  soient propres sur Y (II, 5.4.10). 77 existe alors un entier N
tel que, pour T^N, la suite

f^W ->f^W -^f^W
est exacte.

Le même raisonnement qu'au début de (2 .2 .1) montre que si le corollaire est
vrai pour 3?^ (rf>o), il l'est aussi pour JSf; on peut donc se borner au cas où Jâf est
très ample pour/ (II, 4.6.11), et par suite on peut identifier X à un ouvert dans un
Y-schéma Z=Proj(<97), où y est une ^y-Algèbre quasi-cohérente graduée à degrés
positifs, dans laquelle V^ est de type fini et engendre «97, de sorte que ^=!(Q^{\)\
où i est l'immersion canonique X->Z (II, 4.4.7). Cela étant, comme Supp(^) est
fermé dans X et contenu dans Supp(^) nSupp(J^), il est propre sur Y; les supports
de y, ̂ , ̂  sont donc fermés dans Z (II, 5.4.10). Les faisceaux ^'==^(^'), ^'=^(^),
^'==i^) sont donc des ^-Modules cohérents, et la suite ^-^'-^Jf' est exacte;
en outre, si g : Z-^Y est le morphisme structural, on a f=goi, et il est clair que
y(n)=i^y(n)) et de même pour ^' et ^f'; la conclusion résulte donc de (2.2.3)
appliqué à '̂, ^', JT.

Remarques (2.3.5). — (i) L'assertion (i) de (2.2.1) est encore vraie lorsqu'on
suppose seulement que Y est localement noethérien', en effet, la propriété est évidemment
locale sur Y; d'autre part, les hypothèses de (2.2.1) impliquent que pour tout ouvert
UcY, la restriction de/à/~ l(U) est un morphisme projectif /"^(U)-^ (II, 5.5.5,
(iii)) et ^[/"^U) est ample pour ce morphisme (II, 4.6.4).

(ii) L'assertion (iii) de (2.2.1) est encore valable, comme on l'a vu, lorsque l'on
suppose seulement que X est un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace
sous-jacent est noethérien, et y:X->-Y un morphisme quasi-compact (II, 4.6.8).
Mais il faut noter que même lorsqu'on suppose que Y est le spectre d'un corps K et que/
est quasi-projectif, l'assertion (ii) de (2.2.1) n'est plus nécessairement vérifiée. Par
exemple, soit X'=Spec(K[To, . . ., T,.]) et soit X la réunion des ouverts affines D(T^)
de X ' ( o ^ î ^ r ) ; comme l'immersion X—^X' est quasi-compacte, le morphisme
structural /:X->Y est quasi-affine (II, 5.1.10)3 donc Q^ est très ample pour/
(II, 5.1.6). Mais l'anneau r(X, ^x) s'identifie à l'intersection des anneaux de fractions
(K[To, . . ., T,])^. pour o^i^r (I, 8.2.1.1), c'est-à-dire à K[TQ, ..., TJ. Par suite,
il résulte des formules (i .4.3. i) et ( i . i .3.5) que l'on a H^X, (P^n)=îîr{X, (P^)=A^o
pour tout TZ.

2.3. Application aux faisceaux gradués cTalgèbres et de modules.

Théorème (2.3.1). — Soient Y un préschéma noethérien, y une 0^-Algèbre graduée à degrés
positifs, quasi-cohérente et de type finiy X=Proj(e97), q : X->Y le morphisme structural, ^( un
y-Module gradué quasi-cohérent vérifiant la condition (TF). Alors il existe un entier N tel que,
pour n^N, Uhomomorphisme canonique (II, 8 . 1 4 . 5 . 1 )

a, : ̂  ̂  qW^n))) =^(W(^))J
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soit bijectif. En d'autres termes, U homomorphisme canonique

a : J( -^ T^roj(^))
est un (TNyisomorphisme.

On peut se borner au cas où J( est un ^-module de type fini (II, 3.4.2).
Comme Y est quasi-compact, il existe un entier d>o tel que «^(d) soit engendrée

par le ^y-Module quasi-cohérent ^, ce dernier étant de type fini (II, 3.1.10), donc
cohérent puisque Y est noethérien. Remarquons maintenant que J( est somme directe
des JK^ pour o^k<d et que chacun des JK^ est un eS^-Module quasi-cohérent
de type fini, ainsi qu'il résulte de (II, 2.1.6, (iii)), la question étant locale sur Y. Or,
il suffit évidemment de prouver que chacun des homomorphismes canoniques
a : jy^-^T^roj^))^) est un (TN)-isomorphisme. Compte tenu de (II, 8.14.13)
(et notamment du diagramme (8.14.13.4)), on voit qu'on est ramené à prouver le
théorème lorsque y est engendrée par ^ et q11^ <^i est un fi^-Module cohérent.
Comme Y est noethérien, le même raisonnement qu'au début de (2.2.2) montre qu'on

peut se borner au cas où Y==Spec(A), ^==S, ^==M, A étant un anneau noethérien,
Si un A-module de type fini et M un S-module gradué de type fini. Montrons qu'il suffit
alors de prouver le théorème lorsque M == S. En effet, dans le cas général, on a une suite
exacte L'-^L-^M-^o, où L et L' sont des sommes directes de modules gradués de la
forme S (m). Si le résultat est vrai pour M== S, il l'est aussi pour M= S (m), donc pour L
et I/. Considérons alors le diagramme commutatif

-̂-' /••'«»«' y^/

L, ———-> L, ————. M, ————. o

^(LW) -> q^W -> ^(M{n)) -> o

La deuxième ligne est exacte en vertu de (2.2.3), dès que n est assez grand; comme
il en est de même de la première et que les deux flèches verticales de gauche sont des
isomorphismes, il en est de même de la troisième.

Cela étant, pour prouver le théorème lorsque M=S, supposons d'abord que
S=A[To, ...,TJ (T, indéterminées); dans ce cas, notre assertion n'est autre que
(2.1.11, (ii)). Dans le cas général, S s'identifie à un quotient d'un anneau
S'=A[To, ..., TJ par un idéal gradué, donc X à un sous-schéma fermé de X'==PJ;
(H, 2.9.2). Si j est l'injection canonique X->X', j (S(7z)) n'est autre que le

<^ /̂
^'-Module (^roj{S)){n) où S est considéré comme un S'-module gradué; cela résulte en

/—^/
effet aussitôt de (II, 2.8.7). Comme ^(S(n)) est un ^x'-Module vérifiant (TF), l'homo-
morphisme canonique o^ : S^->r(X'3^(S(^))) est bijectif pour n assez grand, en vertu
de ce qui précède; cela achève la démonstration, puisque nx'^ls^)))^: rÇX.IS^)).
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Corollaire (2.3.2). — Sous les hypothèses de (2.3.1), soit y^-== ©^xW? ^ solt ^
wçZ

un Y ̂ -Module gradué quasi-cohérent de type fini. Alors T (e^) vérifie la condition (TF).
On a vu dans la démonstration de (2.3.1) que X, qui est isomorphe à Proj^^)

(II, 3.1.8) est de type fini sur Y (II, 3.4.1). Il résulte alors de (II, 8.14.9) que ^
est isomorphe à un ^x"Module gradué de la forme 8Proj(^(\ où ^ est un ^-Module
gradué quasi-cohérent de type fini. En vertu de (2.3.1), r (e^) est (TN)-isomorphe à .jf,
et par suite vérifie (TF).

Scholie (2.3.3). — Soient Y un préschéma noethérien, y une (P^-Algèbre graduée
vérifiant les conditions de (2.3.1) et X=Proj(e$^). Soient Ky la catégorie abélienne
des e^-Modules gradués quasi-cohérents vérifiant (TF), Ky la sous-catégorie de Ky
formée des y- Modules vérifiant (TN); enfin, soit -Kx ^a catégorie des «^x'Modules
gradués quasi-cohérents de type fini ê^ (ce qui revient à dire, puisque y^ est périodique
(II, 8.14.4 et 8.14.12), que les ̂  sont des ffl^-M.odnIes cohérents). Alors les foncteurs
J(->S^roj{J(} dans Ky et ̂ -> I\(^) dans K^ définissent, en vertu de (II, 8.14.8 et 8.14. i o)
et (2.3.2) une équivalence (T, I, 1.2) de la catégorie quotient KyjKy (T, I, 1.11) avec la
catégorie Kx. Lorsque y est engendré par ^, on peut remplacer K^ par la catégorie
des (P^-Modules cohérents (II, 8.14.12).

Proposition (2.3.4). — Soit Y un préschéma noethérien.
(i) Soit y une 0 ̂ -Algèbre graduée à degrés positifs, quasi-cohérente de type fini. Soient

X=Proj(e99), et y^=^roj{y) == ® ^x(^)- Alors V^ est une Q ̂ -Algèbre graduée périodique
yi G Z

(II, 8 . 1 4 . 1 2 ) dont les composants homogènes {y^n^^xW sont ^es Q-s-Modules cohérents^
et si d>o est une période de y^ (^x)d = ̂ xW est un Q^M-odule inversible Y'-ample. En outre\
l^homomorphisme canonique a : y->T (e^x) est un (TN)-isomorphisme.

(ii) Inversement, soit q : X-^-Y un morphisme projectif, et soit y une Qu'Algèbre graduée^
dont les composants homogènes y^ {neZ.) sont des (9 ̂ -Modules cohérents^ et qui admet une période
d>o telle que y^ soit un Q^-Module inversible ample pour q. Alors y==@ ^(^n) es^ une

(!) ̂ 'Algèbre graduée à degrés positifs quasi-cohérente et de type fini, et il existe un Y-isomorphisme
r : XC^Proj(e^) tel que r*(^roj(y)) soit isomorphe (en tant que Qu'Algèbre graduée)
a y.

(i) Toutes les assertions ont pratiquement déjà été démontrées, la dernière n'étant
autre qu'un cas particulier de (2.3.2). Le fait que y^ est périodique a été vu en (II,
8.14.14) et le fait qu'il y a une période d>o telle que ^xW solt inversible et Y-ample
n'est autre que (II, 4.6.18). Enfin, pour o^k<d, (^x)^ ^t un (^x^-Module de
type fini (II, 8.14.14), donc chacun des (^x)n est un ^x" Module quasi-cohérent de
type fini en vertu de (II, 2.1.6, (ii)), la question étant locale; comme ^x est cohérent,
il en est de même des (^xL-

(ii) Quitte à remplacer la période d par un de ses multiples, on peut supposer
que JS? = y^ est un ^x- Module très ample relativement à q (H, 4.6.11). On a en outre
y^= @ jSf®" par hypothèse, donc y^^ @ ^(^@n); on sait (II, 3.1.8 et 3.2.9)

qu'il y a un Y-isomorphisme s de X'=Proj(^) sur X'^ProK^) tel que
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/(^PX'(^)) ==^x'(^)- O11 établira donc l'existence d'un Y-isomorphisme X^X' si
l'on prouve la

Proposition (2.3.4.1). — Soient Y un préschéma noethérien^ q : X->Y un morphisme
projectif^ oSf un 0^-Module inversible très ample pour q. Alors y == @ qj^S"®^ est une (Py-Algèbre

graduée quasi-cohérente de type fini, telle que V^ = y^ pour n asse^ grande et il existe un Y-
isomorphisme r : X^P=Proj(^) tel que J§f==r*(^p(i)).

Comme q est un morphisme projectif, il résulte de (II, 5.4.4 et 4.4.7) qu'il
existe un Y-isomorphisme r ' : X^P'^Proj^), où ^ est une 6y-Algèbre quasi-
cohérente telle que ST^ soit un ^y-Module de type fini et engendre ST', et l'on a
^==^(^(1)). On a alors ^=^©^(^p'(^)), où q ' : P'-^Y est le morphisme
structural, et il résulte de (2.3.1) que pour n assez grand, l'homomorphisme canonique
o^ : yn->yn=(l^@n) est bijectif, comme ̂ ==^, on a a fortiori y ̂  y\ dès que 72
est assez grand. En outre, comme l'homomorphisme canonique a : ff~ -> Y de
^y-Algèbres graduées est un (TN)-isomorphisme, 0=Proj(a) : Proj^-^Proj^) est

/-^>-'
un isomorphisme (II, 3.6.1) et on a ^^V (n) )= (^(72))^ (II, 3.5.2); mais comme
les ^"-Modules gradués {^(n))^ et y{n) sont (TN)-isomorphes, on a O^p^)) =0^(n)
pour tout % (II, 3.4.2); pour achever de prouver (2.3.4.1), il reste à montrer que y
est une (Py-Algèbre de type fini; or les ^n^î^F'^)) sont des ^y-Modules cohérents
en vertu de (2.2.1) et comme y^== V^ pour n^n^ V est engendrée par^ <9^, qui
est cohérent, d'où notre assertion (I, 9.6.2).

Revenons à la démonstration de (2.3.4), dont nous reprenons les notations. Nous
avons démontré l'existence d'un Y-isomorphisme r " : X^X" tel que ^'(JSf®") = C)^,,{n)
pour tout n eZ; nous désignerons par q" le morphisme structural X^-^Y. Notons
maintenant que V est somme directe des eS^-Modules gradués y^; chacun de ces
derniers est un cS^^-Module quasi-cohérent de type fini, en vertu de la périodicité
de y et de l'hypothèse que les ̂  sont des (P^-Modu\es de type fini (H, 8.14.12).
Posons ^W^r'^y^), de sorte que les ^r{k} sont des y^,-Mod\ûes gradués
quasi-cohérents de type fini; par suite (II, 8.14.8), l'homomorphisme canonique
P : ^roj(T (^(fc))) -> y^ est un isomorphisme de ^--^dules. Mais on a
^^^r(^j^ [{y^^n) et P01111 72>0? ce dernier ^y-Module est par définition égal
à* (^'^n. Autrement dit, l'injection canonique y^-^T^^ est un (TN)-
isomorphisme, donc (II, 3.4.2) on a ^ro^V^) =^roj{T^{k})), et par suite
rff\^roj{y{d-k)))==yf{dîk\ II reste à remarquer que ^roj^^^s^rojÇy))^)
à un isomorphisme canonique près (II, 8.14.13. i) pour avoir démontré l'isomorphisme
de r\^roj{Y)) et de Y. Enfin, en vertu de (2.3.2), chacun des I^^) vérifie la
condition (TF), donc il en est de même de chacun des y^; en outre, comme les Y',,
sont cohérents, il en est de même des ^= q^Y'n) par (2 .2 . i), et on en conclut aussitôt
que les Y^ sont des ^^-Modules de type fini. Comme on a vu dans (2.3.4.1) que
y^ est une ^y-Algèbre de type fini, on en conclut bien que y est aussi une ^y-Algèbre
de type fini.
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Proposition (2.3.5). — Soient Y un préschéma intègre noethérien, X un préschéma intègre,
/:X->Y un morphisme projectif birationnel. // existe alors un Idéal fractionnaire cohérent
^"C^(Y) (II, 8.1.2) tel que X soit Y-isomorphe au préschéma obtenu en faisant éclater /
(II, 8.1.3). En outre, il existe un ouvert U de Y tel que la restriction de f à f^ÇV) soit un
isomorphisme def^ÇV) sur U (cf. I, 6.5.5), et que /\V soit inversible.

Comme il existe un 6^-Module inversible oSf très ample pour/ (II, 4 .4 .2^5.3.2) ,
on peut appliquer (2.3.4.1) , et on voit que X s'identifie à Proj^), où y= ©/(JSf^).
On sait en outre que les /^(^0n) sont des ^y-Modules sans torsion (I, 7.4.5), donc
il en est de même du ^y-Module y, et par suite y s'identifie canoniquement à un
sous-fi^-Module de y®^ ^(Y) (1, 7.4.1); ce dernier est un faisceau simple (I, 7.3.6)
qui est connu lorsqu'on connaît sa restriction à un ouvert non vide, par exemple à un
ouvert non vide U'cU tel que JSfI/'^U') soit isomorphe à ^xl/'^U'). Comme par
hypothèse les /^^lU' sont alors isomorphes à G^V, on voit que V^Q ^(Y)
est un ^(Y)-Module isomorphe à ^(Y)[TJ, où T est une indéterminée, et y est
(TN)-isomorphe à la sous-^y-Algèbre engendrée par l'image canonique de f (oSf) dans
y0^(Y) (2 .3 .4 .1) ; mais si on identifie ^®^(Y) à ^(Y)[T], l'image de/^(JSf)
s'identifie à ^.T, où / est un sous-^y-Module cohérent (2.2.1) de ^(Y), dont la
restriction à U' est isomorphe à 0^\V, et qui par suite est tel que /\VS soit inversible.
On voit alors que y est (TN)-isomorphe à ® /n, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (2.3.6). — Sous les hypothèses de (2.3.5)3 supposons en outre que, pour tout
sous-G) ̂ -Module cohérent /^o de <^(Y), il existe un 0^-Module inversible JSf tel que
r(Y, oS^e^ ^^^(^ ^y)) =t=oî alors, dans V énoncé de (2.3.5), on peut supposer que / est
un Idéal de (Py. Cette condition supplémentaire est toujours vérifiée s9 il existe un Q^-Module ample.

En effet, on a (Oi, 5.4.2)

^®^om{/, 0^) =^om{£>~l, ̂ om[/, ^y)) =^om[/®^~1, 0^) ;

l'hypothèse signifie donc qu'il y a un homomorphisme non nul u de ^®JSf~1 dans (Py.
Comme, pour tout j^eY, (^^JS?"1)^ s'identifie à un sous-6^- Module du corps des
fractions {âê(Y))y de Qy (I, 7.1.5), Uy est nécessairement injectif, donc u est un isomor-
phisme de ^OJSf"1 sur un Idéal / ' de ^y- Mais comme Proj( © / n ) et

Pro^^jy-1)71)

sont Y-isomorphes (II, 3.1.8), cela prouve la première assertion du corollaire. Pour
démontrer la seconde, notons que y^^om^ { / , (Py) est cohérent et 4=0, puisqu'il
existe un ouvert U de Y tel que / \ U soit inversible. Si oS? est un ^y-module ample, il
existe un entier n tel que ^(72)==^®^^ soit engendré par ses sections au-dessus de Y
(H, 4.5.5); a fortiori, on a F (Y, ^'(n)} =4=0, d'où la conclusion.

Corollaire (2.3.7). — Soient X et Y deux schémas intègres, projectif s sur un corps k, et soit
f: X->Y un k-morphisme birationnel. Alors X est k-isomorphe à un ^-schéma obtenu en faisant
éclater un sous-schéma fermé Y' (non nécessairement réduit) de Y.
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En effet, /est projectif (II, 5.5.5, (v)) et comme Y est projectif sur k, la condition
supplémentaire de (2.3.6) est vérifiée ; il suffit alors de considérer le sous-schéma fermé Y'
de Y défini par l'Idéal cohérent / du cor. (2.3.6).

Remarque (3.3.8). — Au chap. IV, en étudiant la notion de diviseur, nous verrons
que si, dans Renoncé de (2.3.5), on suppose que les anneaux Qy (j^eY) sont factoriels
(ce qui est le cas par exemple si Y est non singulier), alors X peut se déduire de Y en
faisant éclater un sous-préschéma fermé Y' de Y dont l'espace sous-jacent est contenu
dans Y—U.

2 -4. Une généralisation du théorème fondamental.

Théorème (2.4.1). — Soient Y un préschéma noethérien, y une 0^-Algèbre quasi-cohérente
de type fini. Soient f \ X-^Y un morphisme projectif, y =/*(e95'), J( un y-Module quasi-
cohérent de type fini. Alors :

(i) Pour tout peZ, R^(e^) est un y-Module de type fini.
(ii). Soit de plus oSf un (9^-Module inversible ample pour f, et posons J((n} =J(®^®n

pour tout n eZ. Il existe un entier N tel que, pour n ̂  N, on ait

(2.4.1.1) R^(^(n))=o

pour tout p> o, et que U homomorphisme canonique f*{fj^^(n) ) -^^(n) (0^ 4.4.3) soit surjectif.
Posons Y^Spec^.X'^Spec^) de*sorte que X^XXyY 7 (II, 1.5.5);

soient g : Y'-^Y, g ' : X'-^X les morphismes structuraux, qui sont affines par définition,
et f' =f(-Y')f- X'-»-Y'; on a donc un diagramme commutatif

X t X'

f\ ^ \f^ h ^

Y <- Y'
g

et le morphisme/' est projectif (II, 5.5.5, (iii)); posons h=fogf==gofl.
r^

(i) Soit ^( le (P^-M.od\de associé au ^'-Module quasi-cohérent e ,̂ quand X'
est considéré comme un X-schéma affine (II, 1.4.3)3 de sorte que l'on a ^f==^'(^);
comme J( est un ^'-Module de type fini, J( est un ^'-Module de type fini (H, 1.4.5);
comme h est de type fini, puisque g et/' le sont (II, 1.3.7 et I, 6.3.4, (ii)), X' est

/^-'
noethérien (I, 6.3.7) et e^ est par suite cohérent. Cela étant, comme g ' est affine,
riiomomorphisme canonique R^/J^-^R^AJ^) est bijectif (1.3.4). En outre, cet
homomorphisme est un homomorphisme de y-Modules \ en effet, de Phomomorphisme
canonique

(2.4.1.2) gW^g^} ->gW

qui définit la structure de ^'-Module de J( (en se rappelant que y=g\(9^)), on
déduit canoniquement un homomorphisme

fm^WW^ ^RVXW)
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(0, 12.2.2), et comme (2 .4 .1 .2 ) provient lui-même (par application de (O;, 4 . 2 . 2 . 1 ) )
-̂' ^^ ^S-'

de rhomomorphisme Q^,®^->^ définissant la structure de ^'"Module de e^, le
diagramme

/.te:(^'))®R^(^:(^)) ̂ RW^})

h^Q^Wh^) ——-^ R^(^)

est commutatif (0, 12.2.6); composant les flèches horizontales avec rhomomorphisme
provenant de Phomomorphisme canonique ^->/,(/*(^)) ̂ f^) ==/,(^(^x')) ̂ (^x7).
on obtient notre assertion. D'autre part, puisque g est affine et que/' est séparé et quasi-
compact, rhomomorphisme canonique Rph'^^)->g^(Rpff^^)) est bijectif (1.4.14),
et on démontre comme ci-dessus que c'est un isomorphisme de y-Modules (en utilisant

/"^/
cette fois la commutativité de (0, 12.2.6.2)). Or,/7 étant projectif et ^( cohérent,

/^•^ ^^/
R^/^^ ) est un ^"Module cohérent en vertu de ( 2 . 2 . i ) ; on en conclut que ̂ (R^/^^f))
est un ^-Module de type fini (II, 1.4.5).

(ii) Soit oSf'==^'*(JSf), qui est un (Py-Module inversible; pour tout 7?eZ, on a
g^jy^^'^^g'^)®^^^^^ (Oi, 5.4.10) à un isomorphisme près; on peut

r"̂  ^ ^ /-^
appliquer à ^ ^S'®n le raisonnement fait dans (i) pour ^, qui prouve que
RyX^0^'0^) est isomorphe à ^(R^^®^^)). Or ^' est ample pour/7

(II, 4.6.13, (iii)), donc il résulte de (2.2.1) qu'il existe un entier N tel que
Ry^®^'^) ==o pour tovitp et tout n^ N, ce qui prouve (2.4. i. i). Enfin, il résulte
encore de (2 .2 .1) qu'on peut supposer N tel que pour ^^N, l'homomorphisme cano-
nique /^(/^(J^®^'0"))^^®^'^ soit surjectif; comme g^ est un foncteur exact
(II, 1.4.4), l'homomorphisme correspondant

^(/'V:^®^0'))) -^g'^®^) ==^W
est surjectif. Or, on a ^(/'V:^®^'0'))) -/U^:^®^0')) W i. 5 • 2) et comme
g ù/^/0^', on voit finalement que Fon a

5:(/'*(/:(^®^'0W))) -rW^^^W =f{f^W),
ce qui achève la démonstration.

(2.4.2) Nous aurons en particulier à appliquer (2 .4 .1) lorsque y est une
^y-Algèbre graduée à degrés positifs, ^( == ® ̂ ^ un ^'-Module gradué. Alors (avec les
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mêmes hypothèses de finitude sur y et e^) on conclut de (2.4.1) que ® R^/ {^^) est un
^-Module de type fini pour toutj&, et (sous les hypothèses supplémentaires de (2.4.15 (ii))
qu'il existe N tel que pour TZ^N, on ait R^/^^;^)) ==o pour toutj&>o et tout keZ, et
que rhomomorphisme canonique f*{f {^^(n))')->^^(n) soit surjectif pour tout AeZ.

2.5. Caractéristique d'Euler-Poincaré et polynôme de Hilbert.

(as. 5.1) Soient A un anneau artinien, X un A-schéma projectif sur Y==Spec(A).
Pour tout ^x- Module cohérent e ,̂ les H^X, e '̂) Çi^o) sont des A-modules de type
fini (2 .2 .1) , donc ici de longueur finie puisque A est artinien. On sait en outre (2 .2 .1)
que Iï(X, ^)==o sauf pour un nombre fini de valeurs de i^-o'y le nombre entier

(a. 5.1.1) XAW-^ (-^longCH^X,^))

est donc défini pour tout ^"Module cohérent 3^'. Lorsque A est un anneau local artinien,
on dit que ^^3^} est la caractéristique d'Euler-Poincaré de y {par rapport à Vanneau A).
Pour y=G^ on dit que y^l^x) est 1e ̂ enre arithmétique de X (par rapport à A).

Proposition (2.5.2). — Soit Q->y->y—>y->Q une suite exacte de 6^-Modules
cohérents; on a alors

(2.5.2.1) ZAW-XAW+XA^).

Comme les modules de cohomologie de J^", c '̂, y sont nuls sauf un nombre fini
d'entre eux, il y a un entier r>o tel que la suite exacte de cohomologie s'écrive
o -^ H°(X, y ' } -> H°(X, J^) --> H°(X, ̂ ") -> H^X, y ' ) -> . . .

... -. H^X, ̂ ') -> H^X, ̂ ') -> H^X, ̂ ") -> o.

Or, on sait que dans une suite exacte de A-modules de longueur finie, ayant des o
aux deux extrémités, la somme alternée des longueurs est nulle (0, 11.10. i) ; appliquant
ce résultat, on trouve immédiatement la formule (2 .5 .2 .1) .

On notera que le résultat de (2 .5 .2) s'applique toutes les fois que l'on sait que X
est un A-schéma quasi-compact et que les A-modules ET(X, ̂ ) sont de type fini pour
tout ^x'Module cohérent ^r (1.4.12).

Théorème (2.5.3). — Soient A un anneau local artinien^ X un schéma projectif sur
Y==Spec(A), S? un 0^-Module inversible très ample relativement à Y, ^ un QyModule
cohérent; on pose ^(n) =^®^ ^@n pour tout neZ.

(i) // existe un polynôme unique PeQ^T] tel que XA(^r(7^))=I>(7^) P0^ tout nç^
(on dit que P est le polynôme de Hilbert de 3^ par rapport à A).

(ii) Pour n asse^ grande on a ^(^ (/?))= longer (X, ^(n)).
(iii) Le terme de plus haut degré de XA^^)) a un coefficient ^o.
Ajoutons qu'au chap. IV, dans le paragraphe consacré à la notion de dimension,

nous démontrerons en outre que le degré de XA^^)) est ^S^ à ^a dimension du support de y'.
Comme on a H*(X, y(n))-= o pour tout i>o dès que n est assez grand (2 .2 . i),
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on a )CA(^'(^)=::longHO(X,^(%))==long^(X,^'(7^)) pour n assez grand, d'où (ii);
cela entraîne XA(^(^))^° P0111* n assez grand, et (iii) résulte donc de (i); comme
d'ailleurs l'assertion d'unicité de (i) est immédiate, il reste à prouver l'existence du
polynôme P.

Montrons d'abord qu'on peut supposer que m^'=o, où m est l'idéal maximal
de A. En effet, il existe un entier s>o tel que rn'^o, et ^(n) admet donc une filtration
finie

y[n) 3 m^Çn) D ... D m8-1^^ D o.

Par récurrence, on déduit de (2 .5 .2 .1) que

XA^))- SxA^^^/m^));

comme mk~l^r{n)|mk^r{n)=^r^n), où ^^in^^/m^, cela prouve notre assertion.
Supposons donc m^'==o; si X" est le sous-schéma fermé de X, image réciproque

par le morphisme structural X->Spec(A) de l'unique point fermé de Spec(A), et
j : X'->X l'injection canonique, on a ^'==^(^''), où y est un ^x'-Module cohérent;
X' est un schéma projectifsur Spec(K), où K=A/m. Si JSf^/^), JSf' est très ample
relativement à Spec(K) (II, 4.4.10), et on a y[n)=j^'{n)}, où y{n)=y®e ,£}l®n

(Oi, 5.4.10). On en conclut que XAG^^))^^^'^)) (G, II, 4.9. i) , et on est donc
ramené au cas où A est un corps.

Notons maintenant que X peut être considéré comme un sous-schéma fermé
de P=PA pour un r convenable (H, 5.5.4, (ii)); si i : X—^P est l'injection canonique,
on voit comme ci-dessus que l'on a XA^^^XA^^K^))^ de sorte que l'on peut se
borner au cas où X=P^=Proj(S) avec S=A[To, .... TJ, A étant un corps.

(—^/ _
Cela étant, on a e^'==M, où M est un S-module gradué de type fini (II, 2 .7 .8) ;

il existe par suite une résolution finie de M par des S-modules gradués libres de type fini
o -> \ -> L^_i -> . . . -> LI -> M -> o

en vertu du th. des syzygies de Hilbert (M, VIII, 6.5) ; comme M est un foncteur exact
en M (II, 2.5.4), on a aussi une suite exacte

/̂ >-/ /"•»•'
o -> L^ -> L^_i - > . . . - > L^ -> M -^ o

et par suite, pour tout yzeZ, la suite

o -^ î^n) -> Ï^n) -> . . . -^ î,{n) -^ M{n) -> o

est exacte; appliquant par récurrence sur q la prop. (2.5. i), il vient

^(M(n))=i;(-I)^l^(î,(n))
î'-l

et pour prouver (i), on est donc ramené au cas où M est libre et gradué de type fini,
donc au cas où M=S(Â) pour un AeZ. Gomme alors JK (n) == (M{n))^== (S(/z+A))^
(II, 2.5.15), on voit finalement que le théorème résultera du
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Lemme (2.5.3.1). — Soient A un corps, r un entier >o, et X=P^$ on a alors
XA^xW-CT pour tout TzeZ.

En effet, pour n>o, on a XA^X^)) ==long H°(X, ^x(72))? qui est le nombre de
monômes en les T, de degré total n, c'est-à-dire (n;S'r) (2.1.12). Pour n^—r—i, on
a de même y^x^)) = (—1)" long H^X, 0^{n)}', ^ n=—r—h, la dimension de

r
]-T(X, 6x(72)) sur A est le nombre des suites (A)o^^r d'entiers j^>o tels que S j^=r+A

^ ^ z'=0
r

( 2 . 1 . 1 2 ) 5 ou encore le nombre des suites d'entiers q^o (o ̂  i ̂  r) tels que S ̂  = h— i ;
z=0

c'est donc le nombre (^F1) = (—i)^'). Enfin, pour —r^^o, on a (^^o
et d'autre part H'(X, 0^(n)} =o pour tout i^o (2.1.12), ce qui prouve le lemme.

Corollaire (2.5.4). — Soient A un anneau local artinien, S une ^.-algèbre graduée de type
fini engendrée par S^, M un S-module gradué de type fini, X==Proj(S). On a alors

/^j
^(M(/2)) ==long M^ pour n asse^ grand,

Cela résulte de ce que M^ et r(X,M{n)) sont isomorphes pour n assez grand
( 2 . 3 - I ) -

2 6 . Application : critères d'amplitude.

Proposition (2.6.1). — Soient Y un préschéma noethérien, f': X->Y un morphisme propre,
oSf un Oy Module inversible. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) oâf est ample pour f.
b) Pour tout (Qy Module cohérent y, il existe un entier N tel que pour n ̂  N, on ait

R^^^Jâf^^o pour tout q>o.
c) Pour tout Idéal cohérent / de 0^, il existe un entier N tel que pour % ^ N on ait

W/^^^o.
On a vu que a) entraîne b) (2.2.1, (ii)). Il est trivial que b) entraîne c ) , et

il reste à prouver que c ) implique a). On peut se borner au cas où Y est affine (II, 4.6.4),
et prouver dans ce cas que S est ample; il suffira de montrer que lorsque h parcourt
l'ensemble des sections des JSf^ (%>o) au-dessus de X, ceux des X^ qui sont affines
forment un recouvrement de X (II, 4.5.2). Pour cela, montrons que pour tout point
fermé x de X et tout voisinage ouvert affine U de x, il existe un n et un Aer(X, J?®^
tels que ^eX^cU; X^ sera nécessairement affine (I, 1.3.6) et la réunion de ces X^ sera
un ouvert de X contenant tous les points fermés de X, et par suite X lui-même puisque X
est noethérien (I, 6.3.7 et Oi, 2.1.3). Soit / (resp. / ' } le faisceau quasi-cohérent
d'idéaux de (9^ définissant le sous-préschéma fermé réduit de X ayant pour espace sous-
jacent X—U (resp. (X—U)u{.v}) (I, 5.2. i); il est clair que / et / ' sont cohérents
(I, 6.1.1), que / ' ^ / et que / " = / [ / ' est un (P^-Module cohérent (Oi, 5.3.3)
ayant pour support {x) et tel que /^ =k{x). Gomme S est localement libre, la suite
o^^®^®^^®^®^^'®^^-^ est exacte pour tout n, et par hypothèse
il existe n assez grand tel que H^X, ./'(^oâ^) =o; la suite exacte de cohomologie
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prouve donc que l'homomorphisme r(X, ^^®J§f0n)->r(X, /"(^S®^ est surjectif.
Une section g de / " ( ^ S ^ au-dessus de X telle que g{x) +o est donc l'image d'une
section Aer(X, ^JSf^) cF(X, JSf^) (car en vertu de (Oi, 5.4.1), /^^n est
un sous-fi?x- Module de JSf0"); on a par définition h{x)+o et Â(^)=O pour -^U,
ce qui achève la démonstration.

Proposition (2.6.2). — Soient Y un préschéma noethérien, f: X->Y un morphisme de
type fini, g : X'->X un morphisme fini surjectif, JSf un 0^-Module inversible et ^f =g{^}.
On suppose vérifiée la condition suivante : II existe une partie Z de X, propre sur Y (II, 5.4.10)
telle que pour tout xeVi—Z, ou bien X est normal au point x, ou bien (g (fî^xOL est un Q ̂ -module
libre. Dans ces conditions^ pour que JSf soit ample pour f, il faut et il suffit que S" soit ample
pour fog.

(2.6.2.1) Puisque g est affine, la condition est nécessaire (II, 5.1.12). Pour
voir qu'elle est suffisante, on peut supposer Y affine (DE, 4.6.4). Montrons en outre
qu'on peut se borner au cas où X est réduit. En effet, soit j : X^a—^X l'injection canonique,
et posons X^X^? X^X'XxX^, de sorte que l'on a le diagramme commutatif

X' l- X[
(2.6.2.2) g\ \

y yu r1-
x <- x^

Le morphisme foj est alors de type fini (I, 6.3.4) et g^ est un morphisme fini
(II, 6.1.5, (iii)); si oêf' est ample pour fog, j'*(JSf') est ample pourfogoj' puisque^'' est
une immersion fermée (II, 5.1.12 et I, 4.3.2). Si on pose ^==j~i{Z), Z^ est propre
sur Y (II, 5.4.10); d'autre part, si X est normal en un point x, il en est évidemment
de même de X^a; enfin, si (^(^x')L est un ^-module libre, il résulte aussitôt de (II,
1.5.2) que {{gi)^x[))x est un ^x^-ï^dule libre. Enfin, comme X est noethérien (I,
6.3.7), si/(JSf) est ample, oSf est ample (H, 4.5.14), et comme J'\^'}=g\[fW),
cela achève la réduction annoncée. Nous supposons donc désormais Y affine et X réduit.

Les hypothèses de (II, 6.6.11) étant alors vérifiées, il existe un Y-préschéma
réduit Xg, et un Y-morphisme h : Xg—^X fini et birationnel tel que la restriction de h
à Â'^X—Z) soit un isomorphisme sur X—Z et que Â*(oSf) soit ample. Remplaçant X'
par Xg, on voit qu'on est ramené à démontrer la proposition en supposant en outre
que g possède les propriétés qui viennent d^être énumérées pour h. Nous désignerons encore par Z
un sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent, qui est propre sur Y
(H, 5.4.10).

(2.6.2.3) Soient maintenant X^ un sous-préschéma fermé de X,j : Xi->X l'injection
canonique, X^^^X^) ==X'XxXi son image réciproque, j ' : X^X" l'injection
canonique, de sorte que l'on a le diagramme commutatif (2 .6 .2 .2 ) ; posons c2\ =j*(J;?),
°^l=J/*(o^') ^^(^i)^ de sorte que oSf{ est ample pour/o^oj' (II, 5.1.12). Si on pose
Z^j^Z), le sous-préschéma fermé Z^ de X^ est propre sur Y (II, 5.4.2, (ii)). En
d'autres termes, les hypothèses de (2.6.2) sont vérifiées pour X^, JS^, g^ et Z^.
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Ceci va nous permettre de démontrer (2 .6 .2) par récurrence noethérienne (Oj, 2 . 2 . 2 )
dans le cas où la restriction de g à g-\X—Z) est un isomorphisme sur X—Z (ce qui est
suffisant pour notre propos, comme on l'a vu en (2 .6 .2 .2 ) ) : il suffira d'établir que si,
pour tout sous-préschéma fermé X^ de X, dont l'espace sous-jacent est 4= X, la conclusion
de (2.6.2) est vraie pour le faisceau oSf^, alors elle est vraie aussi pour le faisceau ^.

(2.6.2.4) Soient alors ^==^^==g^x). de sorte que SS est une sous-
j^-Algèbre de ^(X), qui est un e^-Module cohérent; en outre, la restriction SS\ (X—Z)
est égale à .s/\ (X—Z). Soit JT le conducteur de S8 sur ̂ , c'est-à-dire le plus grand sous-
c^-Module quasi-cohérent de ^ tel que SS.^ ̂  (ou encore Yannulateur du ^-Module
^7^ (Oi, 5 •3-7)) . ce qui entraîne ^.jr=jf. Il est clair que ^=^ en tous les
points admettant un voisinage W^ tel que g soit un isomorphisme de ^(WJ sur W ,
et en particulier en tous les points de X—Z et dans un voisinage de tout point générique
d'une composante irréductible de X. Considérons alors le sous-préschéma fermé
Zi=Spec(J^/jT) de X défini par jf'; il est encore propre sur Y car le sous-
espace Zi est fermé dans Z (II, 5.4.10). De plus, la définition de Jf montre que
^ | (X—Z^)=j^[(X—Z^); on voit donc qu'on peut toujours se ramener au cas où
Z=Spec(J^/jf), et comme on a vu que X—Z^ est un ouvert non vide de X, on peut
toujours supposer que l'espace Z est distinct de X.

(2.6.2.5) Considérons X7 comme égal à Spec(^) (puisque g est affine) et soit

jr=Jf, Idéal cohérent de 0^ tel que ^(Jr)==jT (H, 1.4.1); le sous-préschéma
fermé Z'=g-\Z) ==Zx^X' de X' est défini par jT et égal à Spec^/jT) (H, 1.4.10);
comme h : Z'-^Z est un morphisme fini (II, 6.1.5, (iii)), Z ' est propre sur Y (H,
6.1. il et 5.4.2, (ii)).

Gela posé, il nous faut prouver que pour tout A:eX et tout voisinage ouvert U
de x, il existe une section s d'un JSf^^o) au-dessus de X telle que xeX.cV
(H, 4.5.2); nous distinguerons deux cas :

i° On a xeX.—Z; on peut évidemment supposer alors que l'on a aussi UcX_Z,
donc Rouvert U'^-^U) ne rencontre pas Z'. Comme oSf' est ample par hypothèse, il
existe un n>o et une section s ' de JSf'^ au-dessus de X' telle que x ' =g~\x) eX;/ C^'^U)
(H, 4.5.2). En outre, on peut supposer que jr^oSf'^ soit engendré par ses sections
au-dessus de X' (H, 4.5.5), donc, comme jr^=^, il y a une de ces sections s " telle
que s " ^ ) 4=0; en la multipliant par s ' (ce qui revient à remplacer n par 2 n), on voit
qu'on peut supposer aussi que ^eX^c^-^U). Cela étant, il résulte de (O;, 5.4.10)
que l'on a un isomorphisme canonique

F(X, JT®^^) ̂  i^x', jr^jsf'^).

La section s de jT®^^ qui correspond à s " par cet isomorphisme a évidemment
les propriétés voulues.

2° On a XGZ. Soit / l'Idéal cohérent de (?x définissant le sous-préschéma fermé
réduit de X ayant pour espace sous-jacent X—U, et considérons dans ^ les Idéaux
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cohérents / S a et /^= /[C^SS^ =^T{/âS), de sorte que l'on a le diagramme
d'inclusions

(2.6.2.6) / -> ^\ \
/^S8=/^ -> JT

Soit / ' FIdéal cohérent {/â§)^ de 0^ de sorte que / S 8 = g ^ / ' \
^jr=(^jr^)-, et par suite / ' \ / ' ^ ' = { / S S \ / ^ S S } ^ (H, 1.4.4). Comme
/ \ V == ̂ JT [ V pour tout ouvert V ne rencontrant pas Z, on voit que le support de
/ ' \ / ' ^ ' est contenu dans Z'. Comme Z' est propre sur Y, on peut appliquer (2.2.4) et on
voit que pour n assez grand, l'application canonique

F(X', /l^^'®n} -> F(X', (^'/^'jr)®^^)
est surjective.

Mais en vertu de (Oj, 5.4.10)3 on en conclut que l'application canonique

T^X ^^te-^0^ -^ P^X ( ^^?/ ^ ^<^\(^ y^}i \^\.y ^p v^y^)oi> j —y JL v.AA.3 \ j ' t A f i j ' t y b s^y^oZ» j

est surjective.
Cela étant, soient î : Z-^-X l'injection canonique, i' : Z'-^X' l'injection canonique,

de sorte qu'on a le diagramme commutatif

x' 4- z'
4 i-y y
X — Z

t

Soient e^=f(JSf), e '̂ =^/!lt(JSf/) ; comme oSf' est ample, ejT est ample (II, 5.1.12),
et d'autre part ^ ( ' ==A*(e^) ; on conclut donc de l'hypothèse de récurrence noethérienne
(puisque Z+X) que ̂  est ample. Par suite r^/^'Jf)®^^ est engendré par ses
sections au-dessus de Z pour n assez grand (II, 4.5.5). Comme / \ / C ^ ' ==i {i*{^l^JT)),
on déduit encore de (Oi, 5.4.10) qu'il existe une section s de (^/^jr)®.^^ au-dessus
de X (pour un TZ assez grand) telle que s{x) +0, puisque l'on a ^==^ par définition
de ^ et Jf^+^a- Par hypothèse. Le diagramme (2.6.2.6) montre que s est aussi une
section de {/âSf/^Sl)®^®" au-dessus de X, donc s est l'image canonique d'une section t
de (^^(g)^^ au-dessus de X. Mais par définition, l'image canonique s
de t mod. {/^SS)®^ est dans (^^^/(^r^JS^) donc, en vertu de
(2.6.2.6), cela implique que t est une section de ^^oSf071 au-dessus de X, et a fortiori
une section de JSf®". On a vu ci-dessus que t{x) =)=o, donc xeX^ et par définition de / ^
t{y}=o dans X—U qui est le support de 0^/\ donc X^cU, ce qui achève la
démonstration.
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Remarque (2.6.3). — Lorsque X est propre sur Y, on peut démontrer (2.6.2) plus
simplement, en raisonnant comme dans le th. de Chevalley (II, 6.7.1), à l'aide de
(2.6.1) et du lemme (II, 6.7.1.1).

§ 3. LE THÉORÈME DE FINITUDE POUR LES MORPHISMES PROPRES

3.1. Le lemme de dévissage»

Définition (3.1.1). — Soit K une catégorie abélienne. On dit qu'un sous-ensemble K' de
V ensemble des objets de K est exact si oeK' et si, pour toute suite exacte o-^A'-^A-^A^-^o
dans K telle que deux des objets A, A', A77 soit dans K', alors le troisième est aussi dans K\

Théorème (3.1.2). — Soit X un préschéma noethérien; on désigne par K la catégorie
abélienne des (9^-Modules cohérents. Soient K' un sous-ensemble exact de K, X' une partie fermée
de l'espace sous-jacent à X. On suppose que pour toute partie fermée irréductible Y de X', de point
générique, y, il existe un (9^- Module ^EK' tel que ^y soit un k{y)-espace vectoriel de dimension i.
Alors tout (9^-Module cohérent de support contenu dans X' appartient à K' [et en particulier^ si
X'=X, on a K =K).

Considérons la propriété suivante P(Y) d'une partie fermée Y de X' : tout
^x-Module cohérent de support contenu dans Y appartient à K\ En vertu du principe
de récurrence noethérienne (O;, 2 . 2 . 2 ) 5 on voit qu'on est ramené à démontrer que
si Y est une partie fermée de X' tel que la propriété P(Y') soit vraie pour toute partie fermée Y'
de Y, distincte de Y, alors P(Y) est vraie.

Soit donc ^eK à support contenu dans Y et prouvons que J^'eK'. Désignons
encore par Y le sous-préschéma fermé réduit de X ayant Y pour espace sous-jacent
(I, 5.2.1); il est défini par un Idéal cohérent / de (P^. On sait (I, 9.3.4) qu'il existe
un entier n >o tel que ^^=0; pour i ^k^n, on a donc une suite exacte

o -> /^y^/^y -^ y\/^y -> y^/^y -> o

de ^"Modules cohérents (Oj, 5.3.6 et 5.3.3) ; comme K' est exact, on voit, par récurrence
sur k, qu'il suffit de montrer que chacun des ^= / ^ ^ S F ^ / ^ y est dans K\ On est
donc ramené à prouver que yeK' sous l'hypothèse supplémentaire que ^'^'==0;
il revient au même de dire que ^=j (j*(^)), où j est l'injection canonique Y->X.
Distinguons maintenant deux cas :

a) Y est réductible. Soient Y^Y'uY", Y' et Y" étant des parties fermées de Y,
distinctes de Y; soient encore Y', Y" les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents Y', Y" respectivement, qui sont définis respectivement par
les Idéaux cohérents / ' , / " de ^x- Posons ^'==^0^ W/')-^ ^" =^®Q W / " ) .
Les homomorphismes canoniques 3^ —y-y ^ y -^y définissent donc un homomor-
phisme u : y->y@y\ Montrons que pour tout ^Y'nY", Phomomorphisme
u, : y^->y^y^ est bijectif. En effet, on a / ' r \ / " = / , car la question est locale et
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l'égalité précédente résulte de (I, 5.2. i et i. i .5); si ^^Y", on a donc /f^ / ^ d'où
<^==^ et ^'==0, ce qui établit notre assertion dans ce cas; on raisonne de même
si -s^Y'. Par suite, le noyau et le conoyau de u, qui sont dans K (Oj, 5.3.4) ont leurs
supports dans Y'nY", et sont donc dans H' par hypothèse; pour la même raison,
y et S^" sont dans K\ donc aussi y'@y\ puisque K' est exact. La conclusion résulte
alors de la considération des deux suites exactes

o -> Im u -> y@y" -> Coker u -> o
o -> Ker u -> y -> Im u -> o

et de l'hypothèse que JK" est exact.
b) Y est irréductible, et par suite le sous-préschéma Y de X est intègre. Si y est

son point générique, on a {S^jy^^jy), et comme J*(^) est un ^"Module cohérent,
e^== {j*^))y est un le (j^)-espace vectoriel de dimension finie m. Par hypothèse, il y a un
ffx- Module cohérent ^ (nécessairement de support Y) tel que ̂  soit unie (^)-espace vecto-
riel de dimension i. Par suite, il y a un Je (j^)-isomorphisme (^^^J^, qui est aussi un
^Y-i^morphisme, et comme ^m et y sont cohérents, il existe un voisinage ouvert Wdej/
dans X et un isomorphisme ^[W^^jW (Oi, 5.2.7). Soit ^ le graphe de cet
isomorphisme, qui est un sous- (^xl^O -Module cohérent de (^w®^') |W, canonique-
ment isomorphe à <^m\W et à e^'|W; il existe donc un sous-^x-Module cohérent jfç
de ^e^, induisant Jf7 sur W et o sur X — Y puisque ^m et y ont pour support Y
(I, 9.4.7). Les restrictions yîJ^o-^^ et w : ^Q—>y des projections canoniques
de ^w®^ sont alors des homomorphismes de ^"Modules cohérents, qui, dans W
et dans X—Y, se réduisent à des isomorphismes; autrement dit, les noyaux et conoyaux
de v et w ont leur support dans l'ensemble fermé Y— (YnW), distinct de Y. Ils appar-
tiennent donc à K'\ d'autre part, on a ^eJK" puisque ^eK' et que K' est exact. On
en conclut successivement, par l'exactitude de K ' y que J^eK' puis que ^ e K ' . C.Q.F.D.

Corollaire (3.1.3). — Supposons que le sous-ensemble exact K' de K ait en outre la propriété
que tout facteur direct cohérent d'un (0^-Module cohérent ^eK' appartienne encore à K\ Dans
ces conditions, la conclusion de (3 .1 .2 ) subsiste encore lorsque la condition « ^y est un k{y) -espace
vectoriel de dimension i » est remplacée par ^=)= o (ce qui équivaut à Supp (^) =Y).

En effet, le raisonnement de (3.1.2) ne doit être modifié que dans le cas b ) ;
cette fois ^y est un k[y) -espace vectoriel de dimension ^>o, et on a par suite un
^y-isomorphisme (^^^(e^y)3; la fin du raisonnement de (3.1.2) prouve alors que
^eK', et l'hypothèse additionnelle sur K' implique que ^eK\

3.2. Le théorème de fmitude : cas des schémas usuels.

Théorème (3.2.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f' : X-^-Y un morphisme
propre. Pour tout 0^-Module cohérent "̂, les Q ̂ -Modules R5/ (J )̂ sont cohérents pour q ̂  o.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y noethérien, donc X noethérien
(I, 6.3.7). Les ^x-Modules cohérents y pour lesquels la conclusion du th. (3.2.1)
est vraie forment un sous-ensemble exact K' de la catégorie K des ^"Modules cohérents.
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En effet, soit Q-^y->y ->y->Q une suite exacte de ^x-Modules cohérents; supposons
par exemple que y et y appartiennent à JS"; on a la suite exacte de cohomologie

R.-I/^) ^ RV^') -> R^) -> Ry^") -^ R^OT

dans laquelle par hypothèse les quatre termes extrêmes sont cohérents; il en est donc
de même du terme médian R^/J^") par (O^, 5.3.4 et 5.3.3). On montre de la même
manière que lorsque 3^ et y (resp. ^ et y ' } sont dans K ' , il en est de même de Y '
(resp. y}. De plus, to\it facteur direct cohérent y d'un ^"Module ^eK' appartient
aussi à JT : en effet, V^f^') est alors facteur direct de R^G^) (G, II, 4.4.4), donc
est de type fini, et comme il est quasi-cohérent (i .4.10)3 il est cohérent, Y étant noethérien.
En vertu de (3.1.3), on est ramené à prouver que lorsque X est irréductible de point
générique x, il existe un 6^-Module cohérent 3^ appartenant à K ' , tel que <^ =j= o : en
effet, si ce point est établi, on pourra l'appliquer à tout sous-préschéma fermé irréductible Y
de X, car si j : Y->X est l'injection canonique, foj est propre (H, 5.4.2), et si ^ est
un ^-Module cohérent de support Y,j^(^) est un ^-Module cohérent tel que
RÎ(/o;)^(^)=R^(^(^)) (G, II, 4.9.1), donc on est bien dans les conditions d'appli-
cation de (3.1.3).

Or, en vertu du lemme de Chow (II, 5.6.2), il existe un préschéma irréduc-
tible X' et un morphisme projectif et surjectif^ : X'—^X tel que fog : X'->Y soit projectif .
Il existe un 0^,-M.odule 3? ample pour g (II, 5.3.1); appliquons le th. fondamental
des morphismes projectifs (2 .2 .1) à g : X'-^X et à oSf : il existe donc un entier n tel
que y~==g Ç^x'W) solt un ^x"Module cohérent et R^ (^x'(^)) ==0 po11!' tout <7>o;
en outre, comme ^(^(^x'^)))""^^'^) est surjectif pour n assez grand (2 .2 .1 )3 on
voit qu'on peut supposer que, au point générique x de X, on a ^=)=o (H, 3.4.7).
D'autre part, comme fog est projectif et Y noethérien, les T^Çfog) ((P^{n)) sont cohérents
(2.2.1). Cela étant, R^C/0^)^^72)) est l'aboutissement d'une suite spectrale de Leray,
dont le terme Eg est donné par Ej^Ry^R^ [0^'(n))\ ce qui précède montre que
cette suite spectrale est dégénérée, et on sait alors (0, 11. i . 6) que E|?° == Ry (e^)
est isomorphe à R^C/0,?)^^^)))? ce Ç1111 achève la démonstration.

Corollaire (3.2.2). — Soit Y un préschéma localement noethérien. Pour tout morphisme
propre f : X->Y, F image directe par f de tout 0^- Module cohérent est un O^-Module cohérent.

Corollaire (3.2.3). — Soient A un anneau noethérien, X un schéma propre sur A; pour
tout 0^-Module cohérent ^r, les IP(X, Y) sont des K-modules de type fini, et il existe un entier
r>o tel que pour tout (Qy^-Module cohérent y et tout p>r, IP(X, ̂ r) ==o.

La seconde assertion a déjà été démontrée (1.4.12); la première résulte du th.
de finitude (3.2.1)5 compte tenu de (1.4.11).

En particulier, si X est un schéma algébrique propre sur un corps k, alors, pour tout
^x-Module cohérent "̂, les IV(X, ̂ ) sont des A-espaces vectoriels de dimension finie.

Corollaire (3.2.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X—^Y un morphisme
de type fini. Pour tout Q^-Module cohérent 3^ dont le support est propre sur Y (DE, 5.4.10),
les 0^-Modules R^^) sont cohérents.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer Y noethérien, et il en est donc
de même de X (I, 6.3.7). Par hypothèse, tout sous-préschéma fermé Z de X dont
l'espace sous-jacent est Supp(^) est propre sur Y, autrement dit, sij : Y->X est l'injection
canonique, foj : Z->Y est propre. Or, on peut supposer Z tel que ^==;(^), où
^=f(^-) est un ^z-Module cohérent (I, 9.3.5); comme on a R3/^) =R(V<y),(^)
par (1.3.4), la conclusion résulte aussitôt de (3.2.1).

33 . Généralisation du théorème de finitude (schémas usuels).

Proposition (3.3.1). — Soient Y un préschéma noethérien, y une (5 ̂ -Algèbre graduée à
degrés positifs, quasi-cohérente et de type fini, Y' ==Proj(<97) et g : Y'—^Y le morphisme structural.
Soient f: X-^Y un morphisme propre, y ==f\y), J( = ® J(^ un y-Module gradué quasi-

cohérent et de type fini. Alors les Ry (e^) = @ Ry^e ;̂) sont des y-Modules gradués de type fini

pour tout p. Supposons en outre que y soit engendrée par y^; alors, pour chaque peZ., il existe
un entier k tel que pour tout k ̂  ky et tout r ^ o, on ait

(3.3.1.1) R^(^^)-^R^(^).

La première assertion est identique à l'énoncé de (2.4.1, (i)), où on a simplement
remplacé « morphisme projectif» par « morphisme propre ». Or, dans la démonstration
de (2.4.1, (i)), l'hypothèse su r /a été utilisée uniquement pour montrer (avec les

/̂ o»/

notations de cette démonstration) que Ry(^) est un ^y-Module cohérent. Avec les
hypothèses de (3.3. i), // est propre (II, 5.4.2, (iii)), donc on peut reprendre sans
changement toute la démonstration de (2.4.1, (i)), grâce au théorème de finitude
(3.2.1).

Quant à la seconde assertion, il suffit de remarquer qu'il y a un recouvrement
ouvert affine fini (UJ de Y tel que les restrictions à U^ des deux membres de (3.3.1.1)
soient égales pour tout k ^ - k y ̂  (II, 2.1.6, (ii)); il suffit de prendre pour ky le plus grand
des k^

Corollaire (3.3.2). — Soient A un anneau noethérien, m un idéal de A, X un ^-schéma
propre^ SF un (9^-Module cohérent. Alors, pour tout p ̂  o, la somme directe ® EP(X, m )̂ est

un module de type fini sur Panneau S = © m^; en particulier, il existe un entier kp^o tel que pour

tout k ^ k y , et tout r^o, on ait

(3.3.3.1) IP(X, m^^^mŒ^X, m )̂.
<-̂

II suffit d'appliquer (3.3.2) avec Y==Spec(A), y-=y ^ J(^-=vccy ^ compte tenu
de (1.4.n).

Il convient de rappeler que la structure de S-module de © tP(X, m7^) s'obtient
/c^O

en considérant, pour tout aem7', l'application H^X, m^)->IP(X, m^^) qui
provient par passage à la cohomologie de la multiplication mky-^mk+ry définie
par a (2.4.1).
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3.4. Le théorème de fînitude : cas des schémas formels.

Les résultats de cette section (sauf la définition (3.4.1)) ne seront pas utilisés dans
la suite de ce chapitre.

(3.4.1) Soient X et S deux préschémas formels localement noethériens
(I, ïo.4.2),/: 3£->S un morphisme de préschémas formels. Nous dirons que/est un
morphisme propre s'il vérifie les conditions suivantes :

i° f est un morphisme de type fini (I, 10.13.3).
2° Si JT est un Idéal de définition de G et si l'on pose / =/*(jf)^, XQ= (X, (B^/\

SQ= (S, ^W^), le morphisme /o : X^Y^ déduit def(ï, 10.5.6) est propre.
Il est immédiat que cette définition ne dépend pas de l'Idéal de définition Jf

de S considéré; en effet, si jf'' est un second Idéal de définition tel que JT'CJT, et si
on pose /'=fWO^ X,== (X, ̂ W), S,= (S, ^/JT), le morphisme f, : X^So
déduit de / est tel que le diagramme

Xo ^ So

^o ~r So
/o

est commutatif, i etj étant des immersions surj écrives; il revient donc au même de dire
que/ ou/o est propre, en vertu de (II, 5.4.5).

On notera que, pour tout n ̂  o, si on pose X^== (X, ^/^n+l), S^= (S, 6V JT^),
le morphisme/„ : X^->Y^ déduit de/ (I, 10.5.6) est propre pour tout n dès qu'il l'est
pour n==o (II, 5.4.6).

Si g : Y -^Z est un morphisme propre de préschémas usuels, localement noethé-
riens, Z' une partie fermée de Z, Y' une partie fermée de Y telle que ^(Y') cZ', le
prolongement g : Y/y'->Z/z, de g aux complétés (I, 10.9.1) est un morphisme propre
de préschémas formels, comme il résulte de la définition et de (II, 5.4.5).

Soient 3£ et S deux préschémas formels localement noethériens, /: 3£->(5 un
morphisme de type fini (I, 10.13.3); les notations étant les mêmes que ci-dessus, on dit
qu'une partie Z de l'espace sous-jacent à X est propre sur G (ou propre pour/) si, consi-
dérée comme partie de X^, Z est propre sur SQ (II, 5.4.10). Toutes les propriétés des
parties propres de préschémas usuels énoncées dans (II, 5.4.10) sont encore valables
pour les parties propres de préschémas formels comme il résulte aussitôt des définitions.

Théorème (3.4.2). — Soient X, V) deux préschémas formels localement noethériens, f : X->?)
un morphisme propre. Pour tout (9 y Module cohérent ,̂ les Qy Modules R/ (e^) sont cohérents
pour tout q ̂  o.

Soient / un Idéal de définition de 2), ^=f\/)Q^ et considérons les ^-Modules

(3-4.2.1) y^y^e^o^/^^y^^y (A^O)

qui forment évidemment un système projectif de ^-Modules topologiques, tel que
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^==hm ̂  (I, 10. il .3). D'autre part, il résultera de (3.4.2) que chacun des Ry(^'),

étant cohérent, est naturellement muni d'une structure de ^-Module topologique
(I, 10. n. 6), et il en est de même des R^(^). Aux homomorphismes canoniques
y-^^^y\^^y correspondent canoniquement des homomorphismes

R^(^)->R^(^)

qui sont nécessairement continus pour les structures de ^-Module topologique
précédentes (I, 10.11.6), et forment un système projectif, donnant à la limite un
homomorphisme canonique fonctoriel

(3.4.2.2) R^W -> lim RV^,)
k

qui sera un homomorphisme continu de ^-Modules topologiques. Nous allons démontrer
en même temps que (3.4.2) le

Corollaire (3.4.3). — Chacun des homomorphismes (3.4.2.2) est un isomorphisme
topologique. En outre, si î) est noethérien, le système projectif (RV^/^^))^ satisfait à
la condition (ML) (0, 1 3 . 1 . 1 ) . * ""

Nous commencerons par établir (3.4.2) et (3.4.3) lorsque Y est un schéma affine
formel noethérien (I, 10.4.1) :

Corollaire (3.4-4)- — Sous les hypothèses de (3.4.2), supposons en outre que 3)=Spf(A),
où A est un anneau adique noethérien. Soit^ un idéal de définition de A, et posons S^^y^^y
pour k ̂  o. Alors les IP(X, ^} sont des A-modules de type fini ; le système projectif (IP(3Ê, ̂ ))^o
satisfait à la condition (ML) pour tout n ; si on pose

(3.4.4-i) N^=Ker(IP(X, ^-) -> H^X, j^))

(égal aussi à Im(ïP(X, y^^-.H^X, ̂ )) par la suite exacte de cohomologie), les N^
définissent sur H^, ^") une filtration abonne (0, 13.7.7); enfin, V homomorphisme canonique
(3-4-4-2) H^X, e^) -> lim ïP(X, ̂ )

k

est un isomorphisme topologique pour tout n (le premier membre étant muni de la topologie ^-adique,
les H"(X, e )̂ de la topologie discrète).

Posons

(3.4.4.3) S=gr(A) ==^1^\ ^f=gr(^) =^3^/3^1^-.

On sait que 3^ est un Idéal de définition de î) (I, 10.3. i ) ; soient c^^/*^)^,
Xo=(X,^/JT), y,=Ç^^iy)=Spec{A,) avec Ao=A/3. Il est clair que les
^^y^TS^1 '̂ sont des ^o-Modules cohérents (I, 10.11.3). Considérons d'autre part
la ^-Algèbre graduée quasi-cohérente

(3.4.4.4) ^=^®AoS=gr(^)=^Jrfc/J^fe+l.

L'hypothèse que ^ est un ^-Module de type fini entraîne d'abord que J( est
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un y-Module gradué de type fini. En effet, la question est locale sur 3£, et on peut donc
supposer pour la traiter que X=Spf(B), où B est un anneau adique noethérien, et
^^N^, où N est un B-module de type fini (I, 10.10.5); on a en outre Xo=Spec(Bo)
où Bo==B/3B, et les 0^-Mod\ûes quasi-cohérents y et Jt sont respectivement égaux
à ^ et M', où S'^^J^/^1)®^) et M' - ̂  ((TO^) ®A,No), avec
No=N/3N; on a donc évidemment M'==S'®^No, et comme N() est un B^-module de
type fini, M' est un S'-module de type fini, d'où notre assertion (I, 1.3.13).

Comme le morphisme f^ : X()-»YO est propre par hypothèse, on peut appliquer
(3.3.2) à y, ̂  et au morphisme Yo; compte tenu de (1.4.11), on en conclut que pour
tout n ̂  o, © H^XQ, ^(^) est un S-module gradué de type fini. Cela prouve que la condi-
tion (FJ de (0, 13.7.7) est vérifiée pour tout n^o, lorsqu'on considère le système
projectif strict (^73^)^0 de faisceaux de groupes abéliens sur Xg, munis chacun de
sa structure naturelle de « A-module filtré ». On peut donc appliquer (0, 13.7.7), qui
prouve que :

i° Le système projectif (IP(X, ̂ ))^o vérifie la condition (ML).
2° Si H'^lim ïP(X, ̂ ), H^ est un A-module de type fini.

k
3° La filtration définie sur H^ par les noyaux des homomorphismes canoniques

H^H^, ̂ ) est 3-bonne.
Notons d'autre part que si on pose X^=(X, ̂ /^+1), ^ est un (P^-Module

cohérent (I, 10. il .3) et si U est un ouvert affine dans Xç, U est aussi un ouvert affine
dans chacun des X^ (I, 5.1.9), donc H^U, ̂ ) ==o pour tout n>o et tout k (1.3.1)
et H°(U, J^) ->H°(U, ̂ J est surjectif pour h^k (I, 1.3.9). On est donc dans les
conditions de (0, 13.3.2) et l'application de (0, 13.3.1) prouve que H^ s'identifie
canoniquement à IP^X, lim ̂ ) == H^X, ^r) ; cela achève de prouver (3.4.4).

k

(3.4.5) Revenons maintenant à la démonstration de (3.4.2) et (3.4.3). Prouvons
d'abord ces propositions dans le cas î)=Spf(A) envisagé dans (3.4.4); pour cela,
pour tout ^eA, appliquons (3.4.4) au schéma formel affine noethérien induit sur
l'ouvert S)y=2)(^) de î), qui est égal à Spf(A^), et au préschéma formel induit
par X sur ./"^(S^); notons que 3)^ est aussi un ouvert affine dans le préschéma
Y^==(î), ^/O^4'1), et comme ̂  est un ^-Module cohérent, on a

H-V-W. ̂ )= r^ ̂ fW)
pour tout k^o en vertu de (1.4.11). L'homomorphisme canonique

H'V-W ̂ ) ̂  iïm r^ R"/:(^))
k

est un isomorphisme; mais on a (Oi, 3.2.6)

Hm F^, R»/.(̂ )) = r(^, Um R"/.(̂ ))
k k
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et comme le faisceau R"/^^) est associé au préfaisceau Î^^H^/"1^), j^) sur les 3)^
(Oi, 3.2.1)3 on a bien montré que Phomomorphisme (3.4.2.2) est bijectif. Prouvons
ensuite que R"/^^) est un ^-Module cohérent, et de façon plus précise que l'on a

(3.4.5.1) Ry^^H^X,^.

Avec les notations précédentes, on a, puisque ̂  est un Q-y^ -Module cohérent
(1.4.13)

r(3),, R^,)) = ra, Ry^))),= (IP(X, ̂ )),.
Or, les H^X, ̂ ) forment un système projectif vérifiant (ML) et leur limite

projective IP(X, ^r) est un A-module de type fini. On en conclut (0, 13.7.8) que l'on a

^((H-OÊ, j^)),) =ÏP(X, ̂ )®^=r(î),, (H^X, J^)
À;

compte tenu de (I, 10.10.8) appliqué à A et A^; ceci démontre (3.4.5.1) puisque
r(?),, R^W) =Hm r(^, Ry^,)).

fc
Gomme (3.4.2.2) est alors un isomorphisme de ^-Modules cohérents, c'est

nécessairement un isomorphisme topologique (I, io.n.6). Enfin, il résulte des relations
R^W-WX,^^ que le système projectif (Ry,(^))^o vérifie (ML)
(I, 10.10.2).

Une fois (3.4.2) et (3.4.3) démontrés dans le cas où le préschéma formel î) est
affine noethérien, il est immédiat de passer de là au cas général pour (3.4.2) et la
première assertion de (3.4.3), qui sont locales sur î). Quant à la seconde assertion
de (3.4.3)5 il suffit, î) étant noethérien, de le recouvrir par un nombre fini d'ouverts
affines noethériens U^ et de remarquer que les restrictions du système projectif (Ry^J)
à chacun des U^ vérifient (ML).

Nous avons en outre démontré en cours de route :
Corollaire (3.4.6). — Sous les hypothèses de (3.4.4), /'homomorphisme canonique

(3.4.6.1) ÏP(X, ̂ ) -> r(î), R^(^))
est bijectif.

§ 4. LE THÉORÈME FONDAMENTAL DES MORPHISMES PROPRES
APPLICATIONS

4.1. Le théorème fondamental»

(4.1.1) Soient X, Y deux préschémas usuels noethériens, f': X->Y un morphisme
propre, Y' une partie fermée de Y, X' son image réciproque/"1 (Y'). Nous désignerons
par X et Y les préschémas formels X/x' et Y/y/ complétés de X et Y le long de X' et Y'
respectivement (I, 10.8.5)5 par/ le prolongement de /à ces complétés (I, 10.9.1) qui
est un morphisme X->Y de préschémas formels. Pour tout ^"Module cohérent ^r, nous

466



§ 4 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 123

désignerons par y son complété y^, le long de X' (I, 10.8.4) qui est un ^x'Module
cohérent (I, 10.8.8).

(4.1.2) Soit / un Idéal cohérent de ^y td q^ ^PPW^)^^' ( l» 5-2 . i) ;
on sait (I, 4.4.5) que ^ ==/*{/) ̂ x est un Idéal cohérent de ̂ xte! q^

Supp^xW-X'.

Nous considérerons pour tout k^o les ^x-Modules cohérents
a?- _ <yç^ (fo f ^+n— <^'l^rk+l <y^je—^^G^Yl^ )—^\JC €^ .

Les ^Y-1^10^1^ ̂ f^) et ^f^k) sont cohérents pour tout n (3.2.1). Pour
tout k ' ^ 0 et tout n, l'homomorphisme canonique y—>y-^ définit par fonctorialité
un homomorphisme

(4.1.2.1) R^^^R^^).

En outre, comme ̂  est un ^l^^'Mod^le, Ryj^) est un (9^/^^-Module
(0, i2 .2 . i ) et on déduit donc de (4.1.2.1) un homomorphisme

(4.1.2.2) Ry^)®^^/^4-1) ->^fw'
Les deux membres de (4.1.2.2) forment deux systèmes projectifs, et la limite

projective du premier membre n'est autre que le complété (Ry^^))/^^ q^ nous noterons
(R"/^^))^. En outre, il est immédiat que les homomorphismes (4.1.2.2) forment un
système projectif, d'où par passage à la limite un homomorphisme canonique

(4.1.2.3) ^:{Rnf^)r^^^nfW'
k

D'ailleurs (4.1.2.2) est un homomorphisme de (0^1/k+l) -Modules, et par suite
(I, 10.8.3) peut être considéré comme un homomorphisme continu de ^y'M0^11^
topologiques pseudo-discrets (Oi, 3.8.1). L'homomorphisme <?„ est par suite un homo-
morphisme continu de ^y"Modules topologiques.

(4.1.3) Soit z:X->X le morphisme canonique d'espaces annelés défini dans
(I, 10.8.7), de sorte que l'on a le diagramme commutatif

hk -
X, 4 X

(4-I-3-I) f^ ^
X

où Xfc est le sous-préschéma fermé de X défini par l'Idéal ̂ +1, ij, l'injection canonique,
hjç le morphisme d'espaces annelés correspondant à l'identité dans les espaces sous-
jacents et à l'homomorphisme canonique ^x^^x/^^1 (I? 10.5.2). En outre, on a
<^'===î*(^') (1^ 10.8.8) à un isomorphisme canonique près. On sait que l'on a

(4.1.3.2) H"(X,, ̂ )) =H"(X, ̂ )
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à un isomorphisme canonique près, puisque ^^ (.h) tô^;)) (^ ̂  4 -9 - I ) ^ l'homo-
morphisme canonique H^JC, ̂ ^H^X^, ̂ (^)) (0, 12.1.3.5) s'écrit donc aussi

(4.1.3.3) H^X.^H^X,^)

et ces homomorphismes forment évidemment un système projectif, d'où par passage à la
limite, un homomorphisme canonique

(4.1.3.4) ^x:H»(X,^)->UmH"(X,^).
k

Remplaçant X par un ouvert de la forme y ̂ (V), où V est un ouvert affine de Y,
on a, compte tenu de (1.4.11), des homomorphismes

(4.1.3.5) kv : Hn(Xn/--l(V), ̂ ) -^Hmr(V, R"/^));
k

ces homomorphismes commutent de façon évidente à la restriction de V à un ouvert
affine plus petit, donc définissent finalement un homomorphisme canonique de faisceaux

(4. i .3.6) k : R"/.(^) -^ l™ R"/.OT.
k

(4.1.4) Soit enfin j : Y->Y le morphisme canonique d'espaces annelés (I, 10.8.7);
comme R"/^) est un ^-Module cohérent (3.2.1), on a /(R^W) ̂ R^^))"
à un isomorphisme canonique près (I, 10.8.8) et on a donc un homomorphisme
canonique
(4.1.4.1) p, : (Rny:w)'=/(Rny:(^)) ̂ RWW)^^/^)
défini de façon générale pour les espaces annelés (voir la démonstration de (1.4.15)).
Montrons que le diagramme

m^)r ^ RT:(̂ )
(4.1.4.2) ^ A^n

UmR^(^)
k

est commutatif. Il suffit évidemment de prouver la commutativité du diagramme corres-
pondant d'homomorphismes de préfaisceaux, donc on peut se borner au cas où Y est
affine, et tout revient à prouver que le diagramme

(H^X,^'))" ^ H^X,^)
(4.1.4.3) ^n\ /^n,X

lim H^X, ̂ )
k

est commutatif. Mais la commutativité de (4.1.3.1) et les relations vues dans (4.1.3)
entre les groupes de cohomologie donnent aussitôt le diagramme commutatif
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H"(X,^) -^ H»(X,^')=H"(X,î*(^'))
\ /
H"(X,.^)=H"(X,,^))

d'où on déduit aussitôt la commutativité de (4.1.4.3).
Théorème (4.1.5). — Soient ^/:X->Y un morphisme propre de préschémas noethériens,

Y' une partie fermée de Y, X'^/'^Y'). Alors, pour tout 0^-Module cohérent ^, Ry" )̂ est
un fi^x" Module cohérent et les homomorphismes 9^, ^ ̂  py^ rfz/ diagramme (4.1.4.2) sont des iso-
morphismes topologiques.

Il suffira évidemment de prouver que 9^ et ^ sont des isomorphismes ; comme
Ry^) est cohérent (3.2.1), il en résultera que (R^^))" est cohérent (I, 10.8.8)
et la bicontinuité de 9^, ̂  et p^ est alors automatique (I, 10. il .6).

Remarques (4.1.6). — (i) Si on pose e^^e^'/jf^4'1^', il est immédiat que
^==^(^), et Phomomorphisme canonique (4.1.3.6) n'est autre que Phomomor-
phisme déjà défini en (3.4.2.2)

(4.1.6. i) R"/,(̂ ) -^ iïm R"/;(̂ ) ;
k

par suite le fait que 4n ^it un isomorphisme est un cas particulier de (3.4.3). Mais
nous en donnerons ci-dessous une démonstration directe, évitant les considérations
délicates sur les limites projectives de suites spectrales (0, 13.7), sur lesquelles repose
le théorème général (3.4.3).

(ii) Compte tenu du fait que les ^ sont des isomorphismes, il est équivalent de
dire que les 9^ ou les pn^^n"1^ sont des isomorphismes. Le th. (4.1.5) exprime entre
autres que la formation des T^f commute à la complétion et pourra s'appeler le premier théorème
de comparaison de la théorie « algébrique » à la théorie « formelle ».

Nous commencerons par établir la forme affine de (4.1.5) :

Corollaire (4.1.7). —Les hypothèses étant celles de (4. i .5) ̂ supposons en outre Y =Spec(A),
où A est noethérien, et ^=3, ou 3 est un idéal de A, de sorte que y^S^^^y. Uhomo-
morphisme canonique

(4 .X .7 . I ) ^ : (H"(X, ̂ )r ^UmH"(X, ̂ )
k

(où le premier membre est le séparé complété de IP(X, ̂ ) pour la topologie ^-préadique) est un
isomorphisme. Le système projectif (H^X, ̂ &))^o vérifie pour tout n la condition (ML), et
l^homomorphisme canonique

(4.1.7.2) ^ : ïP(X,^) -^iïmH^X, ̂ )
k

est un isomorphisme. Enfin, la jiltration sur H^X, ̂ r), définie par les noyaux des homomor-
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phismes canoniques IP(X, ^") -^H^X, e^), est abonne (0, 13.7.7)^ Çy, ̂  ̂  isomorphisme
topologique (1).

L'entier n ̂  o étant fixé dans cette démonstration, nous poserons pour simplifier

(4.1.7.3) H^H^X, y\ H^H^X, ̂
(4 • I • 7 • 4) R& = Ker(H ->• H^, sous-A-module de H.

La suite exacte de cohomologie

ïP(X, S^^) -^ IP(X, ̂ ) -> H^X, ̂ ) -^ H^^X, S^^) -> H^^X, ̂ ')

montre que Fon a aussi R^=Im(Hn(X, ly^^-^H^X, ̂ )); nous poserons

(4.I-7.5) Q^Ker^-^X^1^) ^H^^X, ̂ ))
=Im(Hn(X, ̂ ) ̂  H^^X, S^1^)).

On a donc la suite exacte

(4.1.7.6) o -> R, -> H ̂  H, -^ ̂  -^ o.

(4.1.7.7) Soit x un élément de 3T (^^o); la multiplication par x dans 3^
est un homomorphisme ^gF—^^^y^ et donne lieu par suite à un homomorphisme

(4.1.7.8) ^ : H^X,^) -^H^X^^^).

Si on désigne par S la A-algèbre graduée © 3^ on salt q116 1̂  multiplicadons (JL^^
définissent sur E = ® Hn(X, 3^) une structure de module gradué de type fini sur l'anneau
gradué S (3.3.2)^ qui est noethérien (II, 2.1.5).

Lemme (4.1.7.9). — Les sous-modules R ;̂ de H définissent sur H une filtration abonne.
En premier lieu, montrons que l'on a

(4.1.7.io) TR.cR ,̂

la multiplication dans H == IP(X, ^r) par un élément xe^ étant donc l'application ̂  o.
Pour tout ^ey, le diagramme

c^fc+iû?" g c^fc+w+i^r

'̂ ——-^ '̂

(1) La démonstration qui suit, plus simple que la démonstration initiale, et le complément relatif à la
filtration de H^X, ^), nous ont été communiqués par J.-P. Serre.
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(où les flèches horizontales sont la multiplication par x, et les flèches verticales les
injections canoniques) est commutatif; donc le diagramme correspondant

^x,mH^X^4-1^') —> H^S^^1^)

(4.1.7.ii)

ïP(X, y)
,̂0

H^X, ̂ )

est commutatif, ce qui, compte tenu de l'interprétation de R^ comme image de
H^X.^^^-^H^X, 3^}, prouve (4.1.7.10) et montre en outre que le S-module
gradué R==^R^ est un quotient du sous-S-module M=^ïP(X, 3fc+l^) de E; la
remarque faite plus haut montre donc que R est un S-module de type fini, ce qui équivaut
à l'assertion de (4.1.7.9) (Bourbaki, Alg. comm^ chap. III, § 3, n° i, th. i).

(4.1.7.12) Considérons maintenant le S-module gradué N= © IF^X, .y^1^")
défini comme dans (4.7.1.8); c'est encore un S-module de type fini en vertu de (3.3.2) ; on a
Q-fc ̂ k pour tout k par (4. i . 7.5) et le diagramme (4. i. 7.11 ) où on remplace n par n + i,
montre que S^^^yQ^Q^+m- Autrement dit, Qest un sous-S-module gradué de N, et
par suite est de type fini.

(4.1.7.13) Désignons par a^ l'injection canonique y-^A, qu'on peut écrire
S^So. Comme y+^^o, le A-module IP(X, ̂ ) est annulé par S^4-1; comme Q^
est l'image du A-homomorphisme H^X, ^—H^^X, S^4'1^'), Qj,, en tant que
A-module, est aussi annulé par C^Jrl\ cela signifie encore que, dans le ^-module Q ,̂ on a

(4.1.7.14) a&+l(Sfc+l)Q.?c==o•
Comme Q^ est un S-module de type fini, il existe un entier k^ et un entier h tels

que Q.A; 4- /» == S/»Q,fc pour À; > k^ (II, 2.1.6, (ii) ) $ on déduit de cette relation et de (4. i . 7.14)
qu'il existe un entier r>o tel que

(4 .1.7.15) a,(S,)Q==o.

(4.1.7.16) Notons maintenant que l'injection canonique ^^gF^-^SF donne
en passant à la cohomologie un A-homomorphisme

(4. i .7. i7) ^ : IP-^X, 3^-^) -> ÏP^X, 3^)

et, pour tout xe^, on a évidemment la factorisation

(4.1.7.18) i^o : IP^X,̂ ) ̂  IP^X, 3^^) -^ IP-̂ X^ )̂
47^
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d'où on conclut que, pour tout sous-A-module P de I-P^X, S^^"), on a, dans le
S-module N3

(4-I-7-I9) vJS,P)=aJSJP.

Lemme (4.1.7.20). — II existe un entier m>o tel que v^(Q^+J ==o pour tout k^k^.
Prenons en effet pour m un multiple de h qui soit ^r; comme Q^+n^^wQjc P0111'

k^k^ on a en vertu de (4.1.7.19) et (4.1.7.15) vJCL,+J =aJSJ(^Ca,(S,)Q^==o.
(4.1.7.21) Remarquons que du diagramme commutatif

H^X, y} IP(X, ̂ ) —> ïP+^X, y4-1^') —> IP-̂ X, e^)

tP(X, ^r) ———> H^X, ̂ +J -> ïP^X, 3^+^+1^) -> H^^X, ^r)

provenant lui-même du diagramme commutatif

o->;y+1^- —> ^——>^ —> o

Q_^^+m4-l^r_^^-. ^n->0

où les flèches verticales sont les applications canoniques, on déduit un diagramme
commutatif

o->R. H H, Q..

id.

o->R; H•k+m ^k+m ——> Q.k+m -> °

où les lignes sont exactes. Comme la dernière flèche verticale est nulle pour k^k^
(4.1.7.20), l'image de îljc+m dans H^ est contenue dans Ker(H^->Q^) =Im(H—>-H^),
mais par ailleurs elle contient Im(H-^H^) par la commutativité du diagramme, donc
elle lui est égale ; il en est donc de même des images dans H^ des H^ pour k' ^ k 4- w,
ce qui démontre la condition (ML) pour le système projectif (H^)^^o- En outre, pour
tout ouvert affine U de X, on a H t(U,J^)==o pour i>o (1.3.1), et pour w>o,
l'application H°(U, ^+J-^H°(U, ̂ ) est surjective (I, 1.3.9). On peut donc appli-

472



§ 4 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 129

quer (0, 13.3. i), et Phomomorphisme canonique H^X, <^')->lim IP(X, SF^ est bijectif
pour tout n^o. k

Comme le système projectif (H/R^^o est strict, on peut passer à la limite projective
dans les suites exactes

(4. i. 7 • M) o -> H/R, -^ H, -> Q^ -> o

(0, 13.2.2); comme ^(Q^+J = o, on a lim Q^ == o, d'où un isomorphisme topologique
k

lim (H/R^^lim H^. Mais comme la filtration (R^) de H est 3-bonne, elle définit sur H
k '~k~~

la topologie 3-préadique; donc lim (H/R^) est le séparé complété de H pour la topologie
k

3-préadique, ce qui achève de démontrer (4.1.7).
(4.1.8) Passons enfin à la démonstration de (4.1.5) : pour tout ouvert affine V

de Y, F(V, (Ry^))") est le séparé complété de F(V, R^^)) pour la topologie
3-préadique (si /\V==1s) puisque Ry^) est un (Py-Module cohérent (I, 10.8.4),
et r(V, Um RT^OT) est égal à lim F(V, R^W) (Oi, 3.2.6) ; le fait que ̂  soit un

k k
isomorphisme topologique résulte alors de (4.1.7) et de (1.4.11). D'autre part (toujours
en vertu de (1.4.11)), il résulte de (4.1.7) que l'homomorphisme ^y de (4.1.3.3)

est un isomorphisme, donc 4'n est un isomorphisme par définition de R"/^.^).
Corollaire (4.1.9). — Sous les hypothèses de (4.1.4), pour tout ouvert affine V de Y,

l'homomorphisme canonique
H^XHy-^V), ̂ ) -> r(YnV, R^G^))

est bijectif.
Remarque (4.1.10). — Soit/:X->Y un morphisme de type fini de préschémas

(usuels) noethériens, et soit 3^ un ^x-Module cohérent dont le support soit propre sur Y
(H, 5.4.10). On sait alors (3.2.4) que T^fÇ^) est un ^y'Module cohérent pour
tout TZ^O. En outre, on peut toujours supposer que ^'==u (^), où ^=z/*(^) est un
^z-Module cohérent, Z désignant un sous-préschéma fermé convenable de X dont
l'espace sous-jacent est Supp(e^'), et u : Z-^X l'injection canonique (I, 9.3.5).
Si on pose ^=^W^1), on a ^-^(^), R7:W =^(fou)^ et
R-f^^R^fou)^) (1.3.4), et enfin, compte tenu de (I, 10.9.5),

Ry^)=RV"<W
On peut alors appliquer (4. i .5) à ^ et au morphisme propre fou, et on en conclut que
sous ces hypothèses, les résultats de (4.1.5) sont valables pour S^ etf.

4.2» Cas particuliers et variantes»

La forme la plus utile du th. de comparaison (4.1.5) est la suivante :
Proposition (4.2.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, y:X->Y un

morphisme propre, y un 6^-Module cohérent. Alors, pour tout yeY et tout p, (R^(<^'))^ est
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un 0 y-module de type fini, donc séparé pour la topologie my-préadique, et on a un isomorphisme topolo-
gique canonique

(4.2. i. i) ((R^)),) ' ̂  Hm W{f-\y), ̂ ®^/n^))
k

où le premier membre est le complété de (R^(^)) y pour la topologie my-préadique, et au second membre
f~l{Jy) est considéré, pour tout k^-o, comme espace sous-jacent au préschéma XXySpecÇ^/m^)
( 1 , 3 . 6 . 1 ) .

Comme Oy est un anneau local noethérien et (Ryj^))^ un ^-module de type
fini (3.2. i), la topologie m^-préadique sur (R^^^))^ est séparée (Oj, 7.3.5). Les autres
assertions sont conséquences de (4.1.7) lorsque Y est noethérien et le pointa fermé,
en remplaçant Y par un voisinage affine de y et prenant Y'=={^}, compte tenu de
(G, II, 4 9. i). Dans le cas général, posons Y^=Spec(^), X^=XXyYi , ^=j^®^ Êy
et soit f^=fxiy^ : X^->Y^; Y^ est noethérien et ^ propre (II, 5.4.2, (iii)) et ̂  est
cohérent (Oj, 5.3.11). Soit ̂  l'unique point fermé de Y^; la proposition est valable
pour f^ ^ et ^; on a ^=Sy, f^iVi) =f~~l(J) (î, 3-6.5) , les préschémas
XXySpec^/în^) et X^Xy^Spec^/în^) étant canoniquement identifiés ( [, 3.3.9);
en outre, ^\®^ (^/^) s'identifie à ^®^(^/n^) (I, 9 .1 .6) . Il reste à voir que
RVi (^i) est canoniquement isomorphe à Ry^)®^ G y , ce qui résulte de (1.4.15) ,
le morphisme local Spec(^)->Y étant plat (Oj, 6 .7 .1 et I, 2 .4 .2) .

Le corollaire suivant utilise la terminologie de la théorie de la dimension (chap. IV)
et ne sera pas appliqué avant le chap. IV.

Corollaire (4.2.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X->Y un morphisme
propre, y un point de Y, r la dimension de f~l(y), Alors, pour tout (P^-Module cohérent ̂ , les
faisceaux R^/^o^) sont nuls au voisinage de y pour tout p^>r.

En effet, on a alors H^/-1^), ^®(^/m^)=o (G, II, 4.15.2) pour tout k,
donc (4.2 .1) le séparé complété de (R^^)^ pour la topologie m^-préadique est nul, et
comme cette topologie est séparée, on a aussi (Ry^(^))^==o; d'où la conclusion, puisque
R^(^) est cohérent (0^, 5 .2 .2) .

(4.2.3) Le résultat (4 .2 .1) est surtout employé pour p==o', on obtient donc le
corollaire suivant :

Corollaire (4,2.4). — Sous les hypothèses de ( 4 . 2 . 1 ) 5 on a un isomorphisme canonique
topologique

((/^)),F ^ "mr^-1^),^^^).
k

4.3. Le théorème de connexion de Zariski.

Les résultats de ce numéro et du suivant généralisent des théorèmes bien connus
de Zariski, et peuvent tous se déduire de (4.2.4). Ils sont conséquences du th. suivant :

Théorème (4.3.1) (théorème de connexion). — Soient Y un préschéma localement
noethérien, f: X^Y un morphisme propre. Alors J3^(X) ==/^(fi^) sst une G^-Algèbre cohérente.
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Soit Y' le Y-schéma fini au-dessus de Y tel que ^(Y'^J^X), qui est déterminé à un Y-iso-
morphisme près (II, 1 .3.1 et 6.1.3); si f'=^{e} est le Y-morphisme X->Y' déduit de
Fisomorphisme identique e : ̂ (Y^^X) (II, 1 .2. y),/ ' est propre, /^x) ^ isomorphe
à (Py,, et les fibres / / - 1 (y '} du morphisme f sont connexes et non vides pour tout j/eY'.

Soit g : Y'->Y le morphisme structural. Pour prouver que l'homomorphisme
6 : ̂ Y'-V^x) entrant dans la définition du morphisme/' est bijectif, il suffit, puisque Y'
est affine sur Y, de prouver que g^Q) : g^^)->g^f^0^)) ==/^x) est l'identité
(II, 1 .4 .2) ; mais cela résulte des définitions puisque ^(^y,)=^(Y') et /(^x)=^(X).
Le fait que J^(X) est cohérent est un cas particulier du th. de finitude (3 .2 .1 ) . Comme
/est propre et g séparé, /' est propre (II, 5.4.3, (i)); pour terminer la démonstration
de (4.3.1), il suffit donc d'en prouver le

Corollaire (4.3.2). — Sous les hypothèses de ( 4 .3 .1 ) , supposons de plus que f [Q^) soit
isomorphe à ^y- Alors les fibres f~}L{y} de f sont connexes et non vides pour tout j^eY.

L'hypothèse que/J^x) est isomorphe à ffly entraîne déjà que/est dominant, donc
surjectif puisque/est une application fermée. On peut se ramener, comme dans (4 .2 .1) ,
au cas où y est fermé dans Y;/"^) étant un espace noethérien, a un nombre fini de
composantes connexes, et c'est l'espace sous-jacent du complété X le long de/"1^).
Si Z, ( i ^ i ^n ) sont ces composantes connexes, il est clair que F(X, ^f) est composé
direct des anneaux r(Z^, fi^)? et chacun de ces derniers n'est pas réduit à o, puisque la
section unité est distincte de o en chaque point de X. Or, si on applique (4. i . 5) à y == ex?
dont le complété le long de/'^j) est G^ on voit que F(X, (P^) est isomorphe au séparé
complété rïîy-adique ^ de l'anneau local ffly', c'est donc un anneau local qui ne peut être
composé direct de plusieurs anneaux non réduits à o (sans quoi il aurait plusieurs
idéaux maximaux distincts). On a donc n==ï, ce qui démontre le corollaire.

Corollaire (4.3.3). — Sous les hypothèses de (4 .3 .1) , pour tout j^eY, l'ensemble des
composantes connexes de la fibre f~1 [y) est en correspondance biunivoque avec U ensemble fini des
points de la fibre g~l{y)^ où g : Y'—^Y est le morphisme structural (autrement dit, l'ensemble
des idéaux maximaux de (f^x))y)-

Puisque Y' est fini sur Y, on sait en effet que g~l(y) est un espace fini discret
(II, 6. i .7). Comme / ^ ( y ) ==f/~l{§~l(y))y le corollaire résulte de cette remarque et de
(4.3.1).

On a ainsi une interprétation remarquable du Y-préschéma Y' défini dans (4.3.1).
La factorisation/=^o/' du morphisme propre/est analogue à la factorisation obtenue
par K. Stein pour les applications holomorphes d'espaces analytiques, et nous l'appel-
lerons par la suite la factorisation de Stein de/.

Remarque (4.3.4). — Soit k une extension du corps k ( y ) : si le préschéma
/-l(^)®k(î/)^=^-><Y^PecW est connexe, il en est de même de/"1^), qui en est l'image
par un morphisme de projection (I, 3.4.7). Nous dirons que, pour un morphisme
/: X—^Y de préschémas et un point j^eY, la fibre f~i(_y) est géométriquement connexe, si
pour toute extension k de k(y)^ le préschéma f~l(y)®^y)k=^KXYSpec(k) est connexe.

47ô



^2 A . G R O T H E N D I E C K Chap. III

Sous les hypothèses de (4.3.2), on peut alors en renforcer la conclusion : les fibres/"1^)
sont en effet géométriquement connexes. Pour le voir, observons que pour toute extension k
de k{y), il existe un anneau local noethérien A et un homomorphisme local 9 : G ->A
qui fait de A un ^-module plat et tel que le corps résiduel de A soit k[y) -isomorphe à k
(0, io.3.i) . Soit alors Yi==Spec(A) et soit h : Y^->Y le morphisme local corres-
pondant à <p, transformant Punique point fermée de Y^ en y (I, 2 .4.1) ; posons
Xi=XXyYi, et /^=/XIY, ; .A est propre (II, 5.4.2, (iii)) et/i-1^) est un fe(j^)-
préschéma isomorphe à XXySpec^). Tout revient donc à montrer que f^ ((P^)==d}^
pour pouvoir appliquer (4.3.2) à /i. Or g est un morphisme plat, comme il résulte
de (I, 2 .4 .2) et de (i .4.15.5) ; on a donc /i^xj =^(f^x)) =h'W ==^ en vertu de
(1.4.15) appliqué pour (7=0.

Dans le cas général (4.3.1), le même raisonnement montre que l'on a (avec les
notations de (4 .3- 1 ) ) fi^x,) ==Â*(^(^)), et la factorisation de Stein f^=g^f[ de
/i est telle que g^==:gxi^ (II, 1.5.2), le Y^-schéma fini correspondant étant
Y^Y'XyY^. Tenant compte de la transitivité des fibres (I, 3.6.4), on voit donc que
le nombre des composantes connexes de/j"1^) est, en vertu de (4.3.3)5 égal au nombre
d'éléments de g^i^i) ̂ g^Ç^)®^. Si on prend pour k une extension algébriquement
close de fcfjO, ce nombre est indépendant de l'extension algébriquement close considérée
et égal au nombre géométrique de points de g~1^) (I, 6.4.7), ou encore à la somme des rangs
séparables [k{jy^) : fe(jQ]g oùj^ parcourt l'ensemble fini^'^j/). On dit encore que ce nombre
est le nombre géométrique de composantes connexes de/"1^). On notera que les k{y\) ne sont
autres que les corps résiduels de l'anneau semi-local f/(^x)) •

Proposition (4.3.5). — Soient X et Y deux préschémas localement noethériens intègres
et f: X.->Y un morphisme propre dominant. Pour tout j/eY, le nombre de composantes connexes
def~l{y) est au plus égal au nombre des idéaux maximaux de la fermeture intégrale G' de 0 dans
le corps des fonctions rationnelles R(X).

En effet, pour tout ouvert U de Y, ^(U,/^x))=^(/-l(U), 0^) est l'inter-
section des anneaux locaux ^ tels que A:e/-l(U) (I, 8.2.1.1). On en conclut aussitôt
que la fibre (/^x))y est un sous-anneau de R(X) contenant ffly. En outre, comme /(^x)
est un ^-Module cohérent, (//^x))y est un ^y-module de type fini, donc contenu
dans 0y; on sait ([13], vol. I, p. 257 et 259) que tout idéal maximal d'un tel anneau A
est l'intersection de A et d'un idéal maximal de Qy, d'où la proposition.

Définition (4.3.6). — On dit qvHun anneau local intègre est unibranche si sa clôture intégrale
est un anneau local. On dit qu'un point y d'un préschéma intègre Y est unibranche si l'anneau local (9
est unibranche (ce qui est en particulier le cas lorsque Y est normal au pointa).

Soit A un anneau local intègre, et soit K son corps des fractions; pour que A soit
unibranche, il faut et il suffit que tout sous-anneau A^ de K, contenant A et qui est
une A-algèbre finie, soit un anneau local. En effet, soit A' la clôture intégrale de A; il
résulte du premier théorème de Cohen-Seidenberg (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 2, n° i, th. i) que tout idéal maximal de A^ est la trace d'un idéal maximal de A',
donc si A' est local, il en est de même de Ap Réciproquement, A' est limite inductive
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de la famille filtrante croissante des sous-A-algèbres finies A^ de A', et si chacune des A
est un anneau local, l'idéal maximal de A^ est la trace sur A^ de celui de Ap pour A^cAo
par le même raisonnement que ci-dessus, donc A' est un anneau local (0, 10.3.1.3).

On notera que si le complété d'un anneau local noethérien A est intègre (ce qu'on
exprime en disant que A est analytiquement intègre), A est unibranche. Soient en effet
m l'idéal maximal de A, K son corps des fractions, K' le corps des fractions de À;
on a donc K'== K®^Â. Soit Ap une sous-A-algèbre finie de K. Le sous-anneau Bp de K'
engendré par À et Ap est isomorphe à Ap^Â; G'est un À-module de type fini, complété
de Ap pour la topologie m-adique (Oi, 7.3.3 et 7.3.6). Comme Ap est un anneau semi-
local (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9) et que son complété
est intègre, Ap ne peut avoir qu'un seul idéal maximal m? et on a îTiFnA=m; d'où
notre assertion.

Corollaire (4-3-7)- — Sous les hypothèses de (4.3.5), supposons que la fermeture algébrique
de R(Y) dans R(X) soit de degré séparable n et quejyeY soit unibranche. Alors la fibre /~1^)
a au plus n composantes connexes. En particulier si la fermeture algébrique de R(Y) dans R(X) est
radicielle sur RÇX),/"^) est connexe.

En effet, soit Q'y la clôture intégrale de 0y; la fermeture intégrale Oy de Oy dans R(X)
est aussi celle de Oy' ; mais on sait que si O'y est un anneau local, Qy est un anneau semi-
local dont le nombre d'idéaux maximaux est au plus égal à n ([13], vol. I, p. 289, th. 22).

Ce corollaire est essentiellement la forme sous laquelle Zariski énonce son « théo-
rème de connexion » pour les schémas algébriques.

Remarque (4.3.8). — Si on ajoute aux hypothèses de (4.3.7) l'hypothèse que Y
est normal au pointa, la fibre f~1 (jy) est géométriquement connexe, puisque (avec les notations
de (4.3.4)) g~l{y) est réduit à un pointa et que k[f) est radiciel sur k(y).

Définition (4.3.9). — Étant donné un préschéma localement noethérien Y, on dit qu'un
morphisme de type fini / : X->Y est universellement ouvert si, pour tout préschéma irréductible
localement noethérien Y', et tout morphisme dominant g : Y'-^Y, toute composante irréductible de
X'=XXyY' domine Y'.

Si Y est irréductible, cela revient à dire que si T], T]' sont les points génériques de Y
et Y' respectivement (de sorte que g{^} ==7]), et si on pose/' =/(Y'), toute composante
irréductible de X' rencontre f^W) (Oi, 2 .1.8); cela implique donc que pour tout
ouvert U de Y, le morphisme /-^U)-^!!, restriction de/, est universellement ouvert,

Corollaire (4.3.10). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens intègres.
f : X-^Y un morphisme propre dominant et universellement ouvert. Si la fermeture algébrique
de R(Y) dans R(X) est radicielle sur R(Y), toute fibre f~~1{y) (jyeY) est géométriquement connexe.

On peut se borner au cas où Y=Spec(B), B étant un anneau intègre noethérien.
Il résulte alors de (II, 7.1.7) qu'il existe un anneau local noethérien intégralement clos A
qui domine Oy et a R(Y) pour corps des fractions. Soit Y'=Spec(A), et soit h : Y'->Y
le morphisme correspondant à l'injection canonique B-^A, qui est birationnel (donc
dominant) ; en outre, si f est l'unique point fermé de Y7, on a h(y) -==y. Soient
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X'^XXyY'î/'^/X IY' 5 désignons par T], T]', Ç les points génériques de Y, Y' et X
respectivement, de sorte que/(Ç)=7î et A"1 (7]) =={7]'}; en outre, k(r^) =k^) =R(Y),
donc y"'1 (Y]') est isomorphe à/"^) (I, 3.6.4) et en particulier, puisque Ç est le point
générique de/^T]) (O^, 2. i .S),/'"^') a un seul point générique. Mais par hypothèse,
toute composante irréductible de X7 a son point générique dans y'"^T]'), donc X' est
nécessairement irréductible, son point générique Ç' est le point générique de f'"1^)
et on a k(^')=h(^). Posons X" ̂ X^y^J^; X" est donc intègre et noethérien,
/// est propre (II, 5.4.6) et les espaces sous-jacents aux fibres f'^1^) ^f^^y'} sont
les mêmes; en outre, R(X") =fc(Ç') ==R(X), doncy vérifie les hypothèses de (4.3.8),
et y"1 (y) est géométriquement connexe. Soit maintenant k une extension quelconque
de k[yY, il existe une extension k^ de k{y) dont fe(y) et k peuvent être considérés
comme des sous-extensions (Bourbaki, Alg., chap. V, § 4, prop. 2). Par hypothèse,
fff~l(y) Xy'Spec(^) est connexe, et il a même préschéma réduit que / ' ^ ^ { y ' } Xy'Spec^)
(I, 5.1.8), donc ce dernier est connexe, et comme il est isomorphe à f^^y) XySpec^)
(I, 3.6.4), on en conclut que ce dernier est connexe; a fortiori, il en est de
même de / ^ ( y ) XySpecÇA;) d'après la remarque du début de (4.3.4), ce qui achève
la démonstration.

Remarques (4.3.11). — (i) Le raisonnement précédent est dû en substance à
Zariski [20], à cela près qu'il peut prendre pour A la clôture intégrale de S y , celle-ci
étant un anneau noethérien pour les anneaux locaux de la géométrie algébrique classique.
D'autre part, Zariski prouve que si Y est la variété de Ghow d'un espace projectif P^
sur un corps A, et si X est la partie fermée de P^X^Y qui définit la correspondance
de Chow entre P[ et Y, alors la projection X->Y est un morphisme universellement
ouvert (loc. cit., lemme de la p. 82). Il semble bien que ce soit la seule propriété formelle des
« coordonnées de Chow » dont on se soit servi dans certaines applications ; il y a par suite
intérêt dans une telle situation, à substituer le langage : fibres d'un morphisme
propre (éventuellement supposé universellement ouvert ou soumis à d'autres restrictions
analogues de régularité locale) au langage : spécialisation de cycles dans l'espace
projectif.

(ii) Au chap. IV, nous verrons qu'un morphisme universellement ouvert f: X-^Y
peut encore être défini de la façon suivante (qui justifie la terminologie) : pour tout
morphisme Z—^Y, le morphisme f^ '" X^)—^Z est ouvert. On peut montrer en outre
que si y vérifie les hypothèses de (4.3.10)3 alors, sij^j/ sont deux points de Y tels que y
soit une spécialisation dej^, le nombre géométrique de composantes connexes def~l(y) est
au plus égal à celui des composantes connexes de f~l(y)-

Corollaire (4.3.12). — Sous les hypothèses de (4.3.5)5 supposons en outre R(Y) algébrique-
ment fermé dans R(X), et soit y un point normal de Y. Alors f~l(y) est géométriquement connexe,
et il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que f^x\f~1^)) soît isomorphe à (9^ U.
Si plus particulièrement, on suppose Y normal {et R(Y) algébriquement fermé dans R(X))
/(^x) est isomorphe à (9^.

La première assertion relative à/"1^) est un cas particulier de (4.3.8). On en
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déduit que si /: X—Y'-^Y est la factorisation de Stein de/ (4.3.3), ^~ l (^ ) se réduit
à un seul pointa; en outre, on a OyCOy, =(f^))yCR(X), et comme Qy, est fini sur Gy,
(et a fortiori sur R(Y)), il est contenu dans R(Y) en vertu de l'hypothèse; comme y est
normal, on a nécessairement Gy,=(!)^ on en conclut que g est un isomorphisme local
au point y ' (I, 6.5.4), ce qui achève de prouver la première partie du corollaire. La
seconds résulte de la première, car l'hypothèse supplémentaire entraîne que g est bijective
et an isomorphisme local au voisinage de tout point de Y', donc un isomorphisme.

Le fait que (4.3.7) soit établi dans le cadre des schémas permet des applications
telles que la suivante :

Proposition (4.3.13). — Soient A un anneau local noethérien unibranche, û un idéal de
définition de A, AQ= A/a, S= grJA) l'anneau gradué associé à A pour lajiltration ù-préadique ;
S est une \-algèbre graduée engendrée par S^, S^ étant un \-module de type fini. Alors Proj(S)
est un ÂQ-schéma connexe.

Soit m l'idéal maximal de A; Y=Spec(A) est un schéma intègre dont le pointa
correspondant à m est l'unique point fermé. Par hypothèse, on a m^Cûcm pour un
entier^, donc V(a)=={m). Soit S^®^, et soit X==Proj(S'), qui est le Y-schéma
obtenu en faisant éclater l'idéal a; X est intègre et le morphisme structural /: X->Y
est birationnel (II, 8.1.4) et évidemment projectif. Par suite, (4.3.7) est applicable
et montre que/"^) est connexe; mais l'espace/"1^) est sous-jacent à Proj(S'®^A^
(I, 3 . 6 . T et II, 2 .8.10); comme S'®AA()==S par définition, la proposition est
démontrée.

44. Le « main theorem » de Zariski.

Proposition (4.4.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien^ f: X—^Y un
morphisme propre. Soit X' l'ensemble des points A:eX qui sont isolés dans leur fibre f~l(f(x)).
Alors l'ensemble X' est ouvert dans X, et si f=gof' est la factorisation de Stein de f (4.3.3),
la restriction de f à X' est un isomorphisme de X' sur un sous-préschéma induit sur un ouvert U
de Y', et on a X'^/'-^U).

Comme g^ÇfÇx)) est fini et discret (4.3.3 et II, 6 .1 .7) , pour que x soit isolé
dans f~l(f(x)), il faut et il suffit qu'il le soit dans ff~l{ff(x)) ; on peut donc se borner
au cas où /'==/, donc f^^^^Y- Alors, si ^eX', f~^(f{x)}, qui est connexe (4.3.2)
est nécessairement réduit au point x. Comme / est fermé, pour tout voisinage ouvert V
de x dans X,/(X—V) est fermé dans Y et ne contient pas^=/(^), puisque f~l[y')=f.x\\
si U est le complémentaire de/(X—V) dans Y, on a /"^(U) cV, et on en conclut que
les images réciproques par/d'un système fondamental de voisinages ouverts dejy forment
un système fondamental de voisinages ouverts de x. L'hypothèse /(^x) =^y et la défi-
nition de l'image directe d'un faisceau (Oj, 3.4.1 et 4 .2 .1) entraînent alors que, si
f== (^, 6), l'homomorphisme 6J : Qy-->G^ est un isomorphisme. On en conclut qu'il existe
un voisinage ouvert V de A: et un voisinage ouvert U dey tels que la restriction de /àV
soit un isomorphisme de V sur U (I, 6.5.4); en outre, d'après ce qu'on vient de voir,
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on peut supposer que /"^(U) ==V, d'où on conclut aussitôt, par définition, que VcX',
ce qui achève la démonstration.

La proposition suivante a été démontrée par Chevalley dans le cas des schémas
algébriques :

Proposition (4.4.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X-^Y un
morphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est fini.
b) f est affine et propre.
c) f est propre et, pour tout jeY,/"^) est un ensemble fini.
On sait que a) entraîne b) (II, 6. i .2 et 6. i. 11). Si/est propre et affine, il en est

de même du morphisme f^Ç^-^SpecÇkÇjy)) (II, 1.6.2, (iii) et 5.4.2, (iii)), et le th. de
finitude (3.2.1) appliqué au faisceau structural de/"1^), montre que/"1^) =Spec(A),
où A est une k {y) -algèbre finie; donc/"1^) est un ensemble fini (II, 6. i .7)3 et on voit
que b) entraîne c ) . Enfin, comme / ^ ( y ) est un préschéma algébrique sur fe(^), l'hypo-
thèse que l'ensemble/"1^) est fini entraîne que l'espace/"1^) est discret (I, 6.4.4).
Avec les notations de (4.4.1), on a donc X'=X, et/7 : X—^Y' est un isomorphisme ;
comme g est un morphisme fini, on voit que c ) entraîne a).

Théorème (4.4.3) (« Main theorem » de Zariski). — Soient Y un préschéma noethérien,
f: X->Y un morphisme quasi-projectif, X' l'ensemble des points xeX. qui sont isolés dans leur
fibre /^(/{x)). Alors X' est une partie ouverte de X, et le sous-préschéma induit X' est isomorphe
à un préschéma induit sur une partie ouverte fun \-préschéma Y7 fini sur Y.

L'hypothèse entraîne qu'il existe un Y-préschéma projectif Z tel que X soit
Y-isomorphe à un sous-préschéma induit sur un ouvert de Z (II, 5.3.2 et 5.5.1). On
est donc ramené à démontrer le théorème lorsque / est un morphisme projectif, donc
propre (II, 5.5.3), et il résulte alors aussitôt de (4.4.1).

Remarque (4.4.4). — Si X est réduit (resp. irréductible et X' non vide), on peut
supposer, dans l'énoncé de (4.4.3), que Y' est réduit (resp. irréductible). En effet, on
peut toujours remplacer Y' par le sous-préschéma adhérence X' de X' dans Y' (I, 9.5.11 et
1 [, 6. i . 5, (i) et (ii) ), et on sait que si X' est réduit, il en est de même de X' (1,9.5.9, (i) ) $ par
ailleurs, si X' n'est pas vide, il est irréductible si X l'est, et X' est alors aussi irréductible.

Corollaire (4.4.5). — Soient Y un schéma localement noethérien, f : X-^Y un morphisme
de type fini, x un point de X isolé dans sa fibre f^ÇfÇx)). Alors il existe un voisinage ouvert de x
dans X qui est isomorphe à une partie ouverte d^un Y-préschéma fini sur Y.

Soient en effet y=f(x), U un voisinage ouvert affine dey dans Y, V un voisinage
ouvert affine de x dans X, contenu dans/^U). Gomme Y est séparé, l'injection U->Y
est affine (II, 1.6.3), et comme V est affine sur U (ibid.)y la restriction de/à V est un
morphisme affine V->Y (II , 1.6.2, (ii)); a fortiori, cette restriction est un morphisme
quasi-projectif puisqu'il est de type fini (I, 6.3.5 et II, 5.3.4, (i)). Il suffit alors
d'appliquer à cette restriction le th. (4.4.3).

Le cor. (4.4.5) s'énonce dans le langage de l'algèbre commutative :
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Corollaire (4.4.6). — Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre de type fini, q un
idéal premier de B, p son image réciproque dans A. On suppose que q soit à la fois maximal et
minimal dans l'ensemble des idéaux premiers de B dont l'image réciproque est p. Alors il existe
^eB—q, une A-algèbre finie A et un élément f'eA tels que les A-algèbres Tîg et A^ soient
isomorphes.

Il suffit en effet d'appliquer (4.4.5) à Y==Spec(A) et X=Spec(B), l'hypothèse
sur q signifiant exactement qu'il est isolé dans sa fibre (I, 1.1.7).

On en déduit le résultat suivant, moins général en apparence :
Corollaire (4.4.7). — Soient A un anneau local noethérien, B une A-algèbre de type fini,

n un idéal premier de B dont l'image réciproque dans A est l'idéal maximal m. On suppose que n
est maximal dans B et est minimal dans l'ensemble des idéaux premiers de B dont l'image réciproque
est m (ce qui signifie aussi que Bm est primaire pour n). Alors il existe une A-algèbre finie A et un
idéal maximal m' de A {dont m est l'image réciproque dans A) tels que B^ soit isomorphe à la
A-algèbre A^..

Le cas particulier suivant de (4.4.7) est aussi parfois appelé « Main Theorem » :
Corollaire (4.4.8). — Sous les conditions de (4.4.7), supposons en outre A et B intègres

et ayant même corps des fractions K. Alors, si A est intégralement clos, on a B =A.
En effet, la Remarque (4.4.4) montre que l'on peut supposer, dans l'application

de (4.4.7) que A' est intègre et a K pour corps des fractions; l'hypothèse sur A entraîne
alors A'=A, donc B^=A; comme on a AcBcB^, on en conclut bien A==B.

L'énoncé (4.4.8) est la forme donnée par Zariski à son « Main theorem» (étendu
aux anneaux locaux noethériens intègres quelconques).

Les corollaires précédents étaient des variantes de nature locale de (4.4.3), qui
est un résultat global. Voici une autre conséquence de nature globale :

Corollaire (4.4.9). — Soient Y un préschéma intègre localement noethérien, f \ X-^Y
un morphisme séparé, de type fini et birationnel. Supposons en outre Y normal et toutes les fibres f~1 [y)
finies pour j^eY. Alors fest une immersion ouverte ; si en outre f est fermé (et en particulier si f est
propre) ,f est un isomorphisme.

Soit en effet ;ceX, et posons y ==fW. Comme f^^y) est un schéma algébrique
sur k[y), l'hypothèse qu'il est fini entraîne qu'il est discret (I, 6.4.4); en outre Oy est
intégralement clos et (9^ et (Py ont même corps des fractions (I, 7.1.5). On peut donc
appliquer (4.4.8), et si f== (^, 6), l'homomorphisme 6j : (Py->(P^ est bijectif; on en
conclut (I, 6.5.4) que f est un isomorphisme local. Mais comme f est séparé et X
intègre, y est une immersion ouverte (I, 8.2.8). La dernière assertion résulte de ce que y
est dominant.

Proposition (4.4.10). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X—^Y un mor-
phisme localement de type fini. L'ensemble X" des xe^K. isolés dans leur fibre f^Çf^x)) est ouvert
dans X.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X et Y affines noethériens
et /de type fini; y est alors un morphisme affine de type fini, donc quasi-projectif
(II, 5.3.4, (i)), et il suffit d'appliquer (4.4.3).
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Corollaire (4.4.11). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X^Y un
morphisme propre. L'ensemble U des points y'eY ̂  que f~^[y] soit discret est ouvert dans Y, et
le morphisme f^ÇU^-^U restriction de f est fini. En particulier, un morphisme propre et quasi-
fini X->Y est fini.

En effet, le complémentaire de U dans Y est l'image par f de X—X' qui est
fermé dans X en vertu de (4.4.10); comme/est une application fermée, U est ouvert.
En outre, il résulte de (II, 6 .2 .2) que/"^) est fini pour toutj^eU; comme le mor-
phisme/-1(U)->U, restriction de f est propre (II, 5.4. i), il est fini en vertu de (4.4.2).

Remarques (4.4.12). — (i) Comme on Fa annoncé dans (II, 6.2.7) , nous mon-
trerons au chap. V que si Y est localement noethérien, tout morphisme quasi-fini et
séparé/: X->-Y est quasi-affine, donc quasi-projectif. Il s'ensuivra que, dans le Main
Theorem (4.4.3) la conclusion reste valable lorsqu'on suppose seulement / séparé et
de type fini. En effet, il résulte de (4.4.10) que X' est ouvert dans X, et comme X est
localement noethérien, la restriction de y à X' est encore de type fini (I, 6.3.5)3 donc
quasi-fini par définition de X', et évidemment séparé; on peut donc appliquer (4.4.3)
à cette restriction, d'où la conclusion.

(ii) Nous donnerons au chap. IV une démonstration plus élémentaire de (4.4.10),
utilisant la théorie de la dimension.

45. Complétés de modules d^homomorphismes.

Proposition (4.5.1). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A, X un A-préschéma
de type fini, y, ^ deux Q^-Modules cohérents dont les supports ont une intersection propre sur
Y==Spec(A) (II, 5.4.10). Alors, pour tout entier n^ o, Extg (X; 3^, ^) est un A-module
de type fini, et son séparé complété pour la topologie ^-préadique s'identifie canoniquement {avec les

notations de (4.1.7)) à Ext^(X; ̂ , ̂ ).
On sait (T, 4.2) qu'il existe une suite spectrale birégulière E^, ^)

dont l'aboutissement est Ext^, (X; ̂ , ̂ ) et dont les termes Eg sont donnés par
Ej^H^X, êxt^ [y, ̂ )). On sait que Sxt^ (^r, ^) est un (P^-Module cohérent
(0, 12.3.3) dont le support est contenu dans l'intersection de ceux de ^ et ^ (T, 4.2.2),
et est par suite propre sur Y (IÏ, 5.4.10). On conclut de (3.2.4) que les E^ sont des
A-modules de type fini, et par suite (0, 11. i . 8) il en est de même de tous les termes E^
de la suite spectrale et de son aboutissement. D'autre part, si i : X->X est le morphisme
canonique, ^ et ^ s'identifient canoniquement à i\^) et F(^), et i est plat (I, 10.8.8
et 10.8.9). On sait alors (0, 12.3.4) qu'il existe, pour tout q^o, un z-morphisme
canonique ^ : Sxt^ (^, ^)-> Sxt^^, ̂ ), et que le ^x-homomorphisme corres-
pondant ^ : i^ëxt^ (^r, ^))-><^^(e^', ^) est un isomorphisme (0, 12.3.5); autrement
dit (I, 10.8.8), ëxt^^, 80 s'identifie canoniquement au complété (^^(^r, ^))^
(avec les notations de (4.1.7)) . On conclut alors du th. de comparaison (4.1.10) que
pour tout p^o, ÏP(X, ëxt^^y, ^)) s'identifie canoniquement au séparé complété
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de IP(X, ëxt^^, ̂ )) pour la topologie 3-préadique. Si on désigne par E(^, ^)

la suite spectrale birégulière définie dans (T, 4.2) relative à ^ et ^3 on voit donc que
si A désigne le séparé complété de A pour la topologie ^Ï-préadique, on a, à un isomor-
phisme canonique près, E^(^', ^)=E^(^, ^)®^Â (Oi, 7.3.3).

Cela étant, on sait que la donnée du morphisme plat i définit un homomorphisme
canonique de suites spectrales

9 : E(^, ^) -> E(^-, ê7) =E(r(^-), r(^))
qui, pour les termes Eg (resp. l'aboutissement) se réduit à F homomorphisme

^ : KP(X, êxt^y, ̂ )) -> IP(X, Sxt^(y, t))

(resp. ^ : Ext^(X; e ,̂ ^) — Ext^(X; ̂ , ^))

déduit de ^ (resp. Uo) par fonctorialité (0, 12.3.4). Par tensorisation avec À, les ^
et ^n donnent des homomorphismes de A-modules

w

^ : E^(^, ^)®^Â -^ E^(^', ^)

^n : Ext^(X; ̂  ^)0^Â -> Ext^(X; ̂ ', ^).

Comme A est un A-module plat (Oj, 7.3.3), les A-modules E^(^, ^)®^Â forment
une suite spectrale birégulière d'aboutissement les Ext^ (X; ^ ' , ^)®^Â, et les ^q et ^
un morphisme de suites spectrales. Comme les ^w sont des isomorphismes, il en est de
même des ^n (0, 11.1.5).

Corollaire (4.5.2). — Sous les hypothèses de (4.5.1), supposons en outre que A soit un
anneau ^-adique noethérien. Alors ̂  pour tout entier n^o, Ext^ (X; ̂ , ̂ ) s''identifie canonique-
ment à Ext<^(X;^, ̂ ).

Il suffit de remarquer que Ext^ (X; ^r, ^), étant un A-module de type fini, est
séparé et complet pour la topologie 3-préadique (Oj, 7.3.6).

Le cas particulier n==o de (4.5.1) s'énonce de la façon suivante :
Corollaire (4.5.3). — Sous les hypothèses de (4.5. i), pour tout homomorphisme u : <^->^,

désignons par u F homomorphisme complété ^'->^ (I, 10.8.4). Alors on a un isomorphisme
canonique

(4.5.3.1) (Hom ,̂ ̂ ))' ^ Hom ,̂ ̂ )

où le premier membre est le séparé complété pour la topologie ̂ -préadique du A-module Hom^ (^r, ̂ ),

cet isomorphisme étant obtenu par passage aux séparés complétés à partir de l^ homomorphisme u->îi.

4.6. Relations entre morphismes formels et morphismes usuels»

Proposition (4.6.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien^ /:X-^Y un
morphisme propre, y un 0^-Module cohérent et f-plat, y un point de Y. Supposons que pour un
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entier n, on ait IPf/"1^), ^®^ fc(j/))==o. Alors il existe un voisinage U de y dans Y ^/ que
Tg^f (^) [ U == o, ^ ^o^r ^?^ entier p ^ o, rhomomorphisme canonique

(Rn-l̂ ))^ ^ H-1^-1^),^®^^^4-1))

(4 .2 .1 .1) ^ surjectif.
Gomme Jf^/Ç^) est un ^y'Module cohérent (3.2.1), la première assertion de la

proposition sera établie si l'on prouve que l'on a (Ry^^^o (Oj, 5 .2 .2) ; en vertu
de (4.2. i), il suffira de prouver que H^/-1^), ̂ ^(^/m^1))^ pour tout^. C'est
vrai par hypothèse pour ^==0; nous allons le démontrer par récurrence sur p. Posons
X,=XXySpec(^ /rn^1), de sorte que Xy_i est un sous-préschéma fermé de X^, ayant
même espace sous-jacent (1,3.6. i) ; l'hypothèse de récurrence H^X^i, ̂ ^^(^/nî^)) == o
entraîne donc H^X^,, y^ç (^/^))=0^ d'autre part, la suite exacte de cohomologie
donne, à partir de la suite exacte

o -> m^/rn^1^' -> e^/m^1^' -> e^/m^ -> o

de ^x -Modules, la suite exacte
H^X,, m^/m^1^') ^ H^X^, ^'/m^1^') -> H^X^, ^-/m^}

et il suffira de montrer que l'on a
(4.6.1.1) H^X^m^/m^^^o

car alors H^X^,, J^/m^1^) sera un sous-module de H^, ̂ /m^), donc o en
vertu de l'hypothèse de récurrence.

Notons maintenant que la fibre Z^/'^j^) == XXySpec(fe(^)) est un sous-préschéma
fermé de X^, et que m^/m^4'1^' est annulé par nty, donc peut être considéré comme
un ^-Module, de sorte que H^Z, m^/nt^1^') ̂ H^X^ în^/m^1^). Cela
étant, nous allons montrer que le ^z-homomorphisme canonique

(4.6.1.2) (^/m^)®^)K/m^1) -. m^/Tn^1^

est bijectif; cela établi, il en résultera, puisque m^/m^1 est un h{y) -module libre, que
l'on a

IP(Z, m^/m^+l^)=Hn(Z, ̂ /m^^^K/m^^^o

(0, 12 .2 .3) , puisque H^Z, ̂ /m^) == o par hypothèse, d'où (4.6.1 .1) . Pour établir
la première assertion, il reste donc à prouver que (4.6.1.2) est bijectif; comme la
question est ponctuelle sur X et que ̂  est un ^-module plat par hypothèse pour tout
xef~'l(^, il suffit d'appliquer (0, 10.2.1, c ) ) , car ^/ny^, est un module plat sur le
corps k(jy)^0ylmy.

Pour démontrer la seconde assertion de (4.6.1), on se ramène aussitôt, comme
dans (4 .2 .1) , au cas où Y est affine et y fermé. Notons que (4.6.1.1) donne, par un
raisonnement analogue, pour tout k>o, la relation

(4.6.1.3) H^X,^, m^|mwly)=o
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d'où on déduit, par (4.2.1), que l'on a aussi

(4.6.I.4) (R»/.«^)),=o.

Cela étant, on tire de la suite exacte de cohomologie l'exactitude de la suite

(R"-V.W)^ (R»-y.Wntpn)^ (R"/.(m^)), = o

et comme y est fermé et Y affine, on a (1.4.11)

R'-V.Wmpn = (IP-^X, J^Vmpn)-- (H"-1^-1^), ̂ -/m^))~

(G, II, 4 .9 .1 ) ; or H»-^/-1^), J /̂m )̂ est un (<îy/nt? -module, d'où

(R'-V /̂m^)), = H"-1^-1^), ̂ /în^-)

et cela achève de prouver (4.6.1).
Corollaire (4.6.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme propre et plat, y, ^ deux ^Modules localement libres, y un point de Y. Posons
xy=/-l(^) -X®^^), ̂ ^^(^(A ^y== ̂ ®<^(A ^ supposons que Von ait

(4.6.2.1) H^X^m^ (^,^))==o.
^

^rj, pour tout homomorphisme Uo : e^.-^^, il existe un voisinage ouvert V de V et un
homomorphisme u : F]/-1(U)->^|/-1(U) tels que u^ soit égal à V homomorphisme u(S)i.

En effet, l'hypothèse permet d'appliquer (4.6.1) au (P^-Module cohérent
Jf'==^om0^, ^) pour n=i et p==o, car ^ est localement libre et a fortiori /-plat,
et le ^-Module Jf®^^) s'identifie alors à ^om^ (^, ^) (Oi,6.2.2). On peut
supposer Y=Spec(A) affine, et alors (1.4.11) R0/^) = (Hom^ (^r, ^))^, donc
(R°/JJr)^=Hom^(^, ^)®A^; rhomomorphisme canonique

Hom^(^, ^)®^->Hom^ (^, ̂ )
xy'

étant surjectifpar (4.6.1), cela établit le corollaire, tout élément de Hom^ (^r, ^)®^
pouvant toujours se mettre sous la forme u^Çifs), où s(f=my est un élément de A.

Ce corollaire peut se compléter par le suivant :
Corollaire (4.6.3). — Sous les hypothèses de (4.6.2), si UQ est injectif (resp. surjectif,

bijectif), on peut supposer qu'il en est de même de u.
On peut se borner au cas où U =Y. Il suffit de prouver que si UQ est injectif (resp.

surjectif), Ker u^=o (resp. Coker u^=6) pour tout xef-1^) : en effet, Ker u et Coker u
sont des ^x-^dules cohérents (Oi, 5.3.4), donc il existera un voisinage V de/"^)
dans X tel que la restriction de Ker u (resp. Coker u) à V soit o (Oj, 5 .2 .2) ; comme/
est fermé, il existera un voisinage U'cU de y tel que /"^(U^cV, et (4.6.3) sera
démontré. Par hypothèse, ^®i : ̂ ®^ k(y)->^^ k{y} est injectif (resp. surjectif),
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^ et ^x sont des ^-modules libres de type fini et Q^ est un ^-module plat. Lorsque
l'on suppose ^®i injectif, le fait que u^ soit injectif résulte de (0, 10.2.4). Lorsque l'on
suppose ^®i surjectif, a fortiori l'homomorphisme ^/în^a-^^a;/^^^ V11 sîen déduit
par passage aux quotients, est surjectif; comme ̂  est un ^-module de type fini et que ̂
est un anneau local d'idéal maximal rrty, la conclusion résulte du lemme de Nakayama
(Bourbaki, Alg.y chap. VIII, § 6, n° 3, cor. 4 de la prop. 6).

On déduit en particulier de (4.6.3) :
Corollaire (4.6.4). — SoientY un préschéma localement noethérien, f : X—^Y un morphisme

propre et plat, y un point de Y, X^=X®yfc(^). Soit ë^ un (9^ -Module localement libre tel que

(4.6.4.1) H^X^m^o, ̂ -o.

Soient ^, ^ deux 0^-Modules localement libres tels que y et ^S [avec les notations de
(4.6.2)) soient isomorphes à ê^, Alors il existe un voisinage ouvert U de y tel que '̂|y-l(U)
et <^\f~l(V) soient isomorphes.

Plus particulièrement :
Corollaire (4.6.5). — Sous les hypothèses de (4.6.4) sur y, X, Y, supposons que

H^Xy, ^x ) = °- ^z ̂  et ^ sont ^eux Q^-Modules inversibles tels que ̂  et ̂  soient isomorphes^
il existe un voisinage ouvert U de y tel que ^[/^(U) et <S\f~l(\J) soient isomorphes.

Il suffit d'appliquer (4.6.4) aux modules ^r-l®^ et (9^.
Remarques (4.6.6). — (i) En utilisant (4.6.5)3 nous établirons au chap. V la

classification des faisceaux inversibles sur un fibre projectif, annoncée dans (II, 4.2.7) .
(ii) Le résultat de (4.6.1) apparaîtra au § 7 comme conséquence de propositions

plus générales.
Proposition (4.6.7). — Soient Z un préschéma localement noethérien, X, Y deux î-préschémas

tels que les morphismes structuraux g : X-»Z, h : Y->Z soient propres. Soient f : X->Y un
Z-morphisme, ^ un point de Z, et soit fz=fx^1 : X®^^)-^®^^)-

(i) Sif^ est un morphisme fini (resp. une immersion fermée), il existe un voisinage ouvert U
de ^ tel que le morphisme g~l(U)->h~l(U), restriction de f, soit un morphisme fini (resp. une
immersion fermée).

(ii) On suppose de plus que g soit un morphisme plat. Alors, si f^ est un isomorphisme, il
existe un voisinage ouvert U de ^ tel que le morphisme ^~1(U)-^Â-'1(U), restriction def, soit un
isomorphisme.

Dans les deux cas, il suffira de prouver que pour tout Jyeh~l{^) il existe un
voisinage Vy dey tel que la restriction ./"^(V^-^Vy de/soit un morphisme fini (resp.
une immersion fermée, un isomorphisme) ; il en résultera alors en effet que si V est la
réunion des Vy, la restriction /"^(V) ->V de^est un morphisme fini (resp. une immersion
fermée, un isomorphisme) (II, 6.1.1 et I, 4.2.4). Comme h est un morphisme fermé,
il existera un voisinage ouvert U de ^ tel que A'^L^cV, et la proposition sera
démontrée.

(i) Notons tout d'abord que y est un morphisme propre ( I I , 5.4.3); si on
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supposer fini, l'existence pour tout yeh~1^) d'un voisinage Vy tel que /"^(V)-^
soit fini résulte de (4.4. i l ) . Pour traiter le cas où/ est une immersion fermée, on peut
donc déjà supposer que le morphisme / est fini, donc que X=Spec(^), où SS est une
6^-Algèbre cohérente, le morphisme / correspondant (II, 1 .2 .7) à l'homomorphisme
canonique u : Q^->S8. Si l'on prouve que pour tout jy^h~~1^), l'homomorphisme
Uy : Qy-^âSy est surjectif, il en résultera que pour un voisinage Vy dejy, u\\y sera surjectif,
le faisceau Coker u étant cohérent (Oi, 5.3.4 et 5 .2.2) . Cela étant, le morphisme fini/g
correspond à l'homomorphisme v=u(S)i : O^o k[^)->Sâ®Q fe(^), et l'hypothèse que/
est une immersion fermée entraîne que l'homomorphisme u ®i : G) ®^ k[^)->ââ ®^ fe(^)
est surjectif. Comme Sa y est un ^-module de type fini et (9 y un anneau local noethérien,
la conclusion résulte comme dans (4.6.3) du lemme de Nakayama.

(ii) Le même raisonnement que ci-dessus montre qu'il suffit cette fois de prouver
que Uy est bijectif, sachant que Uy®i est bijectif.

Gela résultera du lemme suivant :

Lemme (4.6.7.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A—»-B un homo-
morphisme locale u : N->M un homomorphisme de B-modules. On suppose que M est un A-module
plat, N un B-module de type fini et que u®ï : NOO^—^M®^; {où k est le corps résiduel de A)
est injectif. Alors N est un A-module plat et u est injectif.

Pour établir la première assertion, il faut montrer que pour tout couple de A-
modules de typefini P, Qet tout A-homomorphisme injectif v : P—^Q, i^®y : N®^P->N0^Q^
est injectif. Or, on a le diagramme commutatif

I N ® ^
N^P —> N0^0.

u ® Ip u ® IQ

M®^P —> M®Si
--M^ v

et comme ï^®v est injectif par hypothèse, il suffira de prouver qu'il en est de même
de z/OOlp. Soit m l'idéal maximal de A; la filtration m-adique sur le A-module N®^P
est aussi sa filtration mB-adique en tant que B-module; la topologie définie par cette
filtration est donc séparée, puisque B est noethérien, que mB est contenu dans le radical
de B, et que N^P est un B-module de type fini, N étant un B-module de type fini
et P un A-module de type fini (Oj, 7.3.5). Il suffit donc de prouver que l'homomor-
phisme gr (M®ip) : gr.(N®^P)->gr.(M®^P) (où les modules gradués sont relatifs aux
filtrations m-adiques) est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. i du
th. i). Notons maintenant que puisque M est un A-module plat, les homomorphismes
M®^(mnP)->mn(M®AP) sont bijectifs; il en est donc de même de l'homomorphisme
canonique

cpM : gro(M)(^gr.(P) -> gr.(M®J>).
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Or, on a un diagramme commutatif

gro(N)®^gr.(P) ^^ gro(M)0^gr.(P)

Chap. III

^N ^M

gr.(N®,P) ^^ gr.(M®,P)

dans lequel 9^ est bijectif, 9^ surjectif; en outre, gr^) est injectif par hypothèse, et
comme gro(N)0^gr.(P) =gro(N)®,gr.(P), gro(M)®^gr.(P) =gro(M)®,gr.(P),gr^)®i est
aussi injectif. On en conclut que gr(z/®i) est injectif, ce qui achève de démontrer la
première assertion. La seconde se déduit du raisonnement précédent en faisant P == A.

Proposition (4.6.8). — Soient Z un préschéma localement noethérien, X, Y, deux
Z-préschémas tels que les morphismes structuraux g : X->Z, h : Y-^Z soient propres, Z' une partie
ferméedeZ, X'^-^Z'), \'^h-\Z1) ses images réciproques, X==X/x,, Y==Y^, Z =Z^
les complétés formels de X, Y, Z le long de ces parties fermées, f: X->Y un Z-morphisme,
f ; X->Y son prolongement aux complétés. Pour que f soit un isomorphisme (resp. une immersion
fermée), il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de Z tel que le morphisme g~^ (U) -> h~1 (U),
restriction de f, soit un isomorphisme (resp. une immersion fermée).

La suffisance de la condition est immédiate (I, 10.14.7). Pour en montrer la
nécessité, il suffit encore de prouver que pour toutj^eY', il existe un voisinage ouvert V
dejy tel que la restriction /^(Vy)-^ de/soit un isomorphisme (resp. une immersion
fermée), par le même raisonnement que dans (4.6.7). On est ainsi ramené au cas où
Y == Z, Y = Spec(A) étant affine noethérien. Par hypothèse (I, 10.9.1 et 10.14.2)
la fibre y"1^) est réduite à un point pourj;eY', donc comme/est propre (II, 5.4.3),
il existe un voisinage ouvert U dejy tel que la restriction f~1 (U) -> U de/soit un morphisme
fini (4.4.11). On peut donc déjà supposer que/soit un morphisme fini, donc X==Spec(B),
où B est une A-algèbre finie sur A. Si Y'==V(3), on a alors Y==Spf(Â), X=Spf(Ê),
À étant le séparé complété de A pour la topologie 3-préadique, Ê le séparé complété
de B pour la topologie ^B-préadique, ou (ce qui revient au même), le séparé complété
du A-module B pour la topologie 3-préadique; en outre,/ est le morphisme de schémas
formels affines correspondant au prolongement continu 9 : Â->Ê de l'homomorphisme
canonique d'anneaux 9 : A->B, et l'hypothèse est que 9 est surjectif (resp. bijectif)
(I, 10.14.2). Or, 9 est aussi le prolongement continu de 9 considéré comme homo-
morphisme de A-modules; on sait alors (I, 10.8.14) qu'il existe un voisinage ouvert U
de Y' tel que la restriction à U de Phomomorphisme ̂  : A—^B de (Py- Modules soit
surjectif (resp. bijectif), ce qui achève la démonstration.
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4.7. Un critère d'amplitude.

Théorème (4.7.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien^ f : X->Y ^TZ morphisme
propre^ JS? MTZ Q^ Module inversible^ y un point de Y, Xy=X®Yfe(rJ;) =f~~î(Jy)ï g ^a projection
de Xy dans X. »Sï oSfy==^*(oSf) ==JSf®^ MjO ^ ûwjî^ ^z/r X^, î7 m.̂  ̂  voisinage ouvert U
<fej^ Û^TZJ Y tel que â?\f~l(V) soit ample pour la restriction defàf^çU}.

I) Posons Y'=Spec(6y), X^XXyY^ et soit ^'=0^®^^; nous allons d'abord
prouver que oSf' est ample pour f =f^,y On a le diagramme commutatif

X <- X- ^- X,

Y <— Y' <- Spec(fe(^))

Comme/' est propre (II, 5.4.2, (iii)) et Oy noethérien, on voit qu'on peut se
borner au cas où Y=Y'=Spec(^), donc X=X', supposer que oSfy est ample pour/
et prouver que JS^ est ample pour/ ( II, 4.6.6). Nous allons appliquer le critère (2.6.1,^)
et montrer en fait que pour tout ^"Module cohérent <^, il existe un entier N tel que
H^X, y(n))=Q pour tout TZ^N, avec ^(n) ̂ ^^^^JS?0^ Notons q\ie y est un point
fermé de Y correspondant à l'idéal maximal m de (Py; Xy est donc un sous-préschéma
fermé de X défini par l'Idéal cohérent / =/* (în) ̂  == îît^x de ^x (^ 4 • 4 • 5) ? et g l'injec-
tion canonique. Considérons alors la fe(j/)-algèbre graduée S=gr(6y) = .® mVm^1, qui

est de type fini puisque (Py est noethérien; la 0^-AÏ.gèbre y ==f*( S) est donc quasi-
cohérente et de type fini, et elle est évidemment annulée par /\ donc si on pose
y^=g^y^ y y est une ^x -Algèbre quasi-cohérente de type fini, et <$i^==^(<$^). Posons
d'autre part, .̂ = m^/m^1^' et J( == ,® ̂  = gr(e^) ; comme ̂ r est cohérent, J( est
un ^-Module quasi-cohérent de type fini (0, 10.1.1) qui est aussi annulé par / ^ de
sorte que si l'on pose ^t\:==<§*(^)5 ^ ' ==/(^) = .© ^'j est un ^-Module gradué
quasi-cohérent de type fini tel que ^ =g^J('Y En outre, si on pose ^ ( ' ( n ) =^'^S?®n^
on a e^(7î) ==^((^(72))). Gela étant, jÇ est propre (II, 5.4.2, (iii)) et S'y est ample,
donc/^ est projectif (II, 5.5.4 et 4.6. n), et on peut appliquer à Spec(fe(^)),/y, y y , S'y
et ^ ' le théorème (2.4.1, (ii)) : il existe un entier N tel que pour yz^N, on ait
H^X^, e^(7z)) =o pour tout q>o et tout j'y par suite, on a aussi WfX, ̂ .(/z)) ==o pour
tout q>o et tout j (G, II, 4.9.1). Posons alors ^(^^^(^/m^1^'^), de sorte
que ^(n\_^^(n)^^n) pour ^> i et ^-(^o-^oW. On a H^X, ^(^)o)-o,
et, par la suite exacte de cohomologie, H^X, ^r(^),) ==H1(X, ^'(^),-i) pour tout
^> i, donc H^X, ^(n)j) ==o pour t ou t j ^o . On conclut donc de (4.2.1) que
H^X, y(n)) =o, ce qui achève de prouver notre assertion.

II) Revenons aux notations du début de la démonstration, et remarquons qu'on
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peut toujours supposer Y=Spec(A) affine; comme/' est de type fini et oSf7 ample
pour/', il existe un entier m>o tel que 3?'^ soit très ample pour/' (II, 4.6.11);
remplaçant au besoin J? par JSf0^, on peut se borner à considérer le cas où oS '̂ est très
ample pour/', et à prouver que oSfI/'^U) est alors très ample pour/. Comme/ est
propre, il existe alors une Y'-immersion fermée j : X'-»P=P^ pour un entier r>o
convenable, telle que oSf' soit isomorphe à/(^p(i)) (II, 5.5.4, (ii)); cette immersion
correspond canoniquement à un 0x'~homomorphisme surjectif u : Q^—^^' (II, 4.2.3).
Ce dernier correspond (Oi, 5.1.1) à la donnée de r + i sections s[ (o^î^r) de oSf' au-
dessus de X' qui engendrent ce (P^.-Module. Ces sections sont aussi par définition des
sections de/^JSf') au-dessus de Y'; on a /^/) =f^W®e Gy (0^, 5.4.10), Y est affine
et (Py est Panneau local en l'idéal premier \y de A, donc on a s[==-s['jt^ où les s[' sont
des sections de/^JSf) au-dessus de Y et les ^ des éléments de A n'appartenant pas à \y\
on en conclut qu'il existe un voisinage ouvert affine V de y dans Y et des sections ^
de/^(oSf)]V telles que ^'==^/i (on rappelle que l'espace Y' est contenu dans V, cf. I,
2.4.2). Les ^ sont alors des sections de oSf au-dessus de/'^V), définissant donc un
homomorphisme v : (^xl/'^V))^1-^^]/'1^) qui, par hypothèse, est surjectif en
tous les points de/"1^) ; comme Coker {v) est cohérent (Oj, 5.3.4), son support est fermé
(Oj, 5 .2 .2) et par suite il existe un voisinage ouvert Wc/"1^) de/"1^) tel que la
restriction de v à W soit un homomorphisme surjectif. Puisque le morphisme / est fermé,
on peut supposer que W est de la forme /"^(U), où U est un voisinage ouvert dey, et la
conclusion résulte alors de (II, 4.2.3).

4.8. Morphismes finis de préschémas formels»

Proposition (4.8.1). — Soient î) un préschéma formel localement noethérien, Jf un Idéal
de définition de î), / : 3Ê—-3) un morphisme de préschémas formels. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) 3£ est localement noethérien, f est un morphisme adique (I, 1 0 . 1 2 . 1 ) et si Von pose
^==f(jT)^ le morphisme /o : (X, ̂ /^) ->(?), 0^) déduit de f est fini.

b) X est localement noethérien et est limite inductive d'un (YJ -système inductif adique (XJ
tel que le morphisme Xo-»Yo soit fini.

c ) Tout point de ?) possède un voisinage ouvert formel affine noethérien V tel ̂ /^(V) soit
un ouvert formel affine et que r^/'^V), 0^) soit un F(V, 0^) -module de type fini.

Il est immédiat que a) entraîne b) en vertu de (I, 10.12.3). Pour voir que b )
entraîne c ) y on peut supposer que î)=Spf(B), où B est adique noethérien et ^f^^,
où S{ est un idéal de définition de B. Par hypothèse, X^ est un schéma affine dont
l'anneau \ est un B/Â-module de type fini (II, 6.1.3). En vertu de (I, 5.1.9)5
chacun des X^ est un schéma affine, et si A^ est son anneau, l'hypothèse b) entraîne
que pour m^n, A^ est isomorphe à AJS{m+lA^. On en déduit que 3Ê est isomorphe
à Spf(A), où A==lim A^; on conclut en vertu de (Oj, 7.2.9). Enfin, pour prouver que c )

n
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entraîne a), on peut se borner encore au cas î)=Spf(B), X=Spf(A), A étant une
B-algèbre finie; comme A/-RA est alors une B/îî-algèbre finie, il résulte de (I, 10.10.9)
que les conditions de a) sont satisfaites.

Définition (4.8.2). — Lorsque les propriétés équivalentes a), b), c) de (4.8.1) sont
vérifiées, on dit que le morphisme f est fini, ou que 3£ est un Ï)-préschéma formel fini, ou un préschéma
formel fini au-dessus de î).

Proposition (4.8.3). — (i) Une immersion fermée de préschémas formels localement noethériens
est un morphisme fini.

(ii) Le composé de deux morphismes finis de préschémas formels localement noethériens est
un morphisme fini.

(iii) Soient X, î), S trois préschémas formels localement noethériens, f : X->G un morphisme
fini, g : î)->£> un morphisme; alors le morphisme 3£Xgî)->î) est fini.

(iv) Soient G un préschéma formel localement noethérien, X', 3)' deux préschémas formels
localement noethériens tels que X'X^Î)' soit localement noethérien. Si X, V) sont des G-préschémas
formels localement noethériens, f : X-^ï', g : î)-^î)' deux S-morphismes finis, alors fx^g est
un morphisme fini.

(v) Soient f : ï—>-?), g ^ î)—^ deux morphismes de préschémas formels localement
noethériens tels que g soit de type fini et séparé; alors, si go f est un morphisme fini, f est un morphisme
fini.

(i) est trivial, et les autres assertions se ramènent aussitôt aux propositions corres-
pondantes pour les morphismes de préschémas usuels (II, 6.1.5) à l'aide du critère a)
de (4.8.1); nous laissons les détails au lecteur, sur le modèle de (I, 10.13.5).

Corollaire (4.8.4). — Sous les hypothèses de (I, 10.9.9), si f est un morphisme fini, il

en est de même de son prolongement/ aux complétés.
Corollaire (4.8.5). — Si 3Ê est un préschéma formel fini au-dessus de î), f: 3£->î) le

morphisme structural, alors, pour tout ouvert U C^.f^ÇV) est fini au-dessus de U.
Proposition (4.8.6). — Sif: 3£->î) est un morphisme fini de préschémas formels localement

noethériens, /^(^) est une (PyAlgèbre cohérente.
On peut considérer f comme limite inductive d'un système inductif (/J de mor-

phismes 7n : ̂ •n~^^n'9 montrons que les^ sont des morphismes finis etj^(^) est isomorphe
à la limite projective des (/J [0^ ), ce qui établira notre assertion (I, 10.10.5). Il suffit

de se borner au cas où 'îi^Spf^B), 3£==Spf(A), et de remarquer que si S{ est un idéal
de définition de B et A un B-module de type fini, A|S{n+lA est un module de type fini
sur B/^V^B, et que A est limite projective des A/^^A.

Réciproquement :

Proposition (4.8.7). — Soient 3) un préschéma formel localement noethérien, ^/ une 0^-
Algèbre cohérente. Il existe un préschéma formel TU fini au-dessus de î), défini à un ^-isomorphisme
unique près, et tel que f {0^) =s/, f: X->î) étant le morphisme structural.

Soit JT un Idéal de définition de î), et posons Y^= (î), ̂ pT14"1) et
^^j^/jr^W; il est clair que ̂  est une fi^ "Algèbre finie et définit donc un
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Y^-préschéma fini X^==Spec(J^J (II, 6.1.3); pour m^n, rhomomorphisme canonique
surjectif h^ : j^-^ja^ définit un morphisme u^ : X^->X^ tel que le diagramme

x.^x.

/n /m

Y <_ Y-L n ^ -"-w

(^ étant le morphisme structural) soit commutatifet identifie X^ au produit X^Xy Y^,
comme on le voit aussitôt (II, 1.4.6). Le préschéma formel X, limite inductive du
système inductif (XJ est alors localement noethérien et tel que le morphisme structural
f: X-^Y, limite inductive du système (^), soit fini (4.8.1 et II, 10.12.3.1); on a vu
en outre dans la démonstration de (4.8.6) que/(^x) est limite projective des e^, donc
égale à ^ (I, 10.10.6). Quant à l'assertion d'unicité, elle est conséquence du résultat
plus général suivant :

Proposition (4.8.8). — Soient V) un préschéma formel localement noethérien, 3£, X' deux
V)-préschémas formels finis au-dessus de 3), f: X->3), f : X'->î) les morphismes structuraux.
Il existe une bijection canonique de Hom^(X, X') sur Hom^ (/^(^),j^(6^)) (1).

La définition de cette application h->s/(h) est la même que dans (II, 1.1.2),
et pour voir qu'elle est bijective, on est aussitôt ramené au cas où î) == Spf(B) est un
schéma formel affine noethérien. Mais alors X==Spf(A), X^SpfÇA'), où A et A7 sont
deux B-algèbres finies et f (6^) =AA^ f'{0^') ̂ A^. La conclusion résulte alors de la
correspondance biunivoque, d'une part entre les 9)-morphismes X-^X' et les B-homo-
morphismes (nécessairement continus) A'—^A qui sont des homomorphismes d'algèbres
(I, 10.2.2), et d'autre part entre les homomorphismes de B-modules A'-^A et les
homomorphismes de fi^-Modules A/A->AA (I, 10.10.2.3).

Corollaire (4.8.9). — Dans la correspondance biunivoque canonique définie dans (4.8.8),
les immersions fermées 3£->3£' correspondent aux homomorphismes surjectif s de (Qm-Algèbres

fW^fW-
La question étant encore locale sur î), on est ramené à la définition des immersions

fermées de préschémas formels localement noethériens (I, 10.14.2).
Corollaire (4.8.10). — Les notations et hypothèses étant celles de (4.8.1), pour qu'un

morphisme adique f soit une immersion fermée, il faut et il suffit que f^ soit une immersion fermée
( de préschémas usuels).

Cela résulte aussitôt de (4.8.9) et de la condition de surjectivité pour un homo-
morphisme de ^-Modules cohérents (I, 10. il .5).

Proposition (4.8.11). — Pour qu'un morphisme f \ ï—>î) de préschémas formels localement

(1) La dernière expression désigne l'ensemble des homomorphismes de ^m-Algèbres /^((9^,)—>/^(c°^).
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noethériens soit fini, il faut et il suffit qu'il soit propre et ait ses fibres f~1\y) finies (pour tout y'eî)).
Grâce aux définitions (3.4. i et 4.8.2), on est aussitôt ramené à la même propo-

sition pour/ (notations de (4.8. i)), ce qui n'est autre que (4.4.2).

§ 5. UN THÉORÈME ^EXISTENCE
DE FAISCEAUX ALGÉBRIQUES COHÉRENTS

5 1 . Énoncé du théorème.

(5.1.1) Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition de A, de
sorte que A est séparé et complet pour la topologie 3-adique. Si Y=Spec(A), le schéma
formel affine Spf(A) s'identifie au complété Y de Y le long de la partie fermée Y' ==V(3)
(I, 10.10.1). Soient X un Y-préschéma (usuel) de type fini,/:X->Y le morphisme
structural; nous désignerons par JC le complété de X le long de la partie fermée
^^/"^^ ou encore le Y-préschéma formel XXyY; par/ : X->Y le prolongement
de/aux complétés; enfin, pour tout (0^- Module cohérent y, nous noterons y son
complété, y ^ , qui est un ^f-Module cohérent.

Proposition (5.1.2). — Les hypothèses et notations étant celles de (5 .1 .1)3 soit y un
Q^-Module cohérent dont le support est propre sur Y (II, 5.4.10). Les homomorphismes cano-
niques (4.1.4)

p^H^j^H^X,^

sont alors des isomorphismes,
Gomme H'(X, ̂ ) est un A-module de type fini (3.2.4), donc identique à son

séparé complété pour la topologie 3-préadique (Oj, 7.3.6), la proposition n'est qu'un cas
particulier de (4.1.10).

Rappelons que les isomorphismes canoniques p^ commutent aux cobords pour toute
suite exacte Q-^y->y-^y"->Q de ffl^-Modules cohérents ((0, i2 . i .6 ) et (I, 10.8.9)).

Corollaire (5.1.3). — Soient y, ^ deux 0^-Modules cohérents tels que l'intersection de
leurs supports soit propre sur Y. Alors U homomorphisme canonique

( 5 . 1 - 3 - ï ) Hoirie (J ,̂ ^)->Hom^(^, ̂ )

qui, à tout homomorphisme u : ^-^^yfait correspondre son complété u : ̂ r- ,̂ est un isomor-
phisme. De plus, lorsque le morphisme f est fermé, pour que u soit injectif (resp. surjectif), il faut
et il suffit que u le soit.

La première assertion est un cas particulier de (4.5.3), dû encore au fait que le
premier membre de (5.1.3.1) est un A-module de type fini, donc identique à son séparé
complété. Pour démontrer la seconde, notons en vertu de (I, 10.8.14) que u est injectif
(resp. surjectif) si et seulement s'il existe un voisinage de X' dans lequel u soit injectif
(resp. surjectif).
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La conclusion résulte donc du lemme suivant :
Lemme ( 5 .1 .3 .1 ) . — Sous les hypothèses de (5. i. i), si on suppose en outre le morphisme f

fermé, tout voisinage de X' dans X est identique à X.
Tout d'abord, on peut se ramener au cas où Y(X) ==Y. En effet, par hypothèse,

y(X) est une partie fermée Z de Y; on peut en outre remplacer f par f^ (I, 6.3.4),
et supposer par suite X et Y réduits; on peut alors remplacer Y par le sous-préschéma
fermé réduit de Y ayant Z pour espace sous-jacent (I, 5 .2.2) , car tout idéal de A est
fermé, et tout anneau quotient de A est donc adique et noethérien. On a alors ./(X') =Y';
si V est un voisinage ouvert de X' dans X, /(X—V) est fermé dans Y par hypothèse,
et ne rencontre pas Y7; mais cela est impossible à moins que X—V ne soit vide, puisque 3
est contenu dans le radical de A (I, 1.1.15 et 0;, 7. i. 10), d'où la conclusion.

Lorsqu'on se borne aux (Q^-M.od\i\es cohérents dont le support est propre sur Y,
(5.1.3) peut s'énoncer, dans le langage des catégories, en disant que le foncteur y->3F
est pleinement fidèle de la catégorie des ^x"M°dules du type précédent, dans la
catégorie des ^x-Modules cohérents, et établit par suite une équivalence de la première
de ces catégories avec une sous-catégorie pleine de la seconde (0, 8.1.6). Le théorème
d'existence va prouver que lorsque X est propre sur Y, cette sous-catégorie est en fait
la catégorie de tous les fi^-Modules cohérents. De façon précise :

Théorème (5.1.4). — Soient A un anneau adique noethérien, Y=Spec(A), 3 un idéal
de définition de A, Y'=V(3), /:X-^Y un morphisme séparé de type fini, X^/'^Y').

Soient Y==Y,Y- =Spf(A), X-X/x, les complétés de Y et X le long de Y' et X', 7:X-^Y
le prolongement de f aux complétés; alors, le foncteur y-^^^-^^ est une équivalence de la
catégorie des 6^- Modules cohérents de support propre sur Spec(A), avec la catégorie des 0^-Modules
cohérents de support propre sur Spf(A).

En d'autres termes, compte tenu de (5 .1 .3 ) î
Corollaire (5.1.5). — Pour qu'un 0^-Module soit isomorphe au complété d'un Q^-Module

cohérent et de support propre sur Spec(A), il faut et il suffit qu'il soit cohérent et de support propre
sur Spf(A).

Le cas le plus important est le
Corollaire (5.1.6). — Supposons ^.propre sur Y==Spec(A). Alors le foncteur y-^y

est une équivalence de la catégorie des 0^-Modules cohérents et de la catégorie des (0^-Modules
cohérents.

Scholie (5.1.7). — Si on tient compte de la caractérisation des faisceaux cohérents
sur les préschémas formels (I, 10.11.3), on voit que sous les conditions de (5.1.1),
la donnée d'un ^"Module cohérent de support propre sur Spec(A) équivaut (en posant
Y^ = Spec(A/3n+l) et X^ = X x yYJ à la donnée d'un système projectifde ̂ -Modules

cohérents (^J tel que pour m^ n on ait ^==^n®YA^ (ou encore ^'m=^nly+l<y'n)
et que le support de e^o solt une P^tie de XQ propre sur Yç. Au moyen de (I, 10.11.4),
on interprète de même les homomorphismes de ^"Modules cohérents comme des
homomorphismes de systèmes projectifs de 0^ -Modules cohérents.

494



§ 5 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 151

Dans tous les cas d'application connus, A est en fait un anneau adique local
noethérien, donc les Y^ sont des spectres d'anneaux artiniens locaux, et les résultats de ce
paragraphe et des précédents réduisent dans une large mesure la géométrie algébrique
sur un anneau adique local noethérien, à la géométrie algébrique sur des anneaux locaux
artiniens.

Corollaire (5.1.8). — Sous les conditions de (5.1.4) , l'application Z->Z ==Z/^x')
est une bijection de U ensemble des sous-préschémas fermés Z de X, propres sur Y, sur V ensemble des

sous-préschémas formels fermés de X, propres sur Y.

En effet, un sous-préschéma formel fermé de X est de la forme (T, (^xA-^IT),
oùe^ est un Idéal cohérent de (9^ (I, lo. 14.2) ; si T est propre sur Y, il résulte de (5. i .4)
que (P^l^y est isomorphe à un ^f-Module de la forme ̂ ', où y est un ^"Module cohérent
de support propre sur Y; en outre, il résulte de (5.1.3) que l'homomorphisme canonique
(9^->(9^\^ est de la forme 2, où u : (P^-> y est un homomorphisme surjectif de
^x-Modules. Donc y est de la forme O^^V', où ̂  est un Idéal cohérent de Q^, et

J^==^T(I, 10.8.8), d'où la conclusion (I, 10.14.7).

5.2. Démonstration du théorème d'existence : cas projectif et quasi-projectif.

(5.2.1) Sous les conditions de (5.1.4)3 nous dirons provisoirement qu'un 0^-
Module cohérent est algébrisable s'il est isomorphe à un complété y d'un ^"Module
cohérent 3^ de support propre sur Y.

Lemme (5.2.2). — Soient y, <&1 deux 0^-Modules algébrisables. Pour tout homomor-
phisme u : y-)-^', Ker (u), Im (u) et Goker (u) sont algébrisables.

En effet, si y = e^, ^/ == ̂ , où y et ^ sont des fi^-1^0^1^ cohérents de supports
propres sur Y, on a u= y, où v : y-^^S est un homomorphisme (5.1.3). En vertu de
l'exactitude du foncteur 3^' -->y', Ker (?) est isomorphe à (Ker (v))^ et comme le support
de Ker {u) est contenu dans celui de ^r, on voit que Ker {u) est algébrisable; démons-
tration analogue pour Im {u) et Coker (u),

Proposition (5.2.3). — Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition
de A, î) == Spf(A), f: X->?) un morphisme propre de préschémas formels. On pose
Y^SpecÇA/S^.X^Xx^, et pour tout 0^-Module y, ^1,=^'®^^=^^^^''
Soit JSf un 0^-Module inversible, et supposons que oSfo^^/S-Sf soit un O^-Module ample;
pour tout 0^-Module ^ et tout entier n, posons ^'(n)^^'®^®^ Alors, pour tout Q^-Module
cohérent y, il existe un entier HQ tel que, pour tout n^-n^, les propriétés suivantes aient lieu :

(i) U homomorphisme canonique H^X, e^r(7^))->HO(3£, ̂ (^)) est surjectif pour tout k^o.
(ii) On a HP(3£, ^(7z))==o pour tout q>Q.
On sait que les espaces sous-jacents à X et à Xo sont les mêmes; les faisceaux

JK^^^jy^y étant annulés par^? peuvent être considérés comme des ^.-Modules
cohérents (Oj, 5.3.10); en outre, si on pose J(^{n)=J(^Q JSf^, on voit aussitôt que
JK^(n)==. 3^(72)/y -^(TZ). Notons que, puisque oSfo est ample pour fç : Xo->Yo, et
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que/o est propre, on en conclut que/o est projectif (H, 5.5.4). Soit S la A-algèbre
graduée ̂ S^/S^1 associée à la filtration 3-adique de A, qui est de type fini puisque A

est noethérien; si on pose y^f^), y est une ^-Algèbre quasi-cohérente de type
fini, et ^==^Q^k un ^'-Module gradué quasi-cohérent et de type fini (puisque ̂
est cohérent et engendre le ^'-Module Jt}. On est donc dans les conditions d'application
du théorème (2.4.1, (ii)), et on en conclut qu'il existe n^ tel que, pour n^n^ et pour
tout k, on ait

(5.2.3-ï) H^Xo,^^))^ pourtoutq>o.

On a donc aussi H^X, e^(%))=o pour q>o et n^n^ JK^n) étant cette fois
considéré comme ^-Module. Appliquant la suite exacte de cohomologie à

o -> ̂ Wiy^Çn) -> ̂ y(n)^y(n} -> ̂ {n)^{n) -^ o

on en déduit tout d'abord que pour o^ h<k, n^n^ et q>o, on a par récurrence sur h—k
(5-a.3.2) Hî(X,y^)/3^))-o

et en particulier pour A = = o

(5-2.3-3) ïîq(^^{n))=o pour n^n^k^o et q>o.

Une autre portion de la suite exacte de cohomologie, pour A==o, donne la suite
exacte
(5-2.3.4) H°(3£, ̂ {n)) -> H°(ï, ^(n)) -> Hi(X, ̂ Wff^W^o

d'où on déduit que pour h^k, l'application canonique
(5.2.3.5) H°(ï, ^(72)) -> H°(ï, J^))

est surjective. Pour tout q, le système projectif (HP(X, ^(7Z)) (^^o) vérifie donc la
condition (ML) pour n^-n^ Par ailleurs, tout ouvert formel affine U de X est aussi un
ouvert affine dans chacun des X^ (I, 10.5.2), donc on a H^U, ^(^)) =o pour tout
q>o (1.3.1), et H°(U, ^(/z)) -> H°(U, ̂ W est surjective pour h^k (I, 1.3.9).
Les conditions d'application de (0, 13.3.1) sont par suite remplies, et on en conclut
que, pour n^-n^ :

i° Pour tout q>o, HP(X, ^ (%))-> lim H3 (X, ^(^)) est bijectif, donc, en vertu
de (5.2.3.3), H^(Ï,^(TZ))=O. ^

2° L'homomorphisme H°(X, ^(7z))->lim H^X, ^(^)) est bijectif; par ailleurs,
k

comme les homomorphismes (5.2.3.5) sont surjectifs, il en est de même de chacun des
homomorphismes

Um H°(X, J^z)) -> H°(X, ̂ (n))
k

ce qui achève la démonstration.
Corollaire (5.2.4). — Les hypothèses étant celles de (5.2.3), pour tout <9 y-Module

cohérent J ,̂ il existe un entier N tel que pour TZ^N, ^(n) soit engendré par ses sections au-dessus
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de X; en d'autres termes, y est isomorphe au quotient d'un (9 ̂ -Module de la forme (^(—-T?))^
Comme Xo est noethérien, il résulte de l'hypothèse sur JSfç et de (II, 4.5.5) qu'il

existe ^ tel que, pour n^n^ ^{n) soit engendré par ses sections au-dessus de X;
par ailleurs, on peut supposer ^ pris assez grand pour que Phomomorphisme
F(X, ^{n))->r(X, e^o^)) 8°^ surjectif pour n^n^ (5.2.3). Il existe donc un nombre
fini de sections ^(=r(X, ^"(w)) dont les images dans r(3£, ^{n)) engendrent ^Çri)
(°i5 ô-2^)- Comme 3 est contenu dans l'idéal maximal de Panneau local en tout point
de X, il résulte du lemme de Nakayama, appliqué à ces anneaux locaux, que les s,
engendrent ^(n) (O^, 5.1.1).

(5.2.5) Démonstration du théorème cTexistence : cas projectif.

Les notations étant celles de (5.1.4), supposons / projectif, de sorte qu'il existe
un ^x-Module ample JSf (I, 5.5.4). Par définition, X^==XxyY^ est égal au sous-
préschéma fermé ^nXYYn=f~l(Yn) de X; si JSf' est le complété JSf®^ (P^ de ,Sf, on a
donc JS^o = oSf/gjSf, considéré comme ^o-Module; on sait que JS^o est ample (II, 4.6.13,
(i bis)). On peut donc appliquer à S ' et à tout 0^-Mod\de cohérent ^ le cor. (5.2.4);
on voit donc que ^ est isomorphe à un quotient de ^= (jgf'®(-n)^ p^^ ^çg entiers
n>o et Â;>O convenables. Or, il est clair que ^ est le complété de (JSf®^))^ (1^ 10.8.10),
donc est algébrisable. Considérons ensuite Phomomorphisme canonique surjectif
u : ̂ -^y, et soit Jf^Ker (u), qui est un fi^-Module cohérent (Oi, 5.3.4). On voit
de même qu'il existe un fl^-Module algébrisable CC et un homomorphisme v : ̂ -> ̂
tel que J^=Im (^). On a alors ^=Coker (v), et ^ est algébrisable en vertu de (5.2.2).

(5 .2-6) Démonstration du théorème d'existence; cas quasi-projectif.

Les notations étant toujours celles de (5.1.4), supposons maintenant que/ soit
quasi-projectif. Il existe alors un morphisme projectif g : Z-^Y tel que X s'identifie au
Y-préschéma induit sur un ouvert de Z (II, 5.3.2); si on pose Z ' ^ g ^Y'), on a
X'^XnZ'. Par suite, le complété JC=X/x' s'identifie au préschéma formel induit
par le complété Z=Z/z, sur l'ouvert XnZ' de Z (I, 10.8.5). Soit y un 0^- Module
cohérent, dont le support T' est propre sur Y; cela signifie par définition qu'il existe un
sous-préschéma fermé de X', ayant T'cX' comme espace sous-jacent, tel que la
restriction T-^ Y' de/soit propre; on en conclut que T est propre sur Y, donc fermé
dans Z' (II, 5.4.10). Il en résulte que y est le faisceau induit sur X par le é^-Module ^/

obtenu par recollement de y (défini sur l'ouvert X de Z) et du faisceau o sur l'ouvert
Z—T' de Z, ces deux faisceaux coïncidant dans l'ouvert intersection X—T'. Il est
clair que y est cohérent; en vertu de (5.2.5), il existe un ^-Module cohérent ^ tel
que ^=^; soit T le support de ^, de sorte que T^TnZ' (I, 10.8.12). Si h est la
restriction de g au sous-présçhéma fermé réduit de Z ayant T comme espace sous-jacent,
on a donc T' = A-^Y') == Tn^'^Y'), et par suite XnT est un ouvert de T contenant T\
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Comme h est propre (II, 5.4.2), donc fermé, il résulte de (5.1.3.1) que XnT==T,
autrement dit T c X, et comme T est fermé dans Z, T est propre sur Y. Si ^ est le faisceau
induit sur X par ^, son complété ^ est induit sur X par ^ (I, 10.8.4), donc est égal
à y\ ce qui achève la démonstration.

5.3. Démonstration du théorème d'existence : cas général»

Lemme (5.3.1). — Sous les conditions de (5.1.4), si o-^^-^y—^^-^o est une suite
exacte de (0^-Modules cohérents telle que ^ et ̂  soient algébrisables, alors y est algébrisable,

En effet, supposons que ̂  =S§, Jf =<^, SS et ^ étant des 0^-Modules cohérents
à supports propres sur Y; y définit canoniquement un élément du A-module
Ext^(X;^,^) (0, 12.3.2), et les hypothèses entraînent que ce A-module est cano-
niquement isomorphe à Ext^ (X; 8S^ %7) (4.5.2); il existe donc une suite exacte
o->^—^^/—>âS—^o de (P^-M.od\des cohérents telle que l'image canonique de l'élément
de Ext^ (X; âS, %7) correspondant à ^ soit l'élément de Ext^(X; ̂ , ^) correspondant
à ^F. Mais par définition (compte tenu de (I, 10.8.8, (ii))), cela signifie que 3^ est
isomorphe à s / , d'où le lemme, car Supp(^) est contenu dans la réunion de Supp(^)
et SuppÇ^), donc est propre sur Y.

Corollaire (5.3.2). — Sous les conditions de ( 5 . 1 . 1 ) , soit u : y—^^S un homomorphisme
de 0^-Modules cohérents; si ,̂ Ker {u) et Coker (u) sont algébrisables, il en est de même de ̂ r.

Le lemme (5.2.2) appliqué à l'homomorphisme ^->- Coker (u) montre en effet
que Im (u) est algébrisable, et il suffit ensuite d'appliquer le lemme (5.3.1) à la suite
exacte o->Ker {u)->y—^Im (z/)->o.

Lemme (5.3.3). — Sous les conditions de ( 5 . 1 . 1 ) , soient h : Z->Y un morphisme de

typefiniyZ le complété de Z le long de Zf=h~l{yf), g : Z->X un Y-morphisme propre, g : Z->X
son prolongement aux complétés. Pour tout 0^-Module algébrisable y\ g {y} est un Q^-Module
algébrisable.

En effet, si y est un ^"Module cohérent tel que y == ̂ , il résulte du premier th.
de comparaison (4.1.5) que g (^r) est isomorphe au complété de g (<^).

Lemme (5.3.4). — Soient X un schéma (usuel) noethérien, X' une partie fermée de X,
j : Z->X un morphisme propre^ Z^y^^X'), X==X,x'5 Z==Z,^,./ : Z->X le prolongement
de f aux complétés. Soit ̂  un Idéal cohérent de 0^ tel que, si U = X— Supp^x/^)? ^ restriction
f~l(V)-^V de f soit un isomorphisme. Alors, pour tout Q^-Module cohérent ̂ r, il existe un entier

n> o tel que le noyau et le conoyau de P homomorphisme canonique pjr : ̂ —^f (f* (^) ) (Oi, 4.4.3)

soient annulés par ^n.
On peut se borner au cas où X=Spec(B) où B est un anneau noethérien, donc

X'^V^), où S{ est un idéal de B. Nous allons voir qu'on peut se ramener au cas
où B est un anneau adique noethérien et S{ un idéal de définition de B. Soit en effet B]
le séparé complété de B pour la topologie -ft-préadique ; si ^==^Bi, B^ est donc un
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anneau adique noethérien dont ̂  est un idéal de définition. Posons Xi=Spec(Bi)
et soit h : Xi->X le morphisme correspondant à l'homomorphisme canonique B->Bi;
si X^Â-^X'), on a donc X^V(^i). Posons enfin Z i = Z X y X i = Z n 3

-•• •A. J. (-lvl/ ^

/i^x,) : Zi->Xi, qui est un morphisme propre (II, 5.4.2), et désignons par X^ le
complété de Xi le long de X[, par Zi= Z^x^X^ le complété de Zi le long de Z^/f^X^),
par /i le prolongement de /i aux complétés. Il est immédiat que le prolongement
h :Xi-^X de h aux complétés est un isomorphisme, correspondant à l'application
identique de B^ (I, 10.9. i) ; on en conclut que Phomomorphisme correspondant Zi—Z
est aussi un isomorphisme, ces isomorphismes identifiant f^ et/. Enfin, ^=A*(^)
est un Idéal cohérent de 0^ et Supp(fi^A^i) ^A-^Supp^/^)) (I, 9. i . 13), donc,
si Ui=Xi—Supp(^/^i), on a Ui^-^U), d'où résulte aussitôt que la restriction
/r1^!)-^ de/i est un isomorphisme (I, 3 .2 .7) ; en outre, les complétés J( et ̂
s'identifient par h (I, 10.9.5). Toutes les hypothèses de (5.3.4) sont donc remplies
par Xi, X^,/i et ̂ , et on peut donc désormais supposer B adique noethérien et S{ un
idéal de définition de B. On a alors X=Spf(B), et ^—N^ où N est un B-module

de type fini, d'où 3F =-^, où ^ est le é^-Module cohérent N (I, 10.10.5), et par suite
/ G^^CT^))^ (1, 10.9.5). En outre, en vertu du premier théorème de compa-
raison (4.1.5), 7^((/*(^))') s'identifie canoniquement à (^(/*(^)))", et l'homomor-
phisme canonique p^- n'est autre que p^ en vertu de (5.1.3). Or, le noyau 8ft et le
conoyau St de p^ : ̂ -^(/*(^)) sont des ^x-Modules cohérents, et par hypothèse leurs
restrictions à U sont évidemment nuls. Il existe par suite un entier n>o tel que
^^=^^=0 (I, 9.3.4); on en conclut que ^^==^^=0 (I, io.8.8et 10.8. lo).

5.3.5. Fin de la démonstration du théorème d'existence.

Les hypothèses étant celles de (5.1.4), nous allons utiliser le principe de récurrence
noethérienne (Oj, 2 .2 .2 ) en supposant donc le théorème vrai pour tout sous-préschéma
fermé T de X dont l'espace sous-jacent est distinct de X (le complété T étant bien
entendu le complété de T le long de TnX'). On peut supposer X non vide. Comme/
est séparé et de type fini, on peut appliquer le lemme de Chow (II, 5.6.1) : il existe
donc un Y-schéma Z et un Y-morphisme g : Z->X tels que le morphisme structural
^ : Z—^Y soit quasi-projectif, le morphisme g projectifet surjectif, et en outre un ouvert
non vide U de X tel que la restriction ^(U^U soit un isomorphisme. Soit Ji un
Idéal cohérent de (9^ définissant un sous-préschéma fermé d'espace sous-jacent X—U
(^ 5- 2 - 2 ) ? et ^it y un (P^-Modvile cohérent dont le support E est propre sur Y;
désignons par Z le complété de Z le long de À-1 (Y7), par g : Z->X le prolongement
de g aux complétés. Alors g\^} est un ^-Module cohérent dont le support est contenu
dans ̂ (E) et est par suite propre sur Y, puisque g est projectif, donc propre (II, 5.4.6).
Comme h est quasi-projectif, g\SF) est algébrisable en vertu de (5.2.6). On en conclut
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q^ i^i*^)) GSt un ^x-^dule algébrisable (5.3.3) puisque g est propre. On peut
maintenant appliquer à ^ et à ^ le résultat de (5.2.4) : le noyau ^ et le conoyau ^
de rhomomorphisme p^- : ̂ -^g^W) sont annulés par une puissance J^; soient T
le sous-préschéma fermé de X défini par Jt", ayant X—U pour espace sous-jacent,
j : T->X l'injection canonique, de sorte que le prolongement aux complétés J : T—^X
est l'injection canonique (I, 10.14.7). On peut donc écrire â^==j (j*(^))) et
^==J^fW) et comme U n'est pas vide, il résulte de l'hypothèse de récurrence que
fW ^fW sont des ^-Modules algébrisables; en vertu de (5.3.3), ̂  et Si sont algé-
brisables, et on peut alors appliquer (5.3.2), qui prouve finalement que y est algébrisable.

C.Q.F.D.

5.4. Application : comparaison de morphismes de schémas usuels et de
morphismes de schémas formels. Schémas formels algébrisables»

Théorème (5.4.1). — Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition de A,
S=Spec(A), S'=V(3). Soient u : X->S un morphisme propre, v : Y->S un morphisme
séparé de type fini, et soient S, X, Y les complétés de S, X, Y le long de S', M-^S'), V^S')
respectivement. Si, pour tout S-morphisme f: X->Y, / :X—^Y est le prolongement de f aux
complétés. Inapplication f->f est une bijection

Homg(X, Y) ̂  Homg(X, Y).

Montrons d'abord que f->f est injective. Supposons en effet que deux S-mor-
phismes/, g de X dans Y soient tels que/ =g. On sait alors (I, 10.9.4) qu'il existe
un voisinage ouvert V de X'^M'^S') dans lequel/et g coïncident. Or, comme u est
une application fermée, on a V==X (5. i .3. i), d'où/^^.

Prouvons maintenant que /->/ est surjective, et soit donc h un S-morphisme
X-^Y. Soit Z=XXgY, et désignons par p : Z->X et q : Z->Y les projections cano-
niques; Z est de type fini sur S (I, 6.3.4), donc noethérien; désignons par Z son complété
le long de Z'^-^-^S')); on sait que Z s'identifie canoniquement à XXgY, les
projections Z->X et Z->Y s'identifiant aux prolongements j? et § (I, 10.9.7). Comme Y
est séparé sur S, Y est séparé sur S (I, 10.15.7), donc le morphisme graphe
r/» == ^x? h) : X->Z est une immersion fermée (I, 10.15.4). Soient 2 le sous-préschéma
formel fermé de Z associé à cette immersion, et j : %->î l'injection canonique, de
sorte que F^=jow, où w :X->2 est un isomorphisme (I, 10.14.3) dont l'isomorphisme
réciproque est poj, en outre, Z est évidemment propre sur S, puisque ÎC l'est; on en
conclut (5.1.8) qu'il existe un sous-préschéma fermé T de Z tel que 2=T ==T^nz')5
et qw j=i, où i est l'injection canonique T->Z (I, 10.14.7). Alors poi : T->X est
un isomorphisme, car il en est ainsi de (poi)^ ==poi par hypothèse, et il suffit d'appliquer
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(4.6.8) en notant comme ci-dessus que S est le seul voisinage de S' dans S. Soit g : X-^T
Pisomorphisme réciproque de poi, et posons /= qoiog, qui est un morphisme X->Y
dont par définition le graphe F^iog. Comme g est Pisomorphisme réciproque de
[poi)^==w, on a (Fy)" ==iog==jow=r^. Mais on sait que (r^==r^ (I, 10.9.8)3

<^s

d'où finalement h==f, ce qui achève la démonstration.
On peut donc dire, dans le langage des catégories, que le foncteur X-»X est

pleinement fidèle (0, 8.1.6) de la catégorie des schémas propres sur Spec(A) dans la
catégorie des schémas formels propres sur Spf(A), pour tout anneau adique noethérien A;
il établit par suite une équivalence entre la première de ces catégories et une sous-
catégorie de la seconde; les objets de cette dernière seront appelés schémas formels algé-
brisables. Pour un tel schéma 3£, il existe un schéma usuel X, propre sur Spec(A), déterminé
à isomorphisme unique près, tel que X soit isomorphe àX.

Scholie (5.4.2). — Avec les notations de (5.4.1), posons S„=Spec(A/3n+l)3
X^==XXsS^, Y^=YXgS^. Il résulte de (5.4.1) et de (I, 10.12.3) que se donner un
S-morphisme f: X-^Y équivaut à se donner un (SJ -système inductif adique (I, 10.12.2)
de S^-morphismes /„ : X^-^Y^.

Remarque (5.4.3). — Contrairement à ce que pourrait suggérer le th. d'existence
(5. i .6), il y a des schémas formels propres sur Spf(A) et qui ne sont pas algébrisables (tout
comme il y a des espaces analytiques compacts qui ne proviennent pas de variétés
algébriques complexes). Nous rencontrerons plus tard de tels schémas dans la « théorie
des modules », qui traite précisément (lorsque le corps de base est C) des variations
infinitésimales de la structure complexe d'une variété algébrique complète, et on sait
que de telles variations peuvent donner naissance à des variétés analytiques qui ne sont
pas algébriques.

Proposition (5.4.4). — Soient A un anneau adique noethérien, (3=Spf(A), g : X->Q,
h : y)->Q deux morphismes propres de schémas formels, f: X—^î) un Q-morphisme, Si f est fini
et si î) est algébrisable, alors X est algébrisable.

On notera que les hypothèses sur g et h entraînent déjà que/est propre (3.4.1),
et pour que / soit fini, il suffit que pour tout j/eî), la fibre f^^y) soit finie (4.8.11).
L'hypothèse entraîne que ^==/^(^) est une ^-Algèbre cohérente (4.8.6)3 donc
il résulte du th. d'existence que, si Î)=Y et h == w, où w : Y-^ Spec(A) est un morphisme
propre de schémas usuels, il existe une ^"Algèbre cohérente ^ telle que ^==^. Soient
X=Spec(^), et u : X->Y le morphisme structural; alors, il résulte aussitôt de la
définition de 3£ à partir de SS (4.8.7) que X est canoniquement isomorphe à 1̂ et que/
s'identifie à u (il suffit pour le voir de considérer le cas où Y est affine).

On notera que (5.1.8) est un cas particulier de (5.4.4).
Théorème (5.4.5). — Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition de A,

S==Spec(A), S=S=Spf(A), /: 3£->£! un morphisme propre de schémas formels. On pose
S^SpecÇA/^4-1), X,-XXeS,, et pour tout Q^Module ^, ^^^^-^/S^1^-
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Soit Jëf un 0^-Module inversible, et supposons que ^=0^/3^ soit un 0^-Module ample.
Alors 3£ est algébrisable^ et si X est un ^-schéma propre tel que X soit isomorphe à JC, il existe
un 0^-Module ample J( tel que =â9 soit isomorphe à J( (ce qui entraîne que X estprojectifs\ir S).

Appliquons (5.2.3) à y =(9^ : il existe donc un entier HQ tel que pour n^n^
l'homomorphisme canonique r(X, JSf^-^rÇXQ, J?^) soit surjectif. On peut supposer
H^HQ choisi assez grand pour que ^n soit très ample pour So (II, 4.5.10). Comme
le morphisme /o : Xo->So est propre, r(Xo, Jâf^) est un A-module de type fini (3.2. i),
donc il existe un sous-A-module de type fini E de r(X, J?0^) dont l'image dans r(Xo, JSf^)
soit ce dernier module tout entier. Cela étant, pour tout k ̂  o, considérons l'homo-
morphisme ^ : E/^E-^X^, JSf^) déduit de l'injection canonique E->F(X, JSf^).
Notons que (A^F) est quasi-cohérent, et comme F(S,, (/J^J^^))-F(X,, ^@n),
u^ définit un homomorphisme ̂  : (E^'1"1 E)^-> (^U^/^)? et par suite aussi un homo-
morphisme 1TJ .-/^(E/g^E)—)^^. D'ailleurs, si*on pose ^/^((E/g^E)^), on a
^o-^W (I. 9 -1 -5 ) , donc Vf : W^^IZ^ se déduit de ̂ J par passage
aux quotients. Or, par définition de E, Tî^ n'est autre que l'homomorphisme canonique
^ ''f'o{{fo),W))—^\ et l'hypothèse que ^n est très ample entraîne que ̂  est
surjectif (II, 4.4.3); on déduit alors du lemme de Nakayama que chacun des Tl^
est aussi surjectif. Chacun des Tff définit donc (II, 4 .2 .2 ) un S^-morphisme
^X^P^PÇE/S^E), et comme P^=P^Xg^ pour h ̂ k en vertu de (II, 4.1.3),
(^) est un (SJ -système inductif adique (I, 10.12.2) en vertu des relations entre les V ^ '
et de (II, 4.2.10). Les gj^ définissent donc un (5-morphisme de schémas formels g : X-^^P,
où ^P est la limite inductive du système (P^;), ou encore le complété P, où P=P(E).
De plus, l'hypothèse que JS?^ est très ample entraîne que gQ est une immersion fermée
(II, 4.4.3) ; on en conclut que g est une immersion fermée de schémas formels (4.8.10),
donc X est algébrisable (5.1.8). Le fait que oS? soit isomorphe au complété ^ d'un
^x- Module inversible résulte alors du th. d'existence (5.1.6). En outre, jSf^ est alors
le complété de ^0n (I, 10.8.10), et les homomorphismes î]| définissent un homo-
morphisme bien déterminé v ^(E)—»-^^ (5.1.7); d'ailleurs, comme ïj est surjectif,
il en est de même de v (I, 10.11.5), donc de u (5. i. 3) ; en outre, le morphisme r : X->P
défini par v (II, 4 .2 .2) a pour prolongement aux complétés g, et comme g est une
immersion fermée, il en est de même de r, par (5.1.8) et (5.4.1); on en conclut que
^0n est très ample (II, 4.4.6) ete^ est ample (II, 4.5.10).

Remarque (5.4.6). — Soient A un anneau adique noethérien, Q •==- Spf(A),/ : 3£—^S
un morphisme propre de schémas formels. Soit ^V l'Idéal cohérent de 0^ tel que pour
tout ouvert formel affine U de 3£, r(U,^) soit le nilradical de F(U, (P^)', l'existence
de cet Idéal résulte facilement de (I, 10.10.2) et du fait que tout homomorphisme
d'anneaux B—^C applique le nilradical de B dans celui de C. Soit 3£' le sous-schéma
formel fermé de 3£ défini par^ (I, 10.14.2); il serait intéressant de savoir si, lorsque X'
est algébrisable, 3Ê lui-même est algébrisable. On parviendrait sans doute à une solution
de ce problème si on savait classifier (par exemple au moyen d'invariants de nature
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cohomologique), les extensions d'un faisceau structural (9^ (pour un préschéma usuel ou
un préschéma formel) par un Idéal de carré nul, autrement dit les 6^-Algèbres s>/ telles
que 0-^ soit isomorphe à e^/^", où / est un Idéal de carré nul de j^.

5.5. Une décomposition de certains schémas.

Proposition (5.5.1). — Soient A un anneau adique noethérien, 3 un idéal de définition de A,
Y==Spec(A). Soit f : X->Y un morphisme séparé de type fini; on pose Yo==Spec(A/3),
Xo^XXyYo'^/'^^o)- Soit ^o une partie ouverte de X^, propre sur Yg ; il existe alors dans X
une partie ouverte et fermée Z, propre sur Y et telle que Z n XQ == ZQ .

Par hypothèse, il y a un ouvert T de X tel que TnXo==Zo; soit T le complété
le long de Z^ du schéma induit par X sur l'ouvert T; le support de (9^ étant Zg, qui est
propre sur Y(), T est propre sur Y=Spf(A) (3.4.1). Il résulte de (5.1.8) qu'il existe
un sous-schéma fermé Z de T propre sur Y, tel que, si i : Z->T est l'injection canonique,
Ï==Z->T soit un isomorphisme (Z étant le complété de Z le long de ZJ. On en conclut
(4.6.8) qu'il existe dans T un voisinage ouvert V de Z^ tel que la restriction ^(V)-^
de i soit un isomorphisme. Mais ^(V) est un voisinage de Z^ dans Z, donc est néces-
sairement identique à Z (5.1.3.1) . On en conclut que Z est ouvert dans T, donc dans X,
ce qui achève la démonstration.

Corollaire (5.5.2). — Si Xç est propre sur Y(), X est réunion de deux parties ouvertes
disjointes Z et Z' telles que Z soit propre sur Y et contienne XQ ; en outre, toute partie fermée P de X,
propre sur Y, est contenue dans Z.

La dernière assertion résulte de ce que PnZ' étant fermé dans P est propre sur Y;
si PnZ' n'était pas vide.^PnZ') serait fermé non vide dans Y, donc rencontrerait Y^
(5.1.3.1), ce qui contredit la définition de Z.

(A suivre.)
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