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INTRODUCTION

A Oscar Lariski et André Weil.

Ce mémoire, et les nombreux autres qui doivent lui faire suite, sont destinés a
former un traité sur les fondements de la Géométrie algébrique. Ils ne présupposent
en principe aucune connaissance particuliere de cette discipline, et il s’est méme avéré
qu’une telle connaissance, malgré ses avantages évidents, pouvait parfois (par ’habitude
trop exclusive du point de vue birationnel qu’elle implique) étre nuisible & celui qui
désire se familiariser avec le point de vue et les techniques exposés ici. Par contre, nous
supposerons que le lecteur a une bonne connaissance des sujets suivants :

a) L’Algébre commutative, telle qu’elle est exposée par exemple dans les volumes
en cours de préparation des Eléments de N. Bourbaki (et, en attendant la parution de
ces volumes, dans Samuel-Zariski [13] et Samuel [11], [12]).

b) L’Algeébre homologique, pour laquelle nous renvoyons a Cartan-Eilenberg [2]
(cité (M)) et Godement [4] (cité (G)), ainsi qu’a I’article récent de A. Grothendieck [6]
(cité (T)).

~¢) La Théorie des faisceaux, ou nos principales références seront (G) et (T) ; cette
derniére théorie fournit le langage indispensable pour interpréter en termes « géomé-
triques » les notions essentielles de I’Algébre commutative, et pour les « globaliser ».

d) Enfin, il sera utile au lecteur d’avoir une certaine familiarité avec le langage
JSonctoriel, qui sera constamment employé dans ce Traité, et pour lequel le lecteur pourra
consulter (M), (G) et surtout (T) ; les principes de ce langage et les principaux résultats
de la théorie générale des foncteurs seront exposés plus en détail dans un ouvrage en
cours de préparation par les auteurs de ce Traité.

* o

Ce n’est pas le lieu, dans cette Introduction, de donner une description plus ou
moins sommaire du point de vue des « schémas » en Géométrie algébrique, ni la longue
liste des raisons qui ont rendu nécessaire son adoption, et en particulier I’acceptation
systématique d’éléments nilpotents dans les anneaux locaux des « variétés » que nous
considérons (ce qui, nécessairement, relégue au second plan la notion d’application
rationnelle, au profit de celle d’application réguliére ou « morphisme »). Le présent
Traité vise précisément & développer de facon systématique le langage des « schémas »
et démontrera, nous ’espérons, sa nécessité. Encore qu’il serait facile de le faire, nous
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6 A. GROTHENDIECK

n’essayerons pas non plus de donner ici une introduction « intuitive » aux notions
développées dans le chapitre premier. Le lecteur qui désirerait avoir un apercgu
préliminaire des matieres de ce Traité pourra se reporter & la conférence faite par
A. Grothendieck au Congrés international des Mathématiciens a Edinburgh en 1958 [7],
et a exposé [8] du méme auteur. Le travail [14] (cité (FAQ)) de J.-P. Serre peut aussi
étre considéré comme un exposé intermédiaire entre le point de vue classique et le point
de vue des schémas en Géométrie algébrique, et a ce titre, sa lecture peut constituer
une excellente préparation i celle de nos Eléments.

*
* ok
A titre informatif, nous donnons ci-dessous le plan général prévu pour ce Traité,

d’ailleurs sujet a modifications ultérieures, surtout en ce qui concerne les derniers
chapitres :

Chapitre Premier. — Le langage des schémas.
- - II. — Etude globale élémentaire de quelques classes de morphismes.
— III. — Cohomologie des faisceaux algébriques cohérents. Applications.
— IV. — Etude locale des morphismes.
— V. — Procédés élémentaires de construction de schémas.
— VI. — Technique de descente. Méthode générale de construction des

schémas.

— VII. — Schémas de groupes, espaces fibrés principaux.

— VIII. — Etude différentielle des espaces fibrés.
— IX. — Le groupe fondamental.
— X. — Résidus et dualité.

— XI. — Théories d’intersection, classes de Chern, théoréme de Riemann-
Roch.
— XII. — Schémas abéliens et schémas de Picard.

— XIII. — Cohomologie de Weil.

En principe, tous les chapitres sont considérés comme ouverts, et des paragraphes
supplémentaires pourront toujours leur étre ajoutés ultérieurement ; de tels paragraphes
paraitront en fascicules séparés, pour diminuer les inconvénients du mode de publication
adopté. Lorsqu’un tel paragraphe est prévu ou en préparation au moment de la
publication d’un chapitre, il sera mentionné dans le sommaire dudit chapitre, méme
si en raison de certains ordres d’urgence sa publication effective devait étre nettement
postérieure. Pour la commodité du lecteur, nous donnons dans un « Chapitre 0 » des
compléments divers d’Algébre commutative, d’Algeébre homologique, de Théorie des
faisceaux, utilisés au cours des chapitres de ce Traité, qui sont plus ou moins bien connus,
mais pour lesquels il n’a pas été possible de donner des références commodes. Il est
recommandé au lecteur de ne se reporter au chapitre O qu’en cours de lecture du Traité
proprement dit, et dans la mesure ou les résultats auxquels nous référons ne lui sont pas
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ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 7

suffisamment familiers. Nous pensons d’ailleurs que de cette fagon, la lecture de ce Traité
pourra étre pour le débutant une bonne méthode lui permettant de se familiariser
avec ’Algeébre commutative et 1’Algébre homologique, dont I’étude, lorsqu’elle ne
s’accompagne pas d’applications tangibles, est jugée fastidieuse, voire déprimante, par
un assez grand nombre.

¥

Il est hors de notre compétence de donner dans cette Introduction un apergu
historique, méme sommaire, des notions et résultats exposés. Le texte ne contiendra
que des références jugées particuliérement utiles pour sa compréhension, et nous n’indi-
querons l'origine que des résultats les plus importants. Formellement du moins, les
sujets traités dans notre ouvrage sont assez neufs, ce qui expliquera la rareté des références
faites aux Péres de la Géométrie algébrique du xix° siécle et du début du xx° siécle,
dont nous ne connaissons les travaux que par oui-dire. Il convient cependant de dire
quelques mots ici sur les ouvrages qui ont le plus directement influencé les auteurs et
contribué au développement du point de vue des schémas. Il faut en tout premier lieu
citer le travail fondamental (FAC) de J.-P. Serre, qui a servi d’introduction 4 la Géométrie
algébrique pour plus d’un jeune adepte (dont I'un des auteurs du présent Traité), rebuté
par l'aridité des classiques Foundations de A. Weil [18]. C’est 13 qu’il est démontré pour
la premiére fois que la « topologie de Zariski » d’une variété algébrique « abstraite » est
parfaitement appropriée pour lui appliquer certaines techniques de la Topologie algé-
brique et donner lieu notamment & une théorie cohomologique. De plus, la définition
d’une variété algébrique qui y est donnée est celle qui se préte le plus naturellement a
Pextension de cette notion que nous développons ici (1). Serre avait d’ailleurs remarqué
lui-méme que la théorie cohomologique des variétés algébriques affines pouvait se
transcrire sans difficulté en remplacant les algébres affines sur un corps par des anneaux
commutatifs quelconques. Les chapitres I et II de ce Traité et les deux premiers para-
graphes du chapitre III peuvent donc étre considérés, pour I’essentiel, comme des
transpositions faciles, dans ce cadre élargi, des résultats principaux de (FAC) et d’un
article ultérieur du méme auteur [15]. Nous avons aussi retiré grand profit du Séminaire
de Géométrie algébrique de C. Chevalley [1] ; en particulier, I'usage systématique des
« ensembles constructibles » introduits par lui, s’est révélé fort utile en théorie des
schémas (cf. chap. IV). Nous lui avons aussi emprunté I’étude des morphismes du point

(*) Ainsi que J.-P. Serre nous I’a signalé, il convient de noter que 'idée de définir la structure de variété
par la donnée d’un faisceau d’anneaux est due a4 H. Cartan, qui a pris cette idée comme point de départ de sa
théorie des espaces analytiques. Bien entendu, tout comme en Géométrie algébrique, il importerait, en « Géométrie
analytique », de donner droit de cité aux éléments nilpotents dans les anneaux locaux des espaces analytiques.
Cette extension de la définition de H. Cartan et J.-P. Serre a été récemment abordée par H. Grauert [5], etil y a
lieu d’espérer qu’un exposé systématique de Géométrie analytique dans ce cadre général verra bientdt le jour. Il
est d’ailleurs évident que les notions et techniques développées dans ce Traité gardent un sens en Géométrie analy-
tique, bien qu’il faille s’attendre a des difficultés techniques plus considérables dans cette derniére théorie. On peut
prévoir que la Géométrie algébrique, par la simplicité de ses méthodes, pourra servir comme une sorte de modéle
formel pour de futurs développements dans la théorie des espaces analytiques.



8 A GROTHENDIECK

de vue de la dimension (chap. IV), qui se transcrit sans changement notable dans le
cadre des schémas. Il convient de noter par ailleurs que la notion de « schémas d’anneaux
locaux », introduite par Chevalley, se préte naturellement & une extension de la Géométrie
algébrique (n’ayant pas cependant toute la souplesse et la généralité que nous entendons
lui donner ici) ; pour les rapports entre cette notion et notre théorie, voir chapitre
premier, § 8. Une telle extension a été développée par M. Nagata dans une série de
mémoires [g9] contenant de nombreux résultats spéciaux concernant la Géométrie
algébrique sur les anneaux de Dedekind (1).

" x

Enfin, il va sans dire qu’un livre sur la Géométrie algébrique, et surtout un livre
portant sur les fondements, est nécessairement influencé, ne serait-ce que par personnes
interposées, par des mathématiciens tels que O. Zariski et A. Weil. En particulier, la
Théorie des fonctions holomorphes de Zariski [20], convenablement assouplie grice aux
méthodes cohomologiques et complétée par un théoréme d’existence (chap. III, §§ 4
et 5) est (avec la technique de descente exposée au chap. VI) un des principaux outils
employés dans ce Traité, et nous semble un des plus puissants dont on dispose en Géométrie
algébrique.

La technique générale dans laquelle elle s’insére peut étre esquissée de la facon
suivante (un exemple typique en sera fourni au chap. IX, dans I’étude du groupe
fondamental). On a un morphisme propre (chap. II) f: X—-Y d’une variété algébrique
dans une autre (plus généralement, d’un schéma dans un autre) qu’on veut étudier au
voisinage d’un point y€Y, en vue de résoudre un probléme P relatif & un voisinage
de ». On opére par étapes successives :

1° On peut supposer Y affine, de sorte que X devient un schéma défini sur ’anneau
affine A de Y, et on peut méme remplacer A par ’anneau local de y. Cette réduction
est toujours facile en pratique (chap. V) et nous raméne au cas o A est un anneau
local.

2° On étudie le probléme envisagé lorsque A est un anneau local artinien. Pour
qu’il garde effectivement un sens lorsque A n’est pas supposé intégre, il y a lieu parfois
de reformuler le probléeme P, et il apparait que 'on obtient souvent ainsi une meilleure
compréhension du probléme, de nature « infinitésimale » a ce stade.

3° La théorie des schémas formels (chap. III, §§ 3, 4 et 5) permet de passer du
cas d’'un anneau artinien au cas d’un anneau local complet.

4° Enfin, si A est un anneau local quelconque, la considération de « sections
multiformes » sur des schémas convenables sur X, approchant une section « formelle »
donnée (chap. IV) permettra souvent de passer d’un résultat connu pour le schéma

() Parmi les travaux qui se rapprochent de notre point de vue en Géométrie algébrique, signalons I’'im-
portant travail de E. Kahler [22], et une Note récente de Chow et Igusa [3], qui reprennent dans le cadre de la
théorie de Nagata-Chevalley certains résultats de (FAC) et donnent aussi une formule de Kiinneth.
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ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 9

déduit de X par extension des scalaires au complété de A, a4 un résultat analogue pour
une extension finie assez simple (par exemple non ramifiée) de A.

Cette esquisse montre I'importance de I’étude systématique des schémas définis
sur un anneau artinien A. Le point de vue de Serre dans sa formulation de la théorie
du corps de classes local, et des travaux récents de Greenberg, semblent suggérer qu’une
telle étude pourrait étre entreprise en attachant fonctoriellement &4 un tel schéma X un
schéma X' sur le corps résiduel £ de A (supposé parfait) de dimension égale (dans les cas
favorables) a n dim X, oti 7 est la longueur de A.

Quant a l'influence de A. Weil, qu’il nous suffise de dire que c’est la nécessité de
développer l'outillage nécessaire pour formuler avec toute la généralité voulue la
définition de la « cohomologie de Weil » et pour aborder la démonstration (1) de toutes
les propriétés formelles nécessaires pour établir ses célebres conjectures en Géométrie
diophantienne [19], qui a été une des principales motivations de la rédaction du présent
Traité, au méme titre que le désir de trouver le cadre naturel des notions et méthodes
usuelles en Géométrie algébrique, et de donner aux auteurs 'occasion de comprendre
lesdites notions et techniques.

" x

Pour terminer, nous croyons utile de prévenir les lecteurs que, tout comme les
auteurs eux-mémes, ils auront sans doute quelque difficulté avant de s’accoutumer au
langage des schémas, et de se convaincre que les constructions habituelles que suggére
Pintuition géométrique peuvent se transcrire, essentiellement d’une seule fagon raison-
nable, dans ce langage. Comme dans beaucoup de parties de la Mathématique moderne,
Pintuition premiére s’éloigne de plus en plus, en apparence, du langage propre a I’exprimer
avec toute la précision et la généralité voulues. En 'occurrence, la difficulté psychologique
tient & la nécessité de transporter aux objets d’une catégorie déja assez différente de la
catégorie des ensembles (a savoir la catégorie des préschémas, ou la catégorie des
préschémas sur un préschéma donné) des notions familiéres pour les ensembles : produits
cartésiens, lois de groupe, d’anneau, de module, fibrés, fibrés principaux homogenes, etc.
Il sera sans doute difficile au mathématicien, dans Pavenir, de se dérober & ce nouvel
effort d’abstraction, peut-étre assez minime, somme toute, en comparaison de celui
fourni par nos peéres, se familiarisant avec la Théorie des Ensembles.

T
Les références seront données suivant le systéme décimal ; par exemple, dans
I1I, 4.9.3, le chiffre III indique le chapitre, le chiffre 4 le paragraphe, le chiffre g la
section du paragraphe. A lintérieur du méme chapitre, on supprimera la mention du
chapitre.

(1) Pour éviter tout malentendu, précisons que cette tiche vient 4 peine d’étre entreprise au moment ol
cette Introduction est écrite, et n’a donc pas encore abouti & la démonstration des conjectures de Weil.






CHAPITRE O

PRELIMINAIRES

§ 1. ANNEAUX DE FRACTIONS

1.0, Anneaux et algébres.

(xr.0.x) Tous les anneaux considérés dans ce Traité posséderont un élément unité ;
tous les modules sur un tel anneau seront supposés unifaires ; les homomorphismes
d’anneaux seront toujours supposés transformer I’élément unité en élément unité ; sauf mention
expresse du contraire, un sous-anneau d’un anneau A sera supposé contenir U’élément
unité de A. Nous considérerons surtout des anneaux commutatifs, et lorsque nous parlerons
d’anneau sans préciser, il sera sous-entendu qu’il s’agit d’un anneau commutatif. Si A
est un anneau non nécessairement commutatif, par A-module nous entendrons toujours
un module @ gauche, sauf mention expresse du contraire.

(r.0.2) Soient A, B deux anneaux non nécessairement commutatifs, ¢ : A—>B
un homomorphisme. Tout B-module & gauche (resp. & droite) M peut étre muni
d’une structure de A-module & gauche (resp. & droite) en posant a.m=¢(a).m (resp.
m.a=m.¢(a)) ; lorsqu’il sera nécessaire de distinguer sur M les structures de A-module
et de B-module, nous désignerons par M,,; le A-module & gauche (resp. a droite) ainsi
défini. Si L est un A-module, un homomorphisme u : L->M; est donc un homo-
morphisme de groupes commutatifs tel que u(a.x)=¢(a).u(x) pour acA, xeL ; on
dira aussi que c’est un @-homomorphisme L—>M, et que le couple (¢,u) (ou, par abus
de langage, u) est un di-homomorphisme de (A, L) dans (B, M). Les couples (A, L) formés
d’un anneau A et d’'un A-module L forment donc une catégorie pour laquelle les morphismes
sont les di-homomorphismes.

(x.0.3) Sous les hypothéses de (1.0.2), si § est un idéal & gauche (resp. a droite)
de A, nous noterons BJ (resp. IB) I’idéal a gauche (resp. a droite) Be(J) (resp. ¢(J)B)
de B engendré par ¢(3) ; c’est aussi 'image de "homomorphisme canonique B®,J—B
(resp. 3®,B->B) de B-modules & gauche (resp. a droite).

(r.o.4) Si A est un anneau (commutatif), B un anneau non nécessairement
commutatif, la donnée d’une structure de A-algébre sur B équivaut a la donnée d’un
homomorphisme d’anneaux ¢ : A—B tel que ¢(A) soit contenu dans le centre de B.
Pour tout idéal § de A, JB=BJ est alors un idéal bilatére de B, et pour tout B-module
M, 3M est alors un B-module égal & (BJ)M.

(r.0.5) Nous ne reviendrons pas sur les notions de module de type fini et d’algebre
(commutative) de type fini ; dire qu'un A-module M est de type fini signifie qu’il existe
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12 A. GROTHENDIECK Chap. o

une suite exacte A’—>M->0. On dit qu'un A-module M admet une présentation finie
s’il est isomorphe au conoyau d’un homomorphisme A?’—>A’, autrement dit s’il existe
une suite exacte AP—>A’>M-—0. On notera que sur un anneau noethérien A, tout A-module
de type fini admet une présentation finie.

Rappelons qu’une A-algebre B est dite entiére sur A si tout élément de B est racine
dans B d’un polynéme unitaire a coefficients dans A ; il revient au méme de dire que
tout élément de B est contenu dans une sous-algébre de B qui est un A-module de type fini.
Lorsqu’il en est ainsi, et que B est commutative, la sous-algébre de B engendrée par
une partie finie de B est un A-module de type fini ; pour que I’algébre commutative B
soit entiére et de type fini sur A, il faut et il suffit donc que B soit un A-module de type
fini ; on dit alors aussi que B est une A-algébre entiére finie (ou simplement finie si aucune
confusion n’en résulte). On observera que dans ces définitions, on ne suppose pas que
I’homomorphisme A—B définissant la structure de A-algebre soit injectif.

(x.0.6) Un anneau intégre est un anneau dans lequel le produit d’une famille
finie d’éléments +o0 est +o0 ; il revient au méme de dire que dans un tel anneau on
a o%1 etle produit de deux éléments = o est non nul. Un idéal premier d’'un anneau A
est un idéal p tel que A/p soit intégre ; cela entraine donc p=+A. Pour qu’un anneau A
ait au moins un idéal premier, il faut et il suffit que A= {o}.

(r.0.7) Un anneau local est un anneau A dans lequel il existe un seul idéal
maximal, qui est alors le complémentaire des éléments inversibles et contient tous les
idéaux #+ A. Si A et B sont deux anneaux locaux, m et 1 leurs idéaux maximaux respectifs,
on dit qu’un homomorphisme ¢ : A—B est local si ¢(m)cn (ou, ce quirevient au méme,
si @ '(n)=m). Par passage aux quotients, un tel homomorphisme définit alors un
monomorphisme du corps résiduel A/m dans le corps résiduel B/n. Le composé de
deux homomorphismes locaux est un homomorphisme local.

1.1. Racine d’un idéal. Nilradical et radical d’un anneau.

(x.x.1) Soit a un idéal d’'un anneau A ; la racine de a, notée r(a), est ensemble
des xcA tels que x"ca pour un entier n>0 au moins; c’est un idéal contenant a.
On a r(r(a))=t(a) ; la relation acb entraine r(a)cr(b) ; la racine d’une inter-
section finie d’idéaux est I'intersection de leurs racines. Si ¢ est un homomorphisme d’un
anneau A’ dans A, on a (¢ '(a))=¢ *(r(a)) pour tout idéal acA. Pour qu’un idéal
soit racine d’un idéal, il faut et il suffit qu’il soit intersection d’idéaux premiers. La racine
d’un idéal a est Pintersection des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a ;
si A est noethérien, ces idéaux premiers minimaux sont en nombre fini.

La racine de I'idéal (0) est encore appelée le nilradical de A ; c’est I’ensemble R
des éléments nilpotents de A. On dit que P’anneau A est réduit si N = (o) ; pour tout
anneau A, le quotient A/Jt de A par son nilradical est un anneau réduit.

(x.x.2) Rappelons que le radical R(A) d’un anneau A (non nécessairement
commutatif) est l'intersection des idéaux a gauche maximaux de A (et aussi 'inter-
section des idéaux & droite maximaux). Le radical de A/R(A) est (o).

12



§1 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 13

1.2. Modules et anneaux de fractions.

(x.2.1) On dit qu'une partie S d’un anneau A est multiplicative si 1S et si le
produit de deux éléments de S est dans S. Les exemples qui seront les plus importants
pour la suite sont : 1° ’ensemble S; des puissances f* (n>0) d’un élément feA; 2°le
complémentaire A—p d’un idéal premier p de A.

(x.2.2) Soient S une partie multiplicative d’un anneau A, M un A-module ;
dans I’ensemble M XS, la relation entre couples (my, s5;), (my, 55) :

« il existe seS tel que s(s;my—symy)=0 »

est une relation d’équivalence. On désigne par S™'M P’ensemble quotient de M XS
par cette relation, par m/s I'image canonique dans S™*M du couple (m, s) ; on appelle
application canoniqgue de M dans S™'M D’application 7§ : m—sm/1 (aussi notée i°). Cette
application n’est en général ni injective ni surjective ; son noyau est ’ensemble des
meM tels qu’il existe un seS pour lequel sm=o.

Dans S™'M on définit une loi de groupe additif en prenant
(my[51) + (mgfs) = (sgmy 4 51m5) [(5152)

(on vérifie que C’est bien indépendant des expressions des éléments de S™'M considérés).
Sur ST'A on définit en outre une loi multiplicative en prenant (a,/s;)(ay/ss) = (a1a5)[(5152),
et enfin une loi externe sur ST'M, ayant S~ 'A comme ensemble d’opérateurs, en posant
(afs)(m|s')=(am)/(ss'). On vérifie ainsi que S*A est muni d’une structure d’anneau
(dit anneau de fractions de A & dénominateurs dans S) et S™*M d’une structure de S~ A-module
(dit module des fractions de M a dénominateurs dans S) ; pour tout se€S, s/1 est inversible
dans S7!A, son inverse étant 1/s. L’application canonique i (resp. ;) est un homo-
morphisme d’anneaux (resp. un homomorphisme de A-modules, S™'M étant considéré
comme A-module au moyen de ’homomorphisme #§ : A—~S7!A).

(x.2.3) Si S,={f"},~, pour un feA, on écrit A, et M, aulicu de S;'A et S;'M;
quand A, est considéré comme algebre sur A, on peut écrire A;=A[1/f]. A, est isomorphe
a lalgebre quotient A[T]/(fT—r1)A[T]. Lorsque f=1, A; et M, s’identifient canoni-
quement & A et M ; si f est nilpotent, A; et M; sont réduits a o.

Lorsque S=A—p, ol p est un idéal premier de A, on écrit A, et M, au lieu
de ST*A et ST'M ; A, est un anneau local dont I'idéal maximal g est engendré par 7 (p),
et on a (i5)7'(q)=p ; par passage aux quotients, i donne un monomorphisme de
I’anneau intégre A/p dans le corps A,/q, qui s’identifie au corps des fractions de A/p.

(x.2.4) L’anneau de fractions S™'A et ’homomorphisme canonique i sont
solution d’un probléme d’application universelle : tout homomorphisme z de A dans un
anneau B tel que %(S) se compose d’éléments inversibles dans B se factorise d’une seule
maniére

u: A->ST'A->B

PN u*

13



14 A. GROTHENDIECK Chap. o

ol #* est un homomorphisme d’anneaux. Sous les mémes hypothéses, soient M un
A-module, N un B-module, » : M—N un homomorphisme de A-modules (pour la
structure de B-module sur N définie par # : A->B); alors v se factorise d’une seule
maniere

v : M=>S'M-N

5
T o*

ol v° est un homomorphisme de S~ A-modules (pour la structure de S™'A-module
sur N définie par ).

(r.2.5) On définit un isomorphisme canonique ST!A®,M Y S'M de S'A-
modules, en faisant correspondre a I’élément (a/s)®@m I'élément (am)/s, I'isomorphisme
réciproque appliquant m/s sur (1/s)®m.

(x.2.6) Pour tout idéal a’ de S™'A, a=(i{)""(a’) est unidéalde A, et a’ est 'idéal
de ST'A engendré par i3(a), qui s’identifie & S™'a (1.3.2). L’application p’'—(:5)~'(p’)
est un isomorphisme, pour la structure d’ordre, de P’ensemble des idéaux premiers de
S™'A sur ’ensemble des idéaux premiers p de A tels que pnS=@. En outre, les anneaux
locaux A, et (S7'A)g., sont alors canoniquement (1.5.1) isomorphes.

(x.2.7) Lorsque A est un anneau intégre, dont on désigne par K le corps des
fractions, Papplication canonique i; : A—~ST!A est injective pour toute partie multi-
plicative S ne contenant pas o, et ST'A s’identifie alors canoniquement 2 un sous-anneau
de K contenant A. En particulier, pour tout idéal premier p de A, A, est un anneau local
contenant A, d’idéal maximal pA,, et on a pA,nA=p.

(x.2.8) Si A est un anneau réduit (1.1.1), il en est de méme de ST'A : en effet,
si (x/s)"=o0 pour x€A, seS, cela signifie qu’il existe s'e S tel que s'x"=o0, d’ou (s'x)"=o0,
ce qui, par hypothese, entraine s'’x=o0, donc x/s=o.

1.3. Propriétés fonctorielles.

(x.3.x) Soient M, N deux A-modules, ¥ un A-homomorphisme M-—N. Si S
est une partie multiplicative de A, on définit un S—*A-homomorphisme S™'M — SN,
noté S~'u, en posant (S™'u)(m/s)=u(m)/s ; si ST'M et ST'N sont canoniquement iden-
tifiéssa STIA®O,M et ST'A®,N (1.2.5), ST'u est identifié & 1®u. Si P est un troisi¢éme
A-module, » un A-homomorphisme N—P, on a S™!(vou) = (S7'9)o(S™'u) ; autrement
dit ST'M est un joncteur covariant en M, de la catégorie des A-modules dans celle des
S~'A-modules (A et S étant fixés).

(x.3.2) Le foncteur S™'M est exact ; autrement dit, si la suite

M5NS>P
est exacte, il en est de méme de la suite

8~ 1u §-1v

ST'M - SN - S™!P.
En particulier, si # : M—N est injectif (resp. surjectif), il en est de méme de S™'u ;

14



§1 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 15

si N et P sont deux sous-modules de M, S™'N et S™'P s’identifient canoniquement 2 des
sous-modules de S™'M, et I'on a

STUN+P)=S"IN4+S7'P et S{NnP)=(S"'N)n(S'P).

(r.3.3) Soit (M,, 9g,) un systeme inductif de A-modules ; alors (S7'M,, S~'q,,)
est un systéme inductif de S™'A-modules. Exprimant les S™'M, et S™'¢y, comme des
produits tensoriels (1.2.5 et 1.8.1), il résulte de la permutabilité des opérations de
produit tensoriel et de limite inductive, que ’'on a un isomorphisme canonique

S™'limM, = limS~'M,

ce qu’on exprime encore en disant que le foncteur ST'M (en M) commute avec les limites
inductives.
(x.3.4) Soient M, N deux A-modules ; il existe un isomorphisme canonique
Sonctoriel (en M et N)
' (5T'M)® 4., (ST'N) 3 ST/(M®,N)

qui transforme (m/s)®(nft) en (m®n)/st.
(x.3.5) On a de méme un homomorphisme fonctoriel (en M et N)

S—'Hom,(M, N) - Homg..,(S~'M, S~'N)

qui, a u/s, fait correspondre ’homomorphisme m/t—u(m)/st. Lorsque M a une présentation
finie, ’homomorphisme précédent est un isomorphisme : c’est immédiat lorsque M est de
la forme A’, et on passe de 1a au cas général en partant de la suite exacte AP—A?>M->o,
et en utilisant ’exactitude du foncteur S™'M et l’exactitude & gauche du foncteur
Hom, (M, N) en M. On notera que ce cas se présente toujours lorsque A est noethérien
et le A-module M de type fini.

1.4. Changement de partie multiplicative.

(x.4.1) Soient S, T deux parties multiplicatives d’un anneau A telles que ScT;
il existe un homomorphisme canonique g} ® (ou simplement ™ %) de S™'A dans T—'A,
faisant correspondre & 1’élément noté a/s de S™'A I'élément noté a/s dans T"'A; on a
iy =py Soil. Pour tout A-module M, il existe de méme une application S™'A-linéaire
de ST'M dans T'M (ce dernier étant considéré comme S~'A-module grice 4 ’homo-
morphisme g} %), qui fait correspondre 4 I'élément m/s de S~ M I’élément m/s de T"'M;

on note cette application g%, ou simplement ™%, et on a encore iy=p; Soty; dans

Iidentification canonique (1.2.5), py® s’identifie & pp *®1. L’homomorphisme gy ®
est un morphisme fonctoriel (ou transformation naturelle) du foncteur S™'M dans le

foncteur T—'M, autrement dit, le diagramme
S~IM 25 §7IN
T, T,8
Pu’ ' PN’
v o
T'M — TN

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. o

est commutatif, pour tout homomorphisme # : M—N; on notera en outre que T 1u
est entirement déterminé par S~'u, car pour meM et t€T, on a

(T~ u) (mft) = (¢/1) "™ (ST u) (m/1)).
(x.4.2) Avec les mémes notations, pour deux A-modules M, N, les diagrammes
(cf. (1.3.4) et (1.3.5))
(S7'M)®gu, (ST!N) X ST (MO,N) S~'Hom, (M, N) - Homg., (S™*M, S7'N)

¥ ¥ v \
(T—'M) @, (T'N) 3 THM®,N) T—*Hom, (M, N) - Homy.,(T—'M, T'N)

sont commutatifs.

(x.4.3) Il y a un cas important dans lequel ’homomorphisme p™ % est bijectif,
savoir lorsque tout élément de T est diviseur d’un élément de S ; on identifie alors
par %% les modules S7*M et T *M. On dit que S est saturé si tout diviseur dans A d’un
élément de S est dans S ; en remplagant S par 'ensemble T de tous les diviseurs des
éléments de S (ensemble qui est multiplicatif et saturé), on voit qu’on peut toujours,
si Pon veut, se limiter & la considération de modules de fractions S~'M, ou S est saturé.

(x.4.4) Si S, T, U sont trois parties multiplicatives de A telles que ScTcU,

on a :
QU8 — U TooT S,
(x.4.5) Considérons une famille filtrante croissante (S,) de parties multiplicatives
de A (on écrira a<p pour S,CSy), etsoit S la partie multiplicative US, ; posons

Pea=ps* % pour a<P; en vertu de (1.4.4), les homomorphismes p,, définissent un
anneau A’ limite inductive du systéme inductif d’anneaux (S;'A, gg,). Soit p, Iappli-
cation canonique S;'A—A’, et posons ¢,=py % ; comme ¢,=qgop,, pour «<f
d’aprés (1.4.4), on peut définir de fagon unique un homomorphisme ¢ : A'—>S'A
tel que le diagramme

ST1A
oy ¥ epa Pu («<B)
Sz 'A
e [4¢]
A== L SsIA

®

soit commutatif. En fait, ¢ est un isomorphisme : il est en effet immédiat par construction
que ¢ est surjectif. D’autre part, si p,(afs,) €A’ est tel que o(p,(afs,)) =0, cela signifie
que afs,=o0 dans ST'A, c’est-a-dire qu’il existe s€S tel que sa=o0; maisil yaun
B>a tel que seS; et par suite, comme p,(a/s,) =py(sa/ss,) =0, on voit que ¢ est
injectif. On traite de méme le cas d’un A-module M, et on a ainsi défini des
isomorphismes canoniques
lim SA 3 (lim 8,) A, lim S7"M 3 (lim S)™'M,

le second étant fonctoriel en M.

16



§1 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 17

(x.4.6) Soient S,, S, deux parties multiplicatives de A ; alors S;S, est aussi une
partie multiplicative de A. Désignons par S, I'image canonique de S, dans ’anneau
S;'A, qui est une partie multiplicative de cet anneau. Pour tout A-module M, il
existe alors un isomorphisme fonctoriel

S;7HSTM) I (S,8,) 7'M

qui fait correspondre a (m/s,)/(sy/1) I’élément m/(sys,).

1.5. Changement d’anneau.

(x.5.x) Soient A, A’ deux anneaux, ¢ un homomorphisme A’'—>A, S (resp.
S’) une partie multiplicative de A (resp. A’), telle que ¢(S')cS ; I’homomorphisme

composé A’ > A —> S'A se factorise en A’ — S''A’ “>S'A en vertu de (1.2.4);
on a @%(a'/s')=o¢(a)]e(s"). Si A=o(A) et S=¢(S), ¥ est surjective. Si A'=A
et si ¢ est 'identité, ¢ n’est autre que ’homomorphisme p5'® défini en (1.4.1).

(x.5.2) Sous les hypothé¢ses de (1.5.1), soit M un A-module. Il existe un homo-
morphisme canonique fonctoriel

[o S,_I(M[q;]) -—> (S—IM)[CPS']

de S''A’-modules, faisant correspondre a tout élément m/s’ de S'~'(My;) I’élément
mlo(s') de (ST'M)yeq; on vérifie en effet immédiatement que cette définition ne
dépend pas de ’expression m/s’ de I’élément considéré. Lorsque S=¢(S'), ’homomor-
phisme o est bijectif. Lorsque A'=A et que ¢ est 'identité, ¢ n’est autre que ’homo-
morphisme py® défini en (1.4.1).

Lorsqu’on prend en particulier M =A, Phomomorphisme ¢ définit sur A une
structure de A’-algébre; S'T'(Ay) est alors muni d’une structure d’anneau, pour
laquelle il s’identifie & (9(S'))™'A, et 'homomorphisme o : S8'7'(Ay)) > S™'A est un
homomorphisme de S'—'A’-algebres.

(x.5.3) Soient M et N deux A-modules ; en composant les homomorphismes
définis dans (1.3.4) et (1.5.2), on obtient un homomorphisme

(S_1M®S-1AS—1N)[¢S'] < S’—'l((M®AN)[¢])
qui est un isomorphisme lorsque ¢(S')=S. De méme, en composant les homomor-
phismes (1.3.5) et (1.5.2), on obtient un homomorphisme
8"~} ({Hom, (M, N))y,;) - (Homg, (S™'M, S7'N)) sy
qui est un isomorphisme lorsque ¢(S')=S et que M admet une présentation finie.
(x.5.4) Considérons maintenant un A’-module N’, et formons le produit tensoriel

N'®, Ay, qui peut étre considéré comme un A-module en posant a.(n'®b)=n'®(ab).
Il existe un isomorphisme fonctoriel de S~'A-modules

T (SI—IN,) ®Sl—1A' (S_lA)[qu'] : S—I(N’ ®Ar A[@])

17



18 A. GROTHENDIECK Chap. o

qui, a Pélément (n'/s')®(afs), fait correspondre I’élément (n'®a)/(p(s')s); on vérifie
en effet séparément que lorsqu’on remplace #'/s’ (resp. a/s) par une autre expression du
méme élément, (n'®a)/(e(s')s) ne change pas; d’autre part, on peut définir un homo-
morphisme réciproque de 7 en faisant correspondre a (n’'®a)/s I'élément (n'/1)®(afs) :
on utilise le fait que S™'(N'®, A)) est canoniquement isomorphe & (N'®, A )®,S'A
(1.2.5), donc aussi & N'®, (S7'A),,, en désignant par ¢ I’homomorphisme composé
a'—o¢(a)/1 de A’ dans ST'A.

(r.5.5) Si M’ et N’ sont deux A’-modules, en composant les isomorphismes (1.5.4)
et (1.5.4), on obtient un isomorphisme

S'=IM' @g S IN' Qg STTA Y S™HM' ®, N'®, A).

De méme, si M’ admet une présentation finie, on a en vertu de (1.3.5) et (1.5.4),
un isomorphisme
Homg. (S 7'M/, S™'N')®g.,ST*A X S~ (Hom, (M', N')®, A).
~ (x.5.6) Sous les hypotheses de (1.5.1), soit T (resp. T’) une seconde partie

multiplicative de A (resp. A’) telle que ScT' (resp. S'cT’) et ¢(T)cT. Alorsle
diagramme

s—A' S sIA

oT's S’ 1 ‘ oTs 8

T A’ e T'A

®

est commutatif. Si M est un A-module, le diagramme

S THMy,) > (ST M)ge

oT's & l j oTs S

T (M) > (T M)
est commutatif. Enfin, si N’ est un A’-module, le diagramme

(S™'N') Oy (ST'A) oy 3 S (N' D Ay

| -

(T,_lN’) ®Tl—x A (TlA) [(pT'] : ':[‘—1 (N/ ®A'A[<P])

est commutatif, la fléche verticale de gauche étant obtenue en appliquant gt ¥ a4 S'~!N’
et pp5 a ST'A.

18



§1 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 19

(x.5.7) Soient A" un troisi¢éme anneau, ¢’ : A”—A' un homomorphisme d’an-
neaux, S’ une partie multiplicative de A" telle que ¢'(S")cS’. Posons ¢’ = ¢og’;
alors on a

Soit M un A-module ; on a évidemment My = (My)q; si o' et o sont les

homomorphismes définis & partir de ¢’ et ¢'’ comme ¢ est défini dans (1.5.2) & partir
de ¢, on a la formule de transitivité

¢'"=oco0'.

Enfin, soit N'' un A''-module ; le A-module N ”®A"A[<p,,] s’identifie canoniquement
a (N"®pA'[)Ou A, et de méme, le ST'A-module (S" 7N )®g.,.(S7'A) .57 s'iden-
tifie canoniquement 3 ((S"'N"") @ g (S A" (57) iy (ST'A) 5. Avec ces identi-
fications, si v’ et ©'’ sont les isomorphismes définis & partir de ¢’ et ¢’ comme 1 est défini
dans (1.5.4) a partir de ¢, on a la formule de transitivité

T =710(T'®1).

(x.5.8) Soit A un sous-anneau d’un anneau B ; pour tout idéal premier minimal p
de A, il existe un idéal premier minimal g de B tel que p=Ang. En effet, A, est un sous-
anneau de B, (1.3.2) et posséde un seul idéal premier p’ (1.2.6) ; comme B, n’est pas
réduit a o, il posséde au moins un idéal premier g’ et on a nécessairement §'nA,=p’;
Pidéal premier q, de B, image réciproque de g’ estdonc telque q,nA ==p, eta fortiorion a
gnA =D pour tout idéal premier minimal q de B contenu dans q;.

1.6. Identification du module Mf a une limite inductive.

(x.6.1) Soient M un A-module, f un élément de A. Considérons une suite (M,)
de A-modules, tous identiques & M, et pour tout couple d’entiers m<n, soit ¢,, 1’homo-
morphisme z—f"""z de M,, dans M, ; il est immédiat que ((M,), (¢,,)) est un systéme
inductif de A-modules ; soit N:li_n} M, la limite inductive de ce syst¢tme. Nous allons
définir un A-isomorphisme canonique fonctorie/l de N sur M,. Pour cela, remarquons
que, pour tout n, 6, :z—>z/f" est un A-homomorphisme de M=M, dans M,, et il
résulte des définitions que I'on a 6,0¢,,=90, pour m<n. Il existe donc un A-homo-
morphisme 6 : N—+M, tel que, si ¢, désigne ’homomorphisme canonique M,—N,
on ait 6,=00¢, pour tout n. Comme par hypothése tout élément de M, est de la forme
z[f" pour un n au moins, il est clair que 0 est surjectif. D’autre part, si 6(¢,(z)) =o0,
autrement dit z/f"=o, il existe un entier £>o0 tel que f*2=o, donc ¢, ,,(z)=o,
ce qui entraine ¢,(z) =0. On peut donc identifier M, et h_r)n M, au moyen de 0.

(x.6.2) Ecrivons maintenant M,,, o, et o aulieude M,, ¢,, et ¢, Soitg
un second élément de A. Comme f"* divise f"g¢", on a un homomorphisme fonctoriel

s * Mj—=>M,, (1.4.1 et 1.4.3) ;
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20 A. GROTHENDIECK Chap. o

si on identifie M; et M, a lim M, et lim M, , respectivement, p, . s’identific a la
limite inductive des applications of ; : M, , — M, , définies par o} ,(z) =g"z. Eneffet, cela
résulte immédiatement de la commutativité du diagramme

n
Prg, t

M/,n - Mfﬂ,n
o

T

Pfa,f
M, — M,
x.7. Support d’un module.

(x.7.1) Etant donné un A-module M, on appelle support de M et on note Supp(M)
I'ensemble des idéaux premiers p de A tels que M, +o0. Pour que M=o, il faut et
il suffit que Supp(M) =9, carsi M,=o0 pour tout p, ’annulateur d’'un élément xeM
ne peut étre contenu dans aucun idéal premier de A, donc est A tout entier.

(x.7.2) Si 0>N—->M-—>P-—>0 est une suite exacte de A-modules, on a

Supp(M) = Supp(N) uSupp(P)

car pour tout idéal premier p de A, la suite 0—>N,—M,—P,—o0 est exacte (1.3.2) et
pour que M, =o, il faut et il suffit que N,=P,=o.
(x.7.3) Si M est somme d’une famille (M,) de sous-modules, M,, est somme des
(M,), pour tout idéal premier p de A (1.3.3 et 1.3.2), donc Supp (M) = U Supp (M,).
x

(x.7.4) Si M est un A-module de type fini, Supp(M) est ’ensemble des idéaux
premiers contenant ’annulateur de M. En effet, si M est monogéne et engendré par x, dire
que M, =o0 signifie qu’il existe s¢p tel que s.x=o0, donc que p ne contient pas
I'annulateur de x. Si maintenant M admet un syst¢me fini (;);<;<, de générateurs
et si a; est "annulateur de x;, il résulte de (1.7.3) que Supp(M) est ’ensemble des p
contenant ’'un des q;, ou, ce qui revient au méme, I’ensemble des p contenant a= ﬂntu
qui est ’annulateur de M. L

(r.7.5) Si M et N sont deux A-modules de type fini, on a
Supp(M®,N) — Supp(M) n Supp(N).

Il s’agit de voir que si p est un idéal premier de A, la condition Mp®Apr=l= o est équi-
valente 2 « M,+o0 et N %0 » (compte tenu de (1.3.4)). Autrement dit, il s’agit de
voir que si P, Q) sont deux modules de type fini sur un anneau local B, non réduits a o,
alors P®;Q#+o0. Soit m I'idéal maximal de B. En vertu du lemme de Nakayama, les
espaces vectoriels P/mP et Q /mQ ne sont pas réduits & o, donc il en est de méme de
leur produit tensoriel (P/mP)®jg, (Q/mQ)=(P®,Q)®;(B/m), d’ot la conclusion.

En particulier, si M est un A-module de type fini, a un idéal de A, Supp(M/aM)
est ’ensemble des idéaux premiers contenant 4 la fois a et ’annulateur n de M (1.7.4),
autrement dit ’ensemble des idéaux premiers contenant a--1.
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§ 2. ESPACES IRREDUCTIBLES. ESPACES NOETHERIENS

2.1. Espaces irréductibles.

(2.1.1) On dit qu’'un espace topologique X est irréductible s’il est non vide et s’il
n’est pas réunion de deux sous-espaces fermés distincts de X. Il revient au méme de
dire que X+ O et que Pintersection de deux ouverts (et par suite d’un nombre fini
d’ouverts) non vides de X est non vide, ou que tout ouvert non vide est partout dense,
ou que toute partie fermée +X est rare, ou enfin que tout ouvert de X est connexe.

(2.x.2) Pour qu’un sous-espace Y d’un espace topologique X soit irréductible,
il faut et il suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier, tout sous-espace
qui est I’adhérence {—x} d’un sous-espace réduit a un point est irréductible ; nous expri-

N

merons la relation ye@ (équivalente a D—}C{—x}) en disant que y est spécialisation
de x ou que x est une générisation de y. Lorsqu’il existe dans un espace irréductible X un
point x tel que X=—{7}, nous dirons que x est point générique de X. Tout ouvert non vide
de X contient alors x et tout sous-espace contenant x admet x pour point générique.

(2.1.3) Rappelons qu’on appelle espace de Kolmogoroff un espace topologique X
vérifiant I’axiome de séparation :

(T,) Si x=+y sont deux points quelconques de X, il existe un ensemble ouvert
contenant I’'un des points x, y et non I’autre.

Si un espace de Kolmogoroff irréductible admet un point générique, il n’en admet
qu’un seul puisqu’un ouvert non vide contient tout point générique.

Rappelons qu’un espace topologique X est dit quasi-compact si, de tout recou-
vrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini de X (ou, ce qui
revient au méme, si toute famille filtrante décroissante d’ensembles fermés non vides a
une inter-section non vide). Si X est un espace quasi-compact, toute partie fermée non
vide A de X contient un ensemble fermé non vide minimal M, car Pensemble des parties
fermées non vides de A est inductif pour la relation D ; si en outre X est un espace de
Kolmogoroff, M est nécessairement réduite & un seul point (ou, comme on dit par abus
de langage, est un point fermé).

(2.1.4) Dans un espace irréductible X, tout sous-espace ouvert non vide U est
irréductible, et si X admet un point générique x, x est aussi point générique de U.

Soit (U,) un recouvrement (dont 'ensemble d’indices est non vide) d’'un espace
topologique X, formé d’ouverts non vides; pour que X soit irréductible, il faut et il
suffit que U, soit irréductible pour tout «, et que U,nUg+0 quels que soient «, 8.
La condition est évidemment nécessaire ; pour voir qu’elle est suffisante, il suffit de
prouver que si V est un ouvert non vide de X, VAU, est non vide pour tout «, car
alors VnU, est dense dans U, pour tout «, et par suite V est dense dans X. Or, il y a
au moins un indice y tel que VnaU,+0, donc VnU, est dense dans U,, et comme,
pour tout «, U,nU,+0, on a aussi VaU,nU_ =+ 0.
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(2.1.5) Soient X un espace irréductible, f une application continue de X dans
un espace topologique Y. Alors f(X) est irréductible, et si x est point générique de X,
f(x) est point générique de f(X) et par suite aussi de fT)?) En particulier, si de plus
Y est irréductible et a un seul point générique p, pour que f(X) soit partout dense, il
faut et il suffit que f(x)=y.

(2.1.6) Tout sous-espace irréductible d’un espace topologique X est contenu
dans un sous-espace irréductible maximal, qui est nécessairement fermé. Les sous-espaces
irréductibles maximaux de X sont appelés les composantes irréductibles de X. Si Z,, Z, sont
deux composantes irréductibles distinctes de I'espace X, Z;nZ, est un ensemble fermé
rare dans chacun des sous-espaces Z,, Z, ; en particulier, si une composante irréductible
de X admet un point générique (2.1.2) un tel point ne peut appartenir & aucune autre
composante irréductible. Si X n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles Z;

(1<i<n), et si, pour chaque 7, on pose Ui=ZinC{\/ ‘l#JiZi\", les U, sont ouverts, irré-
ductibles, deux & deux sans point commun et leur rédleion est dense dans X.

Soit U une partie ouverte d’un espace topologique X. Si Z est une partie irré-
ductible de X rencontrant U, ZnU est ouvert et dense dans Z, donc irréductible;
inversement, pour toute partie fermée irréductible Y de U, ’adhérence Y de Y dans X
est irréductible et YAnU=Y. On en conclut qu’il y a correspondance biunivoque
entre les composantes irréductibles de U et les composantes irréductibles de X qui
rencontrent U.

(2.x.7) Si un espace topologique X est réunion d’un nombre fini de sous-espaces
irréductibles fermés Y;, les composantes irréductibles de X sont les éléments maximaux
de ’ensemble des Y, car si Z est une partie fermée irréductible de X, Z est réunion des
ZnY,;, d’ou on tire aussitét que Z doit étre contenu dans un des Y,. Soit Y un sous-
espace d’un espace topologique X, et supposons que Y n’ait qu’un nombre fini de
composantes irréductibles Y; (1<i<n); alors les adhérences Y, dans X sont les compo-
santes irréductibles de Y.

(2.1.8) Soit Y un espace irréductible admettant un seul point générique .
Soient X un espace topologique, f une application continue de X dans Y. Alors, pour
toute composante irréductible Z de X rencontrant f~'(y), f(Z) est dense dans Y. La
réciproque n’est pas nécessairement vraie ; toutefois, si Z admet un point générique g,
et si f(Z) est dense dans Y, on a nécessairement f(z)=y (2.1.5); en outre, Zn f~(y)
est alors 'adhérence de {z} dans f~'(y) et est donc irréductible, et comme toute partie
irréductible de f~'(y) contenant z est nécessairement contenue dans Z (2.1.6), z est
point générique de Znjf'(y). Comme toute composante irréductible de f'(y) est
contenue dans une composante irréductible de X, on voit que si toute composante
irréductible Z de X rencontrant f~'( y) admet un point générique, alors il y a correspondance
biunivoque entre ’ensemble de ces composantes et ’ensemble des composantes irréduc-
tibles Znf~*(Y) def'(»), les points génériques de Z étant identiques & ceux de
Zonf ().
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2.2. Espaces noethériens.

(2.2.1) On dit qu’un espace topologique X est noethérien si ’ensemble des ouverts
de X vérifie la condition maximale, ou, ce qui revient au méme, si 'ensemble des fermés
de X vérifie la condition minimale. On dit que X est localement noethérien si tout xeX
admet un voisinage qui est un sous-espace noethérien.

(2.2.2) Soit E un ensemble ordonné vérifiant la condition minimale, et soit P une
propriété des éléments de E soumise a la condition suivante : si acE est tel que pour tout
x<a, P(x) soit vraie, alors P(a) est vraie. Dans ces conditions, P(x) est vrate pour tout xcE
(« principe de récurrence noethérienne »). En effet, soit F I’ensemble des xeE pour
lesquels P(x) est fausse ; si F était non vide, il aurait un élément minimal q, et comme alors
P(x) est vraie pour tout x<a, P(a) serait aussi vraie, ce qui est contradictoire.

Nous appliquerons en particulier ce principe lorsque E est un ensemble de parties
Jfermées d’un espace noethérien.

(2.2.3) Tout sous-espace d’un espace noethérien est noethérien. Inversement,
tout espace topologique réunion finie de sous-espaces noethériens est noethérien.

(2.2.4) Tout espace noethérien est quasi-compact ; inversement, tout espace
topologique dans lequel tout ouvert est quasi-compact est noethérien.

(2.2.5) Un espace noethérien n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles,
comme on le voit par récurrence noethérienne.

§ 3. COMPLEMENTS SUR LES FAISCEAUX

3.1. Faisceaux a valeurs dans une catégorie.

(3.x.1) Soient K une catégorie, (A,)yc1> (Ayp)s peix: deux familles d’objets
de K telles que Ag,=A,g, (Pap)(s, ge1x1 une famille de morphismes g, : A,—A ;. Nous
dirons qu’un couple formé d’un objet A de K et d’une famille de morphismes p, : A=A,
est solution du probléme universel défini par la donnée des familles (A,), (A,z) et (p,a) Si,
pour tout objet B de K, l’application qui, a tout feHom(B, A) fait correspondre la
famille (p of )el;IHom(B, A,) est une bijection de Hom(B, A) sur 'ensemble des (f,)

telles que p,gof, =pp,0fy pour tout couple d’indices («, p). On voit aussitét que sil
existe une telle solution, elle est unique & un isomorphisme pres.

(3-1.2) Nous ne rappellerons pas la définition d’un préfaisceau U—F (U) sur
un espace topologique X, a valeurs dans une catégorie K (G, I, 1.9) ; nous dirons qu’un
tel préfaisceau est un faisceau d valeurs dans K §’il satisfait a I’axiome suivant :

(F) Pour tout recouvrement (U ) d’un ouvert U de X par des ouverts U , contenus dans U, si on
désigne par o, (resp. p,p) le morphisme de restriction

FU) - F(U,) (resp. #(U,) - F(U,nUy)),
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le couple formé de F (U) et de la famille (p,) est solution du probléeme universel pour (% (U,)),
(F(UanUp)) et (pog) (3-1.1) (1).

Il revient au méme de dire que, pour tout objet T de K, la famille
U—-Hom(T, #(U)) est un faisceau d’ensembles.

(3.1.3) Supposons que K soit la catégorie définie par une « espéce de structure
avec morphismes » X, les objets de K étant donc les ensembles munis de structures
d’espéce X et les morphismes ceux de 2. Supposons que la catégorie K vérifie en outre
la condition suivante :

(E) Si (A, (p,)) est solution d’un probléme d’application universelle dans la catégorie K
pour des familles (A,), (A,g), (pqs), alors C’est aussi une solution du probléme d’application
universelle pour les mémes familles dans la catégorie des ensembles (c’est-a-dire quand on
considere A, les A, et A,; comme des ensembles, les p, et p,;, comme des applications) (2).

Dans ces conditions, la condition (F) entraine que, considéré comme préfaisceau
d’ensembles, U—F(U) est un faisceau. En outre, pour qu’une application u : T—%(U)
soit un morphisme de K, il faut et il suffit, en vertu de (F), que chaque application p,ou ‘
soit un morphisme T—>%(U,), ce qui signifie que la structure d’espéce Z sur % (U)
est structure initiale pour les morphismes p,. Réciproquement, supposons qu’un préfaisceau
U—-%(U) sur X, a valeurs dans K, soit un faisceau d’ensembles, et vérifie la condition
précédente ; il est clair alors qu’il satisfait a (F), donc est un faisceau & valeurs dans K.

(3-1.4) Lorsque X est I’espece de structure de groupe ou d’anneau, le fait que
le préfaisceau U—% (U) a valeurs dans K est un faisceau d’ensembles entraine ipso facto
que c’est un faisceau a valeurs dans K (autrement dit, un faisceau de groupes ou d’anneaux
au sens de (G)) (3). Mais il n’en est plus de méme lorsque par exemple K est la catégorie
des anneaux topologiques (avec pour morphismes les représentations continues) : un faisceau
a valeurs dans K est un faisceau d’anneaux U—%(U) tel que, pour tout ouvert U
et tout recouvrement de U par des ouverts U, cU, Ila topologie de ’anneau & (U)
soit la moins fine rendant continues les représentations &% (U)-% (U, ). On dira dans
ce cas que U—->F(U) considéré comme faisceau d’anneaux (sans topologie) est sous-
Jacent au faisceau d’anneaux topologiques U—% (U). Les morphismes uy : #(V)—>%(V)
(V ouvert arbitraire de X) de faisceaux d’anneaux topologiques sont donc des homo-
morphismes des faisceaux d’anneaux sous-jacents, tels que uy soit continu pour tout
ouvert VcX; pour les distinguer des homomorphismes quelconques des faisceaux
d’anneaux sous-jacents, on les appellera homomorphismes continus de faisceaux d’anneaux
topologiques. On a des définitions et conventions analogues pour les faisceaux d’espaces
topologiques ou de groupes topologiques.

() C’est un cas particulier de la notion générale de limite projective (non filtrante) (voir (T, I, 1.8) et le
livre en préparation annoncé dans I’Introduction).

(3) On peut prouver que cela signifie aussi que le foncteur canonique K —> (Ens) permute aux limites projectives
(non nécessairement filtrantes).

(3) Cela tient a ce que dans la catégorie K, tout morphisme qui est une bijection (en tant qu’application
d’ensembles) est un isomorphisme. Cela n’est plus vrai lorsque K est la catégorie des espaces topologiques, par exemple,
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(3.x.5) Il est clair que pour toute catégorie K, si % est un préfaisceau (resp. un
faisceau) sur X a valeurs dans K et U un ouvert de X, les &# (V) pour les ouverts VcU
constituent un préfaisceau (resp. un faisceau) a valeurs dans K, que 'on appelle pré-
faisceau (resp. faisceau) induit par & sur U et que I'on note &% | U.

Pour tout morphisme u : #—>% de préfaisceaux sur X a valeurs dans K, on
désignera par #|U le morphisme % |U—%|U formé des uy pour VcU.

(3.1.6) Supposons maintenant que la catégoric K admette des /limites induc-
tives (T, 1.8) ; alors, pour tout préfaisceau (et en particulier tout faisceau) & sur X a
valeurs dans K et tout xe€X, on peut définir la fibre %, comme Pobjet de K limite
inductive des % (U) selon ’ensemble filtrant (pour >) des voisinages ouverts U de x
dans X, et pour les morphismes oy : F(V)—+Z(U). Si u : F—+9% est un morphisme
de préfaisceaux a valeurs dans K, on définit pour tout x€X le morphisme u, : F,—~ 9,
comme la limite inductive des uy : F (U)—>%(U) selonl’ensemble des voisinages ouverts
de x ; on définit ainsi &, comme foncteur covariant en &, a valeurs dans K, pour
tout xeX.

Lorsque K est en outre définie par une espéce de structure avec morphismes X,
on appelle encore sections au-dessus de U d’un faisceau F a valeurs dans K les éléments
de #(U), et on écrit alors I'(U, &) au lieu de #(U); pour seI'(U, #), V ouvert
contenu dans U, on écrit 5|V au lieu de p{(s) ; pour tout xeU, l'image canonique
de s dans % est le germe de s au point x, noté s, (nous n’emploierons jamais la notation s(x)
dans ce sens, cette notation étant réservée pour une autre notion relative aux faisceaux
particuliers qui seront considérés dans ce Traité (5.5.1)).

Si alors u : -9 est un morphisme de faisceaux a valeurs dans K, on écrira u(s)
au lieu de uy(s) pour tout seI'(U, &).

Si & est un faisceau de groupes commutatifs, ou d’anneaux, ou de modules, on dit
que Pensemble des xeX tels que %, +{o} est le support de F, noté Supp(ZF); cet
ensemble n’est pas nécessairement fermé dans X.

Lorsque K est définie par une espéce de structure avec morphismes, nous nous
abstiendrons systématiquement de faire intervenir le point de vue des « espaces étalés » en ce qui
concerne les faisceaux a valeurs dans K ; autrement dit, nous ne considérerons jamais
un faisceau comme un espace topologique (ni méme comme I’ensemble réunion de ses
fibres), et nous ne considérerons pas davantage un morphisme u: % —9% de tels faisceaux
sur X comme une application continue d’espaces topologiques.

3.2. Préfaisceaux sur une base d’ouverts.

(3-2.1) Nous nous restreindrons dans ce qui suit a des catégories K admettant
des limites projectives (généralisées, c’est-a-dire correspondant a des ensembles préordonnés
non nécessairement filtrants, cf. (T, 1.8)). Soient X un espace topologique, B une base
d’ouverts pour la topologie de X. Nous appellerons préfaisceau sur B, a valeurs dans K,
une famille d’objets % (U) €K, attachés a chaque UeB, et une famille de morphismes
ey : F(V)—>F(U) définis pour tout couple (U, V) d’éléments de B tels que UcV,
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avec les conditions py=identité et py =pjopy si U, V, W dans B sont tels que
UcVcW. On peut lui associer un préfaisceau a valeurs dans K : U—Z'(U) au sens
ordinaire, en prenant pour tout ouvert U, %#'(U) =Em Z(V), ou V parcourt I’en-
semble ordonné (pour C, non filtrant en général) des ensembles Ve®B tels que VcU, car
les #(V) forment un systéme projectif pour les oy (VcWcU, VeB, WeB). En effet,
si U, U’ sont deux ouverts de X tels que UcU’, on définit o'] comme la limite
projective (pour VcU) des morphismes canoniques &' (U')—%(V), autrement dit
I'unique morphisme #'(U')—4%"'(U), qui, composé avec les morphismes canoniques
F'(U)—>%(V), donne les morphismes canoniques & '(U')—>%(V); la vérification de
la transitivité des 'y est alors immédiate. De plus,si Ue®B, le morphisme canonique
F'(U)—->Z(U) est un isomorphisme, permettant d’identifier ces deux objets ().

(3.2.2) Pour que le préfaisceau #' ainsi défini soit un faisceau, il faut et il suffit
que le préfaisceau F sur B vérifie la condition :

(F,) Pour tout recouvrement (U,) de UeB par des ensembles U B contenus dans U, et
pour tout objet TeK, Uapplication qui, a tout feHom(T, F(U)) fait correspondre la
Samille (pga of )e l;[ Hom(T, # (U,)) est une bijection de Hom(T, % (U)) sur I’ensemble des ( f,)

tels que oy*of,=pyPofy pour tout couple d’indices (a, P) et tout VeB tel que VcU,nU, (2).

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante,
considérons d’abord une seconde base B’ de la topologie de X, contenue dans B, et
montrons que si &' désigne le préfaisceau déduit de la sous-famille (F(V))ycg, F ' est
canoniquement isomorphe 3 Z'. En effet, tout d’abord la limite projective (pour Ve®B',
VcU) des morphismes canoniques % (U)—% (V) est un morphisme %' (U)—Z"'(U)
pour tout ouvert U. Si Ue®B, ce morphisme est un isomorphisme, car par hypothése
les morphismes canoniques %' (U)—ZF (V) pour VeB’, VcU, se factorisent en
F'"(U)>ZF (U)->F(V), et il est immédiat de voir que les composés des morphismes
FU)-F"(U) et F"(U)—F(U) ainsi définis sont les identités. Ceci étant, pour
tout ouvert U, les morphismes #''(U)—=Z""(W)=% (W) pour WeB et WcU vérifient
les conditions caractérisant la limite projective des &% (W) (We®B, WcU), ce qui démontre
notre assertion compte tenu de I'unicité d’une limite projective & un isomorphisme prés.

Cela posé, soit U un ouvert quelconque de X, (U,) un recouvrement de U par
des ouverts contenus dans U, et soit B’ la sous-famille de B constituée par les ensembles

(1) Si X est un espace noethérien, on peut encore définir #'(U) et montrer que c’est un préfaisceau (au sens
ordinaire) lorsqu’on suppose seulement que K admet des limites projectives pour les systémes projectifs finis. En
effet, si U est un ouvert quelconque de X, il y a un recouvrement fini (V;) de U formé d’ensembles de B ; pour tout
couple (4, j) d’indices, soit (V;;;) un recouvrement fini de V,;NV, formé d’ensembles de B. Soit I Pensemble
formé des ¢ et des triplets (4, j, k), ordonné par les seules relations ¢ > (i, j, k), j> (i, j, k) ; on prend alors pour #'(U)
la limite projective du systéme des #(V,) et #(V,;;,) ; on vérifie aisément que cela ne dépend pas des recouvrements
(V;) et (Vi) et que U—>#'(U) est un préfaisceau.

(3) Cela signifie encore que le couple formé par F(U) et les pa;:p%“ est solution du probléme universel
défini (3.1.1) par la donnée de Ag=F(Uqy), Aqp=I1# (V) (pour les VEB tels que VCUNUpg) et pap= (p;}) :
F(Uq) —)Hﬁf(V) défini par la condition que pour Ve B, V'eé8, WeB, VUV'CU,NUg, WCVNV/,

A
PwOPYy = PwOPYV'-
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de B contenus dans un U, au moins ; il est clair que B’ est encore une base de la topologie
de X, donc F'(U) (resp. #'(U,)) est limite projective des & (V) pour VeB’' et VcU
(resp. VcU,); l’axiome (F) se vérifie alors aussitét en vertu de la définition de la
limite projective.

Lorsque (F,) est vérifié, nous dirons par abus de langage que le préfaisceau &
sur la base B est un faisceau.

(3.2.3) Soient #, ¢ deux préfaisceaux sur la base B, a valeurs dans K ; on définit
un morphisme u : F—>% comme une famille (u4y)ycg de morphismes uy : F(V)—>%(V)
satisfaisant aux conditions de compatibilité usuelles avec les morphismes de restriction py.
Avec les notations de (3.2.1), on en déduit un morphisme %' : F' %' des préfaisceaux
(ordinaires) correspondants en prenant pour u; la limite projective des u, pour VeB
et VcU,; la vérification des conditions de compatibilité avec les p’Y découle du
caractere fonctoriel de la limite projective.

(3.2.4) Si la catégorie K admet des limites inductives, et si & est un préfaisceau
sur la base B, a valeurs dans K, pour tout xeX les voisinages de x appartenant a B
forment un ensemble cofinal (pour D) dans I’ensemble des voisinages de x, donc, si &'

est le préfaisceau (ordinaire) correspondant a &, la fibre % est égale a lim # (V) selon
I
Iensemble des VeB contenant x. Si u : F—>% est un morphisme de préfaisceaux

sur B a valeurs dans K, #' : F'—>%' le morphisme correspondant de préfaisceaux
ordinaires, u, est de méme la limite inductive des morphismes uy : ZF(V)—>¥%(V)
pour Ve®B, xeV.

(3-2.5) Revenons aux conditions générales de (g.2.1). Si F est un faisceau
ordinaire a valeurs dans K, %, le faisceau sur B obtenu par restriction de F a B, le
faisceau ordinaire %, obtenu 2 partir de &, par le procédé de (3.2.1) est canoniquement
isomorphe a &, en vertu de la condition (F) et des propriétés d’unicité de la limite
projective. On identifiera d’ordinaire & et &,.

Si & est un second faisceau (ordinaire) sur X a valeurs dans K, et % : F—% un
morphisme, la remarque précédente montre que la donnée des uy : F(V)—>%(V) pour
les VeB seulement détermine complétement u ; inversement, il suffit, les uy étant donnés
pour VeB, de vérifier le diagramme de commutativité avec les morphismes de restric-
tion p% pour VeB, WeB et VcW, pour qu’il existe un morphisme #’ et un seul de #
dans ¥ tel que u{=uy pour tout VeB (3.2.3).

(3-2.6) Supposons toujours que K admette des limites projectives. Alors la
catégorie des faisceaux sur X & valeurs dans K admet aussi des limites projectives ; si (F,)
est un systéme projectif de faisceaux sur X a valeurs dans K, les #(U)=1im &, (U)

*

A

définissent en effet un préfaisceau a valeurs dans K, et la vérification de I’axiome (F)
résulte de la transitivité des limites projectives ; le fait que F est alors limite projective
des &, est immédiat.

Lorsque K est la catégorie des ensembles, pour tout systéme projectif ( §,) tel
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que $), soit un sous-faisceau de &, pour tout A, lim §, s’identifie canoniquement & un
sous-faisceau de lim F,. Si K est la catégorie des groupes commutatifs, le foncteur covariant

lim &, est additif et exact a gauche.

3.3. Recollement de faisceaux.

(3-3.1) Supposons encore que la catégorie K admette des limites projectives
(généralisées). Soient X un espace topologique, U= (U,),;, unrecouvrement ouvertde X,
et pour chaque AeL, soit &, un faisceau sur U,, a valeurs dans K ; pour tout couple
d’indices (3, w), supposons donné un isomorphisme 6,, : #,|(U,nU,) 3 F,|(U,nU,);
en outre, supposons que pour tout triplet (A, u, v), en désignant par 0j,, 6;,, 05, les
restrictions de 6,,, 6,,, 9, 2 U,nU,nU,, on ait 6),=80;,00,, (condition de recollement
pour les 9,,). Alors, il existe un faisceau % sur X, a valeurs dans K, et pour chaque A un
isomorphisme =, : #|U, 3 &, tels que, pour tout couple (A, ), en désignant par ;

et n/, les restrictions de v, et m, & U,nU,, on ait 6,,=njon,”'; en outre, F et

les %, sont déterminés & un isomorphisme unique prés par ces conditions. L’unicité
résulte en effet aussitét de (3.2.5). Pour établir I'existence de %, désignons par B la
base d’ouverts formée des ouverts contenus dans un U, au moins, et pour tout Ue®B,
choisissons (par la fonction = de Hilbert) un des #,(U) pour un des  tels que UcU, ;
si on désigne cet objet par F(U), les pf pour UcV, UeB, VeB se définissent de
facon évidente (au moyen des 0,,), et la condition de transitivité est conséquence de
la condition de recollement; en outre, la vérification de (F,) est immédiate, donc le
préfaisceau sur B ainsi défini est bien un faisceau, et on en déduit par le procédé
général (3.2.1) un faisceau (ordinaire) encore noté & et qui répond a la question. On
dit que F est obtenu par recollement des &, au moyen des 9,, et on identifiera d’ordinaire
F, et F|U, au moyen de u,.

Il est clair que tout faisceau & sur X a valeurs dans K peut étre considéré comme
obtenu par recollement des faisceaux #,=% |U, (ou (U,) est un recouvrement ouvert
arbitraire de X), au moyen des isomorphismes 6,, réduits a I'identité.

(3-3.2) Avec les mémes notations, soit %, un second faisceau sur U, (pour
tout AeL) a valeurs dans K, et soit donné pour tout couple (A, ) un isomorphisme
o, 1 %,|(U,n0,) 3 %,|(UynU,), ces isomorphismes vérifiant la condition de recol-
lement. Supposons enfin donné pour tout A un morphisme u, : #,—>%,, et que les
diagrammes

Z,|(U,nU,) % ,|(U,nU,)
(3.3.2.1) ¥ ¥
g‘vxl(UA”Uu) u_; g, (U,nU,)

soient commutatifs. Alors, si & est obtenu par recollement des %, au moyen des o,,,
il existe un morphisme u : #—% et un seul tel que les diagrammes
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ulUy
F|Uy— ¢|U,
¥ v
Fa —u;’ R
soient commutatifs ; cela résulte aussitt de (3.2.3). La correspondance entre la
famille (u,) et u est une bijection fonctorielle de la partie de HHom (F, 9,) vérifiant
les conditions (8.8.2.1) sur Hom (%, 9).

(3-3.3) Avec les notations de (3.3.1), soit V un ouvert de X ; il est immédiat
que les restrictions & VnU,nU, des 6,, satisfont 4 la condition de recollement pour les
faisceaux induits &, |(VnU,) et que le faisceau sur V obtenu par recollement de ces
derniers s’identifie canoniquement 4 F|V.

3.4. Images directes de préfaisceaux.

(3-4.1) Soient X, Y deux espaces topologiques, ¢ : X—>Y une application
continue. Soit & un préfaisceau sur X a valeurs dans une catégorie K; pour tout
ouvert UcY, soit %(U)=%(y(U)), et si U, V sont deux parties ouvertes de Y
telles que UcV, soit py le morphisme Z(¢1(V)) - F(y~(U)); il est immédiat que
les (U) et les py définissent un préfaisceau sur Y a valeurs dans K, que 'on appelle
I’image directe de F par § et que ’on note ¢, (F). Si & est un faisceau, on vérifie aussitot
’axiome (F) pour le préfaisceau %(U), donc ¢ (&) est un faisceau.

(3.4.2) Soient F,, %, deux préfaisceaux sur X a valeurs dans K, et soit
u : F, > %, un morphisme. Lorsque U parcourt ’ensemble des parties ouvertes de Y,
la famille de morphismes u,.q, : F (¢ (U)) > F,(4(U)) satisfait aux conditions
de compatibilité avec les morphismes de restriction, et définit par suite un morphisme
$ (u) : o (F) > (Fp). Siv: Fy—>F; est un morphisme de F, dans un troisieme
préfaisceau sur X a valeurs dans K, on a { (vou)={ (v)o} («); autrement dit, ¢ (F)
est un foncteur covariant en &, de la catégorie des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur X
a valeurs dans K, dans celle des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur Y & valeurs dans K.

(3-4.3) Soient Z un troisi¢tme espace topologique, ¢’ : Y—Z une application
continue, et soit ¢"'=¢ 0. Il est clair que 'on a ¢! (F)=4¢.(¢ (F)) pour tout pré-
faisceau & sur X a valeurs dans K ; en outre, pour tout morphisme u : F—% de tels
préfaisceaux, ona ¢!’ (u)=4¢! (¢ ()). En d’autres termes, . est le composé des foncteurs ¢!
et {, ce qu'on peut écrire

(brod), =b,04,.

En outre, pour tout ouvert U de Y, I"image par la restriction ¢[{(U) du pré-
faisceau induit Z|{¢~!(U) n’est autre que le préfaisceau induit ¢ (F)|U.

(3-4.4) Supposons que la catégorie K admette des limites inductives, et soit & un
préfaisceau sur X 2 valeursdans K ; pour tout xe X, les morphismes I'(y~(U), F)>F,
(U voisinage ouvert de ¢(x) dans Y) forment un systéme inductif, qui donne par passage
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a la limite un morphisme ¢, : (§ (F))y—F, des fibres; en général, ce morphisme
n’est ni injectif mi surjectif. Il est fonctoriel ; en effet, si u: #,—%, est un morphisme de
préfaisceaux sur X a valeurs dans K, le diagramme

G F D = (F),

(‘P*('g’—z))q;(z) ? (F2)a
x

est commutatif. Si Z est un troisiéme espace topologique, ¢’ : Y—-Z une application
continue, et ¢’ =1{'op, on a ¢, =0y, pour reX.

3.4.5) Sous les hypothéses de (3.4.4), supposons en outre que ¢ soit un koméo-
morphisme de X sur le sous-espace $(X) de Y. Alors, pour tout xeX, ¢, est un isomorphisme.
Ceci s’applique en particulier a ’injection canonique j d’une partie X de Y dans Y.

(3-4.6) Supposons que K soit la catégorie des groupes, ou des anneaux, etc.
Si Z est un faisceau sur X a valeurs dans K, de support S, et si_y¢¢(S), il résulte de la
définition de ¢ (F) que (§ (F)),={o}, autrement dit le support de ¢ (F) est contenu
dans {(S) ; mais il n’est pas nécessairement contenu dans $(S). Sous les mémes hypothéses,
sij est 'injection canonique d’une partie X de Y dans Y, le faisceau j (&) induit F sur X ;
si de plus X est fermée dans Y, j (#) est le faisceau sur Y qui induit & sur X et osur
Y—X (G, II, 2.9.2), mais il est en général distinct de ce dernier lorsqu’on suppose X
localement fermé mais non fermé.

3.5. Images réciproques de préfaisceaux.

(3-5.1) Sous les hypothéses de (3.4.1), si F (resp. %) est un préfaisceau sur X
(resp. Y) a valeurs dans K, tout morphisme u : ¥—{¢ (%) de préfaisceaux sur Y
s’appelle encore un {-morphisme de ¥ dans &, et se note aussi ¥—>%. On désigne
aussi par Hom (%, #) I'ensemble Homy (%, ¢ (#)) des {-morphismes de & dans Z.
Pour tout couple (U, V), ou U est un ouvert de X, V un ouvert de Y tel que ¢(U)cV,
on a un morphisme u;y : (V)—>F(U) en composant le morphisme de restriction
F (V) > F(U) et le morphisme uy : F(V) > ¢ (F)(V)=F Y (V)); il est

immédiat que ces morphismes rendent commutatifs les diagrammes

9(V) =5 F(U)
(3.5.1.1) ¥ ¥

9V') > F(U)
pour U'cU, V'cV, ¢(U’)cV'. Inversement, la donnée d’une famille (uyy) de mor-
phismes rendant commutatifs les diagrammes (3.5.1.1) définit un ¢-morphisme u,
car il suffit de prendre uy=uyyy,y.
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Si la catégorie K admet des limites projectives (généralisées), et si B, B’ sont des
bases des topologies de X et Y respectivement, pour définir un ¢-morphisme u de faisceaux,
on peut se borner a se donner les uyy pour Ue®B, VeB' et (U)cV, vérifiant les
conditions de compatibilité (3.5.1.1) pour U, U’ dans B et V, V' dans B’ ; il suffit
en effet de définir uy, pour tout ouvert WcY, comme limite projective des uy y pour
VeB et VcW, UeB et (U)cV.

Lorsque la catégorie K admet des limites inductives, on a, pour tout xeX, un
morphisme %(V)—>Z (Y (V))—>Z, pour tout voisinage ouvert V de ¢(x) dans Y,
et ces morphismes forment un systéme inductif qui donne par passage a la limite un
morphisme ¥,,—%,.

(3.5.2) Sous les hypothéses de (3.4.3), soient &, ¥, S# des préfaisceaux a
valeurs dans K sur X, Y, Z respectivement, et soient u : ¥—>{ (F), v : # —>{. (%) un
J-morphisme et un ¢’-morphisme respectivement. On en déduit un ¢'’-morphisme

w : %iq;;(?) %l) 4. (4, (F))=4¢.(F), que lon appelle, par définition, le composé de u
et de v. On peut donc considérer les couples (X, &) formés d’un espace topologique X
et d’'un préfaisceau & sur X (& valeurs dans K) comme formant une catégorie, les mor-
phismes étant les couples (¢, 0) : (X, F)—(Y, ¢) formés d’une application continue
¢ : X—Y et dun §-morphisme 0 : ¥—F.

(3.5.3) Soient ¢ : X—Y une application continue, ¥ un préfaisceau sur Y a
valeurs dans K. Nous appellerons image réciproque de & par ¢ un couple (¥',p), ou %'
est un faisceau sur X & valeurs dans K, et p : ¥—%' un {¢-morphisme (autrement dit un
homomorphisme ¥—{ (%')) tels que, pour tout faisceau & sur X a valeurs dans K,
Papplication

(3.5.3.1) Homy(%9', #) - Hom(¥9, #) = Homy(9, ¢ (F))

transformant » en ¢ (v)op, soit une bijection ; cette application, étant fonctorielle en &,
définira alors un isomorphisme de foncteurs en #. Le couple (¥, p) étant solution d’un
probléme universel, on sait qu’il est déterminé & un isomorphisme unique prés lorsqu’il existe.
On écrira alors 9'={'(%), p=pg, et par abus de langage, on dira que {’(%) est le
Jfaisceau image réciproque de ¥ par {, étant entendu que §*(¥) est considéré comme muni du
Y-morphisme canonique og : G — (%), Cest-a-dire de I'homomorphisme canonique de préfais-
ceaux sur Y :

(3.5-3.2) og 1 9 — 4, (U"(9)).

Pour tout homomorphisme v : {*(%)—>F (ol & est un faisceau sur X a valeurs
dans K), on posera * =1 (v) opg : ¥y, (F). Par définition, fout morphisme de préfais-
ceaux u : ¥—>{ (F) est de la forme " pour un » et un seul, que 'on notera u*. En d’autres
termes, tout morphisme u : ¥—>{ (#) de préfaisceaux se factorise de fagon unique en

<] *u#
(3.5.3.3) w92y @) 0 g ).
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(3-5.4) Supposons maintenant que la catégorie K soit telle (1) que fout pré-
faisceau & sur Y a valeurs dans K admette une image réciproque par ¢, que nous note-
rons ¢ (%).

Nous allons voir qu’on peut définir {*(%) comme foncteur covariant en ¥, de la
catégorie des préfaisceaux sur Y a valeurs dans K, dans celle des faisceaux sur X a valeurs
dans K, de telle fagon que I’isomorphisme v—>2" soit un isomorphisme de bifoncteurs

(3.5.4-1) Homy (4'(9), #) = Homy (%, ¢ (%))

en 9 et F.
En effet, pour tout morphisme w : 4,—%, de préfaisceaux sur Y a valeurs dans K,

considérons le morphisme composé ¥, %9, 4 4, (4°(%,)); il lui correspond un mor-
phisme (pg ow)* : U'(%,) > {'(%,), que nous noterons ¢’(w). On a donc, en vertu
de (3.5-3-3)

(3-5-4-2) ¢, (V' (w))opg, = pg, 0.

Pour tout morphisme u : %,—{ (#), ol F est un faisceau sur X a valeurs dans K,
on a, d’aprés (3.5.3.3), (3.5.4.2) et la définition de o’

(ol ()" =4, (u¥) o4y (" (w)) opg, = b, (uF) 0pg, 0w = uow
ou encore
(3-5-4-3) (uow)? = uFo ().
Si on prend en particulier pour ¥ un morphisme %, e 9, % $,($(%s)), il vient
" (w'ow) = (pg, 0w’ ow)* = (pg ow’)¥od’ (w) = ¢*(w')oy’(w), d’olt notre assertion.

Enfin, pour tout faisceau & sur X a valeurs dans K, soit iz le morphisme identique
de ¢ (#) et notons

o5 ' ($,(F))>F
le morphisme (iz)¥; la formule (3.5.4.3) donne en particulier la factorisation

Pu)

(3-5-4-4) RN R RN 5 e

pour tout morphisme u : ¥—{ (F). Nous dirons que le morphisme oz est canonique.
(3-5.5) Soit ¢’ : Y—>Z une application continue, et supposons que tout pré-
faisceau # sur Z a valeurs dans K admette une image réciproque " (#) par §'. Alors
(avec les hypotheses de (3.5.4)) tout préfaisceau # sur Z a valeurs dans K admet une
image réciproque par ¢''=¢’o} et 'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.5.1) V) 3 ()

(1) Dans le livre cité dans IIntroduction, nous donnerons des conditions trés générales sur la catégorie K
assurant l’existence des images réciproques de préfaisceaux a valeurs dans K.
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Cela résulte en effet aussit6t des définitions, tenant compte de ce que ¢! =¢ 0.
En outre, si u : ¥ - ¢ (#) est un ¢-morphisme, v : # — /(%) un {'-morphisme,
et w=1{.(«)ov leur composé (3.5.2), on constate aussitbt que w* est le morphisme
composé

o G ) SRy @) S

(3.5.6) Prenons en particulier pour ¢ I’application identique 15 : X—>X. Alors
si I'image réciproque par ¢ d’un préfaisccau & sur X a valeurs dans K existe, on dit
que cette image réciproque est le faisceau associé au préfaisceau F. Tout morphisme
u: F—>F de F dans un faisceau F' a valeurs dans K se factorise donc de fagon unique

e ot
en F 1L (F) S F

3.6. Faisceaux simples et faisceaux localement simples.

(3.6.1) Nous dirons qu’un préfaisceau F sur X, a valeurs dans K, est constant si les
morphismes canoniques % (X)—>%(U) sont des isomorphismes pour tout ouvert non
vide UcX ; on notera que & n’est pas nécessairement un faisceau. On dit qu’un faisceau
est simple s’il est associé (3.5.6) & un préfaisceau constant. On dit qu’un faisceau &
est localement simple si tout xeX admet un voisinage ouvert U tel que Z|U soit
simple.

(3.6.2) Supposons que X soit irréductible (2.1.1) ; alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) F est un préfaisceau constant sur X
b) F est un faisceau simple sur X
~¢) F est un faisceau localement simple sur X.

En effet, soit & un préfaisceau constant sur X ; si U, V sont deux ouverts non vides
dans X, UnV est non vide, donc & (X)—>ZF (U)->F(UnV) et F(X)>F(U) étant
des isomorphismes, il en est de méme de F(U)—>%F (UnV) etde méme Z(V)—>F (UnV)
est un isomorphisme. On en conclut aussitét que 'axiome (F) de (3.1.2) est bien vérifié,
Z est isomorphe a son faisceau associé, et par suite a) entraine 4).

Soit maintenant (U,) un recouvrement ouvert de X par des ouverts non vides
et un faisceau & sur X tel que F|U, soit simple pour tout o ; comme U, est irré-
ductible, #|U, est un préfaisceau constant en vertu de ce qui précéde. Comme U,n U,
n’est pas vide, #(U,) - F(U,nU;) et F(Uy) - F(U,nU;) sont des isomorphismes,
d’ot on déduit un isomorphisme canonique 6,5 : F(U,) - % (U;) pour tout couple
d’indices. Mais alors, si on applique la condition (F) pour U=X, on voit que pour tout
indice «,, #(U,) et les 6, , sont solutions du probléme universel, ce qui (en vertu de
Punicité) implique que #(X) - % (U, ) est un isomorphisme, et démontre donc que ¢)
entraine a). k
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3.7. Images réciproques de préfaisceaux de groupes ou d’anneaux.

(3.7.1) Nous allons montrer que lorsqu’on prend pour K la catégorie des ensembles,
I'image réciproque par ¢ de tout préfaisceau ¢ a valeurs dans K existe toujours (les notations
et hypothéses sur X, Y, ¢ étant celles de (3.5.3)). En effet, pour tout ouvert UcX,
définissons ¥'(U) comme suit : un élément s’ de ¢'(U) est une famille (s;),cy, ot 5,69,
pour tout x€U, et ol, pour tout x€U, la condition suivante est remplie : il existe un
voisinage ouvert V de {(x) dans Y, un voisinage Wc{¢ (V)nU de x et un élément
se%(V) tels que s;=s,, pour tout zeW. On vérifie immédiatement que U—%'(U)
satisfait bien aux axiomes des faisceaux.

Soit maintenant # un faisceau d’ensembles sur X, et soient u : ¥—>{ (F),v: ' >F
des morphismes. On définit «* et v” de la facon suivante : si s’ est une section de ¥’
au-dessus d’un voisinage U de xeX et si V est un voisinage ouvert de ¢(x) et se Z(V)
tel que l'on ait s;=s,, pour z dans un voisinage de x contenu dans ¢~(V)nU, on
prend u¥(s)) = Uy (Syy)- De méme, si se (V) (V ouvert dans Y), 2’ (s) est la section
de # au-dessus de ¢—*(V), image par » de la section s’ de ¥’ telle que s,=s,, pour
tout xe{'(V). En outre, ’homomorphisme canonique (3.5.3) ¢ : ¢ — ¢ (4'(9))
se définit de la fagcon suivante : pour tout ouvert VcY et toute section sel'(V, ), o(s)
est la section (syp),eqryy de ¢(%) au-dessus de ¢—'(V). La vérification des relations
(W =u, (P)¥=v et »=1{ (v)op est immédiate, et démontre notre assertion.

On vérifie que, si w : 4,—%, est un homomorphisme de préfaisceaux d’ensembles
sur Y, {'(w) s’explicite de la fagon suivante : si §'=(s,),cy est une section de ¢'(%,)
au-dessus d’un ouvert U de X, (¢"(w))(s’) est la famille (wy(s;)),cv- Enfin, il est immé-
diat que pour tout ouvert V de Y, 'image réciproque de #|V par la restriction de ¢ a
(V) est identique au faisceau induit ¢*(%)[¢~H(V).

Lorsque ¢ est I’identité 1y, on retrouve la définition d’un faisceau d’ensembles
associé a un préfaisceau (G, II, 1.2). Les considérations précédentes s’appliquent sans
changement lorsque K est la catégorie des groupes ou des anneaux (non nécessairement
commutatifs).

Lorsque X est une partie quelconque d’un espace topologique Y, et j I'injection
canonique X—Y, pour tout faisceau ¥ sur Y a valeurs dans une catégorie K, on appelle
faisceau induit sur X par & I'image réciproque j* (%) (lorsqu’elle existe) ; pour les faisceaux
d’ensembles (ou de groupes, ou d’anneaux) on retrouve la définition usuelle (G, II, 1.5).

(3.7.2) Conservant les notations et hypothéses de (3.5.3), supposons que %
soit un faisceau de groupes (resp. d’anneaux) sur Y. La définition des sections de ¢’(%)
(3.7.1) montre (compte tenu de (3.4.4)) que ’homomorphisme de fibres ¢,opyy, :
Gy~ (V' (9)), est un isomorphisme fonctoriel en &, qui permet d’identifier ces deux
fibres ; avec cette identification, ## est identique & ’homomorphisme défini dans (3.5.1),
et en particulier, on a Supp(¢* (%)) = ¢ (Supp(9)).

Une conséquence immédiate de ce résultat est que le foncteur {*(¥) est exact en G
dans la catégorie abélienne des faisceaux de groupes commutatifs.
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3.8. Faisceaux d’espaces pseudo-discrets.

(3-8.1) Soit X un espace topologique dont la topologie admet une base B formée
d’ensembles ouverts quasi-compacts. Soit F un faisceau d’ensembles sur X ; si on munit
chacun des #(U) de la topologie discréte, U—% (U) est un préfaisceau d’espaces topologiques.
Nous allons voir qu’il existe un faisceau d’espaces topologiques F' associé 3 F (3.5.6) tel
que I'(U, #") soit 'espace discret & (U) pour tout ouvert quasi-compact U. Il suffira pour
cela de montrer que le préfaisceau U—F(U) d’espaces topologiques discrets sur B
vérifie la condition (F,) de (3.2.2), et plus généralement que si U est un ouvert quasi-
compact et si (U,) est un recouvrement de U par des ensembles de B, la topologie la
moins fine 7 sur I'(U, #) rendant continues les applications I'(U, #) — I'(U,, &)
est la topologie discréte. Or, il existe un nombre fini d’indices «; tels que U=UU,.

Soit se'(U, #) et soit s; son image dans I'(U,, #) ; lintersection des images réci-
proques des ensembles {s;} est par définition un voisinage de s pour .7 ; mais puisque F
est un faisceau d’ensembles et que les U, recouvrent U, cette intersection se réduit a s,
d’ou notre assertion.

On notera que si U est un ouvert non quasi-compact de X, l’espace topo-
logique I'(U, #’) a encore I'(U, #) comme ensemble sous-jacent, mais sa topologie
n’est pas discréte en général : c’est la moins fine rendant continues les applications
NU, #)->I'(V, #), pour VeB et VcU (les I'(V, #) étant discrets).

Les considérations précédentes s’appliquent sans modification aux faisceaux de
groupes ou d’anneaux (non nécessairement commutatifs), et leur associent respectivement
des faisceaux de groupes topologiques ou d’anneaux topologiques. Pour abréger, nous dirons
que le faisceau &' est le faisceau d’espaces (resp. groupes, anneaux) pseudo-discrets associé
au faisceau d’ensembles (resp. groupes, anneaux) .

(3.8.2) Soient #, ¥ deux faisceaux d’ensembles (resp. groupes, anneaux) sur X,
u : F—>% un homomorphisme. Alors u est aussi un homomorphisme continu F'—%’,
en désignant par &' et ¥’ les faisceaux pseudo-discrets associés & F et ¢ ; cela résulte
en effet de (3.2.5).

(3-8.3) Soient # un faisceau d’ensembles, S un sous-faisceau de &, F' et H'
les faisceaux pseudo-discrets associés a F et H# respectivement. Alors, pour tout
ouvert UcX, I'(U, #") est fermé dans I'(U, F') : en effet, c’est l'intersection des
images réciproques des I'(V,#) (pour Ve®B, VcU) par les applications continues
NU, #F)->T(V, F), et I'(V,5#) est fermé dans 'espace discret I'(V, F).

§ 4. ESPACES ANNELES

4.1. Espaces annelés, o/-Modules, .«7-Algébres.

(4-x.x) Un espace annelé (resp. topologiquement annelé) est un couple (X, &) formé
d’un espace topologique X et d’un faisceau d’anneaux (non nécessairement commutatifs)
(resp. d’un faisceau d’anneaux topologiques) & sur X ; on dit que X est I’espace topo-
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logique sous-jacent 3 I'espace annelé (X, o7), et &7 le faisceau structural. Ce dernier se
note Oy, et sa fibre en un point xeX se note Ox, ou simplement @, lorsqu’il n’en
résulte pas de confusion.

On désignera par 1 ou e la section unité de Oy au-dessus de X (élément unité de
I(X, 0y)).

Comme dans ce Traité nous aurons surtout a considérer des faisceaux d’anneaux
commutatifs, il sera sous-entendu, lorsque nous parlerons d’un espace annelé (X, &)
sans préciser, que &/ est un faisceau d’anneaux commutatifs.

Les espaces annelés a faisceau structural non nécessairement commutatif (resp.
les espaces topologiquement annelés) forment une catégorie, lorsqu’on définit un
morphisme (X, o/)—(Y, #) comme un couple (¢, 0)=" formé d’une application
continue ¢ : X—>Y et d’un {-morphisme 6 : ¥—>F (3.5.1) de faisceaux d’anneaux
(resp. de faisceaux d’anneaux topologiques) ; le composé d’un second morphisme
= (,0): (Y, %)>(Z,%) et de ¥, noté¢ ¥'=""0oV¥, estle morphisme (", 6"')
ou ¢ =1{'of, et 6" est le composé de 0 et 6’ (égal a ¢/(6)ob’, cf. 3.5.2). Pour les
espaces annelés, rappelons que l'on a alors 6'% =0%"(0'%) (3.5.5); donc si 6'% et 6¥
sont des homomorphismes injectifs (resp. surjectifs), il en est de méme de 6''#%, compte
tenu du fait que {,o0p,, est un isomorphisme pour tout xeX (3.7.2). On vérifie
aussitot, grace a ce qui précéde, que lorsque ¢ est une application continue injective et 6%
un homomorphisme surjectif de faisceaux d’anneaux, le morphisme ({§, 6) est un mono-
morphisme (T, 1.1) dans la catégorie des espaces annelés.

Par abus de langage, on remplacera souvent ¢ par ¥ dans les notations, par
exemple en écrivant ¥~1(U) au lieu de ¢—'(U) pour une partie U de Y, lorsque cela
ne risquera pas d’entrainer confusion.

(4-x.2) Pour toute partic M de X, le couple (M, &/|M) est évidemment un
espace annelé, dit induit sur M par ’espace annelé (X, &7) (et appelé encore la restriction
de (X, o) a M). Sij est I'injection canonique M—>X et o I’application identique
de /|M, (j, ®?) est un monomorphisme (M, o/|M)—>(X, /) d’espaces annelés,
appelé Pinjection canonique. Le composé d’un morphisme ¥ : (X, &/)—(Y, #) et de cette
injection est appelé la restriction de ¥ a M.

(4.1.3) Nous ne reviendrons pas sur la définition des &/-Modules ou faisceaux
algébriques sur un espace annelé (X, &) (G, II, 2.2) ; lorsque .27 est un faisceau d’anneaux
non nécessairement commutatifs, par &/-Module, il faudra toujours sous-entendre
« &/-Module a gauche » sauf mention expresse du contraire. Les sous-2/-Modules de &/
seront qualifiés de faisceaux d’idéaux (4 gauche, a droite ou bilatéres) dans o/ ou de
o -1déaux.

Lorsque &/ est un faisceau d’anneaux commutatifs, et que, dans la définition
des &/-Modules, on remplace partout la structure de module par celle d’algébre, on obtient
la définition d’une .o/-Algébre sur X. Il revient au méme de dire qu’une 2/-Algébre (non
nécessairement commutative) est un &/-Module %, muni d’un homomorphisme de
/-Modules ¢ : X ,€—>% et d’une section ¢ au-dessus de X, tels que : 1° Le diagramme
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P

soit commutatif ; 2° pour tout ouvert UcX et toute section seI'(U, ¥), on ait

o((e|]U)®s) =¢(s®(e]U)) ==s5. Dire que ¥ est une .7/-Algébre commutative revient
en outre a dire que le diagramme

CRL,ESCR,€

o\, e
€

est commutatif, ¢ désignant la symétrie canonique du produit tensoriel ¥ %.

Les homomorphismes de ./-Algébres se définissent aussi comme les homomor-
phismes de «/-Modules dans (G, II, 2.2), mais naturellement ne forment plus un groupe
abélien.

Si A est un sous-o7/-Module d’une «7-Algebre €, la sous-o/-Algébre de € engendrée par M

n
est la somme des images des homomorphismes ®.# % (pour les n>o0). Cest aussi
le faisceau associé¢ au préfaisccau U—#(U) d’algebres, #(U) étant la sous-algebre
de I'(U, ¥) engendrée par le sous-module I'(U, .#).

(4-1.4) On dit qu'un faisceau d’anneaux &/ sur un espace topologique X est
réduit en un point x de X si la fibre &7, est un anneau réduit (1.1.1) ; on dit que & est
réduit s’1l est réduit en tout point de X. Rappelons qu’un anneau A est dit régulier si chacun
des anneaux locaux A, (ol p parcourt Pensemble des idéaux premiers de A) est un anneau
local régulier ; nous dirons qu’un faisceau d’anneaux & sur X est régulier en un point x
(resp. régulier) si la fibre 27, est un anneau régulier (resp. si &/ est régulier en tout point).
Enfin, nous dirons qu’un faisceau d’anneaux & sur X est normal en un point x (resp.
normal) si sa fibre &7, est un anneau intégre et intégralement clos (resp. si &/ est normal en tout
point). Nous dirons qu’un espace annelé (X, .27) a I'une des propriétés précédentes si
le faisceau d’anneaux &/ a cette propriété.

Un faisceau d’anneaux gradués o/ est par définition un faisceau d’anneaux qui est
somme directe (G, II, 2.7) d’une famille (#/,),c, de faisceaux de groupes abéliens avec
les conditions 7,,./,C%,, ,,; un Z-Module gradué est un «/-Module & somme directe
d’une famille (%)), de faisceaux de groupes abéliens, satisfaisant aux conditions
A, F,cF, .. Il revient d’ailleurs au méme de dire que 'on a (), (,),C(H,, ).
(resp. (oZ,,)(F,).C(ZF,, +,),) e€n tout point x.

(4.1.5) Etant donné un espace annelé (X, /) (non nécessairement commutatif),
nous ne rappellerons pas ici les définitions des bifoncteurs F&_ 4, #om, (F, F) et
Hom_(#, %) (G, II, 2.8 et 2.2) dans les catégories des .&/-Modules & gauche ou a
droite (selon les cas), & valeurs dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens (ou plus
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généralement des #-Modules, si € est le centre de /). La fibre (F&®_,%), en tout
point x€X s’identifie canoniquement & F,® ¥, et on définit un homomorphisme
canonique fonctoriel (#omy,(F, 9)), - Hom, (F,, 9,) qui, en général, n’est ni
injectif ni surjectif. Les bifoncteurs considérés ci-dessus sont additifs et, en particulier,
commutent aux sommes directes finies ; F X _Z est exact adroite en F et en ¥, commute
aux limites inductives, et #®_,% (resp. F &, ) sidentifie canoniquement & ¥
(resp. #). Les foncteurs #om,(F, 9) et Hom, (%, %) sont exacts d gauche en F et 4 ; de
facon précise, si on a une suite exacte de la forme 0—>% %%’ la suite

o—>Homy(F, G') - Homy(F, G) > Homy(F, G")

est exacte, et si on a une suite exacte de la forme %' —% —-%"''—o0, la suite

0>y (F'', G) — Homy(F, G) — Homy (F', G)

est exacte, avec des propriétés analogues pour le foncteur Hom. En outre, #om, (o, %)
s'identifie canoniquement & ¥ ; enfin, pour tout ouvert UcX, on a

(U, #omy(F, %)) = Hom,,y(F|U, Z|U).

Pour tout &/-Module & gauche & (resp. & droite), on appelle dual de F et on
note & le o/-Module a droite (resp. & gauche) Hom,(F, o). »
Enfin, si & est un faisceau d’anneaux commutatifs, & un &/-Module, U-AT'(U, %)

p
est un préfaisceau dont le faisceau associé est un »/-Module qui se note AF et s’appelle
la puissance extérieure p-éme de F ; on vérifie aisément que I’application canonique du

P »
préfaisccau U—AI'(U, #) dans le faisceau associé N\F est injective, et que pour tout

x€X, on a (/p\ﬂ' )I=/p\(ﬂ“x). Il est clair que /(5" est un foncteur covariant en #.

(4.x.6) Supposons que 7 soit un faisceau d’anneaux non nécessairement commu-
tatifs, # un faisceau d’idéaux a gauche de &/, # un &/-Module a4 gauche ; on note
alors #F le sous-/-Module de &%, image de #®,F (ou Z est le faisceau associé au
préfaisceau constant U—>Z) par ’application canonique #&,% % ; il est clair que
pour tout xeX, on a (fFF),= ¢, %, Lorsque of est commutatif, FF est aussi
I'image canonique de #®_,ZF—%. Il est immédiat que £ est aussi le &/-Module
associé au préfaisceau U->I'(U, Z/)I'(U,&#). Si #,, #, sont deux faisceaux d’idéaux
a gauche de &, on a #,( o, F)=(F,7:)F.

(4-x.7) Soit (X,, &,)er une famille d’espaces annelés; pour tout couple (A, u),
supposons donnée une partie ouverte V,, de X,, et un isomorphisme d’espaces annelés
Ot (Vs A, Vi) 3 (Vs 4| V,,), avec V,;, =X, 0,, étant lidentité. Supposons
de plus que, pour tout triplet (), u, v), si on désigne par ¢/, larestrictionde ¢,; a V,,nV,,
@y SOit un isomorphisme de (V,,nV,,, o,|(V,,nV,))) sur (V,,nV,,, #,|(V,,nV,,))
et que lon ait @j, = @j},00,, (condition de recollement pour les o,,). On peut tout d’abord
considérer alors P’espace topologique obtenu par recollement (au moyen des ¢,,) des X,
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le long des V,,; si on identifie X, a la partie ouverte X} correspondante dans X, les
hypothéses entrainent que les trois ensembles V,,nV,,, V, nV,,, V,nV, sidentifient
a X3nX;nX|. On peut alors transporter 2 X, la structure d’espace annelé de X,, et
si &} est le faisceau d’anneaux transporté de &7,, les &7} vérifient la condition de recol-
lement (8.3.1) et définissent donc un faisceau d’anneaux & sur X ; on dit que (X, /)
est I'espace annelé obtenu par recollement des (X,, oZ,) le long des V,,, au moyen
des @;,.

4.2. Image directe d’un 2/-Module.

(4-2.1) Soient (X, ), (Y, #) deux espaces annelés, ¥'= (¢, 6) un morphisme
(X, )Y, &) ;  (A) estdonc un faisceau d’anneaux sur Y, et 6 un homomorphisme
By () de faisceaux d’anneaux. Soit alors &# un &/-Module; son image directe
¢ (F) est un faisceau de groupes abéliens sur Y. En outre, pour tout ouvert UcY,

(U, §,(#)) =T (U), #)

est muni d’une structure de module par rapport a ’'anneau T'(U, ¢ (7)) =T(y(U), );
les applications bilinéaires qui définissent ces structures étant compatibles avec les
opérations de restriction, définissent sur ¢ (%) une structure de ¢ _(o/)-Module. L’homo-
morphisme 6 : #—{¢ (&) permet alors de définir aussi sur ¢ (&) une structure de
#B-Module ; nous dirons que ce #-Module est 'image directe de F par le morphisme V', et
~ nousle noterons ¥ (F). Si #,, #,sont deux &/-Modules sur X et 4 un &/-homomorphisme
F,—~>F,, il est immédiat (en considérant les sections au-dessus des ouverts de Y) que
¢, (u) est un ¢ (&)-homomorphisme ¢ (F;) > (F,), et a fortiori un #-homomorphisme
¥ (F1) =Y (F,); en tant que #-homomorphisme, nous le noterons ¥ (x). On voit
donc que ¥, est un foncteur covariant de la catégorie des o/-Modules dans celle des
Z-Modules. En outre, il est immédiat que ce foncteur est exact @ gauche (G, 11, 2.12).

Sur ¢ (o), la structure de #-Module et la structure de faisceaux d’anneaux
définissent une structure de %-Algebre ; on notera V¥ (of) cette #-Algebre.

(4.2.2) Soient A4, A" deux &/-Modules. Pour tout ouvert U de Y, on a une appli-
cation canonique

L= (U), ) X T(™H(U), #) > T H(U), A QyN)

qui est bilinéaire sur 'anneau I'(y~(U), &) =T(U, ¢ («)), et a fortiori sur T'(U, B);
elle définit donc un homomorphisme

(U, ¥ (M) Opp,q (U, ¥ (A) > T(U, ¥ (A SyN))

et comme on vérifie aussitot que ces homomorphismes sont compatibles avec les opérations
de restriction, ils donnent un homomorphisme canonique fonctoriel de %-Modules

(4.2.2.1) ¥ (M) D g¥ (N) > ¥ (MR N)
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qui ne sera en général ni injectif ni surjectif. Si & est un troisitme s7-Module, on
vérifie aussitét que le diagramme

Y (M)® Y (W) D ¥ (P) > ¥ (MO N)© 5 ¥ (2)
(4.2.2.2) \! A
V(M) GY (N Dy P) —— V(MR D, P)

est commutatif.

(4.2.3) Soient #, ./ deux Z/-Modules. Pour tout ouvert UcY, on a par
définition T'($—(U), Hom, (A, A")) =Hom,,y (A |V, A/ |V), ol on a posé pour
alléger V={¢'(U); lapplication u—¥ (u) est un homomorphisme

Hom,,y (A |V, 4| V) ->Homgy (¥, (A4) |U, ¥ (A7) |U)

pour les structures de I'(U, #)-modules ; ces homomorphismes étant compatibles aux

opérations de restriction définissent donc un homomorphisme canonique fonctoriel
de #-Modules

(4.2.3.1) W (Hoomy (Mo N)) > Hoomg (¥ (M), ¥ (N)).

(4.2.4) Si € est une &/-Algebre, ’homomorphisme composé
Y (€)RgV (6) > ¥ (6B,6) > ¥ (%)

définit sur ¥ (%) une structure de #-Algebre, comme il résulte de (4.2.2.2). On voit
de méme que si 4 est un ¥-Module, ¥ (.#) est muni canoniquement d’une structure
de ¥ (%)-Module.

(4.2.5) Considérons en particulier le cas o X est un sous-espace fermé de Y et
ou ¢ est Pinjection canonique j : X—=Y. Si #' =% |X=;"(#) est la restriction du
faisceau d’anneaux # a X, un &7/-Module .# peut étre considéré comme %’-Module au
moyen de ’homomorphisme 6% : ' —.of ; Y (A) est alors le #-Module qui induit .4
sur X et o ailleurs. Si.#" est un second «/-Module, ¥ (#)®,¥ (A7) s’identifie donc
AW (MRByN) et Homy(V (M), ¥ (AN) & ¥ (Homg (M, N)).

(4.2.6) Soient (Z, %) un troisiéme espace annelé, ¥’ = (', 6') un morphisme
(Y, B)>(Z,%); si ¥ est le morphisme composé ¥'o¥, il est clair que 'on a
V' =YW,

4.3. Image réciproque d’un %-Module,

(4.3.1) Les hypothéses et notations étant celles de (4.2.1), soient 4 un %-Module
et ¢*(%) son image réciproque (8.7.1) qui est donc un faisceau de groupes abéliens
sur X. La définition des sections de ¢*(¥) et de ¢*(#) (3.7.1) montre que ¢'(%)
est canoniquement muni d’une structure de ¢"(#)-Module. D’autre part, I’homo-
morphisme 6% : *(#)—>.o/ munit & d’une structure de ¢’(%)-Module, que nous
noterons .o/ g lorsqu’il y a lieu d’éviter des confusions; le produit tensoriel ¢"(%) ® yu 4 g,
est alors muni d’une structure de &/-Module. Nous dirons que ce .2/-Module est ’image réci-
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proque de G par le morphisme ¥ et nous le noterons ¥*(¥). Si ¥,, 4, sont deux %-Modules
sur Y, v un #-homomorphisme %,—%,, {"(v), comme on le vérifie aussitdt, est un
{"(#)-homomorphisme de ¢(%,) dans {°(%,); par suite ¢’(2)®1 est un &/-homo-
morphisme ¥(%;)—>¥"(%,), que nous noterons ¥(v). On a donc défini ¥* comme
un foncteur covariant de la catégorie des #-Modules dans celle des &7-Modules. Ici, ce
foncteur (contrairement a ¢*) n’est plus exact en général, mais seulement exact & droite,
la tensorisation par .o/ étant un foncteur exact a droite dans la catégorie des {*(%)-
Modules.

Pour tout xeX, on a (‘I"*(g))ngwz)@%(z)ﬂx, en vertu de (3.7.2). Le
support de W' (%) est donc contenu dans ¢! (Supp %).

(4-3.2) Soit (%,) un systeme inductif de #-Modules, et soit ¥ =1im¥, sa limite
inductive. Les homomorphismes canoniques %,—% définissent des up*(}é‘)-homomor-
phismes ¢*(%,)—>{*(¥), qui donnent un homomorphisme canonique h_r)n (%) =4 (9).
Comme la fibre en un point d’une limite inductive de faisceaux est la limite inductive
des fibres au méme point (G, II, 1.11), 'homomorphisme canonique précédent est
bijectif (3.7.2). En outre, le produit tensoriel commute aux limites inductives de faisceaux,
et on a donc un isomorphisme canonique fonctoriel lim (g, XY (lim &,) de «/-Modules.

D’autre part, pour une somme directe finie @¥; de #-Modules, il est clair que
i

{'(@¥) =DY (%), donc, par produit tensoriel avec 4,
(4-3.2.1) lF*(@%)ZQlF*(%)-

Par passage a la limite inductive, on en déduit, en vertu de ce qui précede, que I’égalité
précédente est encore vraie pour une somme directe guelcongue.

(4.3.3) Soient %,, ¥, deux #-Modules ; de la définition des images réciproques
de faisceaux de groupes abéliens (3.7.1), on déduit aussitbt un homomorphisme
canonique ¢’ (%;)® gV (%) - ¢ (%,805%,) de {'(#)-Modules, et la fibre en un point
d’un produit tensoriel de faisceaux étant le produit tensoriel des fibres en ce point (G, II,
2.8), on déduit de (3.7.2) que ’homomorphisme précédent est en fait un isomorphisme.
Par produit tensoriel avec &, on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

(4.3.3.1) V(9,) O, ¥ (%) 3 V(9,84 %,).

(4-3.4) Soit € une #-Algebre ; la donnée de la structure d’Algébre sur € revient
3 la donnée d’un %-homomorphisme €®, €% satisfaisant aux conditions d’asso-
ciativité et de commutativité (conditions qui se vérifient sur chaque fibre) ; I’isomorphisme
précédent permet de transporter cet homomorphisme en un homomorphisme de
&/-Modules ¥*(%)®_, V(%)Y (¥) satisfaisant aux mémes conditions, donc ¥*(%¥)
est ainsi muni d’une structure de &7/-Algebre. En particulier, il résulte aussit6t des
définitions que la o7-Algébre ¥*(%#) est égale @ o/ (2 un isomorphisme canonique prés).

De méme, si A4 est un ¥-Module, la donnée de cette structure de Module revient
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a celle d’'un #-homomorphisme FX 4 —># vérifiant la condition d’associativité;
d’olt par transport une structure de W' (%)-Module sur ¥*(A4).

(4-3.5) Soit £ un faisceau d’idéaux de # ; comme le foncteur ¢" est exact,
le ¢*(#)-Module §*(#) s’identifie canoniquement 2 un faisceau d’idéaux de {’(%) ;
Pinjection canonique ¢°(#)—{’(#) donne alors un homomorphisme de o/-Modules
Y(F) =4 F)®Oyuz L g/ ; nous noterons ¥'(#)/, ou Fs si aucune confusion
n’est & craindre, I'image de ¥"(_¢) par cet homomorphisme. On a donc par définition
FoA =05({(#))sZ et en particulier, pour tout xeX, (F.o),=0%(7,,), en tenant
compte de lidentification canonique des fibres de ¢*(_#) et de celles de £ (3.7.2).
Si #,, #, sont deux idéaux de %, on a (F, F) A = F(Jol)=(F 1) FsH).

Si & est un &/-Module, on posera ¢F = (fA)F.

(4-3.6) Soient (Z, ¥) un troisiétme espace annelé, ¥’ =({’,0') un morphisme
(Y, B)—(Z, %); si¥" estle morphisme composé ¥'o'F, il résulte de la définition (4.3.1)
et de (4.3.3.1) que 'on a ¥'"*="¥"o¥".

4-4. Relations entre images directes et images réciproques.

(4-4.1) Les hypothéses et notations étant celles de (4.2.1), soit 4 un #-Module.
Par définition, un homomorphisme u : ¥V (#) de #-Modules s’appelle encore
un V-morphisme de 4 dans &, ou simplement un homomorphisme de 4 dans & et on I’écrit
u : 9—>F quand aucune confusion n’en résulte. Se donner un tel homomorphisme
revient a se donner, pour tout couple (U, V) ol U est un ouvert de X, V un ouvert de Y
tels que ¢(U)cV, un homomorphisme uyy : T'(V, 9)=T'(U, F) de T'(V, &)-modules,
I'(U, #) étant considéré comme I'(V, #)-module au moyen de I’homomorphisme
d’anneaux Oyy : I'(V, #)—>T(U, &) ; les uyy doivent en outre rendre commutatifs
les diagrammes (3.5.1.1). Il suffit d’ailleurs pour définir  de se donner les uy; v lorsque U
(resp. V) parcourt une base B (resp. B') de la topologie de X (resp. Y) et de vérifier la
commutativité de (3.5.1.1) pour ces restrictions.

(4-4.2) Sous les hypotheses de (4.2.1) et (4.2.6), soient S un ¥-Module,
v ¢ H—>Yi¥) un Y'-morphisme; alors w : Jf—vﬂlf;(g) Er*—(z)‘l";(‘l"*(f)) est un
¥"'-morphisme que I'on appelle le composé de u et v.

(4-4.3) Nous allons maintenant voir que I’on peut définir un isomorphisme canonique
de bifoncteurs en F et &

(4-4-3.1) Hom,, (¥(9), #) 5 Homg (¥, ¥ (#))

que nous désignerons par v->2} (ou simplement v—2” si aucune confusion n’est
possible) ; nous noterons u—>uf, ou u—>u* Plisomorphisme réciproque. Cette définition
est la suivante : en composant v : (%)% avec 'application canonique ¢’ (%)->¥*(9),
on obtient un homomorphisme de faisceaux de groupes o' : {"(%)—%F, qui est aussi
un homomorphisme de ¢'(#)-modules. On en déduit (3.7.1) un homomorphisme
v? 1 G (F)=Y (F), qui est aussi un homomorphisme de %-Modules comme on
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le vérifie sans peine ; on prend 2}=2". De méme, de u : ¥—¥ (#), qui est un homo-
morphisme de #-Modules, on déduit (3.7.1) un homomorphisme u¥ : {*(%)—>F de
{"(#)-Modules, d’oll par tensorisation avec ./ un homomorphisme de &/-Modules
¥*(9)—>%, que nous désignerons par uf. Il est immédiat de vérifier que (uf)f=u
et (v9)§=v, ainsi que le caractére fonctoriel en & de l'isomorphisme »—>23. Le caractére
fonctoriel en ¥ de u—uf s’en déduit alors formellement comme dans (3.5.4) (rai-
sonnement qui démontrerait aussi le caractére fonctoriel de ¥* établi dans (4.3.1)
directement).

Si on prend pour v ’homomorphisme identique de ¥*(%), % est un homomorphisme

(4-4-3-2) pg 1 ¥ > ¥ (¥(9));
si on prend pour u I’homomorphisme identique de ¥ (%), u§ est un homomorphisme
(4-4-3-3) og 1 V(¥ (F)>F;

ces homomorphismes seront dits canoniques. Ils ne sont en général ni injectifs ni surjectifs.
On a des factorisations canoniques analogues a (3.5.3.3) et (3.5.4.4).

On notera que si s est une section de ¥ au-dessus d’un ouvert V de Y, pg(s) est
la section s’®1 de ¥'(¥) au-dessus de {~'(V), s’ étant telle que s;=s5,, pour tout
xey (V). Notons aussi que si u : ¥—J (F) est un homomorphisme, il définit pour
tout xeX un homomorphisme u, : ¥,,~>%, sur les fibres, obtenu en composant
@), : (¥(9)),~F, et Phomomorphisme canonique s,—s5®1 de &, dans
(¥(9)), = g¢($)®g¢(x)ﬂz. L’homomorphisme u, s’obtient aussi par passage a la
limite inductive & partir des homomorphismes I'(V, ST Y(V), F)>F,, ot V
parcourt les voisinages de {(x).

(4-4-4) Soient F,, #, des &/-Modules, ¥,, 4, des #-Modules, u (i=1,2) un
homomorphisme de ¥; dans &, Nous désignerons par u;®u, I’homomorphisme
U : 9,®,9,>F Q ,F, tel que u¥f= (4,)*®(4,)¥ (compte tenu de (4.3.3.1)); on
vérifie que u est aussi le composé ¥, 8,9, > ¥ (F,)Q,¥ (F,) > ¥ (F,8,F,), oula
premiére fleche est le produit tensoriel ordinaire u;®@ju, et la seconde I’homomor-
phisme canonique (4.2.2.1).

(4-4-5) Soient (¥%,);c, un systtme inductif de #-Modules, et, pour tout AeL,
soit u, un homomorphisme %,—Y¥.(#), formant un systtme inductif; posons
4=1lim ¥, et u=limu,; alors les (u;)¥ forment un systéme inductif d’homomor-

phismes ¥ (%,)—>%, et la limite inductive de ce systéme n’est autre que u?.

(4.4.6) Soient A, 4" deux #-Modules, V un ouvert de Y, U={ (V) ; lappli-
cation v—>¥*(v) est un homomorphisme

Hommv(ﬂ |V, |V) - Hommu(\F*('//() |0, (A) |U)

pour les structures de I'(V, #)-module (Hom,,;(¥"(#)|U, ¥°(4")|U) est norma-
lement muni d’une structure de I['(U, {’(#))-module, et grace 2 I’homomorphisme
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canonique (3.7.2) I'(V, Z)->T(U, (%)), cest donc aussi un I'(V, %#)-module).
On voit aussitét que ces homomorphismes sont compatibles avec les restrictions, et par
suite définissent un homomorphisme canonique fonctoriel

Y 1 Homg( M, N) >V (Hom, (¥ (M), V(N));
il correspond par suite aussi & cet homomorphisme ’homomorphisme
Y5 W (Homg (M, N)) > Hom (X (M), W (N)

et ces homomorphismes canoniques sont fonctoriels en .# et A",

(4-4.7) Supposons que F (resp. ¥) soit une 2/-Alge¢bre (resp. une %-Algébre).
Si u: ¥ (%) est un homomorphisme de %-Algebres, u¥ est un homomorphisme
¥*'(9)—>F de o/-Algebres ; cela résulte de la commutativité du diagramme

YR y9——G
¥ Vo
Y (F QuF )Y (F)

et de (4.4.4). De méme, si v : ¥ (%)>F est un homomorphisme de o/-Algébres,
1 4> (F) est un homomorphisme de #-Algebres.

(4-4.8) Soient (Z, €) un troisi¢me espace annelé, ¥’ = (J’, ') un morphisme
Y, B)—>(Z, €), et ¥ : (X, o)—~>(Z, ¥) le morphisme composé ¥’'o¥. Soit # un
%-Module, ' un homomorphisme de # dans ¢ ; le composé v"' =wvov’ est par définition

I’homomorphisme de 5 dans & défini par # i>‘If"’k(g) Eﬂ*—(vﬁ‘l";(‘{" (#)); on vérifie

que v''# est ’homomorphisme
wv'H)

v o)) T g ) L

§ 5. FAISCEAUX QUASI-COHERENTS ET FAISCEAUX COHERENTS

5.1. Faisceaux quasi-cohérents.

(5.x.1) Soient (X, Ox) un espace annelé, # un Ox-Module. La donnée d’un
homomorphisme u : Ox—% de Ox-Modules équivaut a celle de la section s=u(1)el'(X, %#).
En effet, lorsque s est donnée, pour toute section ¢eI'(U, O), on a nécessairement
u(t)=1.(s|U); on dit que u est défini par la section s. Si maintenant I est un ensemble
d’indices quelconque, considérons le faisceau somme directe 0, et pour tout iel, soit A;
Pinjection canonique du i-¢éme facteur dans @ ; on sait que u-—>(wok;) est un isomor-
phisme de Hom@X(@)((U, ) sur le produit (Hom,, (0%, # )L Iy a donc correspondance

biunivoque canonique entre les homomorphismes u : O % et les familles de sections

(8)ic1 de F au-dessus de X. L’homomorphisme u correspondant a (s;) applique un élément
(@) e(T(U, 0x))" sur T g. (5| U). '
i€l
On dit que F est engendré par la famille (s;)) si 'homomorphisme 00—% défini
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par cette famille est surjectif (autrement dit, si, pour tout xeX, %, est un @,-module
engendré par les (5;),). On dit que F est engendré par ses sections au-dessus de X s’il est
engendré par la famille de toutes ces sections (ou par une sous-famille), autrement dit,
¢l existe un homomorphisme surjectif Of->% pour un I convenable.

On notera qu'un Ox-Module & peut étre tel qu’il existe un point x,eX pour
lequel #|U n’est pas engendré par ses sections au-dessus de U, quel que soit le voisinage
ouvert U de x, : il suffit de prendre X =R, pour 0 le faisceau simple Z, pour & le sous-
faisceau algébrique de Oy tel que F ={o}, #,=Z pour x=+o0, et enfin x,=o0 : la
seule section de & |U au-dessus de U est o pour un voisinage U de o.

(5.1.2) Soit f : X—Y un morphisme d’espaces annelés. Si F est un
Ox-Module engendré par ses sections au-dessus de X, alors I’homomorphisme canonique
Ff(F)>F (4.4.3.3) estsurjectif : en effet, avec les notations de (5.1.1), 5®1 est une
section de f*(f,(#)) au-dessus de X, et son image dans & est 5;. L’exemple de (5.1.1)
ou f est I'identité, montre que la réciproque de cette proposition est inexacte en général.

(5.1.3) On dit qu'un Ox-Module F est quasi-cohérent si, pour tout x€X, il y a
un voisinage ouvert U de x tel que & |V soit isomorphe au congyau d’un homomorphisme
de la forme OP|V—>0P|V, ot I et J sont des ensembles d’indices arbitraires. Il est
clair que Ox lui-méme est un @Oyx-Module quasi-cohérent, et que toute somme directe
de Ox-Modules quasi-cohérents est un O@x-Module quasi-cohérent. On dit qu’une
Ox-Algébre of est quasi-cohérente si elle I'est en tant que Ox-Module.

(5.1.4) Soit f: X—Y un morphisme d’espaces annelés. Si & est un 0y-Module
quasi-cohérent, alors f*(%) est un Ox-Module quasi-cohérent. En effet, pour tout xeX,
il y a un voisinage ouvert V de f(x) dans Y tel que %|V soit le conoyau d’un homo-
morphisme OF |V — 0P|V. Si U=f"(V), et sify est la restriction de fa U, on a
fH(D)|U=f;(Z|V) ; comme fj; est exact a droite et commute aux sommes directes,
fo(Z|V) est conoyau d’un homomorphisme 0¢|U — 0|U.

5.2. Faisceaux de type fini.

(5-2.1) On dit qu'un Ox-Module F est de type fini si, pour tout xeX, il existe un
voisinage ouvert U de x tel que % |U soit engendré par une famille finie de sections
au-dessus de U, ou encore soit isomorphe a un faisceau quotient d’un faisceau de la
forme (Ox|U)? ou p est fini. Tout faisceau quotient d’un faisceau de type fini est de
type fini, ainsi que toute somme directe finie et tout produit tensoriel fini de faisceaux
de type fini. Un @Ox-Module de type fini n’est pas nécessairement quasi-cohérent, comme
on peut le voir pour le Ox-Module Oy/F, oit & est 'exemple de (5.1.1). Si & est de type
fini, &, est un 0,-module de type fini pour tout xe€X, mais I’exemple (5.1.1) montre
que cette condition nécessaire n’est pas en général suffisante.

(5.2.2) Soit # un Ox-Module de type fini. Si s; (1<i<n) sont des sections de F
au-dessus d’un voisinage ouvert U d’un point xeX et siles (s5;), engendrent &, il existe
un voisinage ouvert VcU de x tel que les (s;), engendrent &, pour tout yeV (FAC,
I, 2, 12, prop. 1). On en conclut en particulier que le support de # est fermé.
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De méme, si 4 : F—>% est un homomorphisme tel que u,=o0, alors il existe un
voisinage U de x tel que #,=o pour tout yeU.

(5.2.3) Supposons X quasi-compact, et soient F, ¥ deux Ox-Modules tels que ¢
soit de type fini, u : F —% un homomorphisme surjeciif. Supposons de plus que F soit
limite inductive d’un systéme inductif (#,) de Ox-Modules. Alors il existe un indice p
tel que ’homomorphisme #,—% soit surjectif. En effet, pour tout xeX, il existe un
systeme fini de sections s; de ¥ au-dessus d’un voisinage ouvert U(x) de x tel que les (s;),
engendrent ¥, pour tout yeU(x) ; il y a donc un voisinage ouvert V(x)cU(x) de x
et n sections f; de F au-dessus de V(x) telles que s;|V(x)=u(#;) pour tout i ; on peut
en outre supposer que les £; sont les images canoniques de sections d’un méme faisceau &,
au-dessus de V(x). Couvrons alors X avec un nombre fini de voisinages V(x,), et
soit w un indice supérieur a tous les A(x,) ; il est clair que cet indice répond a la
question.

Supposant toujours X quasi-compact, soit & un Ox-Module de type fini engendré
par ses sections au-dessus de X (5.1.1) ; alors & est engendré par une sous-famille
finie de ces sections : il suffit en effet de couvrir X par un nombre fini de voisinages
ouverts U, tels que, pour chaque £, il y ait un nombre fini de sections s;, de # au-
dessus de X dont les restrictions & U, engendrent & |U, ; il est clair que les s;, engen-
drent alors .

(5.2.4) Soit f: X—Y un morphisme d’espaces annelés. Si 4 est un Oy-Module
de type fini, alors f*(¥%) est un Ox-module de type fini. En effet, pour tout xeX, ilya
un voisinage ouvert V de f(x) dans Y et un homomorphisme surjectif v:0%|V—>%|V.
Si U=f"YV) etsify estla restriction de fa U, on a f(9)|U=/f3(%|V) ; comme f;
est exact a droite (4.3.1) et commute aux sommes directes (4.3.2), f5(v) est un homo-
morphisme surjectif 0%|U—f"(%)|U.

(5-2.5) On dit qu’un Ox-Module F admet une présentation finie si, pour tout xeX,
il existe un voisinage ouvert U de x tel que #|U soit isomorphe & un conoyau d’un
(0x|U)-homomorphisme 0O%|U — 0%|U, p et g étant deux entiers >o. Un tel Ox-Module
est donc de type fini et quasi-cohérent. Si f: X—+Y est un morphisme d’espaces annelés,
et si & est un Oy-Module admettant une présentation finie, /(%) admet une présentation
finie, comme le montre le raisonnement de (5.1.4).

(5.2.6) Soit # un Ox-Module admettant une présentation finie (5.2.5) ; alors,
pour tout Ox-Module 5#, 'homomorphisme canonique fonctoriel

(Homo (F, H)), > Homy (F,, H)

est bijectif (T, 4.1.1).

(5.2.7) Soient #, ¥ deux Ox-Modules ayant une présentation finie. Si, pour
un ¥eX, #, et 4, sont deux @,modules isomorphes, alors il existe un voisinage ouvert U
de x tel que F|U et Z|U soient isomorphes. En effet, si ¢ : F,—~%, et § : 4,»F, sont
deux isomorphismes réciproques, il existe, d’aprés (5.2.6), un voisinage ouvert V de x et
une section u (resp. v) de Homo (F, ) (resp. Hom, (¥, F)) au-dessus de V telle

46



§5 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 47

que u,=¢ (resp. 7,=¢). Comme (uov), et (vou), sont les automorjohismes identiques,
il existe un voisinage ouvert UcV de « tel que (uov)|U et (vou)|U soient les automor-
phismes identiques, d’ol la proposition.

5.3. Faisceaux cohérents.

(5.3.1) On dit quun Ox-Module & est cohérent s’il vérifie les deux conditions
suivantes :

a) & est de type fini.

b) Pour tout ouvert UcX, tout entier n>o0, et tout homomorphisme u
0| U->% | U, le noyau de u est de type fini.

On notera que ces deux conditions sont de caractére local.

Pour la plupart des démonstrations des propriétés des faisceaux cohérents rappelées
dans ce qui suit, cf. (FAC), I, 2.

(5-.3.2) Tout Ox-Module cohérent admet une présentation finie (5.2.5); la
réciproque n’est pas nécessairement exacte, car Oy lui-méme n’est pas nécessairement
un Oy-Module cohérent.

Tout sous-Ox-Module de type fini d’'un Ox-Module cohérent est cohérent ; toute
somme directe finte de Oyx-Modules cohérents est un Ox-Module cohérent.

(5.3-3) Si 0>F >F—>#—>0 est une suite exacte de Oyx-Modules et si deux de
ces Ox-Modules sont cohérents, il en est de méme du troisieme.

(5.3-4) Si & et ¢ sont deux Ox-Modules cohérents, ¥ : & —% un homomor-
phisme, Im(x), Ker(x) et Coker(x) sont des Ox-Modules cohérents. En particulier, si &
et ¥ sont des sous-Ox-Modules cohérents d’un Ox-Module cohérent, F 4 ¥ et Fn&
sont cohérents.

(5-3.5) Si & et g sont deux Ox-Modules cohérents, il en est de méme de F &, &
et de H#omo (F, ¥).

(5-3.6) Soient # un 0Ox-Module cohérent, # un faisceau cohérent d’idéaux
de Ox. Alors le Ox-Module #F est cohérent, en tant qu’image de #®, # par ’homo-
morphisme canonique j@oxﬂ*—xﬁf* (5.3.4 et 5.3.5).

(5-3-7) On dit qu'une Ox-Algebre &7 est cohérente si o/ est un Ox-Module cohérent.
En particulier, Ox est un faisceau cohérent d’anneaux si, et seulement si, pour tout ouvert
UcX et tout homomorphisme de la forme u : 0%|U—0x|U, le noyau de u est un
(0x]|U)-Module de type fini.

Si Ox est un faisceau cohérent d’anneaux, tout Ox-Module # admettant une
présentation finie (5.2.5) est cohérent, en vertu de (5.3.4).

L’annulateur d’'un Ox-Module & est le noyau ¢ de ’homomorphisme canonique
Ox—>Homo (F, F) qui, & toute section seI'(U, Ox) fait correspondre la multipli-
cation par s dans Hom(&|U, #|U) ; si Oy est cohérent et si & est un Ox-Module
cohérent, # est cohérent (5.3.4 et 5.3.5) et pour tout xeX, £, est 'annulateur de
Z, (5.2.6).
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(5.3-8) Supposons Oy cohérent ; soient # un Ox-Module cohérent, x un point de X,
M un sous-module de type fini de & ; il existe alors un voisinage ouvert U de x et un
sous-(0x|U)-Moidule cohérent 4 de #|U tel que 4,=M (T, 4.1, lemme 1).

Ce résultat, joint aux propriétés des sous-Ox-Modules d’un @Ox-Module cohérent,
impose des conditions nécessaires aux anneaux @, pour que Oy soit cohérent. Par
exemple (5.3.4), l'intersection de deux idéaux de type fini de @, doit encore étre un idéal
de type fini.

(5-3.9) Supposons 0y cohérent, et soit M un O,-module admettant une présen-
tation finie, donc isomorphe & un conoyau d’un homomorphisme ¢ : 02—@%; alors
il existe un voisinage ouvert U de X et un (0x|U)-Module cohérent Z tel que &, soit
isomorphe & M. En effet, en vertu de (5.2.6), il existe une section u de Homy, (0%, 0%)

telle que u,=¢; le conoyau % de I’homomorphisme u : 0%|U—0%|U répond a la
question (5.3.4).

(5-3.10) Supposons Oy cohérent, et soit # un faisceau cohérent d’idéaux dans Oy.
Pour qu’un (0/_#)-Module & soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit cohérent en tant
que Ox-Module. En particulier 0y/ ¢ est un faisceau cohérent d’anneaux.

(5-3.11) Soit f: XY un morphisme d’espaces annelés, et supposons 0y cohérent;
alors, pour tout Oy-Module cohérent ¥, (%) est un Ox-Module cohérent. En effet, avec
les notations de (5.2.4), on peut supposer que %|V est conoyau d’un homomorphisme
v 1 O%V—0%|V; comme fy; est exact a droite, f*(%)|U=fy(¥|V) est conoyau de
’homomorphisme f(2) : 04|U—0%|U, d’ou notre assertion.

(5.3.12) Soient Y une partie fermée de X, j : Y->X Pinjection canonique, 0y un
faisceau d’anneaux sur Y, et posons Oy =j (0y). Pour qu'un Oy-Module ¢ soit de type
fini (resp. quasi-cohérent, cohérent), il faut et il suffit que j (%) soit un Ox-Module de
type fini (resp. quasi-cohérent, cohérent).

5.4. Faisceaux localement libres.

(5-4.1) Soit X un espace annelé. On dit qu'un Ox-Module & est localement libre
st, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que & |U soit isomorphe a
un (Og|U)-Module de la forme O0Q|U, ou I peut dépendre de U. Si pour tout U,
I est fini, on dit que & est de rang fini ; si pour tout U, I a le méme nombre fini d’élé-
ments 7, on dit que & est de rang n. Un Ox-Module localement libre de rang 1 est encore
appelé inversible (cf. (5.4.3)). Si & est un Ox-Module localement libre de rang fini,
pour tout xeX, %, est un 0, -module libre de rang fini n(x), et il existe un voisinage U
de x tel que #|U soit de rang n(x) ; si X est connexe, n(x) est donc constant.

Il est clair que tout faisceau localement libre est quasi-cohérent, et si Oy est un
faisceau cohérent d’anneaux, tout Ox-Module localement libre de rang fini est cohérent.

Si # est localement libre, $®@X5‘7 est un foncteur exact en & dans la catégorie
des Ox-Modules.

Nous aurons surtout a considérer des Ox-Modules localement libres de rang fini,
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et lorsque nous parlerons de faisceaux localement libres sans préciser, il sera sous-entendu
qu’ils sont de rang fini.

(5.4.2) Si &, &# sont deux Ox-Modules, on a un homomorphisme canonique
fonctoriel

(5.4.2.1) L Qo F = Hoomo (£, Ox)®o, F — Homo (L, F)
défini de la facon suivante : pour tout ouvert U, a tout couple (u,¢), ol
ue (U, #omo (¥, Ox)) =Hom(Z|U, 0x|U) et tel'(U, #), on fait correspondre
Iélément de Hom(Z|U, #|U) qui, pour tout xeU, fait correspondre a s,€.%,
. Pélément u,(s,)t, de F,. Si & est localement libre de rang fini, cet homomorphisme est
bijectif ; la propriété étant locale, on peut en effet se borner au cas ot £ =0%; comme
pour tout Ox-Module &, Homy (0%, &) est canoniquement isomorphe a ", on est
ramené au cas % =0y, qui est immédiat.

(5-4.3) Si Z est inversible, il en est de méme de son dual & =Homo (&L, Ux),
car on se raméne aussitot (la question étant locale) au cas #=0y. En outre, on a un
isomorphisme canonique

(5-4.3.1) Homo (£, 0X)®@X$:@X

en effet, d’aprés (5.4.2), il suffit de définir un isomorphisme canonique #om., (&, £) 3 Ox.
Or, pour tout Ox-Module #, on a un homomorphisme canonique Oy X #Hom, (F, F)
(5.8.7). Il reste & prouver que si &F =% est inversible, cet homomorphisme est bijectif,
et comme la question est locale, on est ramené au cas £ = 0, qui est immédiat.

En raison de ce qui précéde, on pose L =Hm, (&, Ox), et on dit que £
est 'inverse de . La terminologie de « faisceau inversible » peut se justifier de la fagon
suivante lorsque X est réduit & un point et Oy est un anneau local A d’idéal maximal m ;
si M et M’ sont deux A-modules (M étant de type fini) tels que M®,M’ soit isomorphe
aA,comme (A/m)®,(M®,M') s’identifieda (M/mM)®, . (M'/mM’), ce dernier produit
tensoriel d’espaces vectoriels sur le corps A/m est isomorphe & A/m, ce qui exige que
M/mM et M'/mM’ soient de dimension 1. Pour tout élément zeM n’appartenant
pas a mM, on a donc M=Az+mM, ce qui entraine M=Az d’apres le lemme de
Nakayama, M étant de type fini. D’ailleurs, comme I’annulateur de z annule M®, M’,
isomorphe 4 A, cet annulateur est {0}, et M est par suite isomorphe a A. Dans le cas général,
cela montre que si £ est un Ox-Module de type fini, tel qu’il existe un Ox-Module &
pour lequel Z ®@Xﬂ' soit isomorphe & Oy, et si en outre les anneaux @, sont des anneaux
locaux, alors Z, est un 0,-module isomorphe & @, pour tout xeX. Si Ox et £ sont
supposés cohérents, on en conclut donc que & est inversible en vertu de (5.2.7).

(5-4.4) Si & et &£’ sont deux COx-Modules inversibles, il en est de méme de
£ ®@X$ ', car la question étant locale, on peut supposer que £ =0y, et le résultat est

alors trivial. Pour tout entier n> 1, on désigne par £®" le produit tensoriel de n faisceaux
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identiques 3 % ; on pose par convention #®’ =0y et pour n>1, FON = (P 1On
Avec ces notations, il existe alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(5-4.4-1) $®m®oxz®":$®(n+m)

quels que soient les entiers rationnels m, z : en effet, en vertu des définitions, on se raméne
aussitdt aucasou m=—1,n=1, et 'isomorphisme en question a alors été définien (5.4.3).

(5.4.5) Soit f: Y->X un morphisme d’espaces annelés. Si &£ est un Ox-Module
localement libre (resp. inversible), f*(#) est un Oy-Module localement libre (resp.
inversible) : cela résulte aussitot de ce que les images réciproques de deux Ox-Modules
localement isomorphes sont localement isomorphes, de ce que f* commute aux sommes
directes finies et de ce que f*(Ox) =0y (4.3.4). En outre, on sait qu’on a un homo-

morphisme canonique fonctoriel f*(#) — (f(Z))” (4.4.6), et lorsque L est localement
libre, cet homomorphisme est bijectif : on est en effet encore ramené au cas ou % =0y
qui est trivial. On en conclut que si £ est inversible, f*(#®") s’identifie canoniquement
a (f7(&))®" pour tout entier rationnel n.

(5-4-6) Soit # un 0Oy-Module inversible ; on désigne par I' (X, .#) ou sim-
plement I' (£) le groupe abélien somme directe n@zP(X’ F®") ; on le munit d’'une
structure d’anneau gradué, en faisant correspondre au couple (s,,s,), ou s,eI'(X, £®"),
s,el(X, Z®"), la section de #®™*™™ au-dessus de X qui correspond canonique-
ment (5.4.4.1) alasection 5,®s,, de FO"®, FO"; l'associativité de cette multiplication
se vérifie de facon immédiate. Il est clair que I' (X, .#) est un foncteur covariant
en %, a valeurs dans la catégorie des anneaux gradués.

Si maintenant # est un Ox-Module quelconque, on pose

I(Z, #)= @ T(X, F o 2%,

On munit ce groupe abélien d’une structure de module gradué sur ’anneau gradué T' (£)
de la fagon suivante : au couple (s,, «,,), ou s5,e (X, Z®") et u,e(X, FOL®™), on
fait correspondre la section de F & Z®™+" qui correspond canoniquement (5.4.4.1)
a s5,®u,; la vérification des axiomes des modules est immédiate. Pour X et & fixés,
[ (&, &) est un foncteur covariant en & a valeurs dans la catégorie des I' (.Z)-modules
gradués ; pour X et & fixés, c’est un foncteur covariant en .# a valeurs dans la catégorie
des groupes abéliens.

Si f: Y-»X est un morphisme d’espaces annelés, ’homomorphisme cano-
nique (4.4.3.2) p : L¥"—>f (f(£®") définit un homomorphisme de groupes abéliens
(X, %>, f*(£®"), etcomme f*(L®")=(f"(£))®", il résulte des définitions des
homomorphismes canoniques (4.4.3.2) et (5.4.4.1) que les homomorphismes précédents
définissent un homomorphisme fonctoriel d’anneaux gradués T (&)—T (f*(Z)). Le méme
homomorphisme canonique (4.4.3) définit de méme un homomorphisme de groupes

abéliens I'(X, F&® £%") - I'(Y, f(F Q L®), et comme

S(FRL)=f(F)O(f(£)*" (4.3-3.1),
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ces homomorphismes (pour 7 variable) définissent un di-homomorphisme de modules gradués
L (&, F)->T(f (L), f(F)).

(5-4.7) On peut montrer qu’il existe un ensemble MM (noté aussi M(X)) de
Oyx-Modules inversibles tel que tout @x-Module inversible soit isomorphe & un élément
de M et un seul (1) ; on définit dans P une loi de composition en faisant correspondre a
deux éléments £, ¥’ de M 'unique élément de M isomorphe & L& #’. Avec cette loi
de composition, M est un groupe isomorphe au groupe de cohomologie HL(X, 0%), ou Oy
est le sous-faisceau de Oy tel que T'(U, 0%) soit le groupe des éléments inversibles de
I’anneau I'(U, Ox) pour tout ouvert UcX (0x est donc un faisceau de groupes abéliens
multiplicatifs).

On notera pour cela que pour tout ouvert UcX, le groupe des sections I'(U, 0)
s'identifie canoniquement au groupe des automorphismes du (Ox|U)-Module 0|U,
'identification faisant correspondre a4 une section ¢ de Oy au-dessus de U I’automor-
phisme u de Ox|U tel que u,(s,) =¢,s, pour tout xeX ettout s,€@,. Soit alors U= (U,)
un recouvrement ouvert de X ; la donnée, pour tout couple d’indices (A, p) d’un auto-
morphisme 6,, de 0x|(U,nU,) revient a se donner une 1-cochaine du recouvrement 1,
4 valeurs dans 0O, et dire que les 6,, vérifient la condition de recollement (3.3.1) signifie
que la cochaine correspondante est un cocycle. De méme, la donnée, pour tout 2, d’un
automorphisme w, de Ox|U, revient a la donnée d’une o-cochaine du recouvrement 1,
a valeurs dans Oy, et son cobord correspond & la famille des automorphismes
(0,]UynU,)o(w,|U,nU,)~" On peut faire correspondre 4 tout 1-cocycle de U & valeurs
dans 0y I'élément de M isomorphe au Ox-Module inversible obtenu par recollement &
partir de la famille d’automorphismes (6,,) correspondant a ce cocycle, et & deux cocycles
cohomologues correspondent deux éléments égaux de I (3.9.2) ; autrement dit, on a
ainsi défini une application ¢y : HY(U, Ox)—>9N. En outre, si B est un second recouvre-
ment ouvert de X, plus fin que U, le diagramme

H\(U, 0%) *u
| m

Fi(, 63) %0
ou la fleche verticale est 'homomorphisme canonique (G, II, 5.7), est commutatif,
comme il résulte de (3.3.3). Par passage a la limite inductive, on obtient donc bien
une application H1(X, 0x)—IM, le groupe de cohomologie de Cech ﬁl(X, 0%) s’identifiant
comme on sait au premier groupe de cohomologie HYX, 0%) (G, II, 5.9, cor. du
th. 5.9.1). Cette application est surjective : en effet, par définition, pour tout @Ox-Module
inversible %, il y a un recouvrement ouvert (U,) de X tel que & s’obtienne par recolle-
ment des faisceaux Ox|U, (3.3.1). Elle est aussi injective, car il suffit de le prouver pour

A

les applications HY(U, Oyx)—IM, et cela résulte alors de (3.5.2). Il reste & montrer que

(1) Voir le livre en préparation cité dans I'Introduction.
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la bijection ainsi définie est un homomorphisme de groupe. Or, étant donnés deux
Ox-Modules inversibles .#, #’, il y a un recouvrement ouvert (U,) tel que £|U, et
Z'|U, soient isomorphes a Ox|U, pour tout A ; il y a donc pour chaque indice A un
élément a, (resp. a}) de I'(U,, &) (resp. I'(U,, #£’)) tel que les éléments de I'(U,, ¥)
(resp. I'(U,, &')) soient les s,.a, (resp. s,.a}), ou s, parcourt I'(U,, O). Les cocycles
correspondants (z,,), (¢5,) sont tels que s,.a,=s,.a, (resp. s,.a4;,=s,.a;) au-dessus de
U,nU, soit équivalent a s5,=c¢,,s, (resp. s, =¢j,s,) au-dessusde U,nU,. Comme les
sections de & ®@ch " au-dessus de U, sont les sommes finies des s,s;.(q,®4}) ou s, et 54
parcourent I'(U,, @), il est clair que le cocycle (s,,¢},) correspond & Z&, £', ce
qui achéve la démonstration ().

(5-4.8) Soit f=(¢, ®) un morphisme Y->X d’espaces annelés. Le foncteur f*(%)
dans la catégorie des Oyx-Modules libres définit une application (encore notée f* par abus
de langage) de I’ensemble M(X) dans I’ensemble IM(Y). D’autre part, on a un homo-
morphisme canonique (T, §.2.2)

(5-4.8.1) HY(X, 0x)—~H(Y, 05).

ox

Lorsqu’on identifie canoniquement (5. 4.7) M(X) et HY(X, 0%) (resp. M(Y) et H(Y, 03)),
I’homomorphisme (5.4.8.1) s'identifie & Papplication f*. En effet, si & provient d’un
cocycle (g,,) correspondant a un recouvrement ouvert (U,) de X, il suffit de montrer
que f*(#) provient d’un cocycle dont la classe de cohomologie est image par (5.4.8.1)
de celle de (g,,). Or, si 0,, est "automorphisme de Ox|(U,nU,) qui correspond 2 ¢, il est
clair que f*(#) s’obtient par recollement des Oy|¢™'(U,) au moyen des automor-
phismes f7(0,,), et il suffit donc de vérifier que ces derniers correspondent au
cocycle (w#(e,,)), ce qui résulte aussitdt des définitions (on a identifié ,, & son image
canonique par p (3.7.2), section de ¢*(0x) au-dessus de ¢~ (U,nTU,)).

(5-4.9) Soient &, & deux Ox-Modules, F# étant supposé localement libre, et
soit 4 un Ox-Module extension de F par &, autrement dit tel qu’il existe une suite exacte

0> E5%5F 0. Alors, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de «x
tel que %|U soit isomorphe a la somme directe £|UDZF|U. On peut en effet se
borner au cas ou F = 0% ; soient ¢ (1<i<n) les sections canoniques (5.5.5) de 0O%;
il existe alors un voisinage ouvert U de x et n sections s; de ¥ au-dessus de U
telles que p(s5;|U)=¢|U pour 1<i<n Cela étant, soit f I’homomorphisme
F|U—->%|U défini par les sections s|U (5.1.1). Il est immédiat que pour tout
ouvert VcU, et toute section seI'(V, ¥) ona s—f(p(s))el'(V, &), d’ou notre assertion.

(5-4.10) Soient f : X—Y un morphisme d’espaces annelés, # un Ox-Module,
& un Oy-Module localement libre de rang fini. Il existe alors un isomorphisme canonique

(5-4.70.1) L(F)Boy & = f(F Bop f1(£))

(Y Pour une forme générale de ce résultat, voir le livre cité dans la note de la p. 51.
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En effet, pour tout 0y-Module .#, on a un homomorphisme canonique
1®e .. " o *
S F)Boy & —f(F)Bo [ (L)) > f(F oy f*(£))

p étant 'homomorphisme (4.4.3.2) et « I’homomorphisme (4.2.2.1). Pour montrer
que lorsque % est localement libre, cet homomorphisme est bijectif, il suffit, la question
étant locale sur Y, de considérer le cas ol #=0%; en outre, f, et f* commutant aux
sommes directes finies, on peut supposer n=1, et dans ce cas la proposition résulte
aussitot des définitions et de la relation f*(0y) = 0.

5.5. Faisceaux sur un espace annelé en anneaux locaux.

(5-5.1) Nous dirons qu’un espace annelé (X, Ox) est un espace annelé en anneaux
locaux si, pour tout x€X, O, est un anneau local ; ces espaces annelés seront de loin les
plus fréquents de ceux qui seront considérés dans ce travail. Nous désignerons alors
par m, idéal maximal de O, par k(x) le corps résiduel 0,/m,; pour tout Ox-Module &,
tout ouvert U de X, tout point xeU et toute section feI'(U, #), nous désignerons
par f(x) la classe du germe f,e%#, mod. m,.Z,, et nous dirons que c’est la valeur de f
au point x. La relation f(x)=o signifie donc que f,em,%,; lorsqu’elle est remplie,
on dira (par abus de langage) que f s’annule en x. On aura soin de ne pas confondre cette
relation avec f,=o.

(5.5.2) Soient X un espace annelé en anneaux locaux, £ un Ox-Module inversible,
f une section de &£ au-dessus de X. Il y a alors équivalence entre les trois propriétés
suivantes en un point rxeX :

a) f, est un générateur de £, ;

b) f,¢m, %, (autrement dit, f(x)+0);

c) 1l existe une section g de £ au-dessus d’un voisinage ouvert V de x telle que I'image
canonique de f@g dans I'(V, Ox) (5.4.3) soit la section unité.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ot F=0yx; 1I’équi-
valence de a) et b) est alors évidente, et il est clair que ¢) entraine 4). D’autre part,
si f,¢m,, f, estinversible dans @,, soit f,g,=1,. Par définition des germes de sections,
cela veut dire qu’il existe un voisinage V de x et une section g de Ox au-dessus de V
telle que fg=1 dansV, d’ott ¢).

Il résulte aussit6t de la condition ¢) que I’ensemble X, des x vérifiant les conditions
équivalentes @), b), ¢) est ouvert dans X ; suivant la terminologie introduite dans (5.5.1),
c’est ensemble des x ou f ne s’annule pas.

(5-5-.3) Sous les hypothéses de (5.5.2), soit £’ un second Ox-Module inversible ;
alors, si fel'(X, &), geT'(X, &¥'), on a

XinX,=X;q,

On se raméne en effet aussitot au cas ol F=%'=0x (la question étant locale) ;
comme f®g s’identifie alors canoniquement au produit fg, la proposition est évidente.
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v (5.5.4) Soit # un Oy-Module localement libre de rang 7 ; il est immédiat que
AF est un Ox-Module localement libre de rang (;) si p<n, réduit a2 o si p>n, car
la question est locale et on est ramené au cas ou & =0g; en outre, pour tout xeX,

p P
(AF) Jm,(AF), est un espace vectoriel de dimension (;) sur k(x), qui s’identifie cano-

P
niquement & A\(F, /m,F,). Soient s, ...,s, des sections de F au-dessus d’un ouvert U

p
de X, et soit s=sA ... AS,, qui est une section de AF au-dessus de U (4.1.5); on a
s(x) =s8;(x)A ... Asy(x), et par suite, dire que s;(x), ..., 5,(x) sont linéairement dépendants

signifie que s(x)=o0. On en conclut que Uensemble des xeX tels que s,(x), ..., s,(x)
sotent linéairement indépendants est ouvert dans X : il suffit en effet, en se ramenant au cas

ou Z =03, d’appliquer (5.5.2) a la section image de s par une des projections de

p n
NF =(0X(p) sur les (;) facteurs.

En particulier, si s, ...,s5, sont n sections de & au-dessus de U telles que

51(x)y ..., 5,(x) soient linéairement indépendantes en tout point xe€U, I’homomor-
phisme u : 03|{U—~ZF|U défini par les 5; (5.1.1) est un isomorphisme : on peut en effet

n
se restreindre au cas ou F =0% et ou onidentifie canoniquement AF et Oy ; s=sA ... As,

n
est alors une section de (x inversible au-dessus de U, et on définit un homomorphisme
réciproque de # au moyen des formules de Cramer.

(5-5.5) Soient &, # deux Ox-Modules localement libres (de rang fini), et soit
u : &~ un homomorphisme. Pour qu’il existe un voisinage u de xeX tel que «|U
soit injectif et que F|U soit somme directe de u(&)|U et d’un sous-(Ox|U)-Module locale-
ment libre 9, il faut et il suffit que u, : &,—%, donne, par passage aux quotients, un
homomorphisme njectif d’espaces vectoriels &,/m, &,—~F,/m, %, La condition est en
effet nécessaire, car &, est alors somme directe des ¢,-modules libres u,(¢&,) et %, donc
F Jm, F, est somme directe de u,(&,)/mu,(&,) et de ¥, /m,%,. La condition est suffisante,
car on peut se borner au cas ou &=0%; soient s, ..., s, les images par u des sections ¢
de O3 telles que (), soit égal au i-¢me élément de la base canonique de @7 pour tout
yeX (sections canoniques de CO%) ; par hypothese s (x), ..., s,(x) sont linéairement indé-
pendants, donc, si & est de rang n, il existe n—m sections s, 4, ..., 5, de & au-dessus d’un
voisinage V de x telles que les s;(x) (1<i¢<n) forment une base de F,/m,%,. Il existe
alors (5.5.4) un voisinage UcV de x tel que les s;(») (1<i<n) forment une base de
F,/m,F, pour tout yeV, et on en conclut (5.5.4) qu’il y a un isomorphisme de &#|U
sur 0%|U, appliquant les 5;|U (1<i<m) surles ¢|U, ce qui achéve la démonstration.

§ 6. PLATITUDE

(6.0) La notion de platitude est due a J.-P. Serre [16] ; dans ce qui suit, on omet les
démonstrations des résultats qui sont exposés dans 1’Algébre commutative de N. Bourbaki,
a laquelle nous renvoyons le lecteur. Nous supposons tous les anneaux commutatifs (1).

(1) Voir P’exposé cité de N. Bourbaki pour la généralisation de la plupart des résultats au cas non commutatif.
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Si M, N sont deux A-modules, M’ (resp. N') un sous-module de M (resp. N),

nous noterons Im(M'®,N’) le sous-module de M®,N, image de I’application cano-
nique M'®,N'->M®,N.

6.1. Modules plats.

(6.1.x) Soit M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Le foncteur M®,N en N est exact dans la catégorie des A-modules ;
b) Tor’(M, N)=o0 pour tout >0 et tout A-module N;
¢) Tor®(M, N)=o0 pour tout A-module N.

Lorsque M vérifie ces conditions, on dit que M est un A-module plat. 11 est clair que
tout A-module libre est plat.

Pour que M soit un A-module plat, il suffit que pour tout idéal J de A, de type fini,
’application canonique M® ,J—->M® ,A=M soit injective.

(6.x.2) Toute limite inductive de A-modules plats est un A-module plat. Pour
qu’une somme directe )\@LMA de A-modules soit un A-module plat, il faut et il suffit

que chacun des A-modules M, soit plat. En particulier, tout A-module projectif est plat.
Soit 0o>M'—>M-—->M"-—>0 une suite exacte de A-modules, telle que M'’ soit
plat. Alors, pour tout A-module N, la suite

0>MIN->MIN-M'&N->o0

est exacte. En outre, pour que M soit plat, il faut et il suffit alors que M’ le soit (mais
il peut se faire que M et M’ soient plats sans que M =M/M’ le soit).

(6.1.3) Soient M un A-module plat, N un A-module quelconque ; pour deux
sous-modules N’; N’ de N, on a alors

Im(M® (N'+N")) = Im(M®N') +Im(M®N"")
Im(M® (N’ aN")) =Im(MON') n Im(M®N")

(images prises dans M®N).

(6.x.4) Soient M, N deux A-modules, M’ (resp. N') un sous-module de M
(resp. N), et supposons que 'un des modules M/M’, N/N’ soit plat. Alors on a
Im(M'®N') =Im(M'®N)nIm(M®N’) (images dans M®N). En particulier, si J est
un idéal de A et si M/M’ est plat, on a JM'=M'nJIM.

6.2. Changement d’anneaux.

Lorsqu’un groupe additif M est muni de plusieurs structures de module par rapport
a des anneaux A, B, ..., au lieu de dire que M est plat en tant que A-module, B-module,
..., nous dirons parfois aussi que M est A-plat, B-plat, . ..

(6.2.1) Soient A et B deux anneaux, M un A-module, N un (A, B)-bimodule.
Si M est plat et si N est B-plat, alors M®,N est B-plat. En particulier, si M et N sont
deux A-modules plats, M®, N est un A-module plat. Si B est une A-algébre et si M est
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un A-module plat, le B-module Mg =M®, B est plat. Enfin, si B est une A-algébre qui
est plate en tant que A-module, et si N est un B-module plat, alors N est aussi A-plat.
(6.2.2) Soient A un anneau, B une A-algébre plate en tant que A-module. Soient M,

N deux A-modules, tels que M admette une présentation finie ; alors I’homomorphisme
canonique

(6.2.2.1) Hom, (M, N)®,B - Homy(M®,B, N®, B)

(transformant u®b en ’homomorphisme m®b'—u(m)®b’h) est un isomorphisme.

(6.2.3) Soit (A,, ¢,,) un systéme inductif filtrant d’anneaux ; soit A=1imA,. Soit
d’autre part, pour chaque A, M, un A,-module et pour A<y soit 0,, : M;—~M, un
@,,-homomorphisme, tel que (M,, 6,,) soit un systéme inductif ; M=1limM, est alors un
A-module. Cela étant, si pour tout A, M, est un A,-module plat, alors M est un A-module
plat. En effet, soit J un idéal de type fini de A ; par définition de la limite inductive, il
existe un indice A et un idéal J, de A, tels que J=J,A. Si on pose J,=3J,A, pour
@=>2, on a aussi J=IlimJ, (ou w parcourt les indices >1), d’ou (le foncteur lim
étant exact et commutant au produit tensoriel)

M®,3=lm(M,®, 3,) =limJ;M,=3IM.

"

6.3. Localisation de la platitude.

(6.3.1) Si A est un anneau, S une partie multiplicative de A, ST*A est un A-module
plat. En effet, pour tout A-module N, N®,S™A s’identifie 2 S7!N (1.2.5) et onsait (1.3.2)
que STN est un foncteur exact en N.

Si maintenant M est un A-module plat, ST'M=M®,S™A est un S™'A-module
plat (6.2.1), donc est aussi A-plat en vertu de ce qui précéde et de (6.2.1). En parti-
cualier, si P est un ST'A-module, on peut le considérer comme un A-module isomorphe
a ST'P; pour que P soit A-plat, il faut et il suffit qu’il soit ST*A-plat.

(6.3.2) Soient A un anneau, B une A-algébre, T une partie multiplicative de B.
Si P est un B-module qui est A-plat, T'P est A-plat. En effet, pour tout A-module N,
ona (T7'P)®,N= (T 'BX,P)®,N=T"BR(P®,N)=T"P®,N); or, T"}(P®O,N) est
un foncteur exact en N, étant composé des deux foncteurs exacts PO,N (en N) et T™'Q
(en Q). Si S est une partie multiplicative de A dont I'image dans B est contenue dans T,
TP est égal & S~(T—'P), donc est aussi S~*A-plat en vertu de (6.3.1).

(6.3.3) Soient ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux, M un B-module.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.

b) Pour tout idéal maximal 1 de B, M,, est un A-module plat.

¢) Pour tout idéal maximal 1 de B, en posant nm=¢ (1), M, est un A, -module
plat.

En effet, comme M,=(M,),, l’équivalence de 4) et ¢) résulte de (6.3.1), et
le fait que @) entraine 4) est un cas particulier de (6.3.2). Reste & voir que 4) entraine a),
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C’est-a-dire que, pour tout homomorphisme injectif % : N'->N de A-modules, ’homo-
morphisme v=10u : M&®,N'-sM®,N est injectif. Or, v est aussi un homomorphisme de
B-modules, et on sait que pour qu’il soit injectif, il suffit que pour tout idéal maximaln de B,
% : (M®,N"),—~(M®,N), soit injectif. Mais comme

(M®AN)11 = Bn®B (M®AN) = Mn®AN:

v, n'est autre que I’homomorphisme 1®u : M,®,N'—->M,®,N, qui est injectif
puisque M,, est A-plat.

En particulier (en faisant B=A), pour qu'un A-module M soit plat, il faut et il
suffit que M,, soit A -plat pour tout idéal maximal m de A.

(6.3.4) Soit M un A-module ; si M est plat, et si feA n’est pas diviseur de o
dans A, f n’annule aucun élément o0 de M, car I’homomorphisme m->f.m s’écrit
1®u, ol u est la multiplication a—>f.a dans A et M est identifié &4 M®, A ; si u est injective,
il en est donc de méme de 1®u puisque M est plat. En particulier, si A est intégre, M est
sans torsion.

Inversement, supposons A intégre, M sans torsion, et supposons que pour tout
idéal maximal m de A, A, soit un anneau de valuation discréte; alors M est A-plat. 11 suffit
en effet (6.3.3) de prouver que M,, est A, -plat, et on peut donc supposer que A est déja
un anneau de valuation discréte. Mais comme M est limite inductive de ses sous-modules
de type fini, et que ces derniers sont sans torsion, on peut en outre se borner au cas ot M
est de type fini (6.1.2). La proposition résulte dans ce cas de ce que M est un A-module
libre.

En particulier, si A est un anneau intégre, ¢ : A—>B un homomorphisme d’anneaux
faisant de B un A-module plat et +{o}, ¢ est nécessairement injectif. Inversement, si B
est intégre, A un sous-anneau de B et si pour tout idéal maximal m de A, A, est un
anneau de valuation discréte, B est A-plat.

6.4. Modules fidélement plats.

(6.4.1) Pour un A-module M, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour qu’une suite N'>N—->N"" de A-modules soit exacte, il faut et il suffit que
la suitte MON'->MON->-MIN" soit exacte;

b) M est plat et pour tout A-module N, la relation M®N =0 entraine N=o0;

¢) M est plat et pour tout homomorphisme » : N—N' de A-modules, la relation
Iy®v=0 entraine v=o0, I, étant 'automorphisme identique de M;

d) M est plat et pour tout idéal maximal m de A, mM=+ M.

Lorsque M vérifie ces conditions, on dit que M est un A-module fidélement plat ;
M est alors nécessairement un module fidéle. En outre, si u : NN’ est un homomor-
phisme de A-modules, pour que u soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il suffit
que 1@u : MON->M®N’' le soit.
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(6.4.2) Un module libre +{o} est fidélement plat; il en est de méme de la
somme directe d’un module plat et d’'un module fid¢lement plat. Si S est une partie
multiplicative de A, ST'A n’est un A-module fidélement plat que si S est formé d’éléments
inversibles (donc ST!A=A).

(6.4.3) Soit o>M'—>M-—->M"—>0 une suite exacte de A-modules; si M' et M"’
sont plats, et si 'un d’eux est fidéelement plat, alors M est fidélement plat.

(6.4.4) Soient A et B deux anneaux, M un A-module, N un (A, B)-bimodule.
Si M est fidelement plat et si N est un B-module fidélement plat, alors M®, N est un
B-module fidélement plat. En particulier, si M et N sont deux A-modules fidélement
plats, il en est de méme de M®,N. Si B est une A-algébre et si M est un A-module
fidelement plat, le B-module M3, est fid¢lement plat.

(6.4.5) Si M est un A-module fidélement plat et si S est une partie multiplicative
de A, S7'M est un ST*A-module fidélement plat, puisque STIM=M®, (ST*A) (6.4.4).
Inversement, si pour tout idéal maximal m de A, M,, est un A, -module fid¢lement plat,
M est un A-module fidélement plat, car M est A-plat (6.3.3), et on a

M, /mM,, = (M®,A,)®, (Ay/mA,) =M®, (A/m) =M/mM

donc ’hypothése entraine que M/mM=+o0 pour tout idéal maximal m de A, ce qui
prouve notre assertion (6.4.1).

6.5. Restriction des scalaires.

(6.5.1) Soient A un anneau, ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux faisant
de B une A-algebre. Supposons qu’il existe un B-module N qui soit un A-module fidélement
plat. Alors, pour tout A-module M, ’homomorphisme x—1®x de M dans B®, M =My,
est injectif. En particulier, ¢ est injectif ; pour tout idéal a de A, on a ¢ *(aB)=a; pour
tout idéal maximal (resp. premier) m de A, il existe un idéal maximal (resp. premier) n
de B tel que ¢ '(n)=m.

(6.5.2) Lorsque la condition de (6.5.1) est remplie, on identifie A a un sous-
anneau de B par ¢ et plus généralement, pour tout A-module M, on identifie M a un
sous-A-module de M. On notera que si B est alors noethérien, il en est de méme de A,
car I'application a—aB est une injection croissante de ’ensemble des idéaux de A dans
Pensemble des idéaux de B ; Pexistence d’une suite infinie strictement croissante d’idéaux
de A entrainerait donc I’existence d’une suite analogue d’idéaux de B.

6.6. Anneaux fidélement plats.
(6.6.1) Soit ¢ : A—~B un homomorphisme d’anneaux faisant de B une A-algebre.
Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B est un A-module fidélement plat (autrement dit, My, est un foncteur exact et
fidéle en M).
b) L’homomorphisme ¢ est injectif et le A-module B/p(A) est plat.
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¢) Le A-module B est plat (autrement dit, le foncteur My, est exact), et pour tout
A-module M, ’homomorphisme x—1®x de M dans M, est injectif.

d) Le A-module B est plat et pour tout idéal a de A, on a ¢~ '(aB) =a.

¢) Le A-module B est plat et pour tout idéal maximal m de A, il existe un idéal
maximal 1 de B tel que ¢ {n)=m.

Lorsque ces conditions ont lieu, on identifie A 4 un sous-anneau de B.

(6.6.2) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, B une A-algébre telle
que mB+B (ce qui a lieu par exemple lorsque B est un anneau local et A—B un
homomorphisme /local). Si B est un A-module plat, B est un A-module fidélement plat. En
effet, comme mB=+B, il y a un idéal maximal 1t de B contenant mB ; comme ¢ '(n)nA
contient m et ne contient pas 1, on a ¢~ '(n)=m et le critére ¢) de (6.6.1) s’applique.
Sous les conditions indiquées, on voit donc que si B est noethérien, il en est de méme
de A (6.5.2).

(6.6.3) Soit B une A-algébre qui est un A-module fidélement plat. Pour tout
A-module M et tout sous-A-module M’ de M, on a (en identifiant M 2 un sous-A-module
de My) M'=MnMp,. Pour que M soit un A-module plat (resp. fidélement plat), il
faut et il suffit que M, soit un B-module plat (resp. fidélement plat).

(6.6.4) Soient B une A-algébre, N un B-module fidelement plat. Pour que B soit
un A-module plat (resp. fidélement plat), il faut et il suffit que N le soit.

En particulier, soit G une B-algéebre ; si 'anneau C est fidélement plat sur B et B
fidélement plat sur A, alors G est fidelement plat sur A ; si C est fidélement plat sur B
et sur A, alors B est fidelement plat sur A.

6.7. Morphismes plats d’espaces annelés.

(6.7.1) Soit f: X—Y un morphisme d’espaces annelés, et soit # un Ox-Module.
On dit que & est f-plat (ou Y-plat lorsque aucune confusion n’est a craindre sur f) en un
point xeX si F, est un O ,-module plat ; on dit que F est f-plat au-dessus de yeY si F
est f-plat en tous les points x€f () ; on dit que F est f-plat si F est f-plat en tous les
points de X. On dit que le morphisme f est plat en xeX (resp. plat au-dessus de yeY,
resp. plat) si Ox est f-plat en x (resp. f-plat au-dessus de_y, resp. f-plat).

(6.7.2) Avec les notations de (6.7.1), si & est f-plat en x, pour tout voisinage
ouvert U de y=f(x), le foncteur (f*(%) ®@Xf ), en ¥ est exact dans la catégorie des
(0¢|U)-Modules ; en effet, cette fibre s’identifie canoniquement a ?y®@yfm, et notre
assertion résulte de la définition. En particulier, si f est un morphisme plat, le foncteur f~
est exact dans la catégorie des Oy-Modules.

(6.7.3) Inversement, supposons le faisceau d’anneaux Oy cohérent, et supposons
que pour tout voisinage ouvert U de y, le foncteur (f(%9)®,, F), soit exact en ¥ dans
la catégorie des (Oy|U)-Modules cohérents. Alors F est f-plat en x. En effet, il suffit
de prouver que pour tout idéal de type fini J de @,, 'homomorphisme canonique
3®@y.93'x—>9x est injectif (6.1.1). Or, on sait (5.3.8) qu’il existe alors un voisinage
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ouvert U de y et un faisceau cohérent d’idéaux # de 0y|U tel que £,=3, d’ou la
conclusion.

(6.7.4) Les résultats de (6.1) sur les modules plats se transcrivent aussitét en
propositions sur les faisceaux f-plats en un point :

Si 0-»F ' >F>F''>0 est une suite exacte de Ox-Modules et si F'' est f~plat au
point xeX, alors, pour tout voisinage ouvert U de y=f(x) et tout (0y|U)-Module ¥,
la suite

0=>(f(9)Qoy F )y > (f(9) oy F), > (f*(9) Boy F''),~>0

est exacte. Pour que & soit f-plat en , il faut et il suffit alors que #" le soit. On a des
énoncés analogues pour les notions correspondantes de Ox-Module f-plat au-dessus de
y€Y, ou de Ox-Module f-plat.

(6.7.5) Soient f: X—-Y, g : Y>Z deux morphismes d’espaces annelés; soient
xeX, y=f(x), & un Ox-Module. Si F est f-plat au point x et si le morphisme g est plat
au point y, alors & est (gof )-plat en x (6.2.1). En particulier, si f et g sont des morphismes
plats, gof est plat.

(6.7.6) Soient X, Y deux espaces annelés, f : X—Y un morphisme plat. Alors
I’homomorphisme canonique de bifoncteurs (4.4.6)

(6.7.6.x) S (Homo (F, G)) — Homo (f(F), f(9))

est un isomorphisme lorsque # admet une présentation finie (5.2.5).

En effet, la question étant locale, on peut supposer qu’il existe une suite exacte
03— 05> F —o. Or, les deux membres de (6.7.6.1) sont des foncteurs exacts a gauche
en & en vertu de I'hypothése sur f; on est alors ramené & démontrer la proposition
lorsque # =0y, cas ol elle est triviale.

(6.7.8) On dit qu’un morphisme f : X—Y d’espaces annelés est fidelement plat
si f est surjectif et si, pour tout xeX, 0O, est un 0, -module fidélement plat. Lorsque X
et Y sont des espaces annelés en anneaux locaux (5.5.1), il revient au méme de dire
que le morphisme f est surjectif et plat (6.6.2). Lorsque f est fidélement plat, f* est un
foncteur exact et fidéle dans la catégorie des Oy-Modules (6.6.1, a)) et pour qu’un
Oy-Module % soit Y-plat, il faut et il suffit que f*(¥%) le soit (6.6.3).

§ 7. ANNEAUX ADIQUES
7.1. Anneaux admissibles.

(7.x.1) Rappelons que dans un anneau topologique A (non nécessairement
séparé), on dit qu'un élément x est topologiquement nilpotent si o est une limite de la suite
(#")u>o- On dit qu’un anneau topologique A est linéairement topologisé s’il existe un systéme
fondamental de voisinages de o dans A formé d’idéaux (nécessairement ouverts).

Définition (7.1.2). — Dans un anneau linéairement topologisé A, on dit qu’un idéal 3 est
un idéal de définition si § est ouvert et si, pour tout voisinage V de o, il existe un entier n>o tel
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que J"cV (ce qu’on exprime, par abus delangage, en disant que la suite (J") fend vers o).
On dit qu'un anneau linéatrement topologisé A est préadmissible 5’1l existe dans A un idéal de
définition ; on dit que A est admissible 51l est préadmissible et si en outre il est séparé et complet.

Il est clair que si ' est un idéal de définition, £ un idéal ouvert de A, Jng est
encore un idéal de définition ; les idéaux de définition d’un anneau préadmissible A
forment donc un systéme _fondamental de voisinages de o.

Lemme (77.x.3). — Soit A un anneau lindairement topologisé.

(1) Pour que xcA soit topologiquement nilpotent, il faut et il suffit que pour tout idéal ouvert 3
de A, I'image canonique de x dans A|J soit nilpotente. L’ensemble T des éléments topologiquement
nilpotents de A est un idéal.

(it) Supposons en outre que A soit préadmissible, et soit J un idéal de définition de A. Pour
que xeA  soit topologiquement milpotent, il faut et il suffit que son image canonique dans A[J soit
milpotente ; I'idéal T est I'image réciproque du nilradical de A|J et est donc ouvert.

(i) découle immédiatement des définitions. Pour prouver (ii), il suffit de remarquer
que pour tout voisinage V de o dans A, il existe n>0 tel que J"cV; si x€A est
tel que x"€J, on a x™eV pour ¢>n, donc x est topologiquement nilpotent.

Proposition (77.1.4). — Soient A un anncau préadmissible, J un idéal de définition de A.

(1) Pour quun idéal ' de A soit contenu dans un idéal de définition, il faut et il suffit qu’il
existe un entier n>o0 tel que J'"CS.

(ii) Pour qu'un xeA soit contenu dans un idéal de définition, il faut et il sufit qu’il soit
topologiquement nilpotent.

(1) Si J'"cJ, pour tout voisinage ouvert V de o dans A, il existe m tel que J"cV,
donc JI™cV.

(ii) La condition est évidemment nécessaire ; elle est suffisante, car si elle est
remplie, il existe n tel que x"€J, donc J'=J+ Ax est un idéal de définition, puisqu’il
est ouvert, et que JI"C3J.

Corollaire (%7.1.5). — Dans un anneau préadmissible A, un idéal premier ouvert contient
tous les idéaux de définition.

Corollaire (77.1.6). — Les notations et hypothéses étant celles de (7.1.4), les propriétés
sutvantes d’un idéal J, de A sont équivalentes :

a) 3, est le plus grand idéal de définition de A ;

b) Y, est un idéal de définition maximal ;

¢) I, est un 1déal de définition tel que I’anneau A[T, soit réduit.

Pour qu’il existe un idéal , ayant ces propriétés, il faut et il suffit que le nilradical de A[J soit
nilpotent ; 3, est alors égal a Uidéal T des éléments topologiquement nilpotents de A.

Il est clair que a) implique &), et 4) implique ¢) en vertu de (7.1.4, (ii)) et
(7.1.8, (ii)) ; pour la méme raison, ¢) entraine ). La derni¢re assertion résulte de
(7.1.4, @) et (7.1.3, ().

Lorsque T/J, nilradical de A/, est nilpotent, on note A, 'anneau quotient
(réduit) A/T.
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Corollaire (7.1.7). — Un anneau préadmissible noethérien admet un plus grand idéal de
définition.

Corollaire (7.1.8). — St un anneau préadmissible A est tel que, pour un idéal de définition 3,
les puissances J* (n>>0) forment un systéme fondamental de voisinages de o, il en est de méme des
puissances J'" de tout idéal de définition J' de A.

Définition (7.1.9). — On dit qu’un anneau préadmissible A est préadique s’il existe un
idéal de définition 5 de A tel que les " forment un sysiéme fondamental de voisinages de o dans A
(ou, ce qui revient au méme, tel que les J" soient ouverts). On appelle anneau adique un
anneau préadique séparé et complet.

Si J est un idéal de définition d’un anneau préadique (resp. adique) A, on dit
encore que A est un anneau J-préadique (resp. J-adique), et que sa topologie est la
topologie J-préadique (resp. J-adique). Plus généralement, si M est un A-module, la
topologie sur M ayant pour syst¢éme fondamental de voisinages de o les sous-modules J"M
est dite topologie J-préadique (resp. J-adique). En vertu de (7.1.8), ces topologies sont
indépendantes du choix de I'idéal de définition 3.

Proposition (7.x.10). — Sotent A un anneau admissible, J un idéal de définition de A.
Alors § est contenu dans le radical de A.

Cet énoncé est équivalent a I'un quelconque des corollaires suivants :

Corollaire (7.x.1x1). — Pour tout x€J, 1+ x est inversible dans A.

Corollaire (7.1.12). — Pour que feA soit inversible dans A, il faut et il suffit que son
image canonique dans A|J soit inversible dans A[J.

Corollatre (7.1.13). — Pour tout A-module M de type fini, la relation M =M (équi-
valente @ M®, (A|J) =0) entratne M =o.

Corollaire (77.1.14). — Soit u : M—N un homomorphisme de A-modules, N étant de type
fini ; pour que u soit surjectif, il faut et il suffit que u®1 : M®, (A/JF) - N®, (A/3J) le soit.

En effet, I’équivalence de (%7.1.10) et (7.1.11) résulte de Bourbaki, 4lg., chap. VIII,
§ 6, n° 3, th. 1, et celle de (7.1.10) et (7.1.13) de loc. cit., th. 2 ; le fait que (7.1.10)
entraine (7.1.14) résulte de loc. cit., cor. 4 de la prop. 6 ; d’autre part, (7.1.14) entraine
(7.1.13) en l’appliquant & ’homomorphisme nul. Enfin, (7.1.10) entraine que si f est
inversible dans A/, f n’est contenu dans aucun idéal maximal de A, donc f est inversible
dans A, autrement dit (7.1.10) entraine (7.1.12) ; et inversement, (7.1.12) entraine

(7.1.11).

Tout revient donc a démontrer (7.1.11). Or, comme A est séparé et complet

et que la suite (J") tend vers o, il est immédiat que la série X (—1)"x" est convergente
dans A et que, si y est sa somme, on a y(1+x)=1. n=0

7.2. Anneaux adiques et limites projectives.

(7.2.1) Toute limite projective d’anneaux discrels est évidemment un anneau
linéairement topologisé, séparé et complet. Inversement, soit A un anneau linéairement
topologisé, et soit (J,) un syst¢eme fondamental de voisinages ouverts de o dans A formé
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d’idéaux. Les applications canoniques ¢, : A—A/J, forment un systéme projectif de
représentations continues et définissent donc une représentation continue ¢ : A—limA/S;;
si A est séparéd, ¢ est un isomorphisme topologique de A sur un sous-anneau(_;artout
dense de {iEA/Sﬁ si, en outre, A est complet, ¢ est un isomorphisme topologique de A
sur li(_mA/SA.

Lemme (77.2.2). — Pour qu’un anneau linéairement topologisé soit admissible, il faut et il
suffit qu’il soit isomorphe a une limite projective A = Liin_Al’ ot (A, u,,) est un systeme projectif
d’anneaux discrets ayant pour ensemble d’indices un ensemble ordonné filtrant L (pour <) qui admet
un plus petit élément noté o et satisfait aux conditions suivantes : 1° les u, : A—A, sont surjectifs ;
2° le noyau 3, de uy, @ A,—A, est nilpotent. Lorsqu’il en est ainsi, le noyau J de u, : A—A,
est égal a Ei_n_13x-

La nécessité de la condition résulte de (7.2.1), en prenant pour (J;) un systéme
fondamental de voisinages de o formé d’idéaux de définition contenus dans 'un d’eux J,
et appliquant (7.1.4, (i)). La réciproque résulte de la définition d’une limite projective
et de (7.1.2), et la derniére assertion est immédiate.

(7.2.3) Soient A un anneau topologique admissible, J un idéal de A contenu
dans un idéal de définition (autrement dit (7.1.4) tel que (J") tende vers o) ; on peut
considérer sur A la topologie d’anneau ayant pour systéme fondamental de voisinages
de o les puissances J" (z>0); nous l’appellerons encore la topologie J-préadique.
L’hypothése que A est admissible entraine que (1J"=o0, donc la topologie J-préadique

n

sur A est séparée ; soit A:Ei_n:A/S” le complété de A pour cette topologie (ou les A/J"
sont munis de la topologie discrete), et désignons par u I’homomorphisme d’anneaux
AA (non nécessairement continu), limite projective de la suite d’homomorphismes
4, : A—>A/J". D’autre part, la topologie J-préadique sur A est plus fine que la topologie
donnée J sur A ; comme A est séparé et complet pour J, on peut prolonger par
continuité l’application identique de A (muni de la topologie J-préadique) dans A
muni de  ; cela donne une représentation continue v : A=A,

Proposition (7.2.4). — St A est un anneau admissible et 3 est contenu dans un idéal de
définition de A, A est séparé et complet pour la topologie J-préadique.

En effet, avec les notations de (7.2.3), il est immédiat que vou est ’application
identique de A. D’autre part, uo0v : A—)A/S" est le prolongement par continuité (pour
la topologie J-préadique sur A et la topologie discrete sur A/J") de I’application cano-

nique u, ; autrement dit, c’est 'application canonique de A=1mA/J" sur A/J"; uov est
&
donc limite projective de cette suite d’applications, c’est-a-dire par définition I’application

identique de A ; ceci démontre la proposition.
Corollaire (7.2.5). — Sous les hypothéses de (7.2.3), les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) L’homomorphisme u est continu ;
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b) L’homomorphisme v est bicontinu ;
c) A est un anneau J-adique.

Corollaire (77.2.6). — Soient A un anneau admissible,  un idéal de définition de A. Pour
que A soit noethérien, il faut et il suffit que AT soit noethérien et que J|J? soit un (A[J)-module
de type finz.

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, supposons-les vérifiées ;
comme en vertu de (7.2.4) A est complet pour la topologie J-préadique, pour qu’il
soit noethérien, il faut et il suffit que 'anneau gradué associé grad(A) (pour la filtration
des J") le soit ([1], p. 18-07, th. 4). Or, soient a, ..., a, des éléments de J dont les classes
mod. J? sont des générateurs de J/3J? en tant que A/J-module. Il est immédiat par
récurrence que les classes mod. J"*! des mondémes de degré total men les q; (1 <i<n)
forment un systéme de générateurs du (A/J)-module J"/J"*1. On en conclut que grad(A)

N

est un anneau isomorphe a un quotient de (A/JI)[Ty, ..., T,] (T; indéterminées), ce
qui achéve la démonstration.
Proposition (77.2.7). — Soit (A;, uy) un systeme projectif (ieN) d’anneaux discrets, et
pour tout entier 1, soit ; le noyau dans A; de ’homomorphisme uy : A;—A,. On suppose que :
a) Pour i<j, w; est surjectif et son noyau est J;*' (donc A, est isomorphe & A;/F;*Y).
b) 3,/ (=J,) est un module de type fini sur Ag=A,/[3;.

Soit A=1lmA,, et pour tout entier n>o, soient u, I’homomorphisme canonique A—A,,
e

3

™+t A son noyau. Dans ces conditions :
(i) A est un anneau adique, ayant pour idéal de définition = V.
(i) On a JI"=3" pour tout n>1.
(1) /32 est isomorphe & J,=,/3, et est par suite un module de type fini sur Ay=A/J.

L’hypothése de surjectivité des u; entraine que u, est surjectif ; en outre, ’hypo-
theése a) implique que J/*'=o0, donc A est un anneau admissible (7.2.2) ; par définition,
les 3™ forment un systéme fondamental de voisinages de o dans A, donc (ii) entraine (i).
Enoutre,ona J=I1im3J; etles applications J—; sont surjectives, donc (ii) entraine (iii),

harand
4

et on est ramené & prouver (ii). Par définition, J™ est formé des éléments (%)=, de A
tels que x,=o0 pour k<n, donc J"J™c I+  autrement dit les J™ constituent une
Sfiltration de A. D’autre part, J"/J"*+1 est isomorphe & la projection de J™ sur A, ;
comme 3””:?_@3?, cette projection n’est autre que J), qui est un module sur
A=A,/3,. S(;i>e;llt alors a;=(a),>, r éléments de J=3JY tels que ay,...,q,
forment un syst¢tme de générateurs de J; sur A;; nous allons voir que I’ensemble S,
des mondmes de degré total n en les a; engendre I'idéal J™ de A. Comme Ji*'=o,
il est clair tout d’abord que S,c3™; puisque A est complet pour la filtration (J™),
il suffit de prouver que ’ensemble S, des classes mod. 3"V des éléments de S, engendre
le module gradué grad(3™) sur Panneau gradué grad(A) pour la filtration précédente
([1], p. 18-06, lemme) ; en vertu de la définition de la multiplication dans grad(A),
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il suffira de prouver que pour tout m, S, est un systéme de générateurs du A,-module
J™/I™+Y, ouencore que J7; est engendré par les mondmes de degré m en les a, (1<7<7).
Pour cela, il reste 2 montrer que J,, est (en tant que A, -module) engendré par les mondmes
de degré <m par rapport aux g, ; la proposition étant évidente par définition pour m=1,
raisonnons par récurrence sur m, et soit J, le sous-A, -module de J, engendré par
ces mondémes. La relation J, ,=3,/3» et Phypothése de récurrence prouvent
que J,=3,,+ I d’ou, puisque Ji*'=o0, lon tire J=3J,", et finalement J,=3,.

Corollaire (77.2.8). — Sous les conditions de (77.2.7), pour que A soit noethérien, il faut et
il suffit que A, le soit.

Cela résulte aussitét de (7.2.6).

Proposition (77.2.9). — Supposons vérifiées les hypothéses de (7.2.7) : pour tout entier i,
soit M; un A-module, et, pour 1<j, soit v; : M;—M,; un w-homomorphisme, tels que (M,, v,;)
soit un systeme projectif. Supposons en outre que M, soit un Ay-module de type fini, que v, soit
surjectif et que son noyau soit JjT M. Alors M =lmM,; est un A-module de type fini, et le noyau

PR—

du u-homomorphisme surjectif v, : M—M, est J"tM (de sorte que M, s’identifie a
M M =M®, (/3" ).

Soient z,= (2);>o un systéme de s éléments de M tels que les z;, (1</£<s) forment
un systeme de générateurs de M, ; on va montrer que les z;, engendrent le A-module M,
Le A-module M est séparé et complet pour la filtration formée par les M™, ot M™ est
Iensemble des y=(y);>, de M tels que y,=o pour k<n; il est clair que 'on
a J"McM™ et que MW/M»+9=3"M,. On est donc ramené & montrer que les
classes des z, mod. M engendrent le module gradué grad(M) (pour la filtration
précédente) sur ’anneau gradué grad(A) ([1], p. 18-06, lemme) ; pour cela, on constate
aisément qu’il suffit encore de prouver que les z,, (1</<s) engendrent le A -module M,,.
On raisonne de nouveau par récurrence sur z, la proposition étant évidente par définition
pour n=o0; la relation M, _,=M,/J3'M, et ’hypothése de récurrence montrent que
si M, est le sous-module de M, engendré par les z,,, ona M, =M, 4J;M,, et comme J,
est nilpotent, cela entraine M,=M,. Le méme raisonnement de passage aux modules
gradués associés montre que ’application canonique de J™M dans M™ est surjective
(donc bijective), autrement dit que JIPM=3J"M est le noyau de M-M,.

Corollaire (77.2.10). — Soit (N;, wy;) un second systéme projectif de A;-modules vérifiant
les conditions de (77.2.9), et soit N=EEN“ Il y a correspondance biunivoque entre les systémes
projectifs (h;) de Ai-homomorphismes h; : M;—N; et les homomorphismes de A-modules h : M—N
(qui sont nécessairement continus pour les topologies J-adiques).

Il est clair que si £ : M—N est un A-homomorphisme, on a A(J"M)cJI"N,
d’ou la continuité de % ; par passage aux quotients, il correspond donc a % un systéme
projectif de A-homomorphismes £, : M;—N;, dont % est la limite projective, d’ol1 le
corollaire.

Remarque (7.2.11). — Soit A un anneau adique ayant un idéal de définition
tel que /32 soit un (A/J)-module de type fini ; il est clair que les A;=A/J'+! vérifient
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les conditions de (7.2.7) ; comme A est la limite projective des A;, on voit que la
prop. (7.2.7) donne la description de fous les anneaux adiques du type considéré (et en
particulier de tous les anneaux adiques noethériens).

Exemple (7.2.12). — Soient B un anneau, J un idéal de B tel que J/3? soit un
module de type fini sur B/J (ou sur B, ce qui revient au méme) ; posons A =IlimB/J"*!;

A est le séparé complété de B muni de la topologie J-préadique. Si A,=B/J"*1, il est
immédiat que les A, vérifient les conditions de (7.2.7) ; donc A est un anneau adique
et si § est Padhérence dans A de 'image canonique de S, 5 est un idéal de définition de A,
3" est ’adhérence de 'image canonique de 3", A/J" s’identifie & B/S" et §/S? est isomorphe
A S/ en tant que (A/S)-module. De méme, si N est tel que N/SN soit un B-module
de type fini, et si on pose M;=N/J *IN, M=1+iEM,; est un A-module de type fini,
isomorphe au séparé complété de N pour la topologie §-préadique, "M s’identifie &
I’adhérence de I'image canonique de "N, et M/J"M a N/J"N.

7.3. Anneaux préadiques noethériens.

(7.3.1) Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module ; nous désignerons
par A=1ir£A/S" (resp. M=IimM/3"M) le séparé complété de A (resp. M) pour la

topologie J-préadique. Soit M’ 5 M>M" >0 une suite exacte de A-modules ;
comme M/J"M=M®, (A/J"), la suite

M/JS™M’ 3 M/F™M 3 M7 3™ >0

est exacte pour tout n. En outre, comme 2(J"M) = J"0(M) =J"M'"’, ¥ = limy, estsurjective
(Bourbaki, Top. gén., chap. IX, 2° éd., p. 6o, cor. 2). D’autre part, sT_ z={(z,) est un
élément du noyau de 7, pour tout entier £, il existe un z,e M'/J*M’ tel que u,(z}) =z2;;
on en conclut qu’il existe z'=(z/)eM’ tel que les & premiéres composantes de #(z')
coincident avec celles de z ; autrement dit, 'image par # de M est dense dans le noyau de 5.

Si on suppose A noethérien, il en est de méme de A, en vertu de (7.2.12), J/3?
étant alors un A-module de type fini. En outre :

Théoréme de Krull (7.3.2). — Soient A un anneau noethérien,  un idéal de A, M un
A-module de type fini, M' un sous-module de M ; alors la topologie induite sur M' par la topologie
-préadique de M est identique & la topologie y-préadique de M'.

Cela résulte aussitét du

Lemme d’Artin-Rees (7.3.2.1). — Sous les hypothéses de (77.3.2), il existe un entier p
tel que, pour n>p, on ait

MnaJ*"M=J"?(M'nJI'™™)
Pour la démonstration, voir ([1], p. 2-04).
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Corollaire (7.3.3). — Sous les hypothéses de (7.3.2), Papplication canonique M® ,A M
est bijective, et le foncteur M®,A est exact en M dans la catégorie des A-modules de type finis
par suite, le séparé complété S-adique A est un A-module plat (6.1.1).

Notons d’abord que dans la catégorie des A-modules de type fini, M est un foncteur

exact en M., Soit en effet 0—~M’'->M->M''—0 une suite exacte ; on sait déjaque 7 : M—>M"
est surjectif (7.3.1) ; d’autre part, si ¢ est ’homomorphisme canonique MM, il
résulte du th. de Krull que ’adhérence dans M de i(u(M')) s’identifie au séparé complété
de M’ pour la topologie J-préadique; donc # est injectif, et en vertu de (7.3.1) 'image
de @ est égale au noyau de 7.

Cela étant, Papplication canonique M®,A—>M sobtient en passant 2 la limite
projective sur les applications M®,A->M®, (A/F)=M/J"M. 1l est clair que cette appli-
cation est bijective lorsque M est de la forme A”. Si M est un A-module de type fini,
on a une suite exacte A’~>A?%>M->0, d’ol, en vertu de ’exactitude & droite des foncteurs
M®,A et M (en M) dans la catégorie des A-modules de type fini, le diagramme
commutatif

A’®A > AIQA > M®A > o
¥ + v

A

Ar As M o

ou les deux lignes sont exactes et les deux premieres fleches verticales des isomorphismes ;
on en tire aussitdt la conclusion.

Corollaire (77.3.4). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A, M, N deux A-modules
de type fini; on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(M®,N)" 3 M®;N,  (Hom, (M, N))" = Homz (M, N)

Cela résulte de (7.3.3), (6.2.1) et (6.2.2).

Corollaire (77.3.5). — Soient A un anneau noethérien,  un idéal de A. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) 3 est contenu dans le radical de A.

b) A est un A-module fidélement plat (6.4.1).

¢) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie J-préadique.

d) Tout sous-module d’un A-module de type fini est fermé pour la topologie J-préadique.

Comme A est un A-module plat, les conditions b) et ¢) sont équivalentes, car
b) équivaut a dire que si M est un A-module de type fini, Papplication canonique
M—>M=M®,A est injective (6.6.1, ¢)). Il est immédiat que ¢) entraine d), car si N
est un sous-module d’'un A-module M de type fini, M/N est séparé pour la topologie
J-préadique, donc N est fermé dans M. Montrons que d) implique a) : si m est un idéal
maximal de A, m est fermé dans A pour la topologie J-préadique, donc m =pr>]0(m—l-5p),

et comme m+ J? est nécessairement égal & A ou a m, on a m+ J*=m pour p assez
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grand, d’ott J?cm et Jcm puisque m est premier. Enfin, a) entraine 4) : soit en effet P
'adhérence de {o} dans un A-module M de type fini, pour la topologie J-préadique ;
en vertu du th. de Krull (7.3.2), la topologie induite sur P par la topologie J-préadique
de M est la topologie J-préadique de P, donc JP=P ; comme P est de type fini, il
résulte du lemme de Nakayama que P=o (J étant contenu dans le radical de A).

On notera que les conditions de (7.3.5) sont remplies lorsque A est un anneau local
noethérien et J+A un idéal quelconque de A.

Corollaire (7.3.6). — Si A est un anneau J-adique noethérien, tout A-module de type fini
est séparé et complet pour la topologie J-préadique.

Comme on a alors A=A, cela résulte aussitot de (7.3.3).

On en conclut que la prop. (7.2.9) donne la description de fous les modules de
type fini sur un anneau adique noethérien.

Corollaire (7.3.7). — Sous les hypothéses de (7.3.2), le noyau de I’application canonique
M—>M=M®,A est Pensemble des xeM annulés par un élément de 1+ 3.

En effet, pour que xe M appartienne a ce noyau, il faut et il suffit que le séparé
complété du sous-module Ax se réduise a o (par (7.3.2)), autrement dit que xeJx.

7.4. Modules quasi-finis sur les anneaux locaux.

Définition (%7.4.1). — Etant donné un anneau local A, d’idéal maximal m, on dit qu’un
A-module M est quasi-fini (sur A) st M/mM est de rang fini sur le corps résiduel k=A/m.

Lorsque A est noethérien, le séparé complété M de M pour la topologie m-préadique
est alors un A-module de type fini ; en effet, comme m/m? est alors un A-module de type
fini, cela résulte de (7.2.12) et de I’hypothése sur M/mM.

En particulier, si on suppose de plus que A est complet et M séparé pour la topologie
m-préadique (autrement dit, MM"M=o0), M lui-méme est un A-module de type fini :

n
en effet, M est alors un A-module de type fini, et comme M s’identifie 2 un sous-module

de M, M est lui aussi de type fini (et d’ailleurs identique & son complété en vertu
de (7.3.6)).

Proposition (7.4.2). — Soient A, B deux anneaux locaux, m, n leurs idéaux maximaux,
et supposons B noethérien. Soient ¢ : A—B un homomorphisme local, M un B-module de type fini.
St M est un A-module quasi-fini, les topologies m-préadique et n-préadique sur M sont identiques,
donc séparées.

Remarquons que par hypothése M/mM est de longueur finie en tant que A-module,
donc aussi a fortiori en tant que B-module. On en conclut que n est le seul idéal premier
de B contenant ’annulateur de M/mM : en effet, on se ramene aussitdt, en vertu de
(1.7.4) et (1.7.2), au cas ou M/mM est simple, donc nécessairement isomorphe a B/n,
et notre assertion est évidente dans ce dernier cas. D’autre part, comme M est un
B-module de type fini, les idéaux premiers qui contiennent I'annulateur de M/mM
sont ceux qui contiennent mB--b, en désignant par b ’annulateur du B-module M (1.7.5).
Comme B est noethérien, on en conclut ([11], p. 127, cor. 4) que mB-+b est un idéal
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de définition de B, autrement dit qu’il existe £>o0 tel que n*cmB-+bcn; par suite,
pour tout A>o0
Mc(mB+b)*M=m*"Mcn*M

ce qui prouve que les topologies m-préadique et n-préadique sur M sont les mémes;
la seconde est d’ailleurs séparée en vertu de (7.3.5).

Corollaire (77.4.3). — Sous les hypothéses de (77.4.2), st en outre A est noethérien et complet
pour la topologie m-préadique, M est un A-module de type fini.

En effet, M est alors séparé pour la topologie m-préadique, et notre assertion résulte
de la remarque faite dans (7.4.1).

(7-4-4) Le cas d’application de (7.4.2), qui est le plus important, est celui o B
lui-méme est un A-module quasi-fini, ce qui revient a dire que B/mB est une algébre de rang
Sfini sur k= A/m; cette condition peut d’ailleurs se décomposer en la conjonction des deux
suivantes, en vertu de ce qui précede :

(1) mB est un idéal de définition de B ;
(ii) B/nt est une extension de rang fini du corps Afm.

Lorsqu’il en est ainsi, tout B-module de type fini est évidemment un A-module
quasi-fini.

Corollaire (77.4.5). — Sous les hypothéses de (7.4.2), si b est I’annulateur du B-module M,
B/b est un A-module quasi-fini.

Supposons M <0 (sinon le corollaire est évident). On peut considérer M comme
un module sur ’anneau local noethérien B/b; son annulateur étant alors réduit & o,
la démonstration de (7.4.2) montre que m(B/b) est un idéal de définition de B/b. Par
ailleurs, M/nM est un espace vectoriel de rang fini sur A/m, étant un quotient de M/mM,
qui est par hypothése de rang fini sur A/m; comme M=o, on a M+nM en vertu
du lemme de Nakayama ; comme M/nM est un espace vectoriel o sur B/n, le fait
qu’il est de rang fini sur A/m implique que B/n est aussi de rang fini sur A/m ; la conclusion
résulte donc de (7.4.4) appliqué a I’anneau B/b.

7.5. Anneaux de séries formelles restreintes.

(7-5.1) Soient A un anneau topologique, linéairement topologisé, séparé et
complet ; soit (J,) un systtme fondamental de voisinages de o dans A formé d’idéaux
(ouverts), de sorte que A s’identifie canoniquement a Ei_rn_A/SA (7.2.1). Pour tout 2,
soit B, = (A/J,) [Ty, .. ., T,], ou les T, sont des indéterminées ; il est clair que les B,
forment un systéme projectif d’anneaux discrets. Nous poserons Ii(___mBA =A{T,, ..., T,},
et nous allons voir que cet anneau topologique est indépendant du systéeme fondamental
d’idéaux (J,) considéré. De fagon précise, soit A’ le sous-anneau de ’anneau de séries
formelles A[[Ty, ..., T,]] formé des séries formelles %‘.caT“ (avec a=(og, ..., ) eN")
telles que lime,=o (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de N”) ; nous
dirons que ces séries sont les séries formelles restreintes en les T;, a coefficients dans A.
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Pour tout voisinage V de o dans A, soit V' I'ensemble des x=2X¢, T*c A’ telles que ¢,V

pour tout «. On vérifie aussitdt que les V' forment un systeme fondamental de voisinages
de o définissant sur A’ une topologie d’anneau séparée ; nous allons définir canoniquement
un isomorphisme topologique de anneau A{T,, ..., T,} sur A'. Pour tout acN" et tout A,
soit ¢, , 'applicationde (A/J,;)[1y, ..., T,] dans A/J; qui, & tout polynéme du premier
anneau, fait correspondre le coefficient de T* dans ce polynéme. Il est clair que les ¢, ,
forment un systéme projectif d’homomorphismes de (A/J,)-modules, dont! la limite projec-
tive est un homomorphisme continu ¢, : A{T;, ..., T,}—A ; nous allons voir que, pour
tout yeA{T,, ..., T,}, la série formelle S, ()T est restreinte. En effet, si y, est la

composante de y dans B,, et si on désigne par H, I’ensemble fini des « eN" pour lesquels
les coefficients du polynéme y, ne sont pas nuls, on a ¢, ,(7,) €3, pour J,C3J, et «¢H,
et par passage a la limite, ¢, (»)eJ, pour a¢H,. On définit donc un homomorphisme
d’anneaux ¢ : A{T, ..., T,}A’ en posant qo(y)=§cpa(y)T°‘, et il est immédiat
que ¢ est continu. Inversement, si 0, est I’homomorphisme canonique A—A/J,, pour
tout élément z:Zm]caT“eA’ et tout 2, il n’y a qu’un nombre fini d’indices « tels que

0,(c,) *+0, et par suite ¢,(z)=20,(c,)T* appartient a B,; les {, sont continus et forment

un systéme projectif d’homomorphismes dont la limite projective est un homomorphisme
continu ¢ : A'>A{T;, ..., T,}; il reste enfin & vérifier que go¢ et Yog sont les auto-
morphismes identiques, ce qui est immédiat.

(7.5.2) Nous identifierons A{T,, ..., T,} a lanneau A’ des séries formelles
restreintes au moyen des isomorphismes définis dans (7.5.1). Les isomorphismes
canoniques

(AIBITy, -, TIT, 1y -+ T S (A/ID[T -+ -, T
définissent, par passage a la limite projective, un isomorphisme canonique

[(A{Ty o0, TH{T\1r o> T} A{T,, ..., T,}

(7-5.3) Pour tout homomorphisme continu # : A—B de A dans un anneau
linéairement topologisé B, séparé et complet, et tout systtme (by, ..., b,) de r éléments
de B, il existe un homomorphisme continu et un seul u : A{Ty, ..., T,}—>B, tel que u(a)=u(a)
pour tout aeA et u(T;)=b; pour 1<j<r. Il suffit en effet de prendre

u(Ze, T*) =Zu(c,) b ... b7;

les vérifications du fait que la famille (u(c )b ... b?") est sommable dans B et de la
continuité de u sont immédiates et laissées au lecteur. On notera que cette propriété
(pour B et les b; arbitraires) caractérise Panneau topologique A{T,, ..., T,} 2 un
isomorphisme unique pres.

Proposition (7.5.4). — (i) S A est un anneau admissible, il en est de méme de
A'=A{T,, ..., T,}.

(ii) Soient A un anneau adique, T un idéal de définition de A tel que |32 soit de type fini

70



§ 7 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 71

sur A[J. St on pose J'=JA’', A’ estalorsun anneau J'-adique, et J'|T'? est de type fini sur A'['.
St, en outre, A est noethérien, il en est de méme de A’.
(i) Si J est un idéal de A, J' I'idéal de A’ formé des Z¢, T* tels que ¢, pour

!

tout «, alors (J')"c(J")
définition de A'.

(ii) Posons A;=A/J'*!, et pour i<j, soit #; I’homomorphisme canonique
A/F*1>A[FH; posons Aj=A[Ty, ..., T,], etsoit u; ’homomorphisme A/—A! (i<})
obtenu en appliquant u; aux coefficients des polynémes de A;. Montrons que le systéme
projectif (A;, u;) vérifie les conditions de (7.2.7) ; comme J' est le noyau de A’'—A,,

(5

; si 3 est un idéal de définition de A, §' est donc un idéal de

cela démontrera la premiére assertion de (ii). Or, il est clair que les w; sont surjectifs ;
le noyau J; de u, est ensemble des polynémes de ATy, ..., T,] dont les coefficients
sont dans J/J'*'; en particulier, J; est ensemble des polynémes de A [T, ..., T,]
dont les coefficients sont dans J/J2. Comme J/3? est de type fini sur A; =A/J?, on voit
déa que J;/J;% est un module de type fini sur A; (ou, ce qui revient au méme, sur
A;=A//J;). Montrons que le noyau de #; est J;***. Il est évident que J/*** est contenu
dans ce noyau. D’autre part, soient 4, ..., a, des éléments de J dont les classes mod. 2
engendrent J/32; on vérifie immédiatement que les classes mod. ! des monémes de
degré <jenles a, (1 <k<m) engendrent J/J !
et <j engendrent donc §*+1/J¥*!; un mondéme en les T, ayant un tel élément comme
coefficient est donc produit de i1 éléments de J;, ce qui établit notre assertion. Enfin,
si A est noethérien, il en est de méme de A'/J = (A/J)[Ty, ..., T,], donc A’ est
noethérien (7.2.8).

Proposition (77.5.5). — Soient A un anneau noethérien J-adique, B un anneau topologique

, et les classes des monémes de degré >1¢

admissible, ¢ : A—>B un homomorphisme continu, faisant de B une A-algébre. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) B est noethérien et IB-adique, et B|IB est une algébre de type fini sur A[S.

b) B est topologiquement A-isomorphe & LimB,, od B,=B [J"T'B. pour m>n, et
B, est une algébre de type fini sur A, =A[J> e_

¢) B est topologiquement A-isomorphe & un quotient d’une algébre de la forme A{Ty, ..., T,}
par un idéal (nécessairement fermé en vertu de (7.9.6) et (7.5.4 (ii))).

Comme A est noethérien, il en est de méme de A'=A{T,, ..., T,} (7.5.4),
donc ¢) implique que B est noethérien ; comme J' =JA’ est un voisinage ouvert de o
dans A’ tel que les ' forment un systéme fondamental de voisinages de o, les images J"B
des ' forment un systéme fondamental de voisinages de o dans B, et comme on sait
que B est séparé et complet, B est un anneau JIB-adique. Enfin, B/JIB est une algebre
(sur A/J) quotient de A'/IJA = (A[J)[T}, ..., T,], donc est de type fini, ce qui acheve
de prouver que ¢) entraine a).

Si B est 3B-adique et noethérien, B estisomorphe a 1i<_mB,,, ot B,=B/J"*!B (7.2.11),

et IB/J?B est un module de type fini sur B/JIB. Soit (g;); ¢;<, un systtme de générateurs

du (B/3B)-module IB/J?B, et (g); <;<, un systtme d’éléments de B/3J?B dont les classes
/
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mod. JIB/3?B forment un systtme de générateurs de la (A/J)-algébre B/IB ; on voit
aussitdt que les ca; forment un systtme de générateurs de la (A/J?)-algebre B/J?B,
donc a) implique 5).

Reste a prouver que 5) entraine ¢). L’hypothése entraine que B; est un anneau
noethérien, et comme B;=B,/3?B,, on a J?B,=o0, donc 3JIB,=3JB,/3?B; est un
By-module de type fini. Les conditions de (7.2.7) sont donc vérifiées par le systéme
projectif (B,) et B est un anneau JIB-adique. Soit (¢;); ¢;¢, un systéme fini d’éléments
de B dont les classes mod. 3B engendrent la (A/J)-algebre B/3IB, et dont les combinaisons
linéaires a coeflicients dans J sont telles que leurs classes mod. §?B engendrent le B;-module
3IB/3?B. 1l existe un A-homomorphisme continu z de A’=A{T,, ..., T,} dans B qui se
réduit a ¢ dans A et est tel que #(T;) =¢; pour 1<i¢<r (7.5.3) ; si nous prouvons que u
est surjectif, ¢) sera établi, car de #(A') =B on déduira u(J"A’') =J"B, autrement dit u
sera un morphisme strict d’anneaux topologiques et B sera donc isomorphe & un quotient
de A’ par un idéal fermé. Or, comme B est complet pour la topologie IB-adique, il suffit
([1], p. 18-07) de montrer que I’homomorphisme grad(A’)—grad(B) déduit canonique-
ment de u pour les filtrations J-adiques sur A’ et B, est surjectif. Mais par définition,
les homomorphismes A'/JA’ — B/3B et JA'/J?A’ — IB/J3?B déduits de u sont surjectifs ;
par récurrence sur n, on en déduit aussitét qu’il en est de méme de JA'/J"A’ - IB/J"B,
et a fortiori de J"A’[/J" 1A’ — J"B/J" 1B, ce qui achéve la démonstration.

7.6. Anneaux complets de fractions.

(7.6.1) Soient A un anneau linéairement topologisé, (J,) un systéeme fondamental
de voisinages de o dans A formé d’idéaux, S une partie multiplicative de A. Soit u,
I’homomorphisme canonique A—A, =A/T,, et pour J,C3J,, soit 4,, ’homomorphisme
canonique A,—A,. Posons S,=u,(S), de sorte que u,,(S,)=S,. Les u,, donnent
canoniquement des homomorphismes surjectifs S;*A, — S;'A,, pour lesquels ces anneaux
forment un systéme projectif ; désignons par A{S™'} la limite projective de ce systéme.
Cette définition ne dépend pas du systéme fondamental de voisinages (J,) choisi ; en effet :

Proposition (7.6.2). — L’anneau A{S™'} est topologiquement isomorphe au séparé complété
de DPanneau S™'A pour la topologie dont un systéme fondamental de voisinages de o est formé des
SIS,

En effet, si v, est ’homomorphisme canonique S™'A — S7'A, déduit de u,, le noyau
de v, est ST, et v, est surjectif, d’ol la proposition (7.2.1).

Corollaire (7.6.3). — St S’ est Pimage canonique de S dans le séparé complété A de A,
A{S™'} Sidentifie canoniquement a A{s—1.

On notera que méme si A est séparé et complet, il n’en est pas de méme de S™'A
pour la topologie définie par les S™'J,, comme on le voit par exemple en prenant pour S
Iensemble des f” (n>0), ol f est topologiquement nilpotent et non nilpotent : en effet,

ST!A n’est pas réduit & o et d’autre part, pour tout A il existe n tel que f"e]J,, donc
1=f"f"eS7'J, et STIF,=S"'A.
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Corollaire (7.6.4). — Si, dans A, o n'est pas adhérent & S, Panneau A{S™'} nest pas
réduit a o.

En effet, o n’est pas adhérent 4 {1} dans 'anneau S™'A ; sinon, on aurait 1S,
pour tout idéal ouvert J, de A, etil en résulterait que J,nS + @ pour tout A, contrairement
a Phypothése.

(7.6.5) Nous dirons que A{S™'} est Panneau complet des fractions de A ayant leurs
dénominateurs dans S. Avec les notations précédentes, il est clair que I'image réciproque
de S7'J, dans A contient J,, donc I’application canonique A->S!A est continue, et si
on la compose avec I'application canonique S™'A—A{S™'}, on obtient un homomor-
phisme canonique continu A—>A{S™'}, limite projective des homomorphismes A—S;A,.

(7.6.6) Le couple formé de A{S™'} et de 'application canonique A->A{S™'}
est caractérisé par la propriété universelle suivante : tout homomorphisme continu u de A
dans un anneau linéairement topologisé B, séparé et complet, tel que #(S) soit formé

, . . . o TS
d’éléments inversibles dans B, se factorise d’une seule maniére en A—A{S™'}-B,

ol u' est continu. En effet, u se factorise d’une seule maniére en A—>S—'A5B; comme
pour tout idéal ouvert & de B, «~!(R) contient un J,, v"*(R) contient nécessairement
S$™'3,, donc v’ est continu ; puisque B est séparé et complet, v’ se factorise d’une seule
maniére en S*lA—>A{S“1}i'>B, ol u' est continu ; d’oll notre assertion.

(7.6.7) Soient B un second anneau linéairement topologisé, T une partie multi-
plicative de B, ¢ : A—B un homomorphisme continu tel que ¢(S)cT. D’apres ce qui
précéde, Phomomorphisme continu A->B—B{T~'} se factorise de facon unique en
A—>A{S_‘}3’>B{T“1}, ol ¢’ est continu. En particulier, si B=A et si ¢ est 'identité,
on voit que pour ScT on a un homomorphisme continu ¢™* : A{S™"} - A{T~}
obtenu par passage au séparé complété a partir de ST'A—T~'A; si U est une troisiéme
UTooT S,

(7.6.8) Soient S;, S, deux parties multiplicatives de A, et soit S, I'image
canonique de S, dans A{S;'}; on a alors un isomorphisme topologique canonique
A{(S,8:)"} 3 A{S;'}{S;"}, comme on le voit en partant de I'isomorphisme cano-
nique (S;S,)*A X S;'7!(S;'A) (ou S;’ est 'image canonique de S, dans S;'A), qui est
bicontinu.

(7-6.9) Soit a un idéal ouvert de A ; on peut supposer que J,Ca pour tout A, et par
suite S!S, cS7!a dans 'anneau ST'A, autrement dit, S~'a est un idéal ouvert de ST!A;
nous désignerons par a{S™"} son séparé complété, égal a lim (S™"a/ST'F,), qui est un

partie multiplicative de A telle que ScTcU, ona "5=p

idéal ouvert de A{S™'}, isomorphe 4 I'adhérence de I'image canonique de S™*a. En outre,
Pannean discret  A{S™'}/a{S™'} est canoniquement isomorphe & ST'A[ST'a=S"'(A/a).
Inversement, si a’ est un idéal ouvert de A{S™"}, a’ contient un idéal de la forme J,{S™},
donc est 'image réciproque d’un idéal de S™*A/S™'J,, qui est nécessairement (1.2.6)
de la forme S™'a, oit a>]J,. On enconclutquel’ona a’'=a{S™'}. En particulier (1.2.6) :

Proposition (7.6.x0). — Lapplication p—p{S™'} est une bijection croissante de Iensemble
des idéaux premiers ouverts p de A tels que pnS =0 sur Pensemble des idéaux premiers ouverts
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de A{S™'}; en outre, le corps des fractions de A{S™'}/p{ST'} est canoniquement isomorphe
a celui de Alyp.

Proposition (77.6.1x). — (i) Si A est un anneau admissible, il en est de méme de
A'=A{S™'} et pour tout idéal de définition J de A, J' =J{ST'} est un idéal de définition
de A'.

(ii) Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de A tel que J|J? soit de type fini
sur A ; alors A’ est un anneau '-adique et '[J'? est de type fini sur A'[T'. Si en outre A est
noethérien, il en est de méme de A'.

(1) Si J est un idéal de définition dans A, il est clair que S™IJ est un idéal de
définition dans ’anneau topologique S™*A, carona (S7'J)"=S"!3" Soit A" ’anneau
séparé associé & ST'A, J'' image de ST'J dans A’ ; Pimage de ST!J" est §''", donc '™
tend vers o dans A" ; comme ' est 'adhérence de J'' dans A’, J'* est contenu dans
I’adhérence de J''", donc tend vers o dans A'.

(ii) Posons A,=A/J*', et pour i<j, soit u; ’homomorphisme canonique
A/FTLSA/F T soit S; Pimage canonique de S dans A, et posons A;=S;!A;; soit
enfin u; : Aj—A; 'homomorphisme déduit canoniquement de u; Montrons que le
systéme projectif (A;, ;) vérifie les conditions de la prop. (7.2.7) : il est clair que les u;

sont surjectifs ; d’autre part, le noyau de u}; est STHFHYY Y (1.3.2), égal a !
] P Y i i N 3.2), g R

, o
J=S743J/J'*"); enfin, J;/IP=S7"(3/F*), et comme J/J* est de type fini sur A/F,
31/35:% est de type fini sur A{. Enfin, si A est noethérien, il en est de méme de A;=S;(A/[J),
ce qui acheéve de démontrer la proposition (7.2.8).

Corollaire (7.6.x2). — Sous les hypothéses de (7.6.11, (ii)), on a (J{S™'})"=F"{S}.

Cela résulte en effet de (7.2.7) et de la démonstration de (7.6.11).

Proposition (77.6.13). — Soient A un anneau adique noethérien, S une partie multiplicative
de A ; alors A{S™'} est un A-module plat.

En effet, si  est un idéal de définition de A, A{S™'} est le séparé complété de
I'anneau noethérien S~'A muni de la topologie S~ J-préadique ; par suite (7.3.3) A{S~'}
est un ST'A-module plat ; comme ST'A est un A-module plat (6.3.1), la proposition
résulte de la transitivité de la platitude (6.2.1).

Corollaire (77.6.14). — Sous les hypothéses de (77.6.13), soit S'CS une seconde partie
multiplicative de A ; alors A{S™'} est un A{S'~'}-module plat.

En effet (7.6.8), A{S™'} s’identifie canoniquement & A{S™'}{S;i*}, ou S
est ’image canonique de S dans A{S'7'}, et A{S"'} est noethérien (7.6.11).

(7.6.15) Pour tout élément f d’'un anneau linéairement topologisé A, nous dési-
gnerons par A, 'anneau complet de fractions A{S;}, ol S, est 'ensemble multiplicatif

0

des f* (n>0) ; pour tout idéal ouvert a de A, nous écrirons a,, au lieu de af{S;™}. Si g est

un second élément de A, on a un homomorphisme canonique continu A —~A, (7.6.7).

Lorsque f parcourt une partie multiplicative S de A, les A, forment donc un systéme

inductif filtrant d’anneaux pour les homomorphismes précédents ; nous poserons

Ay =limAg,. Pour tout feS, ona un homomorphisme A,—~A{S7™'} (7.6.7), et
fes
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ces homomorphismes forment un systéme inductif ; par passage a la limite inductive,
ils définissent donc un homomorphisme canonique A —A{S™'}.

Proposition (7.6.16). — Si A est un anneau noethérien, A{S™'} est un module plat sur A g,.

En effet (7.6.14), A{S™'} est plat sur chacun des anneaux Ay, pour feS, et
la conclusion résulte de (6.2.3).

Proposition (77.6.x7). — Soit p un idéal premier ouvert dans un anneau admissible A, et
soit S=A—p. Alors les anneaux A{S™'} et A sont des anneaux locaux, I"homomorphisme
canonique A g,—>A{ST'} est local et les corps résiduels de Ay, et A{S™'} sont canoniquement
1somorphes au corps des fractions de Afp.

En effet, soit Jcp un idéal de définition de A;ona S'JcS 'p=pA,, donc
A,/ST'J est un anneau local; on conclut de (7.1.12), (7.6.9) et (7.6.11, (i)) que

A{S™'} est un anneau local. Posons m=1limp,, qui estun idéal de Ag, ; nous allons voir
7es
que tout élément de A, n’appartenant pas & m est inversible. En effet, un tel élément est

Iimage dans A, d’un élément zeA,, n’appartenant pas a p,, pour un feS; son
image canonique g, dans A, /3, = Sf"l(A/S) n’appartient donc pas a S,’l(p ) (7.6.9),
ce qui signifie que z,=%/ f' kool x¢p et %, f sont les classes de x, f mod. J. Comme x€8,
ona g=xfeS, et dans S'A, y=+""*/g", image canonique de x/f*eS;'A, admet un
inverse #*~f%/g". Cela entraine a fortiori que I'image de y, dans S, *A/S;'J est inversible,
donc (7.6.9 et 7.1.12) 'image canonique y de z dans Ay, est inversible; I'image de z
dans A, (égale a celle de y) est par suite inversible. On voit donc que A, est un anneau
local d’idéal maximal m; en outre, 'image de p, dans A{S™'} est contenue dans
I'idéal maximal p{S—'} de cet anneau ; a fortiori, 'image de m dans A{S™'} est contenue
dans p{S™'}, donc ’homomorphisme canonique Ay —>A{S™'} est local. Enfin, comme
tout élément de A{S™'}/p{S™'} est image d’un élément d’un anneau S;'A pour un
Sf€S convenable, I'homomorphisme A —~>A{S™'}/p{S™'} est surjectif, et donne
donc par passage aux quotients un isomorphisme des corps résiduels.

Corollaire (7.6.18). — Sous les hypothéses de (77.6.17), si on suppose de plus que A est
un anneau adique noethérien, les anneaux locaux A{S™'} et A, sont noethériens, et A{S™'} est
un A gy-module fidélement plat.

On sait déa (7.6.11, (ii)) que A{S™'} est noethérien et A g-plat (7.6.16);
comme ’homomorphisme A g —A{S™"} est local, on en conclut que A{S™'} est un
Ag-module fidelement plat (6.6.2), et par suite que A, est noethérien (6.5.2).

7.7. Produits tensoriels complétés.

(7.-7.1) Soient A un anneau linéairement topologisé¢, M, N, deux A-modules
linéairement topologisés. Soient J, V, W des voisinages ouverts de o dans A, M, N
respectivement, qui soient des A-modules, et tels que J.McV, J.NcW, de sorte que
M/V et N/W peuvent étre considérés comme des (A/J)-modules. Lorsque J, V, W
parcourent les systemes de voisinages ouverts vérifiant les conditions précédentes, il est
immédiat que les modules (M/V)®, §(N/W) forment un systtme projectif de modules
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sur le syst¢éme projectif d’anneaux A/J ; par passage a la limite projective, on en déduit
donc un module sur le séparé complété A de A, que I’on appelle le produit tensoriel complété
de M et de N et que 'on note (M®,N)". Sil’on remarque que M/V est canoniquement
isomorphe & M/V, ot M est le séparé complété de M et V Padhérence dans M de
I'image de V, on voit que le produit tensoriel complété (M®,N)" s’identifie canonique-
ment 3 (M®;RN)", que ’on note aussi M@KN.

(7.7-2) Avec les notations précédentes, les produits tensoriels (M/V)®,(N/W)
et (M/V)®,(N/W) s’identifient canoniquement; ils s’identifient donc aussi 2
(M®,N)/(Im(V®,N) +Im(M®,W)). On en conclut que (M®,N)" est le séparé complété
du A-module M, N, muni de la topologie pour laquelle les sous-modules

Im(V®,N) +Im(M®,W)

Sforment un systéme fondamental de voisinages de o (V et W parcourant I’ensemble des sous-
modules ouverts de M et N respectivement) ; nous dirons pour abréger que cette topologie
est le produit tensoriel des topologies données sur M et N.

(7.7.3) Soient M’, N’ deux A-modules linéairement topologisés, z : M—-M’',
v : N->N’ deux homomorphismes continus; il est immédiat que u®v est continu pour
les topologies produits tensoriels sur M®N et M'®N’ respectivement; par passage
au séparé complété, on en déduit un homomorphisme continu (M®N)"—(M'®N")",
que nous désignerons par u®v; (M®,N)" est donc un bifoncteur en M et N dans la
catégorie des A-modules linéairement topologisés.

(7.7-4) On définit de méme le produit tensoriel complété d’un nombre fini quel-
conque de A-modules linéairement topologisés ; il est immédiat que ce produit posséde
les propriétés usuelles d’associativité et de commutativité.

(7.7-5) Si B, C sont deux A-algébres topologiques linéairement topologisées, la
topologie produit tensoriel sur B®, C a pour systéme fondamental de voisinages de o les
idéaux Im(R®, C) +Im(B®, 8) de l'algebre B®,C, K (resp. L) parcourant I’ensemble
des idéaux ouverts de B (resp. C). Par suite, (B®, C)" est muni d’une structure de A-algébre
topologique, limite projective du systtme projectif de (A/J)-algebres (B/K)®, (C/L)
(3 idéal ouvert de A tel que J.Bc K], J.CcL; il en existe toujours). On dit que cette
algeébre est le produit tensoriel complété des algebres B et C.

(7.7.6) Les homomorphismes de A-algébres b—b®1,c—>1®c de B et C dans
B®,C sont continus quand on munit cette derniére algébre de la topologie produit
tensoriel ; par composition avec ’homomorphisme canonique de B®, C dans son séparé
complété, ils donnent donc des homomorphismes canoniques o : B—(B®,C)", ¢ : C—(B®,C)".
L’algébre (B®,C)" et les homomorphismes p et o possédent en outre la propriété univer-
selle suivante ; pour toute A-algébre linéairement topologisée, séparée et complete D,
et tout couple de A-homomorphismes continus #z : B—>D, » : C—D, il existe un A-homo-
morphisme continu et un seul w : (B®,C)"—D et un seul tel que u=wop et v=woa.
En effet, il existe déja un A-homomorphisme unique w, : B®,C—D tel que u(b)=1w,(b®1)
et v(c) =w,(1®c), et tout revient a prouver que w, est continu, car il donnera alors un
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homomorphisme continu w par passage au séparé complété. Or, si I est un idéal ouvert
de D, il existe par hypothése des idéaux ouverts RcB, L£cC tels que u(K) cI, v(L)cIN;
I'image par w, de Im(K®C)+Im(B® L) est encore contenue dans M, d’ou notre
assertion.

Proposition (7.7.7). — Si B et C sont deux A-algébres préadmissibles, (B®,C)" est
admissible, et si & (resp. 8) est un idéal de définition de B (resp. C), I’adhérence dans (B®,C)"
de I'image canonique de H=Im(KXC) +Im(BXO L) est un idéal de définition.

Il suffit de montrer que $" tend vers o pour la topologie produit tensoriel, ce qui
résulte immédiatement de I’inclusion

$*cIm(K"®C) + Im(BO L")

Proposition (7.%7.8). — Soient A un anneau préadique, 5 un idéal de définition de A, M un
A-module de type fini, muni de la topologie J-préadique. Pour toute A-algébre topologique adique
et noethérienne B, BQ,M s’identific au produit tensoriel complété (BXO,M)".

Si K est un idéal de définition de B, il existe par hypothese un entier m tel que
S"Bc &, donc Im(B®, J™M) =Im(J™B®, M) cIm(K"B®, M) = {*(B&®,M) ; onen
conclut que sur B®,M, le produit tensoriel des topologies de B et de M est la topologie
R-préadique. Comme B®,M est un B-module de type fini, la proposition résulte
aussitét de (7.3.6).

7.8. Topologies sur les modules d’homomorphismes.

(7.8.1) Soient A un anneau J-adique noethérien, M et N deux A-modules de type
fini, munis de la topologie J-préadique ; on sait (77.3.6) qu’ils sont séparés et complets ;
en outre, tout A-homomorphisme M—>N est automatiquement continu, et le A-module
Hom, (M, N) est de type fini. Pour tout entier i > o, posons A;=A/J'+!, M;=M/J M,
N,=N/J*'N; pour i<j, tout homomorphisme u; : M;—N; applique J'*'M; dans

o~

J'*IN;, donc donne par passage aux quotients un homomorphisme # : M;—N;, ce qui

définit un homomorphisme canonique HomAi(M]-, N;) - Hom, (M;, N;) ; en outre,

les Hom, (M;, N;) constituent un systéme projectif pour ces homomorphismes, et il résulte
de (7.2.10) qu’il y a un isomorphisme canonique ¢ : Hom,(M, N) — limHom, (M;, N;).
En outre : S

Proposition (7.8.2). — 81 M et N sont des modules de type fini sur un anneau j-adique
noethérien A, les sous-modules Hom, (M, §*'N) forment un systéme fondamental de voisinages
de o dans Hom,(M, N) pour la topologic J-adique, et I’homomorphisme canonique o :
Hom, (M, N) — EngomAi(Mi, N,) est un isomorphisme topologique.

On peut en effet considérer M comme quotient d’un A-module libre L de type fini,
et par suite identifier Hom,(M, N) a un sous-module de Hom,(L, N) ; dans cette
identification, Hom, (M, §**N) est I'intersection de Hom, (M, N) et de Hom, (L, J**'N) ;
comme la topologie induite sur Hom, (M, N) par la topologie J-adique de Hom, (L, N)
est la topologie J-adique (7.3.2), on est ramené a démontrer la premiére assertion

77



78 A. GROTHENDIECK Chap. o

pour M=L=A"; maisalors Hom, (L, N) = N", Hom, (L, § "'N) = (§* " IN)" = ' " IN"
et le résultat est évident. Pour établir la seconde assertion, notons que Pimage de
Hom, (M, §**!N) dans HomAj(Mj, N;) est nulle pour j<i, donc ¢ est continu ; inver-
sement, I'image réciproque dans Hom, (M, N) du 0 de Hom, (M;,N;) est Hom, (M, JTIN),
donc ¢ est bicontinu.

Si on suppose seulement que A est un anneau J-préadique noethérien, M et N deux
A-modules de type fini, séparés pour la topologie J-préadique, la démonstration précé-
dente montre que la premiére assertion de (7.8.2) reste valable, et que ¢ est un isomor-
phisme topologique de Hom,(M, N) sur un sous-module de li(_mHomAi(Mi, N).

v

Proposition (77.8.3). — Sous les hypothéses de (7.8.2), Pensemble des homomorphismes
injectifs (resp. surjectifs, bijectifs) de M dans N est une partie ouverte de Hom, (M, N).

En effet, en vertu de (7.3.5) et (7.1.14), pour que u soit surjectif, il faut et il
suffit que I’homomorphisme correspondant #, : M/JM—N/JN le soit, et I’ensemble des
homomorphismes surjectifs de M dans N est donc image réciproque par I’application
continue Hom, (M, N) - Hom, (M,, N;) d’une partiec d’un espace discret. Montrons
maintenant que I’ensemble des homomorphismes injectifs est ouvert ; soit » un tel homo-
morphisme et posons M'=y(M) ; par le lemme d’Artin-Rees (7.3.2.1), il existe un
entier k>0 tel que M'NnJ" *NcJI"™M' pour tout m>o0; nous allons voir que pour
weJ "*Hom, (M, N), u=0v-+w est injectif, ce qui achévera la démonstration. En effet,
soit xeM tel que u(x) =o0 ; prouvons que pour tout i>o0 la relation xeJM implique

xeJTIM; il en résultera bien xe | FM = (0). En effet, on a alors w(x)eJ ***+IN,
i>0

et par ailleurs w(x) =—o(x) eM’, donc v(x)eM'AF * "' NcF "M', et comme v est un

isomorphisme de M sur M', xeJ*'M ; c.q.f.d.

(A sutvre.)
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CHAPITRE PREMIER

LE LANGAGE DES SCHEMAS

Sommaire

Schémas affines.

-

Préschémas et morphismes de préschémas.
Produits de préschémas.

Sous-préschémas et morphismes d’immersion.
Préschémas réduits ; condition de séparation.
Conditions de finitude.

Applications rationnelles.

Les schémas de Chevalley.

Compléments sur les faisceaux quasi-cohérents.
Schémas formels.
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Les §§ 1 4 8 ne font guére que développer un langage, celui qui sera utilisé dans
toute la suite. Notons cependant que, conformément a Pesprit général de ce Traité,
les §§ 7 et 8 seront moins utilisés que les autres, et de facon moins essentielle; on n’a
d’ailleurs parlé des schémas de Chevalley que pour faire le lien avec le langage de
Chevalley [1] et Nagata [g]. Le § 9 donne des définitions et résultats sur les faisceaux
quasi-cohérents, dont certains ne se bornent plus a une traduction en langage « géomé-
trique » de notions connues d’Algebre commutative, mais sont déja de nature globale ;
ils seront indispensables, dés les chapitres suivants, dans ’étude globale des morphismes.
Enfin, le § 10 introduit une généralisation de la notion de schéma, qui nous servira
d’intermédiaire au chapitre III pour formuler et démontrer de facon commode les
résultats fondamentaux de I’étude cohomologique des morphismes propres ; par ailleurs,
signalons que la notion de schéma formel semble indispensable pour exprimer certains
faits de la « théorie des modules » (problémes de classification des variétés algébriques).
Les résultats du § 10 ne seront pas utilisés avant le § g du chapitre III et il est recommandé
d’en omettre la lecture jusque-la.
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8o A. GROTHENDIECK Chap. 1

§ 1. SCHEMAS AFFINES
1.1. Le spectre premier d’un anneau.

(x.x.x) Notations : Soient A un anneau (commutatif), M un A-module. Dans
ce chapitre et les suivants, nous utiliserons constamment les notations suivantes :

Spec(A) = ensemble des idéaux premiers de A, appelé aussi spectre premier de A ; pour
un xeX==Spec(A), il sera souvent commode d’écrire j, au lieu de x. Pour que Spec(A)
soit vide, il faut et il suffit que ’anneau A soit réduit a o.

A=A = anneau (local) des fractions STIA, o S=A—ij,.

m,=1i,A; = idéal maximal de A,.

k(x) = A,/m, = corps résiduel de A,, isomorphe canoniquement au corps des fractions
de P’anneau integre A/j,, auquel on l'identifie.

f(x) = classe de f mod. i, dans Afj,ck(x), pour feA et xeX. On dit encore
que f(x) est la valeur de f au point xeSpec(A); les relations f(x)=o et fej, sont
équivalentes.

M,=M®, A, = module des fractions & dénominateurs dans A—i,.

t(E) = racine de I'idéal de A engendré par une partie E de A.

V(E) = ensemble des xeX tels que Ecj, (ou encore ensemble des xeX tels que
f(x)=0 pour tout feE), pour EcA. On a donc

(x.x.1.1) t(E)=Ni

zE€V(E)
V(f)=V({f}) pour feA.
D(f) =X—V(f) = ensemble des xeX on f(x)*o.

Proposition (x.x.2). — On a les propriétés suivantes :

i) V(o)=X, V(1)=0.

(ii) La relation ECE' entraine V(E)>V(E').

(iii) Pour toute famille (E,) de parties de A, V(UE,) =V(ZE,) =NV(E,).
(iv) V(EE")=V(E)uV(E'). * * *

(v) V(E)=V(x(E)).

Les propriétés (i), (ii), (ili) sont triviales, et (v) résulte de (ii) et de la
formule (1.1.1.1). Il est évident que V(EE)oV(E)UV(E'); inversement, si x¢V(E)
et x¢V(E'), il existe feE et f'eE’ tels que f(x)+0 et f'(x)+o0 dans k(x),
d’ou f(x)f'(x) 0, autrement dit x¢ V(EE’), ce qui prouve (iv).

La prop. (1.1.2) montre entre autres que les ensembles de la forme V(E) (ou E
parcourt ’ensemble des parties de A) sont les ensembles fermés d’une topologie sur X,
que nous appellerons la fopologie spectrale () ; sauf mention expresse du contraire, on
supposera toujours X=Spec(A) muni de la topologie spectrale.

() L’introduction de cette topologic en géométrie algébrique est due a Zariski. Aussi est-elle souvent
appelée la « topologie de Zariski » de X.
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§ 1 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 81

(x.1.3) Pour toute partie Y de X, nous désignerons par i(Y) Pensemble des
JeA tels que f{y)=o0 pour tout yeY; il revient au méme de dire que (Y) est inter-
section des idéaux premiers j, pour yeY. Il est clair que la relation YcY' entraine
i(Y)2i(Y") et que 'on a
(r.1.3.) i(UY,) =0i(vy)

pour toute famille (Y,) de parties de X. Enfin on a
(x.x.3.2) i({x}) =1,

Proposition (x.x.4). — (i) Pour toute partie E de A, on a {(V(E)) =1(E).

(ii) Pour toute partie Y de X, V(i(Y))=Y, adhérence de Y dans X.

(i) est conséquence immédiate des définitions et de (1.1.1.1); d’autre part,
V(j(Y)) est fermé et contient Y ; inversement, si YcV(E), on a f(») =0 pour tout
feE ettout yeY, donc Eci(Y), V(E)>V(i(Y)), ce qui prouve (ii).

Corollaire (x.x.5). — Les parties fermées de X=Spec(A) et les idéaux de A égaux a
leurs racines (autrement dit les intersections d’idéaux premiers) se correspondent biunivoquement
par les applications décroissantes Y—i(Y), a—~>V(a) ; a la réunion YUY, de deux parties fermées
correspond {(Y1)ni(Y,), et & Uintersection d’une famille quelconque (Y ) de parties fermées correspond
la racine de la somme des {(Y,).

Corollaire (x.x.6). — Si A est un anneau noethérien, X ==Spec(A) est un espace noethérien.

On notera que la réciproque de ce corollaire est inexacte, comme le montre
I'exemple d’un anneau intégre non noethérien ayant un seul idéal premier +{o}, par
exemple un anneau de valuation non discréte de rang 1.

Comme exemple d’anncau A dont le spectre n’est pas un espace noethérien, on
peut signaler 'anneau % (Y) des fonctions continues numériques sur un espace compact
infini Y ; on sait qu’en tant qu’ensemble, Y s’identifie & I’ensemble des idéaux maximaux
de A, et il est facile de voir que la topologie induite sur Y par celle de X=Spec(A)
est la topologie initiale de Y. Comme Y n’est pas un espace noethérien, il en est donc de
méme de X.

Corollaire (x.x.7). — Pour tout xeX, Padhérence de {x} est ensemble des yeX tels
que §,Ci,. Pour que {x} soit fermé, il faut et il sufit que i, soit maximal.

Corollaire (1.x.8). — L’espace X=Spec(A) est un espace de Kolmogoroff.

En effet, si x, y sont deux points distincts de X, on a, soit {,¢j,, soit j, ¢, donc
I'un des points », » n’appartient pas 4 'adhérence de 'autre.

(x.1.9) D’apreés la prop. (1.1.2, (iv)), pour deux éléments f, g de A, on a

(x.1.9.1) D(fg)=D(f)nD(¢)

Notons aussi que la relation D(f)=D(g) signifie, d’aprés la prop. (1.1.4, (i))
et la prop. (1.1.2, (v)) que r(f)=1(g), ou encore que les idéaux premiers minimaux
contenant (f) et (g) sont les mémes; en particulier, il en est ainsi lorsque f=ug, ol u
est inversible.
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Proposition (x.1.30). — (i) Lorsque f parcourt A, les ensembles D( f) forment une base de
la topologie de X.

(ii) Pour tout feA, D(f) est quasi-compact. En pariiculier X =D(1) est quasi-compact.

(i) Soit U un ensemble ouvert dans X ; par définition, on a U=X—V(E) ou E
est une partie de A, et V(E) =/DEV(f), d’ol UzzngD(f).

(ii) D’apres (i), il suffit de prouver que si (f), gy, st une famille d’éléments de A
telle que D(f)c;‘LEJLD(f;.), il existe une partie finie J de L telle que D(f) CXgJD(f;\). Soit a

Pidéal de A engendré par les £, ; on a par hypothése V(f)>V(a), donc x(f)cx(a);
comme fer(f), il existe un entier n>o tel que f"ea. Mais alors /" appartient a I'idéal b
engendré par une sous-famille finie (f3),ey et on a V(f)=V(f")>V(b) =}‘QJV( 5
Cest-a-dire D(f) c;_léJJD(fx).

Proposition (x.x.x1). — Pour tout idéal a de A, Spec(Ala) s’identifie canoniquement au
sous-espace fermé V(a) de Spec(A).

On sait en effet qu’il y a correspondance biunivoque canonique, respectant la
structure d’ordre de Iinclusion, entre idéaux (resp. idéaux premiers) de A/a et idéaux
(resp. idéaux premiers) de A contenant a.

Rappelons que ’ensemble 9t des éléments nilpotents de A (ou nilradical de A) est
un idéal égal & 1(o), intersection de tous les idéaux premiers de A (0, 1.1.71).

Corollaire (x.1.12). — Les espaces topologiques Spec(A) et Spec(A /M) sont canoniquement
isomorphes.

Proposition (x.x.13). — Pour que X =Spec(A) soit irréductible (0, 2.1.1), il faut et
il suffit que Panneau AN soit intégre (ou, ce qui revient au méme, que lidéal N soit
premier).

En vertu du cor. (1.1.12), on peut se borner au cas ot Nt =o0. Si X est réductible,
il existe deux parties fermées Y;, Y, distinctes de X et telles que X=Y;uY,, d’ou
i(X) =1(Y1)ni(Y,) =o, lesidéaux j(Y;) et {(Y,) étant distincts de (0) (1.1.5); donc A
n’est pas integre. Inversement, si dans A il y a deux éléments f+o0, g+ o0 tels que fg=o,
on a V(f)+X,V(g)+X (puisque Iintersection des idéaux premiers de A est (0)), ct
X=V(fg)=V(f)vV(g).

Corollaire (1.3.14). — (i) Dans la correspondance biunivoque entre parties fermées de
X=Spec(A) et idéaux de A égaux a leurs racines, les parties fermées irréductibles de X correspondent
aux idéaux premiers de A. En particulier, les composantes irréductibles de X correspondent aux
idéaux premiers minimaux de A.

(ii) Lapplication x—{x} éiablit une correspondance biunivoque entre X et ’ensemble des
parties fermées irréductibles de X (autrement dit toute partie fermée irréductible de X admet un
point générique et un seul).

(i) résulte aussitot de (1.1.13) et (1.1.11); et pour démontrer (i), on peut, en
vertude (1.1.11), se borner au cas ot X est irréductible ; alors, d’apres la prop. (1.1.13),
il existe dans A un plus petit idéal premier N, qui correspond donc a un point générique
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de X; en outre, X n’admet qu'un seul point générique puisque C’est un espace de
Kolmogoroft ((1.1.8) et (0, 2.1.3)).

Proposition (X .x.X5). — 8i J est un idéal de A contenu dans le radical R(A), le seul voisinage
de V(3I) dans X =Spec(A) est espace X tout entier.

En effet, tout idéal maximal de A appartient par définition & V(). Comme tout
idéal a de A est contenu dans un idéal maximal, ona V(a)nV(3J) + 0, d’ot la proposition.

1.2. Propriétés fonctorielles des spectres premiers d’anneaux.

(x.2.x) Soient A, A’ deux anneaux,
o:A'—~A
un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal premier x=i,eSpec(A)=X, Panneau
A’Je™(j,) est canoniquement isomorphe & un sous-anneau de A/j,, donc est intdgre,
autrement dit ¢ '(j,) est un idéal premier de A’ ; nous le noterons “o(x), et nous avons
ainsi défini une application
‘o 1 X=Spec(A)—+X'=Spec(A")

(aussinotée Spec(y)) que nous appellerons I’application associée & "homomorphisme ¢. Nous
désignerons par ¢” ’homomorphismeinjectifde A'/¢™"(j,) dansA/j,, déduitde ¢ par passage
aux quotients, ainsi que son prolongement canonique en un monomorphisme de corps

¢" s K("o(x)) - K(x) ;

pour tout f'eA’, on a donc par définition

(r.2.x.1) ¢(f ("o (x))) = (e(f))(®) (xeX).
Proposition (x.2.2). — (i) Pour toute partic E' de A’, on a
(x.2.2.1) ‘o7 (V(E)) =V(e(E"))
et en particulier, pour tout f'eA’
(x.2.2.2) ‘o (D(f")) =D(e(f))-
(ii) Pour tout idéal a de A, on a
(x.2.2.3) “2(V() = V(¢ (a)).

En effet, la relation “o(x)eV(E') est par définition équivalente 2 E'co™'(j,),
donc & o(E')cj,, et finalement & xeV(p(E')), d’oit (i). Pour démontrer (ii), on peut
supposer a égal & sa racine, puisque V(x(a))=V(a) (x.1.2 (v)) et g7 (zx(a)) =1(¢7(a)) ;
si on pose Y=V(a), et o' =i(*p(Y)), on a “p(Y)=V(a’) (prop. (1.1.4 (ii))) ; la rela-
tion f'ea’ est par définition équivalente & f'(x')=o0 pour tout x'e“p(Y), donc, en
vertu de la formule (1.2.1.1), elle est aussi équivalente & ¢(f')(x)=o0 pour tout x€Y,
ou encore & ¢(f')ej(Y)=a, puisque a est égal & sa racine ; d’olt (ii).

Corollaire (x.2.3). — L’application “¢ est continue.

Remarquons que si A" est un troisiéme anneau, ¢’ un homomorphisme A"'—A’,
on a “(p'og) =‘po’p’ ; ce résultat et le cor. (1.2.3) signifient que Spec(A) est un foncteur
contravariant en A, de la catégorie des anneaux dans celle des espaces topologiques.
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Corollaire (x.2.4). — Supposons que o soit tel que tout feA Séerive f="ho(f"), ot hest
inversible dans A (ce qui est en particulier le cas lorsque ¢ est surjectif ). Alors “o est un
homéomorphisme de X sur “o(X).

Montrons que pour toute partic EcA, il existe une partie E' de A’ telle que
V(E)=V(p(E")); en vertu de I'axiome (T,) (1.1.8) et de la formule (1.2.2.1), cela
entrainera d’abord que ¢ est injective, puis, toujours en vertu de (1.2.2.1), que ‘@ est
un homéomorphisme. Or, il suffit pour chaque fe E de prendre un f eA' telque ho(f')=f
avec k inversible dans A ; Pensemble E’ de ces éléments /' répond a la question.

(x.2.5) En particulier, lorsque ¢ est ’homomorphisme canonique de A sur un
anneau quotient A/a, on retrouve (1.1.12), et “p est linjection canonique de V(a), identifié
4 Spec(Afa), dans X=Spec(A).

Un autre cas particulier de (1.2.4) donne :

Corollaire (1.2.6). — Si S est une partic multiplicative de A, le specire Spec(S™'A)
Sidentific canoniquement (avec sa topologie) au sous-espace de X=Spec(A) formé des x tels
que i,nS=0.

On sait en effet (0, 1.2.6) que les idéaux premiers de ST*A sont les idéaux S,
tels que ;,nS=7, et que lon a j,=(;§)"*(S7",). Il suffit donc d’appliquer & i
le cor. (1.2.4).

Corollaire (x.2.7). — Pour que “o(X) soit partout dense dans X', il faut et il suffit que
tout élément du noyau Ker ¢ soit nilpotent.

En effet, appliquant la formule (1.2.2.3) 4Tidéal a= (o), il vient “¢(X) =V (Ker o),
et pour que V(Kero)=X, il faut et il suffit que Ker ¢ soit contenu dans tous les idéaux
premiers de A, c’est-a-dire dans le nilradical 3t de A.

1.3. Faisceau associé 2 un module.

(x.3.x) Soient A un anneau commutatif, M un A-module, f un élément de A,
S; I'ensemble multiplicatif des f", ol n>o0. Rappelons que nous posons A =S;'A,
M,=S;7"M. Si §; est la partie multiplicative saturée de A formée des geA qui divisent
un élément de S, on sait que A, et M, s'identifient canoniquement & S/'A et
S7T'M (0, 1.4.3).

Lemme (x.3.2). — Les conditions suivanies sont équivalentes :

a) ge5;5 ) 8,€5;5 ¢) fex(g)s d) x(f)cx(e); ) V(g)cV(f); f) D(f)cD(g)-

Cela résulte immédiatement des définitions et de (1.1.5).

(x.3.3) Si D(f)=D(g), le lemme (1.3.2, b)) montre que M;=M,. Plus géné-
ralement, si D(f)2D(g), donc §;cS, on sait (0,1.4.1) quil existe un homomorphisme

canonique fonctoriel
05,1+ My—>M,,

et si D(f)oD(g)oD(k), ona (0, 1.4.4)
(1‘3'3'1) Ph,gopg,fzph,/'
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Lorsque f parcourt A—j, (pour un x donné dans X =Spec(A)), les ensembles S
constituent un ensemble filtrant croissant de parties de A—i,, car pour deux éléments f; g
de A—j,, S} et S, sont contenus dans S ; comme la réunion des S; pour feA—ij, est
A—j,, on en conclut (0, 1.4.5) que le A-~module M, s’identifie canoniquement 3 la
limite inductive E‘_rEMf, relativement a la famille d’homomorphismes (p, ). Nous dési-
gnerons par

ol : M,——> M,

Phomomorphisme canonique pour feA—ij, (ou, ce qui revient au méme, xeD(f)).

Défimition (x.3.4). — On appelle faisceau structural du spectre premier X = Spec(A)
(resp. faisceau associé au A-module M) et on note A ou Oy (resp. M) le faisceau d’anneaux (resp.
le A-Module) associé au préfaisceau D(f)—A; (resp. D(f)—>M,) sur la base B de X
Jormée des D(f) ot feA ((1.1.10), (0, 3.2.1 et 3.5.6)).

On a vu (0, 3.2.4) que la fibre A, (resp. l\r71z) s’identifie & I'anneau A, (resp. au
A -module M,) ; nous désignerons par

b : Ai=T(D(f), A)
(resp. 0, : M,—T'(D( f), M)),

Papplication canonique, de sorte que pour tout xeD(f) ettout £eM,, ona
(x.3.4.1) (0,(8))s =2l (8).

Proposition (x.3.5). — M est un Soncteur covariant exact en M, de la catégorie des A-modules
dans la catégorie des A-Modules.

En effet, soient M, N deux A-modules, ¥ un homomorphisme M->N; pour
tout feA, il correspond canoniquement & u un homomorphisme % du Armodule M,
dans le A-module N,, et le diagramme (pour D (g) cD (f))

’lt/

M/ — Nf
®q,f \/ J1/9//,/
Mﬂ — Ny

Uy

est commutatif (0, 1.4.1) ; ces homomorphismes définissent donc un homomorphisme
de A-Modules 7 : M—N (0, 3.2.3). En outre, pour tout xeX, %, est la limite inductive
des u, pour xeD(f) (feA), et par suite (0, 1.4.5) si on identifie canoniquement l\7r
et ’N)m a M, et N, respectivement, %, s'identifie & ’homomorphisme u, déduit canonique-
ment de u. Si P est un troisitme A-module, v un homomorphisme N—P et w=yoy, il
est immédiat que w, = v,0u,, donc W=To%. On a donc bien défini un foncteur covariant Mt

~
en M, de la catégorie des A-modules dans celle des A-Modules. Ce foncteur est exact, car
pour tout xeX, M, est un foncteur exact en M (0, 1.3.2); en outre, on a

A~

Supp(M) = Supp(M) en vertu des définitions des deux membres (0, 1.7.1 et 3.1.6).
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Proposition (x.3.6). — Pour tout fe A, Pensemble ouvert D(f)cX s'identifie canonique-
ment au spectre premier Spec(A,), et le faisceau Mi assocté au Armodule M, sidentifie canonique-
ment & la restriction M[D( 1)

La premiére assertion est un cas particulier de (1.2.6). En outre, si geA est
tel que D(g)cD(f), M, s’identifie canoniquement au module des fractions de M; dont
les dénominateurs sont les puissances de I'image canonique de g dans A; (0, 1.4.6).

L’identification canonique de 1\71/ a M[D( f) résulte alors des définitions.
Théoréme (x.8.7). — Pour tout A-module M et tout feA, Ihomomorphisme

6, : M;=T(D(f), M)
est bijectif (autrement dit, le préfaisceau D(f)—M; est un faisceau). En particulier, M

Sidentifie par 6, & T(X, M).
On notera que, si M=A, 6, est un homomorphisme de structure d’anneau ;

le th. (1.3.7) entrainera donc que, si on identifie les anneaux A, et I'(D(f), K) au moyen

de 6, "homomorphisme 6, : M;—T'(D(f), M) sera un isomorphisme de modules.

Montrons d’abord que 6; est injectif. En effet, si £e M, est tel que 0,(£) =o, cela
signifie que pour tout idéal premier p de A, il existe A¢p tel que AE=o0; comme
Pannulateur de £ n’est contenu dans aucun idéal premier de A, c’est A; tout entier,
donc £ = o.

Reste 2 montrer que 9; est surjectif ; on peut se ramener au cas ou f=1, le cas
général s’en déduisant en « localisant » & P’aide de (1.3.6). Soit donc s une section de M
au-dessus de X ; en vertu de (1.3.4) et de (1.1.10, (ii)), il existe un recouvrement fin
(D(f))ier de X (fieA) tel que, pour tout ¢el, la restriction s;=s|D(f;) soit de la
forme G,i(ii), ou e M,i. Si i, j sont deux indices de I, en écrivant que les restrictions

de s; et des; 2 D(f)nD(f,) =D(f; f;) sont égales, il vient par définition de M
(r.3.7.1) Pty fi(ai) = P, fj(aj)'

Par définition, on peut écrire, pour chaque iel, §,=z,/f5, ol zeM, et comme I est
fini, en multipliant chaque ¢; par une puissance de f;, on peut supposer tous les 7, égaux
4 un méme n. Alors, par définition, (1.3.7.1) signifie qu’il existe un entier m;zo tel
que (fif;)"i( fj'zi—f{z) =0, et on peut encore supposer tous les m;; égaux a un méme
entier m ; remplagant alors z; par f{"z;, on est ramené au cas ol m=0, autrement dit
au cas ou I'on a

(x.3.7.2) Sfa=fz

quels que soient 4, j. Or,ona D(f") =D(f,), et commeles D(f;) forment un recouvrement
de X, l'idéal engendré par les f* est A ; en d’autres termes, il existe des &léments g€A
tels que ‘zz}gi, Ji'=1. Considérons alors Pélément z=ZXgz; de M; d’aprés (1.3.7.2),

on a ﬁ"z=§gjfi"z,~= (‘];gj Jf1)zi=2;, d’ou par définition ¥,=z/r dans M;. On en conclut
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que s; est la restriction & D(f;) de 6,(z), ce qui prouve que s=06,(z) et achéve la
démonstration.

Corollaire (1.3.8). — Soient M, N deux A-modules ; Ihomomorphisme canonique u—a
de Hom, (M, N) dans Homg(l\N/I, N) est bijectif. En particulier, les relations M==0 et M=o
sont équivalentes.

Considérons en effet ’homomorphisme canonique »—I'(s) de Hom;(ﬁ, N)
dans Homp(gJ(F(l\N/I), I‘(N)) ; ce dernier module s’identifie canoniquement 2 Hom, (M, N)
en vertu du th. (1.3.7). Il reste & vérifier que u—% et v—T'(v) sont réciproques ’un de
Pautre ; or, il est évident que T'(%)=u par définition de ¥'; et d’autre part, si on pose

—T(s) pour veHom;(M, N), Papplication @ : T(D(f),M)=D(D(f), N) déduite
canoniquement de v est telle que le diagramme

M-S N

ef1 l l °i1

M, >N

soit commutatif ; on a donc nécessairement w=wu; pour tout feA (0, 1.2.4), ce qui
montre que (I'(2))™ =uo.

Corollaire (x.3.9). — (1) Soit u un homomorphisme d’un A-module M dans un A-module N ;
alors les faisceaux associés @ Ker u, Im u, Coker u, sont respectivement Ker w, Im %, Coker%.
En particulier pour que W soit injectif (vesp. surjectif, bijectif ), il faut et il suffit que u le soit.

(ii) S7 M est une limite inductive (resp. somme directe) d’une famille de A-modules (M,),
M est limite inductive (resp. somme directe) de la_famille (M,_), a un isomorphisme canonique prés.

(i) II suffit d’appliquer le fait que M est un foncteur exact en M (1.3.5) aux deux
suites exactes de A-modules
o-Ker u—+M-—Imu—o

o~+Im u->N->Coker u—o0

La seconde assertion résulte alors du th. (1.3.7).
(ii) Soit (M, g,,) un systéme inductif de A-modules, de limite inductive M, et

. - . ~ ~ ~/ ~ o~ N
soit g, ’homomorphisme canonique M,—~M. Comme on a g,,08,,=g,, €t g =£ .08,
o~ . . . s .
pour A< <y, (M,,g,,) est un systtme inductif de faisceaux sur X, et si on désigne

par 4, I’homomorphisme canonique M,—-limM,, il y a un homomorphisme unique
v : imM,—M tel que vok,=¢,. Pour voir que v est bijectif, il suffit de vérifier que,

—— ~

pour tout xeX, u, est une bijection de (limM,), sur M, ; mais M, =M, et

(limM,), =lim (M,), =lim (M,), =M, (0, 1.3.3).

R—

D’autre part, il résulte des définitions que (g), et (k,), sont tous deux égaux a I’application
canonique de (M,), dans M, ; comme (g ,;),=2,0(k,),, 0, est Iidentité.
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(o]
o

Enfin, si M est somme directe de deux A-modules N, P, il est immédiat que
ﬁ:ﬁ@?, toute somme directe étant limite inductive de sommes directes f{inies, les

assertions de (ii) sont démontrées.
On notera que (1.3.8) prouve que les faisceaux isomorphes aux faisceaux associés

aux A-modules forment une catégorie abélienne (T, I, 1.4).
On notera aussi qu'il résulte de (1.3.9) que si M est un A-module de iype fini,
Cest-d-dire il existe un homomorphisme surjectif A"—M, alors il existe un homo-

morphisme surjectif Ar M, autrement dit le A-Module M est engendré par une famille

finie de sections au-dessus de X (0, 5.1.1), et réciproquement.
(r.3.10) Si N est un sous-module d’un A-module M, Pinjection canonique

:N—-M donne  par (1.3.9) un homomorph1sme injectif N-M, qui permet d’identifier
canomquement N & un sous-A-Module de M nous supposerons toujours faite cette
identification. Si N et P sont deux sous-modules de M, on a alors
(z.3.10.1) (N—{—P)N:N—]-?

(x.3.10.2) (NnP)N=Nn§

car N+P et NaP sont respectivement I'image de ’homomorphisme canonique NOP—-M,
et le noyau de ’homomorphisme canonique M->(M/N)®(M/P) et il suffit d’appli-

quer (1.3.9).
On conclut de (1.3.10.1) et (1.3.10.2) que si N=P, ona N=P.
Corollaire (x.g.11). — Dans la catégorie des faisceaux isomorphes aux faisceaux associés

aux A-modules, le foncteur T' est exact.
En effet, soit M- N - P une suite exacte correspondant a deux homomorphismes
u: M—N, v : N-P de A-modules. Si Q=Imu et R=Kero, ona Qx Im 7=Ker 7=R

(cor. (1.3.9)), donc Q=R
Corollaire (1.g.12). — Soient M, N deux A-modules.

(i) Le faisceau associé @ M®,N identifie canoniquement & M®;N.

(ii) Si de plus M admet une présentation finie, le faisceau associé & Hom, (M, N) s’identifie
canoniquement & Homy (M, N).

(i) Le faisceau &F =M®;N est associé au préfaisceau

U= (U) =T(U, M)®,, 5, T(U, N

U parcourant la base (1.1. 10, (i)) de X formée des D(f), ot feA. Or, Z(D(f)) s'iden-
tifie canoniquement 2 Mf®AfN, en vertu de (1.3.7) et (1.3.6). On sait par ailleurs

que le A-~module M,®A/Nf est canoniquement isomorphe & (M®,N), (0, 1.3.4), qui
lui-méme est canoniquement isomorphe & T'(D(f), (M®,N)™~) (1.3.7 et 1.3.6). En
outre, on vérifie aussitét que les isomorphismes canoniques

F(D(f) 3 TD(f), (MO,N)™)
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ainsi obtenus vérifient les conditions de compatibilité avec les opérateurs de restric-
tion (0, 1.4.2), donc définissent un isomorphisme canonique fonctoriel

M®;N 5 (M®,N)~
(il) Le faisceau ¢ =%”om;(ﬁ, N) est associé au préfaisceau
U->%(U) = Homy (M| U, N|U)

U parcourant la base de X formée des D(f). Or, ¢(D(f)) s’identific canoniquement 2
Homy (M,, N;) (1.3.6 et 1.3.8), qui lui-méme, en vertu de ’hypothése sur M, s’iden-
tifie canoniquement & (Hom,(M, N)); (0, 1.3.5). Finalement, (Hom,(M, N)); s'iden-
tifie canoniquement & I'(D(f), (Hom, (M, N))™) (1.3.6et 1.3.%), et les isomorphismes
canoniques ¥(D(f))—->T(D(f), (Hom,(M, N))~) ainsi obtenus sont compatibles avec
les opérateurs de restriction (0, 1.4.2) ; ils définissent donc un isomorphisme canonique
Aomz(M, N) (Hom, (M, N))™.

(x.3-13) Soit maintenant B une A-algébre (commutative); cela peut s’interpréter
en disant que B est un A-module et qu’on s’est donné un élément ¢€B et un A-homo-
morphisme ¢ : B®,B—+B, de sorte que : 1° Les diagrammes

B®,B®,B X B®,B B®,B3B®,B
1®¢l 1‘9 ‘P\\ B e
B®,B—B

¢
(o symétrie canonique) soient commutatifs; 2° ¢(e®x) = ¢(x®¢) =x. En vertude (1.5.12),
I’homomorphisme ‘¢ : ﬁ@;rﬁafﬁ’ de A-Modules vérifie les conditions analogues, donc
définitsur B une structure de K—Algébre. De la méme maniére, la donnée d’un B-module N
revient 4 la donnée d’un A-module N et d’un A-homomorphisme ¢ : B®,N—-N tel que

le diagramme
@1

tos ¢

soit commutatif et §(e@n) =n; ’homomorphisme § : rﬁ@gﬁ»ﬁ vérifiera la condition
analogue, et définit donc sur N une structure de B-Module.

De la méme fagon, on voit que si u : B—~B’ (resp. v : N—N') est un homomor-
phisme de A-algebres (vesp. de B-modules), @ (resp. 7) est un homomorphisme de
A-Algebres (resp. de B-Modules), Ker % un B-Idéal (resp. Ker 7, Coker 7’ et Im 7 des
TSJ—Modules). Si N est un B-module, N est un B-Module de type fini si et seulement si N
est un B-module de type fini (0, 5.2.3).
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Si M, N sont deux B-modules, le B-Module M@ﬁﬁ s'identifie canoniquement &

(M®,N)™; de méme fomB(Iv[ N) s'identifie canoniquement a (Homgp(M, N))™
lorsque M admet une présentation finie ; les démonstrations sont les mémes que dans
(1.3.12). o
Si S est un idéal de B, N un B-module, on a (SN)~=3.N.

Enfin, si B est une A-algébre graduée par des sous-A-modules B, (neZ), la
K—Algébre YABJ, somme directe des ‘A-Modules T%Jn (1.3.9) est graduée par ces sous-A-
Modules, 'axiome de la graduation exprimant que I'image de I’homomorphisme
B, ®B,—B est contenu dans B,,,,. De méme, si M est un B-module gradué par des sous-
modules M,, M est un B-Module gradué par les M

(1.3.14) Si B est une A-algebre, M un sous-module de B, la sous- “A- Algebre
de B engendrée par M (0, 4.1.3) est la sous-A- Algebre C en désignant par C la sous-
algébre de B engendrée par M. En effet, C est la somme des sous-modules de B images

des homomorphismes ®M—B (n>0), et il suffit d’appliquer (1.3.9) et (1.3.12).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un spectre premier.

Théoréme (I 4.1). — Sotent X le spectre premier d’un anneau A, V une partie ouverte quasi-
compacte de X, F un (Ox|V)-Module. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un A-module M tel que F soit isomorphe a M]V
b) 1l existe un recouvrement ouvert fint (V) de 'V par des ensembles de la_forme D( 1) (ficA)

contenus dans V, tels que, pour tout 1, F |V, soit isomorphe & un faisceau de la forme Mi, ou M;
est un A,-module.

c) Le faisceau F est quasi-cohérent (0, 5.1.3).

d) Les deux propriétés sutvantes ont lieu :

d 1) Pour tout feA tel que D(f)CV et toute section seI'(D(f), F), il existe un entier
n2o tel que f's se prolonge en une section de F sur V. '

d 2) Pour tout feA tel que D(f)CV et toute section teI'(V, F) telle que la restriction
de t a D(f) soit o, il existe un entier n>o0 tel que f"t=o.

(Dans Pécriture des conditions d 1) et d 2), on a tacitement identifié A et F(K)
en vertu de 1.3.7.)

Le fait que a) entraine b) est conséquence immédiate de (1.3.6) et du fait que
les D(f;) forment une base de la topologie de X (1.1.10). Comme tout A-module est
isomorphe au conoyau d’un homomorphisme A®—AW, (1.3.9) prouve que tout
faisceau associé & un A-module est quasi-cohérent ; donc 4) entraine ¢). Réciproquement,
si & est quasi-cohérent, tout xeV posséde un voisinage de la forme D(f)cV tel que
F|D(f) soit 1somorphe au conoyau d’un homomorphisme A(I —aA 7, donc au faisceau
associé au module N, conoyau de 'homomorphisme A{’—A!" correspondant (1.3.8
et 1.3.9) ; comme V est quasi-compact, il est clair que ¢ ) entraine ).
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Pour prouver que 4) entraine d 1) et d 2), supposons d’abord que V=D(g) pour

un geA, et que &F soit isomorphe & un faisceau N associé & un A, module N; en
remplagant X par V et A par A, (1.3.6), on peut se ramener au cas ol g=1. Alors
I'(D(f), N) et N, s’identifient canoniquement (1.3.6 et 1.3.7), donc une section
se'(D(f), N) s’identifie & un élément de la forme z[f”, ot zeN; la section f"ss’identifie
a élément z/1 de N, et est par suite restriction & D(f) de la section de N sur X identifiée
a I'élément zeN; d’ol d1) dans ce cas. De méme, tel'(X, N) est identifié¢ & un
élément z'eN, la restrictionde? a D(f) estidentifiée d I'image z'/1 de z’ dans N ;» etdire
que cette image est nulle signifie qu’il existe n> o0 tel que f"z'=o0 dans N, ou, ce qui
revient au méme, f"t=o.

Pour achever de prouver que ) entraine d 1) et d 2), il suffira d’établir le lemme
suivant :

Lemme (x.4.1.1). — Supposons que V soit réunion finie d’ensembles de la forme D(g,),
el que chacun des faisceaux F|D(g;), Z|(D(g)nD(g))=F|D(gg) vérifie d 1) et d 2) ;
alors F possede les deux propriétés suivantes :

d' 1) Pour tout feA et toute section seI'(D(f)nV, F), il existe un entier n>o0 tel
que f"s se prolonge en une section de F sur V.

d' 2) Pour tout feA et toute section teX'(V, F) telle que la restriction de t @ D(f)nV
s0it 0, il existe un entier n> o ftel que f't=o.

Prouvons d’abord d'2) : comme D(f)nD(g;)=D(fg), il existe pour chaque i
un entier 7; tel que la restriction de (fg;)"¢ & D(g;) soit nulle : comme I'image de g,
dans A, estinversible, la restriction de f"¢ & D(g;) est aussi nulle ; prenant pour z le plus
grand des 7, on a d'2).

Pour démontrer d'1), appliquons 4 1) au faisceau £ |D(g) : il existe un
entier 7,20 et une section 5; de & sur D(g;) prolongeant la restriction de (fg,)"s a
D(fg;) ; comme I'image de g; dans A, est inversible, il y a une section 5, de & sur D(g)

telle que s/ = gfis;, et s; prolongelarestrictionde f"is & D( fg;) ; on peut en outre supposer
tous les 7; égaux 4 un méme entier n. Par construction, la restriction de s5—s; a
D(f)nD(g)nD(g;) =D(fz:g;) est nulle; d’aprés d 2) appliqué au faisceau F|D(gg;),
il existe un entier my;>o tel que la restriction & D(g;g;) de (fgg;)™i(s;—s;) soit nulle ;
comme l'image de g;g; dans Afliﬂi est inversible, la restriction de f™i(s;—s;) 2 D(gg;)
est nulle. On peut alors supposer tous les m;; égaux a un méme entier m, et il existe donc
une section s'e(V, &) prolongeant les f™s;; cette section prolonge par suite f"*"s,
d’otr d’ 1).

Reste & prouver que d 1) et d 2) entrainent a). Montrons d’abord que d 1) et d 2)
entralnent que ces conditions sont vérifiées pour tout faisceau F|D(g), o geA est
tel que D(g)cV. C’est évident pour d 1); d’autre part, si teT'(D(g), #) est telle que

sa restriction & D(f)cD(g) soit nulle, il existe par d 1) un entier m>o0 tel que g"¢ se
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prolonge en une section s de & sur V ; appliquant d 2), on voit qu’il existe un entier
n>o tel que f"g"t=o0, et comme I'image de g dans A, est inversible, f"t=o.

Cela étant, comme V est quasi-compact, le lemme (1.4.1.1) prouve que les
conditions d’ 1) et d'2) sont vérifies. Considérons alox:i le A-module M=TI'(V, &),
et définissons un homomorphisme de ‘A-Modules u : M—j (#), ol j est linjection
canonique V—X. Comme les D(f) forment une base de la topologie de X, il suffit, pour
chaque feA, de définir un homomorphisme u; : M;—IT'(D(f),j,(#))=T(D(f)aV, F),
avec les conditions de compatibilité usuelles (0, 3.2.5). Comme I'image canonique de f
dans A, est inversible, ’homomorphisme de restriction M=I'(V, & )=>T'(D(f)nV, F)
se factorise en M — M, 1 I'(D(f)nV, F) (0, 1.2.4), et la vérification des conditions
de compatibilité pour D(g)cD(f) est immédiate. Cela étant, montrons que la condi-
tion d' 1) (resp. d'2)) entraine que chacun des u est surjectif (resp. injectif), ce qui
prouvera que u est bijectif, et par suite que F est la restriction 2 V d’un A-Module
isomorphe aM. Or, si seI'(D(f)nV, &), il existe d’aprés d' 1) un entier n>o0 tel que fs
se prolonge en une section zeM; on a alors u(z/f")=s, donc u est surjectif. De méme,
si zeM est tel que u(z/1)=0, cela signifie que la restriction 2 D(f)nV de la section z
est nulle; d’aprés 4’ 2), il existe un entier n> o tel que f"z=o0, d’olt z/1=o0 dans M,
et u; est donc injectif.

C.Q.F.D.

Corollaire (x.4.2). — Tout faisceau quasi-cohérent sur un ouvert quasi-compact de X est
induit par un faisceau quasi-cohérent sur X.
Corollaire (x.4.3). — Toute Ox-Algtbre quasi-cohérente sur X = Spec(A) est isomorphe

a une Ox-Algébre de la forme §, ol B est une algébre sur Aj; tout B-Module quasi-cohérent est

isomorphe & un B-Module de la Sforme N, ou N est un B-module.
En effet, une 0y-Algébre quasi-cohérente est un Ox-Module quasi-cohérent, donc

de la forme B, ot B est un A-module; le fait que B soit une A-algebre résulte de la
caractérisation de la structure de @x-Algebre & 'aide de ’homomorphisme §®1§¢§
de A-Modules, ainsi que de (1.3.12). Si & est un B-Module quasi-cohérent, il suffit de
montrer que ¥ est aussi un A-Module quasi-cohérent pour conclure ensuite de la méme
fagon ; comme la question est locale, on peut, en se restreignant & un ouvert de X de la
forme D( f), supposer que ¢ est le conoyau d’un homomorphisme BUSBW de B-Modules
(et a fortiori de X—Modules) ; la proposition résulte alors de (1.3.8) et (1.3.9).

1.5. Faisceaux cohérents sur un spectre premier.

Théorétme (x.5.1). — Soient A un anneau noethérien, X=Spec(A) son specire premier,
V une partie ouverte de X, F un (Ox|V)-Module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est cohérent.

b) F est de type fini et quasi-cohérent.

¢) Il existe un A-module M de type fini tel que F soit isomorphe au Saisceau IVI]V
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a) implique trivialement ). Pour voir que b) implique ¢), remarquons déja,
puisque V est quasi-compact (0, 2.2.3), que & est isomorphe & un faisceau N]V,
ot N est un A-module (1.4.1). Or, on a N=1limM,, ot M, parcourt Iensemble des
sous-A-modules de type fini de N, d’ott (1.3.9) ;:—T\TJ[V:limﬁl{V ; mais comme &
est de type fini, et V quasi-compact, il existe un indice A tel (—1:1—; F =1\~/11]V 0, 5.2.3).

Montrons enfin que ¢) entraine a). Il est clair que & est alors de type fini (1.3.6

et 1.3.9) ; en outre, la question étant locale, on peut se borner au cas ot V=D(f), feA.
Comme A, est noethérien, on voit finalement que tout revient & prouver que le noyau

d’un homomorphisme X”——ﬂ\m/i, ol M est un A-module, est de type fini. Or, un tel
homomorphisme est de la forme %, ol u est un homomorphisme A"—>M (1.3.8), et

si P=Keru, on a P=Kerw (1.3.9). Comme A est noethérien, P est de type fini,
ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (x.5.2). — Sous les hypothéses de (1.5.1), le faisceau Oy est un faisceau
cohérent d’anneaux.
Corollaire (x.5.3). — Sous les hypothéses de (1.5.1), tout faisceau cohérent sur un ouvert

de X est induit par un faisceau cohérent sur X.
Corollaire (x.5.4). — Sous les hypothéses de (1.5.1), tout Ox-Module quasi-cohérent F
est limite inductive des sous-Ox-Modules cohérents de F .

En effet, &# =M ot M est un A-module, et M est limite inductive de ses sous-
modules de type fini ; on conclut par (1.3.9) et (1.5.1).

1.6. Propriétés fonctorielles des faisceaux quasi-cohéremts sur un spectre

premier.

(x.6.x) Soient A, A’ deux annecaux,

p: A'—>A
un homomorphisme,
% : X =_Spec(A)—X'=Spec(A’)
’application continue associée & ¢ (1.2.1). Nous allons définir un homomorphisme canonigue
T e, (0)

de faisceaux d’anneaux. Pour tout f'eA’, posons f=o(f'); on a ‘o~ (D(f")) =D(f)
(1.2.2.2). Les anneaux I'(D(f"), K') et T(D(f), A) s’identifient respectivement a A/,
et A, (1.3.6 et 1.3.7). Or, Phomomorphisme ¢ définit canoniquement un homomor-
phisme ¢, : Aj—A; (0, 1.5.1), autrement diton aun homomorphisme d’anneaux
T(D(f"), &) = T (D(f"), A) =T(D(f"), “.(A))
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En outre, ces homomorphismes satisfont aux conditions de compatibilité usuelles :
pour D(f)oD(¢g'), le diagramme
| P/, &) = T(D(f), ‘2., (A)
} Voo
I'(D(g), A") = T(D(g), “¢,(A))

est commutatif (0, 1.5.1); on a donc bien défini un homomorphisme de Oy.-Algébres,
les D(f’) formant une base de la topologie de X' (0, 3.2.3). Le couple @ = (“p, @) est
donc un morphisme d’espaces annelés
D : (X, Ox)— (X', Ox)

0, 4.1.1).

Notons en outre que, si on pose x' =%p(x), ’homomorphisme 5% (0, 3.7.1) n’est
autre que I’homomorphisme

0t ALA,

déduit canoniquement de ¢ : A'>A (0, 1.5.1). En effet, tout z’eA, s'écrit g'/f’, ol
f’, g sont dans A’ et f'¢j,; D(f') est donc un voisinage de x' dans X', et ’homo-
morphisme T'(D(f'), K’) —> I‘("cp*l(D(f’)),K) déduit de '$ n’est autre que ¢, ; en
considérant la section s'e'(D(f '),X') correspondant & g'/f'€A;, on obtient bien
FH)=o(g)o(f)) dans A,.

(x.6.2) Exemple. — Soient S une partie multiplicative de A, ¢ I’homomor-
phisme canonique A—S7'A; on a déa vu (1.2.6) que “p est un homéomorphisme de
Y=Spec(S*A) sur le sous-espace de X=Spec(A) formé des x tels que jnS=0. En
outre, pour tout x appartenant & ce sous-espace, donc de la forme “¢(y) avec yeY,
Phomomorphisme §% : 0,—~0, est bijectif (0, 1.2.6) ; autrement dit, 0y sidentifie au
faisceau induit sur Y par 0.

Proposition (x.6.3). — Pour fout A-module M, il existe un isomorphisme canonique
Jonctoriel du Ox-Module (M)~ sur Pimage directe q>*(1\'7,[).

Posons pour abréger M'=M,, et pour tout f'eA’, posons encore f=o(f').
Les modules de sections IT'(D(f"), l\N/I’) et I'(D(f), I\N/I) s’identifient respectivement aux
modules M; et M, (sur A, et A; respectivement); en outre, le Aj-module (M,)[q,/,[
est canoniquement isomorphe 2 M; (0, 1.5.2). On a donc un isomorphisme fonctoriel
de I'(D(f"), A’)-modules : T(D(f"), M) = D(~1(D( f’)),ﬁ)[cpf] et ces isomorphismes
satisfont aux conditions de compatibilité usuelles avec les restrictions (0, 1.5.6), donc
définissent I'isomorphisme fonctoriel annoncé. On notera que, de fagon précise, si
u : Mj—M, est un homomorphisme de A-modules, il peut étre considéré comme un
homomorphisme (M;),;—>(M,),; de A’-modules; si on note U, cet homomorphisme,
® (u) sidentifie & (uggy) ™

Cette démonstration prouve aussi que pour toute A-algtbre B, Iisomorphisme
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canonique fonctoriel (B )™ — (D#(rﬁ) est un isomorphisme de Oy-Algébres; si M est
un B-module,i’isomorphisme canonique fonctoriel (M)~ = (D*(I\N/f) est un isomor-
phisme de @.(B)-Modules.

Corollaire (1.6.4). — Le foncteur image directe ®_ est exact sur la catégorie dos Ox-Modules
quasi-cohérents.

En effet, il est clair que M, est un foncteur exact en M et M’ un foncteur exact
en M' (1.3.5).

Proposition (x.6.5). — Sotent N' un A'-module, N le A-module N ’@A-Am; il existe
un isomorphisme canonique fonctoriel du Ox-Module (D*(ﬁ’) sur N.

Remarquons d’abord que j:z'—z’'®1 est un A’-homomorphisme de N’ dans N -
en effet, par définition, pour f'eA’, on a (f'z)@1=2z'®¢(f)=0o(f)(z’@1). On en
déduit (1.3.8) un homomorphisme 7 N”——>(NI¢])N de Oy-Modules, et en vertu de
(1.6.3), on peut considérer que?applique N’ dans o) (N) I1 correspond canoniquement
a cet homomorphisme 7un homomorphisme k:fj\# de (I)*(N’) dans N (0, 4.4.3); on
va voir que pour chaque fibre, %, est bijectif. Posons x'="‘¢(x) et soit f'eA' tel
que x'€D(f"); soit f=o¢(f'). L’anneau I'(D(f), X) s'identifie & A, les modules
(D), N) et T'(D(f"), N’) a N; et N, respectivement ; soient s'eT'(D(f"), N’),
identifiée & n'[f'?(n’eN’), s son image par Tdans ro(f), N), s est identifiée &
(m@1)/fr. Soit d’autre part reI'(D(f), X), identifiée & g/f¢ (geA); alors, par
définition, on a A, (s,@t,)=t.s, (0, 4.4.3). Mais on peut identifier canoniquement
N; a N/’,®A}, (A/)[w/;J (0, 1.5.4); s correspond alors & P’élément (2'/f'P)®1, et la
section y-—~t.s a (n'/f'")®(g/f?). Les diagrammes de compatibilité de (0, 1.5.6)

utTy
montrent que 4, n’est autre que isomorphisme canonique

(x.6.5.1) NL®yy, (A, I N, = (N'®y Ag)),e

En outre, soit » : N;—N, un homomorphisme de A’-modules; comme 7, =u,
pour tout #'e€X’, il résulte aussit6t de ce qui précéde que ®°(7') s’identifie canoniquement
a (v®1)7, ce qui achéve la démonstration de (1.6.5).

Si B’ est une A’-algébre, I'isomorphisme canonique de iI)*(fEJ’) sur (B'®, Ap)™
est un isomorphisme de Oy-Algébres; si en outre N’ est un B'-module, I"isomorphisme
canonique de ®*(N') sur (N'®,, A~ est un isomorphisme de @"(B")-Modules.

Corollaire (x.6.6). — Les sections de (D*(Nl’) images canonigues des sections s', ot §' parcourt
le A’-module P(N'), engendrent le A-module T'(®"(N')).

En effet, ces images s’identifient aux éléments z’®@1 de N, lorsqu’on identifie N et
N a I“(N”) et I’(N) respectivement (1.g.7) et que 2’ parcourt N'.

(x.6.7) Dans la démonstration de (1.6.5), on a prouvé en passant que I'appli-

~~

cation canonique (0, 4.4.3.2) ¢ :fI\VI’»(D*((D*(N’)) n’est autre que ’homomorphisme j ,
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g6 A. GROTHENDIECK Chap. 1

ot j : N'>N'® A, est ’homomorphisme z'—>Zz'®I. i)e méme, I’application cano-
nique (0, 4.4.3.3) o : (D*(CI)*(IVI))»M nest autre que p, out p : My ®, A —~M est
I’homomorphisme canonique qui, & tout produit tensoriel z®a (2 M, acA) fait corres-
pondre 4.z ; cela résulte aussitot des définitions (0, 3.7.1, 0,4.4.3,etl, 1.3.7).

On en conclut (0, 4.4.3 et 3.5.4.4) que si v : N'==Mp,; est un A’-homomor-
phisme, on a 7%= (v®1)™.

(x.6.8) Soient Nj, N; deux A'-modules, N; étant supposé avoir une présentation
finie ; il résulte alors de (1.6.7) et (1.3.12, (ii)) que ’homomorphisme canonique
(0, 4.4.6) . - _

" (Homy, (N3, N3)) — Homg (@ (Ny), &*(N3))
n’est autre que ¥, en désignant par y ’homomorphisme canonique de A-modules
Hom, (N}, N;)®, A—Hom,(N;®, A, N;®, A).

(x.6.9) Soient ' un idéal de A’, M un A-module ; comme par définition %’i\vf,[
est 'image de I’homomorphisme canonique ®*(§’)®Aﬁ+ﬁ, il résulte de (1.6.5)
et (1.8.12, (i)) que ’5’1\7 s’'identifie canoniquement a (J'M)™ ; en particulier, @*(%’)K
s'identifie 2 (§'A)™, et en tenant compte de I'exactitude & droite du foncteur @, la

~

A-Algébre ®*((A'[J')™) s’identifie a (A[J'A)™.

(x.6.10) Soient A" un troisitéme anneau, ¢’ un homomorphisme A''—A’,
et posons ¢''=goq’. Il résulte aussitét des définitions que ‘*¢’" = ("¢")o(’p), et
$""="g0¢" (0,1.5.7).Onen conclut que 'ona ®"'='o® ; en d’autres termes, (SpecA, K)
est un foncteur en A de la catégorie des anneaux dans celle des espaces annelés.

1.7. Caractérisation des morphismes de schémas affines.

Définition (x.7.x). — On dit gu’un espace annelé (X, Ox) est un schéma afffine s’il est isomorphe
d un espace annelé de la forme (Spec(A), K), ol A est un anneau ; on dit alors que T'(X, Oy), qui
S'identifie canoniquement & Panneau A (1.8.7) est Panneau du schéma affine (X, Ox), et on le
note A(X) quand aucune confusion n’en résulte.

Par abus de langage, quand nous parlerons du schéma gffine Spec(A), il s’agira
toujours de I’espace annelé (Spec(A),K).

(x.7.2) Soient A, B deux annéaux, (X, 0), (Y, Oy) les schémas affines corres-
pondants sur les spectres premiers X=Spec(A), Y=Spec(B). On a vu (1.6.1)
qua tout homomorphisme d’anneaux ¢ : B—A correspond un morphisme
@ = ("9, 9) = Spec(e) : (X, Ox) (Y, Oy). On notera que ¢ est entitrement déterminé
par @, car on a par définition ¢=I(7) : r(ﬁ)»r(“@*(‘&')) =1"(X).

Théoréme (x.7.3). — Soient (X, Ux), (Y, Oy) deux schémas affines. Pour qu'un morphisme
despaces annelés (P, 6) : (X, Ox)— (Y, Oy) soit de la forme ("9, ), o @ est un homomorphisme

Canneaux : A(Y)—>A(X), il faut et il suffit que, pour tout xeX, 0% soit un homomorphisme
local : Oy —0,.
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§ 2 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 97

Posons A=A(X), B=A(Y). La condition est nécessaire, car on a vu (1.6.1)
que $% est 'homomorphisme de Buy, dans A, déduit canoniquement de o, et par défi-
nition de “p(x) =¢'(j,), cet homomorphisme est local.

Prouvons que la condition est suffisante. Par définition, 6 est un homomorphisme
Oy—§,(0), et on en déduit canoniquement un homomorphisme d’anneaux

p=T(0) : B=T(Y, 04)=>T(Y, ,(0x)) = [(X, O) = A.

L’hypothése sur 6% permet de déduire de cet homomorphisme, par passage aux
quotients, un monomorphisme 67 du corps des restes k({(x)) dans le corps des restes k(x),
tel que, pour toute section feI'(Y, 0y)=B, on ait 6°(f(¢(x))) =o(f)(x). La relation
J(4(x)) =0 est donc équivalente & o(f)(x) =0, ce qui signifie que foz) = Jay, €t 8'écrit
encore §(x) ="p(x) pour tout xeX, ou ¢="9. On sait aussi que le diagramme

B=T(Y, 0y) ST(X, 0y) =A
v ¥

Bd»(x) —_— A,
7

est commutatif (0, 3.7.2), ce qui signifie que 07 est égal & homomorphisme ¢, : By, ~A,

déduit canoniquement de ¢ (0, 1.5.1). Comme la donnée des 67 caractérise compléte-

ment 0%, et par suite aussi 8 (0, 3.7.1), on en conclut que on a 6=, par définition

de g (1.6.1).

Nous dirons qu’un morphisme (¢, 6) d’espaces annelés satisfaisant 2 la condition
de (1.7.3) est un morphisme de schémas qfines.

Corollaire (x.7.4). — St (X, Ox), (Y, Oy) sont deux schémas affines, il existe un isomor-
phisme canonique de Uensemble de morphismes de schémas qffines Hom((X, Ox), (Y, Oy)) sur
Pensemble d’homomorphismes d’anneaux de B dans A, o A=T(0x) et B=T(0y).

On peut encore dire que les foncteurs (Spec(A), X) en A et I'(X, Of) en (X, O)
définissent une équivalence de la catégorie des anneaux commutatifs et de la catégorie
duale de la catégorie des schémas affines (T, I, 1.2).

Corollaire (x.7.5). — Si @ : B=>A est surjectif, le morphisme correspondant (“¢,'q) est
un monomorphisme d’espaces annelés (cf. (4.1.7)).

On sait en effet que “p est injective (1.2.5), et comme ¢ est surjectif, pour tout
xeX, of : Bacp(m)-e—Aw, qui se déduit de ¢ par passage aux anneaux de fractions, est aussi

surjectif (0, 1.5.1) ; d’olt la conclusion (0, 4.1.1).

§ 2. PRESCHEMAS ET MORPHISMES DE PRESCHEMAS

2.1. Définition des préschémas.

(2.x.1) Etant donné un espace annelé (X, Oy), on dit qu’une partie ouverte V
de X est un ouvert affine si I'espace annelé (V, Ox|V) est un schéma affine (1.7.1).

Définition (2.x.2). — On appelle préschéma un espace annelé (X, Ox) tel que tout point de X
admelie un voisinage ouvert affine.
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g8 A. GROTHENDIECK Chap. I

Proposition (2.1.3). — Si (X, Ox) est un préschéma, les ensembles ouverts affines forment
une base de la topologie de X.

En effet, si V est un voisinage ouvert quelconque de x€X, il existe par hypothése
un voisinage ouvert W de x tel que (W, Ox|W) soit un schéma affine ; désignons par A
son anneau. Dans espace W, VAW est un voisinage ouvert de x; donc il existe feA
tel que D(f) soit un voisinage ouvert de x contenu dans VaW (r.1.10 (i)). L’espace
annelé (D(f), Ox|D(f)) est alors un schéma affine d’anneau isomorphe 2 A, (1.3.6),
d’otr la proposition.

Proposition (2.1.4). — Lespace sous-jacent d’un préschéma est un espace de Kolmogoroff.

En effet, si x, y sont deux points distincts d’un préschéma X, il est évident qu’il
existe un voisinage ouvert de 'un de ces points ne contenant pas l'autre si x, y ne sont
pas dans un méme ouvert affine ; et s’ils sont dans un méme ouvert affine, cela résulte
de (1.1.8).

Proposition (2.x.5). — St (X, Ox) est un préschéma, toute partie fermée irréductible de X
admet un point générique et un seul, et I’ application x——{x}i est donc une bijection de X sur ensemble
de ses parties fermées trréductibles.

En effet, si Y est une partie fermée irréductible de X et yeY, etsi U est un voisinage
ouvert affine de » dans X, UnY est partout dense dans Y et est irréductible (0, 2.1.1
et2.1.4); donc (1.1.14), UnY est Padhérence dans U d’un point x, et par suite YcU
est 'adhérence de x dans X. L’unicité du point générique de X résulte de (2.1.4) et
de (0, 2.1.3).

(2.1.6) Si Y est une partie fermée irréductible de X, y son point générique,
Panneau local 0, se note aussi O,y et s’appelle Panneau local de X le long de Y, ou ’anneau
local de Y dans X.

Si X lui-méme est irréductible et si x est son point générique, on dit encore que @,
est anneau des fonctions rationnelles sur X (cf. § 7).

Proposition (2.x.7). — Si (X, Ox) est un préschéma, pour toute partie ouverte U de X,
Pespace annelé (U, Ox|U) est un préschéma.

Cela résulte aussitot de la déf. (2.1.2) et de la prop. (2.1.3).

On dit que (U, 0k|U) est le préschéma induit sur U par (X, 0y), ou la restriction
de (X, 0y) a U.

(2.1.8) On dit qu'un préschéma (X, O) est irréductible (resp. connexe) si Iespace
sous-jacent X est irréductible (resp. connexe). On dit qu’un préschéma est intigre s'il est
irréductible et réduit (cf. (5.1.4)). On dit qu'un préschéma (X, Oy) est localement intégre
si tout xeX admet un voisinage ouvert U tel que le préschéma induit sur U par (X, 0y)
soit intégre,

2.2. Morphismes de préschémas.

Définition (2.2.x). — Etant donnés deux préschémas (X, 0y), (Y, Oy), on appelle morphisme
(de préschémas) de (X, Ox) dans (Y, Oy) tout morphisme d’espaces annelés (g, 0) tel que, pour tout
xeX, 0F soit un homomorphisme local : 00,
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§ 2 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 99

Par passage aux quotients, I’application 67 : Oy»~+0, donne donc un monomor-
phisme 0% : Ek({(x))—Fk(x), qui permet de considérer Ek(x) comme une extension du
corps E({¢(x)).

(2.2.2) Le composé (4", 6"') de deux morphismes de préschémas (¢, 0) et ({’, 6)
est encore un morphisme de préschémas, comme il résulte de la formule 06''% = 0%00*(6'%)
(0, 3.5.5). On en conclut que les préschémas forment une catégorie ; suivant la notation
générale, on écrira Hom(X, Y) 'ensemble des morphismes d’un préschéma X dans un
préschéma Y.

Exemple (2.2.3). — Si U est une partie ouverte de X, Iinjection canonique (0,
4.1.2) du préschéma induit (U, 0x|U) dans (X, 0) est un morphisme de préschémas ;
c’est d’ailleurs un monomorphisme d’espaces annelés (et a fortiori un monomorphisme de
préschémas), comme il résulte aussitét de (0, 4.1.1).

Proposition (2.2.4). — Soient (X, Ox) un préschéma, (S, Og) un schéma affine d’anneau A.
1l existe une correspondance biunivoque canonique entre les morphismes du préschéma (X, Oy) dans
le préschéma (S, Og) et les homomorphismes de A dans Uanneau T'(X, O).

Notons d’abord que, si (X, Ox) et (Y, @) sont deux espaces annelés quelconques,
un morphisme (¢, 0) de (X, 0x) dans (Y, 0y) définit canoniquement un homomorphisme
d’anneaux I'(0) : I'(Y, Oy)—=T'(Y, ¢, (0x)) =T'(X, Ox). Dans le cas considéré, tout revient a
voir qu’un homomorphisme quelconque ¢ : A—T'(X, Ox) est de laforme I'(0) pour un 0 et
un seul. Or, il y a par hypothése un recouvrement (V,) de X par des ouverts affines;
par composition de ¢ avec ’homomorphisme de restriction I'X, 0x)—T'(V,, Ox|V,),
on obtient un homomorphisme ¢, : A—>DI(V,, 0x|V,), qui correspond & un morphisme
unique (¢,, 6,) du préschéma (V,, 0«|V,) dans (S, 0g), en vertu de (r.7.3). En outre,
pour tout couple d’indices («, £), tout point de V,nV, admet un voisinage ouvert affine W
contenu dans V,nV, (2.1.3); il est clair qu’en composant ¢, et ¢, avec les homomor-
phismes de restriction & W, on obtient le méme homomorphisme I'(S, 0y) —~T'(W, Ox|W),
donc, en vertu des relations (6%),=(¢p,), pour tout xV, et touta (1.6.1), les restrictions
a W des morphismes ({,, 0,) et (§;, 6,) coincident. On en conclut qu’il y a un morphisme
d’espaces annelés (¢, 0) : (X, Ox)—(S, 0g) et un seul dont la restriction achaque V, est
(¥, 0,) et il est clair que ce morphisme est un morphisme de préschémas et est tel que
r'0)=e¢.

Soit u : A—TI'(X, 0x) un homomorphisme d’anneaux, et soit v=({, 6) le mor-
phisme (X, O0x)—(S, 0g) correspondant. Pour tout feA, on a

(2.2.4.1) VHD(S)) =Xy

avec les notations de (0, 5.5.2) relatives au faisceau localement libre 0. Il suffit en
effet de vérifier cette formule lorsque X lui-méme est affine, et alors elle n’est autre
que (1.2.2.2).

Proposition (2.2.5). — Sous les hypothéses de (2.2.4), soient ¢ : A~T(X, Ox) un homo-
morphisme d’anneau, f: (X, Og)—(S, Og) le morphisme de préschémas correspondant, 4 (resp. F)
un Oy-Module (vesp. un Og-Module) quasi-cohérent et soit M=T'(S, F). Il existe alors une
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100 A. GROTHENDIECK Chap. I

correspondance biunivoque canonique enire les f~morphismes F —& (0, 4.4.1) et les A-homomor-
phismes M—(T(X, )

En effet, en raisonnant comme dans (2.2.4), on est aussitdt ramené au cas ou X
est affine et la proposition résulte alors de (1.6.3) et (1.3.8).

(2.2.6) On dit quun morphisme de préschémas (¢, 0) : (X, Ox) (Y, Oy) est
ouvert (vesp. fermé), si pour toute partie ouverte U de X (resp. toute partie fermée F de X),
{(U) est ouvert dans Y (resp. ¢(F) fermé dans Y). On dit que (¢, 0) est dominant si $(X)
est dense dans Y, surjectif si ¢ est surjectif. On notera que ces conditions ne font intervenir
que Papplication continue {.

Proposition (2.2.7). — Soient

f= N’: e) : (Xa @‘() - (Y: gY)Q g&= (q),: B/) : (Ya @X)Q(Z: @Z)

deux morphismes de préschémas.

(i) Sifet g sont tous deux ouverts (vesp. fermés, dominants, surjectifs), il en est de méme
de gof.

(1) Sif est surjectif, et si gof est fermé, g est fermé.

(iil) Si gof est surjectif, g est surjectif.

Les assertions (i) et (iii) sont évidentes. Posons gof=({"’, 6"'). Si F est fermé dans Y,
TH(F) est fermé dans X, donc ¢ (¢7(F)) est fermé dans Z; mais comme ¢ est surjectif,
Y~ (F))=F, donc ¢"(¢F))=1¢'(F), ce qui démontre (ii).

Proposition (2.2.8). — Soient f=({, 0) un morphisme (X, Ox)—(Y, O0y), (U,) un
recouvrement ouvert de Y. Pour que f soit ouvert (resp. fermé, surjectif, dominant), il faut et il suffit
que sa restriction & chacun des préschémas induits (YH(U,), Ox [V~ (U,)), considérée comme
un morphisme de ce préschéma induit dans le préschéma induit (U,, Oy|U,), soit ouvert (resp. fermé,
surjectif, dominant).

La proposition résulte aussitét des définitions, tenant compte du fait qu’une
partie F de Y est fermée (resp. ouverte, dense) dans Y si et seulement si chacun des
ensembles FnU, est fermé (resp. ouvert, dense) dans U,.

(2.2.9) Soient (X, 0x), (Y, Oy) deux préschémas ; on suppose que X et Y ont un
méme nombre fini de composantes irréductibles X; (resp. Y;) (1<i<n) ; soit & (resp. ;)
le point générique de X; (resp. Y;) (2.1.5). On dit qu'un morphisme

F=(b:0) : (X, Ox) (Y, Oy)

est birationnel si, pour tout i, {Ti(n)={f} et Ogi : 0, ~0p est un isomorphisme. Il
v

est clair qu’un morphisme birationnel est dominant (0, 2.1.8), donc surjectif s’il est aussi
fermé.

Conzention de notations (2.2.30). — Dans toute la suite de cet ouvrage et lorsque cela
ne risquera pas de créer des confusions, nous supprimerons dans la notation d’un préschéma
(resp. d’un morphisme) le faisceau structural (resp. le morphisme de faisceaux struc-
turaux). Si U est une partie ouverte de ’espace sous-jacent d’un préschéma X, lorsqu’on
parlera de U comme d’un préschéma, il s'agira toujours du préschéma induit sur U.
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§ 2 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 101
2.3. Recollement de préschémas.

(2.3.1) Il résulte de la définition (2.1.2) que tout espace annelé obtenu par recol-
lement de préschémas (0, 4.1.6) est encore un préschéma. En particulier, puisque tout
préschéma admet par définition un recouvrement formé d’ensembles ouverts affines,
on voit que tout préschéma peut s’obtenir par recollement de schémas affines.

Exemple (2.3.2). — Soient K un corps, B=K[s], C=K[t] deux anneaux de
polyndémes a une indéterminée sur K, et soient X;=Spec(B), X,=Spec(C), qui sont
deux schémas affines isomorphes. Dans X, (resp. X,), soit U, (resp. U,,) louvert
affine D(s) (resp. D(¢)) dont ’anneau B, (resp. C,) est formé des fractions rationnelles
de la forme f(s)/s" (resp. g(t)/t") avec feB (resp. geC). Soit u, I’isomorphisme de -

préschémas Uy —U,, correspondant (2.2.4) & I’isomorphisme de B sur G qui, & f(s)/s" -

fait correspondre la fraction rationnelle f(1/t)/(1/t"). On peut recoller X, et X, le long
de U, et Uy au moyen de uy,, car il n’y a évidemment pas de condition de recollement.
Nous retrouverons plus tard le préschéma X ainsi obtenu comme cas particulier d’une
méthode de construction générale (I, 2.4.3). Montrons seulement ici que X n’est pas
un schéma affine ; cela résultera de ce que I'anneau I'(X, Oy) est isomorphe ¢ K, donc a un
spectre réduit & un point. En effet, une section de 0y au-dessus de X a une restriction
au-dessus de X; (resp. X,), identifié a2 un ouvert affine de X, qui est un polynéme f(s)
(resp. g(t)), et il résulte des définitions que I'on doit avoir g(f)=f(1/f), ce qui n’est
possible que si f=gekK.

2.4. Schémas locaux.

(2.4.1) On appelle schéma local un schéma affine dont I'anneau A est local ; il
existe alors dans X=Spec(A) un seul point fermé a, et pour tout autre point beX, on a
aerb} (r.1.7).

Pour tout préschéma Y et tout point yeY, le schéma local Spec(0,) est appelé
le schéma local de Y au point y. Soient V un ouvert affine de Y contenant y, B I’anneau du
schéma affine V ; @, s’identifie canoniquement & B, (1.3.4), et 'homomorphisme
canonique B->B, correspond par suite (1.6.1) 4 un morphisme de préschémas
Spec(¢,)—~V. Si on compose ce morphisme avec linjection canonique V—Y, on
obtient donc un morphisme Spec(0,)—Y, qui est indépendant de Uouvert affine V
(contenant ) choisi : en effet, si V' est un second ouvert affine contenant y, il existe
un troisiéme ouvert affine W contenant y et tel que WcVnV’ (2.1.3); on peut donc se
limiter au cas ot Vc V', etsiB’ est’anneau de V', tout revient 2remarquer que le diagramme

B'—B
\‘-& L/
0

Y
est commutatif (0, 1.5.1). Le morphisme
Spec(d,) Y

ainsi défini est dit canonique.
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102 A. GROTHENDIECK Chap. I
Proposition (2.4.2). — Soit (Y, Oy) un préschéma; pour tout yeY, soit (§,0) le
morphisme canonique (Spec(0,), 5y)—>(Y, 0y). Alors § est un homéomorphisme de Spec(0,)
sur le sous-espace S, de Y formé des z tels que y e:[-z_} (autrement dit, des générisations de y
(0, 2.1.2)) ; en outre, si z=14(p), 0F : 0,~(0,), est un isomorphisme ; (b, 0) est donc un
monomorphisme d’espaces annelés.

Comme Punique point fermé a de Spec(0,) est adhérent & tout point de cet espace,
et que ¢(a) =y, I'image de Spec(d,) par I'application continue ¢ est contenue dans S,.
Comme S, est contenu dans tout ouvert affine contenant y, on peut s¢ ramener au cas
ot Y est un schéma affine ; mais dans ce cas la proposition résulte de (1.6.2).

On voit donc (2.1.5) qu’il y a correspondance biunivoque entre Spec(U,) et Uensemble des
parties fermées irréductibles de Y contenant .

Corollaire (2.4.3). — Pour que yeY soit le point générique d’une composante trréductible
de Y, 1l faut et il suffit que le seul idéal premier de Ianneau local O, soit son idéal maximal (autrement
dit, que 0, soit de dimension zéro).

Proposition (2.4.4). — Sotent (X, Og) un schéma local d’anncau A, a son unique point
Sfermé, (Y, Oy) un préschéma. Tout morphisme u=(,0) : (X, Ox)—(Y, Oy) se factorise de fagon
unique en X—Spec(0y,)) Y, ok la seconde fldche désigne le morphisme canonique, et la premiére
correspond & un homomorphisme local Oy,—A. Cela établit une correspondance biuntvoque canonique
entre Pensemble des morphismes (X, Ox)— (Y, Oy) et Pensemble des homomorphismes locaux
0,~A (yeY). B
que $(X) est contenu dans tout ouvert affine contenant ¢(a). On peut donc se ramener
au cas ou (Y, 0y) est un schéma affine d’anneau B, et on a alors u= (¢, ¢), ol
ecHom(B, A) (1.7.3). En outre, on a ¢7'(j,) =iy, et par suite I"image par ¢ de
tout élément de B—j,, est inversible dans Panneau local A ; la factorisation de
Iénoncé résulte donc de la propriété universelle des anneaux de fractions (0, 1.2.4).
Inversement, a tout homomorphisme local ¢,—A correspond un morphisme unique
(4, 0) : X—+Spec(0,) tel que ¢(a)=y (1.7.3), et en le composant avec le morphisme
canonique Spec(0,)—Y, on obtient un morphisme XY, ce qui achéve de démontrer
la proposition.

(2.4.5) Les schémas affines dont 'anneau est un corps K ont un espace sous-jacent
réduit 2 un point. Si A est un anneau local d’idéal maximal m, tout homomorphisme
local A—K a un noyau égal & m, donc se factorise en A—A/m—+K, ol la seconde
fleche est un monomorphisme. Les morphismes Spec(K)—>Spec(A) correspondent
donc biunivoquement aux monomorphismes de corps A/m—K.

Soit (Y, Oy) un préschéma ; pour tout yeY et tout idéal a, de 0, ’homomorphisme
canonique 0,0, /a, définit un morphisme Spec(0,/a,) —Spec(0,) ; si on le compose
avec le morphisme canonique Spec(¢,)—Y, on obtient un morphisme Spec(0,/a,) Y,
iit encore canonique. Pour a,=m,, c’est-d-dire @ /a,=k(y), la prop. (2.4.4) entraine

onc :
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Corollaire (2.4.6). — Soient (X, Ox) un schéma local dont I’ anneau est un corps K, & Punique
point de X, (Y, Oy) un préschéma. Tout morphisme u : (X, O0x) (Y, Oy) se factorise de fagon
unique en X—Spec(k(U(8))) =Y, od la seconde Sléche désigne le morphisme canonique, et la
premaére correspond & un monomorphisme k(Y(E)) K. Cela établit une correspondance biunivoque
canonique enire Uensemble des morphismes (X, Oy)— (Y, Oy) et Pensemble des monomorphismes
k(y) =K (yeY).

Corollaire (2.4.7). — Pour tout yeY, tout morphisme canonique Spec(0,/a,)—~Y est
un monomorphisme d’espaces annelés.

On I'a déja vu lorsque a,=0 (2.4.2), et il suffit d’appliquer (1.7.5).

Remarque (2.4.8). — Soient X un schéma local, @ son unique point fermé. Comme
tout ouvert affine contenant @ est nécessairement X tout entier, tout Ox-Module inversible
(0, 5.4.1) est nécessairement isomorphe & Oy (ou, comme on dit encore, est trivial).
Cette propriété n’a pas lieu en général pour un schéma affine quelconque Spec(A) ;
on verra au chap. V que si A est un anneau normal, elle est vraie lorsque A est factoriel.

2.5. Préschémas au-dessus d’un préschéma.

Définition (2.5.1). — Ltant donné un préschéma S, on dit que la donnde d’un préschéma X
et d’un morphisme de préschémas ¢ 1 X—S définit un préschéma X au-dessus du préschéma S,
ou un S-préschéma ; on dit que S est le préschéma de base du S-préschéma X. Le morphisme o est
appelé le morphisme structural du S-préschéma X. Lorsque S est un schéma affine d’anneau A, on dit
aussi que X muni de ¢ est un préschéma au-dessus de Vanneau A (ou un A-préschéma).

Il résulte de (2.2.4) que la donnée d’un préschéma au-dessus d’un anneau A
équivaut 2 la donnée d’un préschéma (X, 0x) dontlefaisceau structural Oy est un faisceau
de A-algébres. Un préschéma quelconque peut dome toujours étre considéré de fagon unique comme
un Z-préschéma.

Si g : X~—S estle morphisme structural d’un S-préschéma X, on dit qu’un point
xeX est au-dessus d’un point seS si ¢(x)=s. On dit que X domine S si ¢ est un
morphisme dominant (2.2.6).

(2.5.2) Soient X, Y deux S-préschémas ; on dit qu’un morphisme de préschémas
u: X—=Y estun morphisme de préschémas au-dessus de S (ou un S-morphisme) si le diagramme

X5Y
A
S
(ot les fleches obliques sont les morphismes structuraux) est commutatif : cela entraine
que pour tout seS et tout reX au-dessus de s, u(x) doit aussi étre au-dessus de s.

Cette définition montre aussitét que le composé de deux S-morphismes est un
S-morphisme ; les S-préschémas forment donc une catégorie.

On notera Homg(X, Y) Pensemble des S-morphismes d’un S-préschéma X dans
un S-préschéma Y ; le morphisme identique d’un S-préschéma X sera désigné par 1.

Lorsque S est un schéma affine d’anneau A, on dira aussi A-morphisme au lieu

de S-morphisme.
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(2.5.3) Si X est un S-préschéma, » : X'=X un morphisme de préschémas, le
morphisme composé X' 5X S définit X' comme S-préschéma; en particulier, tout
préschéma induit sur un ouvert U de X peut étre considéré comme un S-préschéma au
moyen de linjection canonique.

Si u : X—>Y est un S-morphisme de S-préschémas, la restriction de u 2 tout
préschéma induit sur un ouvert U de X est donc un S-morphisme U—Y. Inversement,
soit (U,) un recouvrement ouvert de X et pour chaque o, soit «, : U,—~Y un S-morphisme;
si, pour tout couple d’indices (o, 8), les restrictions de u, et de ug 2 U,nU, coincident,
il existe un S-morphisme XY et un seul dont la restriction & chaque U, soit u,.

Si u : X—=Y est un S-morphisme tel que #(X)cV, ol V est une partie ouverte
de Y, alors u, considéré comme morphisme de X dans V, est encore un S-morphisme.

(2.5-4) Soit S'~>S un morphisme de préschémas; pour tout S'-préschéma, le
morphisme composé X->S'—S définit X comme S-préschéma. Inversement, supposons
que S’ soit le préschéma induit sur un ouvert de S ; soit X un S-préschéma et supposons
que le morphisme structural f: X—3S soit tel que 'on ait f(X)cS'; alors on peut
considérer X comme un S'-préschéma. Dans ce dernier cas, si Y est un S-préschéma
dont le morphisme structural applique aussi espace sous-jacent dans S’, tout S-morphisme
de X dans Y est aussi un S’-morphisme.

(2.5.5) Si X est un S-morphisme, ¢ : X—S le morphisme structural, on appelle
S-section de X un S-morphisme de S dans X, c’est-a-dire un morphisme de préschémas
¢ : S—+X tel que o¢oy soit I'identité de S. On désigne par I'(X/S) Pensemble des
S-sections de X.

§ 3. PRODUIT DE PRESCHEMAS

3.1. Somme de préschémas.

Soit (X,) une famille quelconque de préschémas ; soit X un espace topologique
somme des espaces sous-jacents X, ; X est alors réunion de sous-espaces ouverts deux 2
deux disjoints X, et pour chaque o il y a un homéomorphisme ¢, de X, sur X.. Si on
munit chacun des X, du faisceau (g,),(0x ), il est clair que X devient un préschéma,
quon appelle somme de la famille de préschémas (X,) et que I'on note 1IX,. Si Y est

%

un préschéma, I'application f—(fop,) est une bijection de 'ensemble Hom(X, Y) sur
Pensemble produit THom(X,,Y). En particulier, si les X, sont des S-préschémas, de

morphismes structuraux {,, X est un S-préschéma pour 'unique morphisme ¢ : XS
tel que oo, =1{, pour tout «. La somme de deux préschémas X, Y se note XuY. II

est immédiat que si X =Spec(A), Y=Spec(B), XuY s’identifie canoniquement i
Spec(A x B).

3.2. Produit de préschémas.

Définition (3.2.1). — Etant donnés deux S-préschémas X, Y, on dit qu’un triplet (Z, py, ps)
Jormé d’un S-préschéma Z et de deux S-morphismes py 1 Z->X, Dot Z—Y, est un produit des
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S-préschémas X et Y, st, pour tout S-préschéma T, Papplication f— (pyof, poof ) est une bijection de
Pensemble des S-morphismes de T dans Z, sur Pensemble des couples formés d’un S-morphisme
T—>X et d’un S-morphisme T—Y (autrement dit, une bijection

Homg(T, Z) ~ Homg(T, X) x Homg(T, Y))

Il s’agit donc la de la notion générale de produit de deux objets d’une catégorie,
appliquée a la catégorie des S-préschémas (T, I, 1.1) ; en particulier, un produit de
deux S-préschémas est unique & un S-isomorphisme unique prés. En raison de ¢ette unicité,
on désigne le plus souvent un produit de deux S-préschémas X, Y par la notation X x Y
(ou simplement X XY si aucune confusion n’est & craindre), les morphismes p, p,
(appelés les projections canoniques de X X Y dans X et Y respectivement) étant supprimés
de la notation. Si g: T—X, 2 : T—Y sont deux S-morphismes, on désignera par (g, &),
ou simplement (g, %) le S-morphisme f: T—>X XY tel que pof =g, poof=h. Si X', Y’
sont deux S-préschémas, p;, p; les projections canoniques de X'X Y’ (supposé exister),
u: X'+X, v : Y—->Y deux S-morphismes, on écrira uXg (ou simplement uXv) le
S-morphisme (uop;, vop;)s de X' XY’ dans X X Y.

Lorsque S est un schéma affine d’anneau A, on remplace souvent S par A dans
les notations précédentes.

Proposition (3.2.2). — Soient X, Y, S trois schémas affines, B, C, A leurs anneaux respectifs.
Sotent Z=Spec(BX ,C), py, p, les S-morphismes correspondant (2.2.4) aux A-homomorphismes
canoniques u : b—>b®1 et v :c>1@c de B et C dans B®,C; alors (Z, py, p) est un
produit de X et Y.

En vertu de (2.2.4), tout revient a vérifier que si, a3 tout A-homomorphisme
f : B®,C—L (ou L est une A-algebre), on associe le couple (fou, fov), on définit une
bijection Hom,(B®,C, L) ¥ Hom, (B, L) X Hom, (C, L) (}), ce qui résulte immédiate-
ment des définitions et de la relation d®c= (b®1)(1®¢).

Corollaire (3.2.3). — Soient T un schéma affine d’anneau D, o= (%, 7) (resp. f=(%,7))
un S-morphisme T—X (resp. T—Y), o p (resp. o) est un A-homomorphisme de B (resp. C)
dans D ; alors (a, B)g= ("1, %), ot est ’homomorphisme BX,C—D tel que ©(b®c)=p(b)a(c).

Proposition (3.2.4). — Soient f:S'—>S un monomorphisme de préschémas (T, 1, 1.1),
X, Y deux S'-préschémas, qui sont considérés aussi comme S-préschémas au moyen de f. Tout produit
des S-préschémas X, Y est alors un produit des S'-préschémas X, Y et réciproquement.

Soient ¢ : X—S', ¢ : Y-S’ les morphismes structuraux. Si T est un S-préschéma,
u:T—>X,v:T—-Y deux S-morphismes, on a par définition fogou= foor=0, morphisme
structural de T'; I’hypothése sur f entraine gou={op=0’, et on voit qu’on peut consi-
dérer T comme S'-préschéma de morphisme structural 0’, u et v comme des S'-morphismes.
La conclusion de la proposition en résulte immédiatement, compte tenu de (3.2.1).

Corollaire (3.2.5). — Sotent X, Y deux S-préschémas, ¢ : X—S, ¢ : Y—>S leurs
morphismes structuraux, S' une partie ouverte de S telle que o(X)cS’, (Y)cS'. Tout produit
des S-préschémas X, Y est ausst un produit des S'-préschémas X, Y, et réciproquement.

(1) La notation Homy désigne ici 'ensemble des homomorphismes de A-algébres.
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Il suffit d’appliquer (3.2.4) a 'injection canonique S'—S.

Théoréme (3.2.6). — Etant donnés deux S-préschémas X, Y, il existe un produit X x Y.

Nous procéderons en plusieurs étapes.

Lemme (3.2.6.1). — Soient (Z, p, q) un produit de X et Y, U, V des parties ouvertes
de X, Y respectivement. Si on pose W=p"1(U)ng *(V), le triplet formé de W et des restrictions
de p et ¢ @ W (considérées comme des morphismes W—U, W—V respectivement)
est un produit de U et V.

En effet, si T est un S-préschéma, on peut identifier les S-morphismes T—+W
et les S-morphismes T—Z appliquant T dans W. Si alors g : T-U, 2 : TV sont
deux S-morphismes quelconques, on peut les considérer comme des S-morphismes de T
dans X et Y respectivement, et par hypothése il y a donc un S-morphisme et un seul
f i T—>Z tel que g=pof, h=gqof. Comme p(f(T))cU, ¢(f(T))cV, on a

ST e (V) ng (V) =W

d’oli notre assertion.

Lemme (3.2.6.2). — Soient Z un S-préschéma, p : Z—X, q: Z—Y deux S-morphismes,
(U,) un recouvrement ouvert de X, (V,) un recouvrement ouvert de Y. On suppose que pour tout
couple (o, 1), le S-préschéma W, =p~1(U,)ng X(V,) et les restrictions de p et ¢ & W,
constituent un produit de U, et de V,. Alors (Z, p, q) est un produit de X et Y.

Montrons d’abord que, si f;, f, sont deux S-morphismes T —Z, les relations
pofi=pof, et gqofi=gqof, entrainent fi=f,. En effet, Z est réunion des W ,, donc les
fTY(W,,) forment un recouvrement ouvert de T, et il en est de méme des f, }(W,,). En
outre, on a

St W) = fH (071 (U)o fTH g (V) = S (071 (U)) n fH g (V) = f2 ' (Wa)

par hypothése, et tout revient & voir que les restrictions de f; et f; & f7 (W) =f3 (W)
sont identiques pour tout couple d’indices. Mais comme ces restrictions peuvent étre
considérées comme des S-morphismes de f7(W,,) dans W_,, notre assertion résulte des
hypothéses et de la déf. (3.2.1).

Supposons maintenant donnés deux S-morphismes g : T—X, 4 : T-Y. Posons
T =g (U,)nk(V,); les T,, forment un recouvrement ouvert de T. Par hypothése,
il existe un S-morphisme f,, tel que pof,; et gof,, soient les restrictions respectives de g et £
a T,,. En outre, montrons que les restrictions de f,, et de f,, a T,;nT,, coincident, ce
qui achévera de prouver (3.2.6.2). Or, les images de T,,nTy, par f,, et par f;, sont
contenues dans W, ,nW,, par définition. Comme

WunWe,=p(U,nUg)ng }(V,nV,)

il résulte de (3.2.6.1) que W, ,nW,, et les restrictions a ce préschéma de p et ¢ consti-
tuent un produit de U,nU; et de V,;nV,. Comme pof,, et pof, coincident dans

T,nnTy, et qu'il en est de méme de gof,, et gofy,, on voit que f,, et f;, coincident
dans T,,nT,,, cq.fd.
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(3.2.6.3) Soient (U,) un recouvrement ouvert de X, (V,) un recouvrement ouvert de Y,
et supposons que pour tout couple (o, N), il existe un produit de U, et de V,; alors il existe un
produit de X et Y.

Appliquant le lemme (3.2.6.1) aux ouverts U,nU, et V,nV, on voit qu’il
existe un produit des S-préschémas induits respectivement par X et Y sur ces ouverts ;
en outre, 'unicité du produit montre que, si on pose i=(a, A), j=(B, @), il y a un
isomorphisme canonique #; (resp. &;) de ce produit sur un S-préschéma W,; (resp. W)
induit par U, XV, (resp. UgxV,) sur un ouvert; f,=kjoh;" est donc un isomor-
phisme de W;; sur W,,. En outre, pour un troisitme couple k= (y,v), on a f,=/fof;
dans W;;nW,;, comme il résulte de application de (3.2.6.1) aux ouverts U,nUnU,
et V,nV,nV, dans U, et V, respectivement. Il y a par suite un préschéma Z, un recou-
vrement ouvert (Z;) de I’espace sous-jacent a Z et pour chaque ¢ un isomorphisme g,
du préschéma induit Z; sur le préschéma U, X (V,, de sorte que pour tout couple (i, j),
on ait f;=gog; ' (2.3.1) ; de plus,on a g,(Z,nZ;)) =W,. Si p,, ¢;, 0, sont les projections
et le morphisme structural du S-préschéma U, X ¢V, on constate aussitot que p,og;= p;og;
dans Z;,nZ,, et de méme pour les deux autres morphismes. On peut donc définir des
morphismes de préschémas p : Z—X (resp. ¢ : Z—Y, 0 : Z—S) par la condition que p
(resp. ¢, 0) coincide avec p,og; (resp. ¢;og;, 0;0g;) dans chacun des Z,;; Z, muni de 0, est
alors un S-préschéma. Montrons maintenant que Z;=p"*(U,)ng *(V,) est égal & Z,.
Pour tout indice j= (B, u), ona Z,nZ; =g (p;"(U,) ng;*(V,)). Or,

71U 0 (V,) =47 1(U,aUg) ng; {(VinV,) ;

en vertu de (3.2.6.1), les restrictions de p; et ¢; & p;(U,)ng; (V,) définissent sur ce
S-préschéma une structure de produit de U,nU; et V,nV, ; mais 'unicité du produit
entraine alors que p;*(U,)ng; '(V,) =W;;. On a par suite Z;,nZ;=7Z;nZ,; pour tout j,
d’ou Z;=7Z, On déduit alors de (3.2.6.2) que (Z, p, ¢) est un produit de X et Y.

(3.2.6.4) Soient ¢ : XS, ¢ : Y—>S les morphismes structuraux de X et Y, (S;) un
recouvrement ouvert de S, et posons X,= ¢ Y(S;), Y;={7XS,). Si chacun des produits X; X gY;
existe, alors X X gY existe.

D’aprés (3.2.6.3), tout revient a prouver que les produits X, X Y; existent
quels que soient ¢ et j. Posons X, =X;nX.=¢7%(5;,n8)), Y;=Y;nY,=¢7(S;,nS;) ; en
vertu de (3.2.6.1), le produit Z;=X, X Y, existe. Notons maintenant que si T
est un S-préschéma et si g : T—>X,, 2 : T—Y, sont des S-morphismes, on a nécessairement
¢(g(T)) =¢(A(T)) cS;nS; d’aprés la définition d’un S-morphisme, donc g(T)cX;; et
R(T) CY,;; il est alors immédiat que Z;; est un produit de X; et Y.

(3.2.6.5) Nous pouvons maintenant achever de démontrer le th. (3.2.6). Si S
est un schéma affine, il y a des recouvrements (U,), (V,) de X et Y respectivement, formés
d’ouverts affines ; comme U, X ¢V, existe en vertu de (3.2.2), il en est de méme de
X x gY par (3.2.6.3). Si S est un préschéma quelconque, il y a un recouvrement (S;)
de S formé d’ouverts affines. Si ¢ : XS, ¢ : Y—>S sont les morphismes structuraux,
et si on pose X;=¢ 1(S;), Y;=¢7(S;), les produits X;x Y existent d’aprés ce qui
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précéde ; mais alors les produits X; X Y, existent aussi (3.2.5), donc il en est de méme
de X XY par (3.2.6.4).

Corollaire (3.2.7). — Soient Z=X XY le produit de deux S-préschémas, p, q les
projections de Z dans X et Y, ¢ (resp. §) le morphisme structural de X (resp. Y). Soient S’ une
partie ouverte de S, U (resp. V) une partic ouverte de X (resp. Y) contenue dans ¢~ *(S’)
(resp. $Y(S"). Alors le produit U x 'V s’identifie canoniquement au préschéma induit par Z. sur
™ U)ng (V) (considéré comme S'-préschéma). En outre, si f: T—X, g: T—Y sont des
S-morphismes tels que f(T)cU, g(T)cV, le S'-morphisme (f, g)g s’identifie a la restriction de
(f &)s & p~(U)ng (V).

Cela résulte de (3.2.5) et (3.2.6.1).

(3.2.8) Soient (X)), (Y,) deux familles de S-préschémas, X (resp. Y) la somme
de la famille (X,) (resp. (Y,)) (3.1). Alors X X (Y s’identifie & la somme de la famille
(X, X gY;) ; cela résulte aussitét de (3.2.6.3).

3.3. Propriétés formelles du produit; changement de préschéma de base.

(3.3.1) Le lecteur remarquera que toutes les propriétés énoncées dans cette
section, sauf (g.4.13) et (3.3.15), sont valables sans modification dans foute catégorie,
chaque fois que les produits qui interviennent dans les énoncés existent (car il est clair
que les notions de S-objet et de S-morphisme peuvent se définir exactement comme
dans (2.5) pour tout objet S de la catégorie).

(3-3.2) En premier lieu, X X Y est un bifoncteur covariant en X et Y dans la
catégorie des S-préschémas : il suffit en effet de remarquer que le diagramme

XxYEx Yy ixrxy
\: \) \)
X I XI f, XII

est commutatif.

Proposition (3.3.3). — Pour tout S-préschéma X, la premiere (resp. seconde) projection
de X xS (resp. S X gX) est un isomorphisme fonctoriel de X X S (resp. S X (X) sur X,
dont Pisomorphisme réciproque est (1x, ¢)g (resp. (o, Ix)g), en désignant par ¢ le morphisme
structural X —>S; on peut donc écrire, @ un isomorphisme canonique prés

XX S=8Xx X=X,

11 suffit de prouver que le triplet (X, 14, ¢) est un produit de X et S. Or, si T est
un S-préschéma, le seul S-morphisme de T dans S est nécessairement le morphisme
structural ¢ : T—S. Si fest un S-morphisme de T dans X, on a nécessairement {=qof,
d’oll notre assertion.

Corollaire (3.3.4). — Sotent X, Y deux S-préschémas, ¢ : X—-S, ¢ : Y—>S leurs
morphismes structuraux. Si on identifie canoniquement X @ X X ¢S et Y @ S X (Y, les projections
XX Y>X et X XYY s'identifient respectivement & 1x X et ¢ X Iy.

La vérification est immédiate et laissée au lecteur.

(3-3.5) On peut définir de la méme maniére que dans (g.2) le produit d’un
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nombre fini quelconque 7 de S-préschémas, I’existence de ces produits résulte de (3.2.6)
par récurrence sur 7, en remarquant que (X; X (X, X ... X X, ;) X X, satisfait a la
définition du produit. L’unicité du produit entraine, comme dans toute catégorie, ses
propriétés de commutativité et d’associativité. Si, par exemple, p,, p,, p; désignent les projec-
tions de X, X X, X X, et si on identifie ce préschéma a (X, x X,) X X;, la projection
dans X, X X, est identifiée a (p,, p,)¢-

(3-3-6) Soient S, S’ deux préschémas, ¢ : S'—>S un morphisme, qui fait de S’
un S-préschéma. Pour tout S-préschéma X, considérons le produit X X ¢S’, et soient p
et 7' ses projections dans X et S’ respectivement. Muni de =, ce produit est un S’-pré-
schéma ; quand on le considére comme tel, on le désigne par X5, ou X, et on dit que
C’est le préschéma obtenu par extension du préschéma de base de S 4 S’, au moyen du mor-
phisme ¢, ou I'image réciproque de X par ¢. On notera que si = est le morphisme structural
de X, 0 le morphisme structural de X X S’, considéré comme S-préschéma, le diagramme

X < X

nl/ln'
S <« S
P

est commutatif.

(3-3-7) Avec les notations de (3.3.6), pour tout S-morphisme f: X—Y, on note
encore fg, le S'-morphisme f X g1 : X(g,—>Y (g, et on dit que fg, est Pimage réciproque
du morphisme f par ¢. X, est donc un foncteur covariant en X, de la catégorie des
S-préschémas dans celle des S’-préschémas.

(3-3.8) Le préschéma Xy, peut encore étre considéré comme solution d’un
probléeme d’application universelle : tout S’-préschéma T est aussi un S-préschéma au moyen
de ¢ ; tout S-morphisme g : T—X s’écrit alors d’une seule maniére g=pof, ou f est
un S’-morphisme T->Xy,, comme il résulte de la définition du produit appliquée
aux S-morphismes fet ¢ : T—S’ (morphisme structural de T).

Proposition (3.3.9) (« transitivité de 'extension des préschémas de base »). —
Sotent S'' un préschéma, o' : S''—S' un morphisme. Pour tout S-préschéma X, il existe un isomor-
phisme canonique fonctoriel du S''-préschéma (X)) sur le S''-préschéma X o).

En effet, soient T un S'’-préschéma, ¢ son morphisme structural, g un S-morphisme
de T dans X (T étant considéré comme S-préschéma de morphisme structural ¢@og’od).
Comme T est aussi un S’-préschéma de morphisme structural ¢’of, on peut écrire
g=pog’, ol g’ est un S'-morphisme T->Xg,, puis g'=p'og”, ol g" est un S’’-mor-
phisme T (X)) * ’

X & X+ (Xg)en
n ' n’

S <=8 «—8"
° °
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110 A. GROTHENDIECK Chap. I

D’ot la proposition en raison de I'unicité de la solution d’un probléme d’application
universelle.

Ce résultat s’exprime encore en écrivant ’égalité (2 un isomorphisme canonique
prés) (Xg) gy = Xgr, si aucune confusion n’est a craindre, ou encore

(3.391) (XXSS,)XslS”:XXsS”;

le caractére fonctoriel de I'isomorphisme défini dans (3.3.9) s’exprime de méme par la
formule de transitivité des images réciproques de morphismes

(3-3.9.2) (f(s'))w") Zf(s">

pour tout S-morphisme f: X-—Y.

Corollaire (3.3.10). — Si X et Y sont deux S-préschémas, il existe un isomorphisme
canonique fonctoriel du S'-préschéma X gy X Y 5y sur le S'-préschéma (X X Y) g

En effet, on a, a des isomorphismes canoniques pres

(XX ¢S)TX (Y XS)=XXg(¥YXS)=(XXY) XS

en vertu de (3.9.9.1) et de I’associativité des produits de S-préschémas.
Le caractére fonctoriel de I'isomorphisme défini dans (3.4.10) s’exprime par la
formule

(3.3.10.1) (u(S’)a Us)) s = ((u, ”)s)(S')

pour tout couple de S-morphismes u : T—X, v : T—>Y.

En d’autres termes, le foncteur image réciproque X, commute a la formation des
produits; il commute aussi a la formation des sommes (3.2.8).

Corollaire (3.9.11). — Sotent Y un S-préschéma, f: X—Y un morphisme qui fait de X
un Y-préschéma (et par suite aussi un S-préschéma). Le préschéma X g s’identifie alors au produit
X XyYg) la projection X XyY g—>Y g S'identifiant & fg.

Soit ¢ : Y-S le morphisme structural de Y ; on a le diagramme commutatif

;Y6 le)
8" Yig) < Xgg

L

S«—Y~—X
¢ f

Or Y, s'identifie & S, et X5y & S, ; tenant compte de (3.3.9) et de (3.3.4), on
en déduit le corollaire.

(3.3.-12) Soient [ : X—+>X', g: Y—-Y  deux S-morphismes qui sont des mono-
morphismes de préschémas (T, I, 1.1) ; alors fX g est un monomorphisme. En effet, si p
et ¢ sont les projections de X XY, p’, ¢’ celles de X'xY’, u, v deux S-morphismes
T—>XXgY, la relation (fXgg)ou=(fXgg)ov entraine p'o( X gg)ou=_p'o(fXyg)ov,
autrement dit fopou =fopov, et comme f est un monomorphisme, pou=pov; utilisant
le fait que g est un monomorphisme, on obtient de méme gou = goy, d’oll u=nq.
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Il en résulte que pour toute extension S'—S du préschéma de base,
Jisr  Kigy=> Vg
est un monomorphisme.

(3.3.13) Soient S, S’ deux schémas affines d’anneaux respectifs A, A’ ; un mor-
phisme S’'—>S correspond donc a un homomorphisme d’anneaux A—>A'. Si X est
un S-préschéma, on notera alors aussi X,y ou X®,A’ le S'"-préschéma Xy, ; lorsque X
est lui-méme affine d’anneau B, X,, est affine d’anneau B,,=B®,A’ obtenu par
extension 4 A’ de ’anneau des scalaires de la A-algebre B.

(3.3.14) Aveclesnotationsde (3.3.6), pour tout S-morphisme f:S'>X, f'=(f, 14)g
est un S'-morphisme S'—>X'=Xy, tel que pof'=f, w'of =1y, autrement dit une
S'-section de X'; et réciproquement si f' est une telle S’-section, f=pof’ est un
S-morphisme S’'—X. On définit donc ainsi une correspondance biunivoque canonique

Homg(S', X) = Homg (', X)

On dit que S est le morphisme graphe de f, et on le désigne par I',.

(3-3.15) Etant donné un préschéma X, qu’on peut toujours considérer comme
un Z-préschéma, il résulte en particulier de (3.3.14) que les X-sections de X & ,Z[T]
(ou T est une indéterminée) correspondent biunivoquement aux morphismes Z[T]—X.
Montrons que ces X-sections correspondent biunivoquement aussi aux sections du _faisceau
structural Ox au-dessus de X. En effet, soit (U,) un recouvrement de X par des ouverts
affines ; soit u : X>X®,Z[T] un X-morphisme et soit u, sa restriction & U, ; si A est
I’anneau du schéma affine U,, U ,®,Z[T] est un schéma affine d’anneau A [T] (3.2.2),
et u, correspond canoniquement a un A -homomorphisme A [T]—A, (1.7.3). Or,
un tel homomorphisme est complétement déterminé par la donnée de 'image de T
dans A, soit s,eA,=T(U,, 0x), et si on écrit que les restrictions de u, et de uz a un
ouvert affine VcU,nU; coincident, on voit aussitét que s, et s; coincident dans V ;
donc la famille (s,) est formée des restrictions aux U, d’une section s de Oy au-dessus
de X; et réciproquement, il est clair qu'une telle section définit une famille (u,) de
morphismes qui sont les restrictions aux U, d’un X-morphisme X-—->X®,Z[T]. Ce
résultat sera généralisé dans I, 1.7.12.

3.4. Points d’un préschéma a valeurs dans un préschéma ; points géométriques.

(3-4.1) Soit X un préschéma ; pour tout préschéma T, on note encore X(T)
I’ensemble Hom(T, X) des morphismes T-—+X, et les éléments de cet ensemble sont
aussi appelés points de X a valeurs dans T. Si on associe a tout morphisme f: T—T’
lapplication #'—u'of de X(T’) dans X(T), on voit que, pour X fixé, X(T) est un
Sfoncteur contravariant en T, de la catégorie des préschémas dans celle des ensembles. En
outre, tout morphisme de préschémas g : X—Y définit un homomorphisme fonctoriel
X(T)—~Y(T), faisant correspondre gov a veX(T).

(3.4.2) Etant donnés trois ensembles P, Q, R et deux applications ¢ : P—R,
¢ : Q—+R, on appelle produit fibré de P et Q au-dessus de R (relatif a ¢ et ¢) la partie de
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112 A. GROTHENDIECK Chap. 1

Pensemble produit P x Q formée des couples (p, ¢) tels que ¢(p) ={(q); on le note
P xzQ. La définition (g.2.1) du produit de S-préschémas peut encore s’interpréter,
avec les notations de (3.4.1), par la formule

(3-4-2.1) (X X g¥)(T) =X(T) X gmY (T)

les applications X(T)—S(T) et Y(T)—S(T) correspondant aux morphismes struc-
turaux X->S et Y->S.

(3-4.3) SiTon se donne un préschéma S et que I’on ne considére que les S-pré-
schémas et les S-morphismes, on notera encore X(T)y I'ensemble Homg(T, X) des
S-morphismes T—X, en se permettant de supprimer I'indice S lorsque aucune confusion
n’est possible ; on dit encore que les éléments de X(T)g sont les points (ou S-points lorsqu’il
y a a craindre des confusions) du S-préschéma X a valeurs dans le S-préschéma T. En parti-
culier, une S-section de X n’est autre qu’un point de X & valeurs dans S. La formule (3.4.2.1)
s’écrit alors aussi

(3-4-3.1) (X X gY)(T)s=X(T)s x Y(T)s;

plus généralement, si Z est un S-préschéma, X, Y, T des Z-préschémas (donc ipso facto
des S-préschémas), on a

(3-4-3-2) (XX zY)(T)g=X(T)g x zmsY(T) 8

On notera que pour démontrer qu’un triplet (W, 7, s) formé d’un S-préschéma W
et de deux S-morphismes 7 : WX, s : WY est un produitde X etY (au-dessus de Z),
il suffit par définition de vérifier que pour fout S-préschéma T, le diagramme

W(T)s 5> X(T)s

Y(T)s - Z(T)s

fait de W(T)g le produit fibré de X(T)g et Y(T)g au-dessus de Z(T)g, 7’ et s’ corres-
pondant a r et 5, ¢’ et ¢’ aux morphismes structuraux ¢ : X—»Z, ¢ : Y>Z.

(3-4.4) Lorsque dans ce qui précéde, T (resp. S) est un schéma affine d’anneau B
(resp. A), on remplace T (resp. S) par B (resp. A) dans les notations précédentes, et on
parle alors de points de X & valeurs dans I’anneau B, ou de points du A-préschéma X & valeurs
dans la A-algébre B pour les éléments de X(B) et de X(B), respectivement. On notera
que X(B) et X(B), sont maintenant des foncteurs covariants en B. On écrira de méme
X(T), pour I'ensemble des points du A-préschéma X & valeurs dans le A-préschéma T.

(3-4.5) Considérons en particulier le cas ou T est de la forme Spec(A), ou A est
un anneau local ; les éléments de X(A) correspondent alors biunivoquement aux homo-
morphismes locaux 0,—~A pour x€X (2.4.4); on dit que le point ¥ de I’espace sous-
jacent & X est la localité du point de X a valeurs dans A auquel il correspond.

Plus particuliérement, on appellera points géométriqgues d’un préschéma X les points
de X a valeurs dans un corps K : la donnée d’un tel point revient donc a la donnée de sa
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localité x dans I’espace sous-jacent & X, et d’une extension K de k(x) ; K sera appelé le
corps des valeurs du point géométrique correspondant, et on dit encore que ce point
géométrique est localisé en x. On définit ainsi une application X(K)—X, appliquant
un point géométrique a valeurs dans K sur sa localité.

Si S’=Spec(K) est un S-préschéma (autrement dit, si K est considéré comme
extension d’un corps résiduel k(s), o seS) et st X est un S-préschéma, un élément
de X(K)g, ou, comme on dit encore, un point géométrique de X au-dessus de s & valeurs dans K,
consiste en la donnée d’un k(s)-monomorphisme d’un corps résiduel k(x) dans K, o
est un point de X au-dessus de s (donc k(x) une extension de k(s)).

Plus particuliérement, si S=Spec(K)={E}, les poinis géométriques de X a
valeurs dans K s’identifient aux points xeX tels que k(x) =K; on dit encore que ces
derniers sont les points du K-préschéma X rationnels sur K ; si K’ est une extension de K,
les points géométriques de X a valeurs dans K’ correspondent donc biunivoquement
aux points de X'= Xy, rationnels sur K' (3.3.14).

Lemme (3.4.6). — Sotent X, (1<i<n) des S-préschémas, s un point de S, x; (1<i<n)
un point de X, au-dessus de s. Il existe alors une extension K de k(s) et un point géométrique du
produit Y =X XX, X ...XgX,, @& valeurs dans K, dont les projections soient localisées
aux x;.

En effet, il existe des K(s)-monomorphismes k(x;)—>K dans une méme exten-
sion K de k(s) (Bourbaki, Alg., chap. V, § 4, prop. 2). Les composés k(s) —>k(x;) >K
sont tous identiques, donc les morphismes Spec(K)—+X; correspondant a k(x;)—K
sont des S-morphismes, et on en conclut qu’ils définissent un morphisme unique
Spec(K)—Y. Si y est le point correspondant de Y, il est clair que sa projection dans
chacun des X, est x,.

Proposition (3.4.7). — Sotent X; (1<i<n) des S-préschémas, et pour chaque indice 1,
soit x; un point de X, Pour qu’il existe un point y de Y =X, X X,X ... XX, dont x; soit
la projection d’indice i pour 1<i<n, il faut et il suffit que les x; soient au-dessus d’un méme point s
de S.

La condition est évidemment nécessaire ; le lemme (3.4.6) prouve qu’elle est
suffisante.

En d’autres termes, si on désigne par (X) I’ensemble sous-jacent & X, on voit qu'on a
une application surjective canonique (XX Y)—(X) X (Y); il faut noter que cette
application n’est pas injective en général; autrement dit, il peut exister plusieurs points z
distincts dans X X Y ayant mémes projections x€X, yeY; c'est ce qu'on voit déja
lorsque S, X, Y sont des spectres premiers de corps k£, K, K', car le produit tensoriel
K®,K' a en général plusieurs idéaux premiers distincts (cf. 3.4.9).

Corollaire (3.4.8). — Soient f: XY un S-morphisme, fig) : Xgy—>Y g, le S'-mor-
phisme déduit de [ par une extension S'—S du préschéma de base. Soit p (resp. q) la projection
Xg)=>X (resp. Yg,—Y); pour toute partic M de X, on a

g (f (M) =fig(p7(M))
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En effet (3.3.11), X4, s’identifie au produit X XyY, grice au diagramme
commutatif

En vertu de (3.4.7), la relation ¢(y)=p(x) pour xeM, y'€Yy, équivaut a I’existence
d’un x'e€X tel que p(x)=x et fg)(x')=y', d’ou le corollaire.

Le lemme (3.4.6) se précise de la facon suivante :

Proposition (3.4.9). — Sotent X, Y deux S-préschémas, x un point de X, y un point de Y,
au-dessus du méme point s€S. L’ensemble des points de X X Y ayant pour projections x et y est
en correspondance biunivoque canonique avec ensemble des types d’extensions composées de k(x) et
k() considérés comme extensions de k(s) (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 2).

Soit p (resp. ¢) la projection de X X4Y dans X (resp. Y) et soit E le sous-espace
p71(x)ng *(») de l’espace sous-jacent & X X Y. Notons d’abord que les morphismes
Spec(k(x))—>S et Spec(k(y))—S se factorisent en Spec(k(x))—>Spec(k(s))—=>S et
Spec(k(y))—>Spec(k(s))—>S ; comme Spec(k(s))—>S est un monomorphisme (2.4.7),
il résulte de (3.2.4) que l'on a

P =Spec(k(x)) X sSpec(k(»)) =Spec(k(x)) X spoqueySPeC k(7)) = Spec(k(x) Oyyk())

Nous allons définir deux applications « : P,—E, § : E—P; réciproques 'une de I’autre
(P, désignant l’ensemble sous-jacent au préschéma P). Si i : Spec(k(x))—>X et
J : Spec(k(y))—Y sont les morphismes canoniques (2.4.5), on prendra pour « ’appli-
cation des espaces sous-jacents correspondant au morphisme iXgj. D’autre part, tout
z€E définit par hypothese deux k(s)-monomorphismes k(x)—>k(z) et Ek(p)—k(z),
donc un k(s)-monomorphisme produit tensoriel k(x)®, k(y)—>k(z) et par suite un
morphisme Spec(k(z))—>P; B(z) sera I'image de z dans P, par ce morphisme. La
vérification du fait que «of et Boa sont les applications identiques découle de (2.4.5)
et de la définition du produit (3.2.1). On sait enfin que P, est en correspondance
biunivoque avec I’ensemble des types d’extensions composées de k(x) et k() (Bourbaki,

Alg., chap. VIII, § 8, prop. 1).

3.5. Surjections et injections,

(3-5.1) De facon générale, considérons une propriété P de morphismes de
préschémas, et les deux propositions suivantes :

(1) S f: X=X, g : Y=Y sont deux S-morphismes possédant la propriété P, fX qg
posséde la propriété P.

(i) 8t f: XY est un S-morphisme possédant la propriété P, tout S'-morphisme fiy
Xsy=>Y gy, déduit de f par extension du préschéma de base, posséde la propriété P.
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Comme fg,=fXglg, on voit que si pour tout préschéma X P'identité 1y possede
la propriété P, (i) implique (ii) ; comme d’autre part, fX 3¢ est le morphisme composé

fx1y 1y xg
X XY —3 X %Y 2 XX Y

on voit que, si le composé de deux morphismes possédant la propriété P, posséde aussi
cette propriété, alors (ii) implique (i).

Une premiére application de cette remarque est la

Proposition (3.5.2). — (1) St f: X=X, g : Y=Y’ sont des S-morphismes surjectifs,
X g est surjectif.

(1) St f : XY est un S-morphisme surjectif, f(sl) est surjectif pour toute extension S’
du préschéma de base.

Le composé de deux surjections étant une surjection, il suffit de démontrer (ii) ;
mais cette proposition résulte aussitét de (3.4.8) appliqué & M=X.

Proposition (3.5.3). — Pour qu’un morphisme f : X—Y soit surjectif, il faut et il suffit
que pour tout corps K et tout morphisme Spec(K)—>Y, il existe une extension K' de K et un
morphisme Spec(K')—X rendant commutatif le diagramme

X<« Spec(K")
ty ¥
Y < Spec(K)

La condition est suffisante, car pour tout y€Y, il suffit de appliquer & un mor-
phisme Spec(K)—Y correspondant a un monomorphisme k(y)—K, K étant une
extension de k() (2.4.6). Inversement, supposons f surjectif, et soit yeY I'image de
I'unique point de Spec(K) ; il existe xeX tel que f(x)=y; considérons le monomorphisme
correspondant k(y)—k(x) (2.2.1); il suffit alors de prendre K’ extension de k() telle
qu’il existe des k(y)-monomorphismes de k(x) et de K dans K’ (Bourbaki, Alg., chap. V,
§ 4, prop. 2) ; le morphisme Spec(K') —+X correspondant a k(x) —-K' répond 4 la question.

Avec le langage introduit dans (3.4.5), on peut dire encore que fout point géomé-
trique de Y a valeurs dans K provient d’un point géométrique de X a valeurs dans une extension de K.

Définition (3.5.4). — On dit qu’un morphisme de préschémas f : X—Y est universellement
injectif, ou un morphisme radiciel, si pour tout corps K, Uapplication correspondante X(K)—Y (K)
est injective.

Il résulte aussitot des définitions que tout monomorphisme de préschémas (T, 1.1)
est radiciel.

(3-5.5) Pour qu’un morphisme f : X—Y soit radiciel, il suffit que la condition
de la déf. (3.5.4) soit vérifiée pour tout corps algébriquement clos. En effet, si K est un corps
quelconque, K’ une extension algébriquement close de K, le diagramme

X(K) > Y(K)

T

X(K) -+ Y(K')
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est commutatif, ¢ et ¢’ provenant du morphisme Spec(K')—>Spec(K), « et a' corres-
pondant & f. Or, ¢ est injectif et il en est de méme de o’ par hypothése ; donc « est
nécessairement injectif.

Proposition (3.5.6). — Sotent f: XY, g : Y—>Z deux morphismes de préschémas.

(1) 8% f et g sont radiciels, il en est de méme de gof.

(i1) Inversement, si gof est radiciel, il en est de méme de f.

Compte tenu de la déf. (3.5.4), la proposition revient aux assertions correspon-
dantes pour les applications X(K)—-Y(K)—Z(K), qui sont évidentes.

Proposttion (3.5.7). — (1) St les S-morphismes f: X—X', g : Y=Y’ sont radiciels, il
en est de méme de X og.

(1) Sz le S-morphisme f: XY est radiciel, il en est de méme de fig) : Xgy—>Y g, pour
toute extension S'—S du préschéma de base.

Vu (3.5.1), il suffit de démontrer (i). On a vu (3.4.2.1) que
(XX Y) (K) =X(K) X )Y (K), (X% sY) (K) = X'(K) X 5 Y ' (K)

Papplication (XX Y)(K)—(X'XxY')(K) correspondant & fXyg s’identifie alors a
(u, v)—(fou, gov) et la proposition en résulte aussitot.

Proposition (3.5.8). — Pour qu’un morphisme f= (¢, 0) : X—Y soit radiciel, il faut et
il suffit que ¢ soit injectif et que, pour tout xeX, le monomorphisme 0° : k({(x))—k(x) fasse
de K(x) une extension radicielle de k({(x)).

Supposons f radiciel et montrons d’abord que la relation ¢(x,) =d¢(x,) =
entraine nécessairement x; =x,. En effet, il existe un corps K, extension de k(y), et des
k( y)-monomorphismes k(x,) >K, k(x,)>K (Bourbaki, 4lg., chap. V, § 4, prop. 2);
les morphismes correspondants u; : Spec(K)—>X, u, : Spec(K)—X sont donc tels que
Sfou, = fou,, donc u,=u, par hypothése, et cela implique en particulier x,=1x,. Considérons
maintenant k(x) comme extension de k(¢(x)) au moyen de 67 : si k(x) n’est pas extension
radicielle de E({(x)), il existe deux k(¢(x))-monomorphismes distincts de k(x) dans une
extension algébriquement close K de k({(x)) et les deux morphismes correspondants
Spec(K)—X violeraient ’hypothése. Inversement, compte tenu de (2.4.6), il est immé-
diat que les conditions de I’énoncé sont suffisantes pour que f soit radiciel.

Corollaire (3.5.9). — St A est un anneau, S une partie multiplicative de A, le morphisme
canonique Spec(ST'A)—>Spec(A) est radiciel.

En effet, ce morphisme est un monomorphisme (1.6.2).

Corollaire (3.5.10). — Soient f : X—>Y un morphisme radiciel, g : Y'Y un
morphisme, et soit X' =Xy ,=XXyY'. Alors le morphisme radiciel f, (3.5.7 (ii)) est une
bijection de Pespace sous-jacent X' sur g (f(X)) ; en outre, pour tout corps K, ensemble X'(K)
s’identifie au sous-ensemble de Y'(K) image réciproque par Uapplication Y'(K)—Y(K) (corres-
pondant & g) du sous-ensemble X(K) de Y(K).

La premiére assertion résulte aussitét de (3.5.8) et de (3.4.8) ; la seconde, de la
commutativité du diagramme
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X'(K) - Y'(K)
v v
X(K) - Y(K)

Remarque (3.5.11). — Nous dirons qu’un morphisme f=({,0) de préschémas
est injectif si Vapplication ¢ est injective. Pour qu’un morphisme f=(¢, 6) : XY soit
radiciel, il faut et il suffit que pour tout morphisme Y'Y, le morphisme fy, : Xy =Y’
soit injectif (ce qui justifie la terminologie de morphisme universellement injectif ). En effet,
la condition est nécessaire en vertu de (3.5.7, (ii)) et de (3.5.8). Inversement, la
condition implique d’abord que ¢ est injectif ; si pour un xe€X, le monomorphisme
0° : k({(x))—>Ek(x) n’était pas radiciel, il y aurait une extension K de k(¢(x)) et deux
morphismes distincts Spec(K)—>X correspondant au méme morphisme Spec(K)—Y
(3.5.8). Mais alors, en posant Y =Spec(K), il y aurait deux Y’-sections distinctes
de Xy (3.3.14), ce qui contredit ’hypothése que fy, est injectif.

3.6. Fibres.

Proposition (3.6.x). — Sotent f: X—Y un morphisme, y un point de Y, a, un idéal de
définition de O, pour la topologie my-préadique. La projection p : X XySpec(0,/a,)—X est un
homéomorphisme de Iespace sous-jacent au préschéma X XySpec(0,/a,) sur la fibre f—'(y) munie
de la topologie induite par celle de Pespace sous-jacent a X.

Comme Spec(0,/a,)—>Y est radiciel (3.5.4 et 2.4.7) et que Spec(0,/a,) est
réduit & un seul point, I'idéal my/a, étant nilpotent par hypothése (1.1.12), on sait
déja (3.5.10 et 3.3.4) que p identifie en tant qu’ensemble I’espace sous-jacent a
X xySpec(0,/a,) a f~'(y); tout revient & démontrer que p est un homéomorphisme.
En vertu de (3.2.7), la question est locale sur X et Y, et on peut donc supposer
que X ==Spec(B), Y=_Spec(A), B étant une A-algebre. Le morphisme p correspond alors
a4 ’homomorphisme 1®¢ : B>B®,A’, oi A'=Aa, et ¢ est I'application canonique
de Adans A'. Or, tout élément de B®,A’ s’écrit Tb,®0(a;)/o(s) = (Z(a;b;01)) (109(s)) %,
ol s¢j, et la prop. (1.2.4) est applicable. ' '

(3.6.2) Dans toute la suite de ce Traité, lorsque nous considérerons une
fibre f~'(») d’un morphisme comme munie d’une structure de k(y)-préschéma, il
s’agira toujours du préschéma obtenu en transportant la structure de X X ySpec(k(y)) par la
projection dans X. Nous écrirons aussi ce dernier produit X®yk(y), ou X®, k(y);
plus généralement, si B est une @-algébre, nous noterons X®,B ou X®@YB le produit
X X ySpec(B).

Avec la convention précédente, il résulte de (3.5.10) que les points de X a valeurs
dans une extension K de k( ») sont identifiés aux points de f—*( y) & valeurs dans K.

(3.6.3) Soient f: XY, g : Y>Z deux morphismes, %=gof leur composé;
pour tout ze€Z, la fibre £7(2) est un préschéma isomorphe a

X X zSpec(k(2)) = (X XyY) X ;Spec(k(z)) =X Xyg~(z)
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En particulier, si U est une partie ouverte de X, le préschéma induit sur Unf () par
le préschéma f~'(y) est isomorphe & f5*(») (fy étant la restriction de f a U).

Proposition (3.6.4) (« transitivité des fibres »). — Soient f: XY, g : Y »Y deux
morphismes ; posons X'=XXyY'=Xy,, et f'=fy): X'=>Y'. Pour tout y'eY', si on pose
v=g(9"), le préschéma f"1(y') est isomorphe & f~(9) @y, k().

En effet, cela revient a remarquer que les deux préschémas (X®yk()) @y, k(')
et (XXyY')®y.k(y') sont tous deux canoniquement isomorphes & X XxySpec(k(y'))
par (3.3.9.1).

En particulier, si V est un voisinage ouvert de y dans Y, et si on désigne par f; la
restriction de f au préschéma induit sur f~(V), les préschémas f~*(y) et fy(y)
s’identifient canoniquement.

Proposition (3.6.5). — Soient f : X—Y un morphisme, y un point de Y, Z le préschéma
local Spec(0,), p=(y, 0) la projection X XyZ—>X; p est un homéomorphisme de Pespace
sous-jacent @ X XyZ sur le sous-espace f~(Z) de X (lorsque I’espace sous-jacent & Z est
identifié & un sous-espace de Y, cf. (2.4.2)), ef pour tout te X XyZ, si on pose z=1y(t),
0F est un isomorphisme de O, sur O,.

Comme Z (identifié & un sous-espace de Y) est contenu dans tout ouvert affine
contenant y (2.4.2), on peut, comme dans (3.6.1) se ramener au cas o X=Spec(A)
et Y=Spec(B) sont des schémas affines, A étant une B-algebre. Alors X XyZ est le
spectre premier de A®gB, et cet anneau s’identifie canoniquement & S™'A, ou S est
Pimage de B—j, dans A (0, 1.5.2); comme p correspond alors & I’homomorphisme
canonique A->ST'A; la proposition résulte de (1.6.2).

3.7. Application : réduction d’un préschéma mod. J ().

(3.7.1) Soient A un anneau, X un A-préschéma, J un idéal de A ; alors
X,=X®,(A/J) est un (A/J)-préschéma, dont on dit parfois qu’il est déduit de X par
réduction mod. .

(3.7-2) Cette terminologie est surtout utilisée lorsque A est un anneau local et J
son idéal maximal, de sorte que X est un préschéma sur le corps résiduel k=A[J de A.

Lorsqu’en outre A est intégre, de corps des fractions K, on peut aussi considérer
le K-préschéma X'=X®,K. Par un abus de langage dont nous ne ferons pas usage,
on disait d’ordinaire jusqu’a présent que X, est déduit de X' par réduction mod. J. Dans
les cas ot ce langage était utilisé, A était un anneau local de dimension 1 (le plus souvent
un anneau de valuation discréte) et il était sous-entendu (de fagon plus ou moins explicite)
que le K-préschéma X' donné était un sous-préschéma fermé d’un K-préschéma P’
(en fait, un espace projectif type Pz, cf.II, 4.1.1), lui-méme de la forme P'=P®,K, ou P
est un A-préschéma donné (en fait, le A-schéma Pj, avec les notations de I, 4.1.1). Dans
notre langage, la définition de X & partir de X' se formule comme suit :

On considére le schéma affine Y=Spec(A), formé de deux points, I'unique point

(1) Ce numéro, qui fait usage de notions et résultats de la suite du chap. I®f et du chap. II, ne sera pas utilisé
par la suite, et n’est destiné qu’aux lecteurs familiers avec la Géométrie algébrique classique.
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fermé y=3J et le point générique (o), 'ensemble U réduit au point générique étant
donc un ouvert U=Spec(K) dans Y. Si X est un A-préschéma (autrement dit un
Y-préschéma), X®,K=X' n’est autre que le préschéma induit par X sur ¢—}(U), en
désignant par ¢ le morphisme structural X—Y. En particulier, si ¢ est le morphisme
structural P—Y, un sous-préschéma fermé X' de P'=¢ (U) est donc un sous-préschéma
(localement fermé) de P. Si P est noethérien (par exemple si A est noethérien et P de
type fini sur A), il existe un plus petit sous-préschéma fermé X=X' de P qui majore
X (9.5.10), et X' est le préschéma induit par X sur Pouvert ¢~ *(U)nX, donc est
isomorphe & X®,K (9.5.10). L'immersion de X' dans P'=P®,K permet donc de fagon
canonique de considérer X' comme étant de la forme X'=X®,K, ot X est un A-préschéma. On
peut alors considérer le préschéma réduit mod. J, X,=X®&,k, qui n’est autre d’ailleurs
que la fibre () du point fermé y. Jusqu’a présent, faute d’une terminologie adéquate,
on avait évité d’introduire explicitement le A-préschéma X. Il convient cependant de
noter que toutes les assertions faites habituellement sur le préschéma « réduit mod. J» X,
doivent étre regardées comme conséquences d’assertions plus complétes concernant X
lui-méme, et ne peuvent étre formulées et comprises de facon satisfaisante qu’en les
interprétant ainsi. Il semble d’ailleurs que les hypothéses faites reviennent toujours a
des hypotheéses sur X lui-méme (indépendamment de la donnée préalable d’une immersion
de X' dans un Pf), ce qui permet de donner des énoncés plus intrinséques.

(3-7-3) Signalons enfin un fait trés particulier, qui a sans doute contribué a retarder
la clarification conceptuelle de la situation envisagée ici : si A est un anneau de valuation
discréte et si X est propre sur A (ce qui est en fait le cas si X est un sous-préschéma fermé
d’un P}, cf. IL, 5.5.4), les points de X & valeurs dans A et les points de X' & valeurs dans K
sont en correspondance biunivoque (II, 7. 3.8). C’est pourquoi on a souvent cru démontrer
des résultats concernant X', alors qu’en réalité on démontrait des énoncés concernant X,
et qui restent valables (sous cette forme) lorsqu’on ne suppose plus ’anneau local de
base de dimension 1.

§ 4. SOUS-PRESCHEMAS ET MORPHISMES D’IMMERSION

4.1. Sous-préschémas.

(4-1.1) Comme la notion de faisceau quasi-cohérent (0, 5.1.3) est locale, un
Ox-Module quasi-cohérent & sur un préschéma X peut étre défini par la condition que,
pour tout ouvert affine V de X, #|V est isomorphe a un faisceau associé & un I'(V, )-
module (1.4.1). Il est clair que, sur un préschéma X, le faisceau structural Oy est quasi-
cohérent et que noyaux, conoyaux, :images d’homomorphismes de Ox-Modules quasi-
cohérents, limites inductives et sommes directes de Ox-Modules quasi-cohérents sont
quasi-cohérents (1.3.7 et 1.3.9).

Proposition (4.1.2). — Soient X un préschéma, S un faisceau quasi-cohérent d’idéaux
dans Ox. Le support Y du faisceau Oyx|F est alors fermé, et si on désigne par Oy la restriction
de Ox|F 4 Y, (Y, Oy) est un préschéma.
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I1 suffit évidemment (2.1.3) de considérer le cas olt X est un schéma affine, et de
montrer que dans ce cas Y est fermé dans X et est un schéma affine. En effet, si X=Spec(A),

on a 0X=K et J=§, ot J est un idéal de A (1.4.1); Y est alors égal a la partie
fermée V(3J) de X et s’identifie au spectre premier de 'anneau B=A/J (1.1.11); de

~

plus, si ¢ est Thomomorphisme canonique A—B= A/, I'image directe *p (B) s’identifie
canoniquement au faisceau K/§= O0x|# (1.6.3et1.3.9), ce qui achéve la démonstration.

Nous dirons que (Y, 0y) est le sous-préschéma de (X, Ox) défini par le faisceau d’idéaux S ;
c’est un cas particulier de la notion générale de sous-préschéma :

Définition (4.1.3). — On dit qu’un espace annelé (Y, Oy) est un sous-préschéma d’un
préschéma (X, Ox) si :

10 Y est un sous-espace localement fermé de X ; 20 Si U désigne le plus grand ouvert de X
contenant Y et tel que Y soit fermé dans U (autrement dit, le complémentaire dans X de la frontiére
de Y par rapport a Y), (Y, Oy) est un sous-préschéma de (U, Ox|U) défini par un _faisceau quasi-
cohérent d’idéaux de Ox|U. On dit que le sous-préschéma (Y, Oy) de (X, Ox) est fermé si Y est
fermé dans X (auquel cas U =X).

Il résulte aussitot de cette définition et de (4.1.2) que les sous-préschémas fermés
de X sont en correspondance biunivoque canonique avec les faisceaux d’idéaux quasi-
cohérents ¢ de Oy, car le fait que deux tels faisceaux £, #' aient méme support (fermé) Y
et soient tels que les restrictions de Ox/ # et de O/ #' a Y soient identiques, entraine
aussitdt que f#'= 9.

(4.x.4) Soient (Y, 0y) un sous-préschéma de X, U le plus grand ouvert de X
contenant Y et dans lequel Y soit fermé, V un ouvert de X contenu dans U ; alors VY
est fermé dans V. En outre, si Y est défini par le faisceau quasi-cohérent ¢ d’idéaux
de 0x|U, _#|V est un faisceau quasi-cohérent d’idéaux de 0|V, et il est immédiat
que le préschéma induit par Y sur YNV est le sous-préschéma fermé de V défini par le
faisceau d’idéaux _#|V. Inversement :

Proposition (4.1.5). — Sott (Y, Oy) un espace annelé tel que Y soit un sous-espace de X et
qu’tl existe un recouvrement (V,) de Y par des ouverts de X tels que pour tout o, YNV, soit fermé
dans V, et que Pespace annelé (YnV,, Oy| (YNV,)) soit un sous-préschéma fermé du préschéma
induit sur V, par X. Alors (Y, Oy) est un sous-préschéma de X.

L’hypothése implique que Y est localement fermé dans X et que le plus grand
ouvert U contenant Y et dans lequel Y est fermé contient tous les V, ; on peut donc se
ramener au cas o U=X et Y est fermé dans X. On définit alors un faisceau quasi-
cohérent d’idéaux # de Ox en prenant pour Z |V, le faisceau d’idéaux de Ox|V, qui
définit le sous-préschéma fermé (YnV,, Oy|(YnV,)) et pour tout ouvert W de X ne
rencontrant pas Y, Z|W=0x|W. On vérifie immédiatement en vertu de (4.1.3)
et (4.1.4) qu’il existe un faisceau d’idéaux # et un seul satisfaisant & ces conditions et
qu’il définit le sous-préschéma fermé (Y, Oy).

En particulier, le préschéma induit par X sur un ouvert de X est un sous-préschéma de X.

Proposition (4.1.6). — Un sous-préschéma (resp. un sous-préschéma fermé) d’un sous-
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préschéma (resp. sous-préschéma fermé) de X s’identifie canoniquement & un sous-préschéma (resp.
sous-préschéma fermé) de X.

Une partie localement fermée d’un sous-espace localement fermé de X étant un
sous-espace localement fermé de X, il est clair (4.1.5) que la question est locale et qu’on
peut donc supposer X affine ; la proposition résulte alors de I’identification canonique
de A/J' et de (A/J)/(J'/J) lorsque J, I’ sont deux idéaux d’un anneau A tels que JcJ'.

Nous ferons toujours par la suite l'identification précédente.

(4-1.7) Soit Y un sous-préschéma d’un préschéma X, et désignons par ¢ I'injection
canonique Y—>X des espaces sous-jacents; on sait que 'image réciproque ¢*(0) est la
restriction Ox|Y (0, g.7.1). Si, pour tout yeY, on désigne par w, I’homomorphisme
canonique (0Ox),~>(0y),, ces homomorphismes sont les restrictions aux fibres d’un
homomorphisme surjectif o de faisceaux d’anneaux Ox|Y >0y : il suffit en effet de le
vérifier localement sur Y, c’est-a-dire que 'on peut supposer X affine et le sous-pré-
schéma Y fermé ; si dans ce cas # est le faisceau d’idéaux dans Oy qui définit Y, les o,
ne sont autres que les restrictions aux fibres de '’homomorphisme 0O|Y—(0x/#)|Y.
Nous avons donc défini un monomorphisme d’espaces annelés (0, 4.1.1) j= (¢, wP) qui
est évidemment un morphisme Y—>X de préschémas (2.2.1), et que nous appellerons le
morphisme d’injection canonique.

Si f: X—Z est un morphisme, nous dirons encore que le morphisme composé
Y5 X L7 estla restriction de S au sous-préschéma Y.

(4-1.8) Conformément aux définitions générales (T, I, 1.1), nous dirons qu’un
morphisme de préschémas f : Z—X est majoré par le morphisme d’injection j : Y—>X
d’un sous-préschéma Y de X si f se factorise en Z > Y 2 X, ot g est un morphisme de
préschémas ; g est nécessairement unigue puisque j est un monomorphisme.

Proposition (4.1.9). — Pour qu’un morphisme f : Z—>X soit majoré par un morphisme
d’injection j : Y—>X, il faut et il suffit que f(Z)CY et que, pour tout z€Z, si on pose y=f(z2),
P homomorphisme (Ox),—0, correspondant a f se factorise en (Ox),~>(Oy),~0, (ou, ce qui
revient au méme, que le noyau de (Ox),—0, contienne celui de (Ox),—(0y),).

Les conditions sont évidemment nécessaires. Pour voir qu’elles sont suffisantes,
on peut se ramener au cas ou Y est un sous-préschéma fermé de X, en remplacant au
besoin X par un ouvert U tel que Y soit fermé dans U (4.1.8) ; Y est alors défini par
un faisceau quasi-cohérent .# d’idéaux de Ox. Posons f=({, 0), et soit # le faisceau
d’idéaux de ¢(0%), noyau de 6% : {*(0x) - @,; compte tenu des propriétés du fonc-
teur ¢° (0, 3.7.2), Phypothése entraine que pour tout z€Z, on a (*(F)),c #,, et
par suite ¢*(F)c #. Par suite, 6% se factorise en

$1(0x) = §(Ox) [V (F) = ' (0x].F) > O,

la premiére fleche étant ’homomorphisme canonique. Soit ¢’ I'application continue
Z-Y coincidant avec §; il est clair que Pon a ¢ (0y) ={¢"(0x/ £); d’autre part, o est
évidemment un homomorphisme local, donc g=(¢', ®*) est un morphisme Z-Y
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de préschémas (2.2.1), qui, en vertu de ce qui précede, est tel que f=jog, d’ou la
proposition.

Corollaire (4.x.10). — Pour qu'un morphisme d’injection Z—X soit majoré par le
morphisme d’injection Y —X, il faut et il suffit que Z soit un sous-préschéma de Y.

On écrit alors Z <Y, et cette relation est évidemment une relation d’ordre dans
I’ensemble des sous-préschémas de X.

4.2. Morphismes d’immersion,

Définition (4.2.1). — On dit qu’un morphisme f : Y—>X est une immersion (resp. une

immersion _fermée, une immersion ouverte) s’il se factorise en Y 475X, on g est un isomorphisme,
Z un sous-préschéma de X (resp. un sous-préschéma fermé, un sous-préschéma induit sur un ouvert)
et j le morphisme d’injection.

Le sous-préschéma Z et I'isomorphisme g sont alors déterminés de facon unique,
car si Z' est un second sous-préschéma de X, j' I'injection Z'—>X et g’ un isomorphisme
Y-—>Z' tel que jog=j'og’, on en déduit j =jogog'™!, d’ou Z'<Z (4.1.10), et on
montre de méme que Z<Z', donc Z'=7Z, et comme j est un monomorphisme de
préschémas, g’ =g.

On dit que f=jog est la factorisation canonique de I'immersion f, et le sous-préschéma Z
et I'isomorphisme g sont dits associés @ f.

Il est clair qu’une immersion est un monomorphisme de préschémas (4.1.7) et a fortior:
un morphisme radiciel (3.5.4).

Proposition (4.2.2). — a) Pour qu'un morphisme f= (¢, 0) : Y—>X soit une immersion
ouverte, il faut et il suffit que { soit un homéomorphisme de Y sur une partie ouverte de X, et que
pour tout yY, I’ homomorphisme 03 t Oyyy—>0, soit byjectif.

b) Pour quun morphisme f= (¢, 0) 1 Y—>X soit une immersion (resp. une immersion
fermée), il faut et il suffit que § soit un homéomorphisme de Y sur une partie localement fermée (resp.
fermée) de X, et que pour tout yeY, ’homomorphisme 65 2 Oyyy—> 0, soit surjectrf.

a) Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, si elles sont remplies,
il est clair que 6% est un isomorphisme de @y sur §"(0y), et $*(Ox) est le faisceau déduit par
transport de structure au moyen de ¢! & partir de Ox|{(Y); d’ou la conclusion.

b) Les conditions étant évidemment nécessaires, prouvons qu’elles sont suffisantes.
Considérons d’abord le cas particulier ot 'on suppose que X est un schéma affine et
que Z=1{(Y) est fermé dans X. On sait (0, 3.4.6) que ¢ (Oy) a alors pour support Z
et que si ’'on désigne par @ sa restriction a Z, ’espace annelé (Z, 0;) se déduit de (Y, €%)
par transport de structure au moyen de I’homéomorphisme ¢, considéré comme appli-
cation de Y sur Z. Montrons que f (0y)=¢ (Oy) est un Ox-Module quasi-cohérent. En
effet, pour tout x¢Z, ¢ (0y), restreint & un voisinage convenable de x, est nul. Si au
contraire xe€Z, on a x={¢(y) pour un yeY bien déterminé; soit V un voisinage ouvert
affine de y dans Y ; (V) est alors ouvert dans Z, donc trace sur Z d’un ouvert U
de X, et la restriction a U de ¢ (0y) est identique a la restriction a U de I'image
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directe (Yy), (Oy|V), ol y est la restriction de ¢ a V. Or, la restriction & (V, 0y|V)
du morphisme ({, 6) est un morphisme de ce préschéma dans (X, 0x), et par suite est
de la forme (“p, @), ol ¢ est un homomorphisme de Panneau A=I'(X, Ox) dans
I'anneau I'(V, 0y) (1.7.3); on en conclut que ({y) (0y]V) est un Ox-Module quasi-
cohérent (1.6.3), ce qui prouve notre assertion, en raison du caractére local des faisceaux
quasi-cohérents. En outre, ’hypothése que ¢ est un homéomorphisme entraine (0, 3.4.5)
que pour tout y€Y, ¢, est un isomorphisme (¢, (0y))y,—0,; comme le diagramme

()
Ogy— (9.(F%)) g
by oxy(y) 1 by
v

i
(¥"(0x),~0,

est commutatif et que les deux fleches verticales sont des isomorphismes (0, 3.7.2),
Phypotheése que 0F est surjectif entraine qu’il en est de méme de 0,,. Comme le support

de ¢ (Oy) est Z={¢(Y), 6 est un homomorphisme surjectif de (0X=X dans le Ox-Module
quasi cohérent f (0y). Par suite, il existe un isomorphisme unique o d’un faisceau
quotient X/% (3 idéal de A) sur j;((ﬁy) qui, composé avec ’homomorphisme canonique
X»X/%, donne 0 (1.3.8) ; si 0, désigne la restriction de X/§ aZ,(Z, 0,;) estun sous-
préschéma de (X, 0), et f se factorise en l'injection canonique de ce sous-préschéma
dans X, et I'isomorphisme ({,, ©,), ot ¢, est ¢ considéré comme application de Y sur Z,
et o, la restriction de o a 0,.

Passons au cas général. Soit U un ensemble ouvert affine dans X tel que Un¢(Y)
soit fermé dans U et non vide. En restreignant f au préschéma induit par Y sur Pou-
vert ¢"1(U), et en le considérant comme un morphisme de ce préschéma dans le préschéma
induit par X sur U, on est ramené au premier cas; la restriction de f & ¢—*(U) est donc
une immersion fermée ¢!(U)-U, se factorisant canoniquement en jyogy, ol gy est un
isomorphisme du préschéma ¢—*(U) sur un sous-préschéma Z; de U, et j; I'injection
canonique Zy—>U. Soit V un second ouvert affine de X tel que VcU; comme la
restriction Zy de Zy & V est un sous-préschéma du préschéma V, la restriction de f
a ¢7Y(V) se factorise en jjogy, ol jy est 'injection canonique Zy—V et gi un isomorphisme
de ¢"Y(V) sur Zj. Par Punicité de la factorisation canonique d’une immersion (4.2.1),
on a nécessairement Zi=7Zy et gi=gy. On en conclut (4.1.5) qu’il y a un sous-
préschéma Z de X dont I’espace sous-jacent est ¢(Y) et dont la restriction a chaque
Un{(Y) est Zy; les gy sont alors les restrictions aux ¢*(U) d’un isomorphisme g : Y—>Z
tel que f=jog, ol j est I'injection canonique Z—X.

Corollaire (4.2.3). — Soit X un schéma affine. Pour qu’un morphisme f=({, 0) : Y=>X
soit une immersion fermée, il faut et il suffit que Y soit un schéma affine et que I’homomorphisme
T'() : T'(Ox) —>T'(Oy) soit surjectif.

Corollaire (4.2.4). — a) Soient f un morphisme Y —>X, (V,) un recouvrement de f(Y)
par des ouverts de X. Pour que f soit une immersion (resp. une immersion ouverte), il faut et il suffit
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que sa restriction & chacun des préschémas induits f=(V,) soit une immersion (resp. une immersion
ouverte) dans V,.

b) Soient f un morphisme Y—X, (V,) un recouvrement ouvert de X. Pour que f soit une
immersion fermée, il faut et il suffit que sa restriction & chacun des préschémas induits f—1(V,) soit
une immersion fermée dans V,.

Soit f=({, 0); dans le cas a), 6% est surjectif (resp. bijectif) pour tout yeY, et
dans le cas b) 0% est surjectif pour tout yeY; il suffit donc de vérifier que ¢, dans le
cas a), est un homéomorphisme de Y sur une partiec localement fermée (resp. ouverte)
de X, et dans le cas 4), un homéomorphisme de Y sur une partie fermée de X. Or, § est
évidemment injectif et transforme tout voisinage de y dans Y en un voisinage de {(»)
dans §(Y) pour tout y€Y, en vertu de I’hypothése; dans le cas a), {(Y)nV, est locale-
ment fermé (resp. ouvert) dans V,, donc ¢(Y) est localement fermé (resp. ouvert) dans
la réunion des V,, et a fortiori dans X; dans le cas 4), $(Y)nV, est fermé dans V,, donc
$(Y) est fermé dans X puisque X = LKJV»

Proposition (4.2.5). — Le composé de deux immersions (vesp. de deux immersions ouvertes,
de deux immersions fermées) est une immersion (resp. une immersion ouverte, une immersion fermée).
Cela résulte trivialement de (4.1.6).

4.3. Produit d’immersions.

Proposition (4.3.x). — Soient a : X'->X, B : Y'Y deux S-morphismes ; st « et p
sont des immersions (resp. des immersions ouvertes, des immersions fermées), a X B est une immersion
(resp. une immersion ouverte, une immersion fermée). En outre, si o (resp. 8) identifie X' (resp. Y')
& un sous-préschéma X'’ (resp. Y'') de X (resp. Y), a X (B identific espace sous-jacent & X' X Y’
au sous-espace p (X' )ng HY'"') de Pespace sous-jacent & X X (Y, en désignant par p et q les
projections de X X Y dans X et 'Y respectivement.

Compte tenu de la déf. (4.2.1), on peut se restreindre au cas o X' et Y’ sont des
sous-préschémas, « et $§ les morphismes d’injection. La proposition a déja été établie
pour les sous-préschémas induits sur les ouverts (g.2.7) ; comme tout sous-préschéma
est un sous-préschéma fermé d’un préschéma induit sur un ouvert (4.1.3), on est ramené
au cas ot X’ et Y’ sont des sous-préschémas fermés.

Montrons d’abord qu’on peut supposer que S est gffine. En effet, soit (S,) un
recouvrement de S formé d’ouverts affines ; si ¢ et ¢ sont les morphismes structuraux
de X et Y, soit X,=9¢"%(S,), Y,=¢"%(S,). La restriction X} (resp. Y;) de X' (resp. Y’)
a X,nX’ (resp. Y,nY’) est un sous-préschéma fermé de X, (resp. Y,), les préschémas
X,, Y,, X}, Y} peuvent étre considérés comme des S,-préschémas et les produits X, X Y,
et X;,XgY, (resp. XjixgY) et XjxgY;) sont identiques (3.2.5). Sila proposition
est vraie lorsque S est affine, la restriction de a X 43 a chacun des X; X4Y; sera donc
une immersion (3.2.7). Comme le produit XjxgY, (resp. X;XgY,) sidentifie a
(X4nX)) X(YinY,) (resp. (X,;nX,) Xs(Y,nY,)) (8.2.6.4), la restriction de aX 48
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a chacun des X; XY, est encore une immersion ; il en est par suite de méme de « X 3
en vertu de (4.2.4).

En second lieu, prouvons qu’on peut aussi supposer que X et Y sont affines. En
effet, soit (U;) (resp. (V;)) un recouvrement de X (resp. Y) par des ouverts affines, et
soit X; (resp. Y;) la restriction de X' (resp. Y') & X'nU; (resp. Y'nV;), qui est un sous-
préschéma fermé de U; (resp. V) ; U;XV; s’identifie & la restriction de XXgY
a pHU)ngY(V,) (3.2.7); et de méme, si p’, ¢’ sont les projections de X' Y/,
XiXY; s’identifie & la restriction de X'XY' & p~HX;)ng ' (Y;). Posons y=aXB;
on a par définition poy=uwop’, goy=Pog'; comme X =o }(U,), Y;::B‘“I(Vj), on a
aussi p (X)) =y (FH(UY), ¢THY)) =y g (V)), dot

PHX) g THY) =y (U) ng (V) =y H(Usx sV)
on conclut comme dans la premiére partie du raisonnement.

Supposons donc X, Y, S affines, et soient B, G, A leurs anneaux respectifs. Alors B
et C sont des A-algebres, X' et Y’ des schémas affines dont les anneaux sont des algébres
quotients B, G’ de B et C respectivement. En outre, on a a=(%, 7), B=(%, &), ol p
et ¢ sont respectivement les homomorphismes canoniques B—B’, C—C’' (1.7.3).
Cela étant, on sait que XX Y (resp. X'XgY’') est un schéma affine d’anneau B®,C
(resp. B'®,C"), et axB=(*, ¥), ol 7 est 'homomorphisme p®c de B&®,C dans
B'®,C’ (3.2.2 et 3.2.3) ; comme cet homomorphisme est surjectif, aX g8 est bien
une immersion. En outre, si b (resp. ¢) est le noyau de p (resp. o), le noyau de © est
u(b)+ov(c), ou u (resp. v) est 'homomorphisme b—>b®1 (resp. ¢—>1®c). Comme
p=("u, @) et g=(%, 7), ce noyau correspond, dans le spectre premier de B®,C, & l’en-
semble fermé p1(X')ng }(Y') (1.2.2.1 et 1.1.2 (iii)), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (4.3.2). — St f: X—Y est une immersion (resp. une immersion ouverte, une
immersion fermée) et un S-morphisme, fis, est une immersion (resp. une immersion ouverte, une
immersion fermée) pour toute extension S'—>S du préschéma de base.

4.4. Image réciproque d’un sous-préschéma.

Proposition (4.4.1). — Sotent [ : X—Y un morphisme, Y' un sous-préschéma (resp. un
sous-préschéma fermé, un préschéma induit sur un ouvert) de Y, j : Y'Y le morphisme d’injection.
Alors la projection p : X XyY'—X est une immersion (resp. une immersion fermée, une immersion
ouverte) ; le sous-préschéma de X associé & p a f~(X') pour espace sous-jacent; en outre, si j' est
le morphisme d’injection de ce sous-préschéma dans X, pour qu’un morphisme h : Z—>X soit tel
que foh : Z—Y soit majoré par j, il faut et il suffit que h soit majoré par j'.

Comme p=1xXyj (3.3.4), la premiere assertion résulte de (4.3.1) ; la seconde
est un cas particulier de (3.5.10) (ou il faut échanger les réles de X et de Y’). Enfin,
si on a foh=joh', ou k' est un morphisme Z—Y’, il résulte de la définition du produit
que 'on a kA=pou, ol u est un morphisme Z—->Xx,Y’, d’ou la derniére assertion.

Nous dirons que le sous-préschéma de X ainsi défini est Pimage réciproque du sous-
préschéma Y’ de Y par le morphisme f, terminologie qui s’accorde avec celle introduite
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de fagon plus générale dans (3.3.6). Quand nous parlerons de f/~*(Y') comme d’un sous-
préschéma de X, c’est toujours de ce sous-préschéma qu’il s’agira.

Lorsque les préschémas f~1(Y') et X sont identiques, j' est I'identité et tout mor-
phisme % : Z—X est donc majoré par j', donc le morphisme f : X—Y se factorise alors
n X5Y' SY.

Lorsque y est un point fermé de Y et Y'=Spec(k(»)) le plus petit sous-préschéma
fermé de Y ayant { y} comme espace sous-jacent (4.1.9), le sous-préschéma fermé f~*(Y")
est canoniquement isomorphe a la fibre f~!( y) définie en (3.6.2), a laquelle on ’identifiera.

Corollaire (4.4.2). — Soient f : XY, g : Y—>Z deux morphismes, h=gof leur
composé. Pour tout sous-préschéma Z' de Z, les sous-préschémas f (g HZ")) et kY (Z') de X sont
tdentiques.

Cela résulte de V’existence de I'isomorphisme canonique X Xy(Y x,Z") X XX ,Z'
(3-3.9-1).

Corollaire (4.4.3). — Sotent X', X' deux sous-préschémas de X, j' : X'>X, j'" : X"'-»X
les morphismes d’injection ; alors, J'1(X'") et 7' ~HX') sont tous deux égaux & la borne inférieurs
inf (X', X'") de X' et X' pour la relation d’ordre entre sous-préschémas, et canoniquement isomorphee
a X'xgX".

Cela résulte aussitét de (4.4.1) et (4.1.10).

Corollaire (4.4.4). — Sotent f : X—Y un morphisme, Y', Y'' deux sous-préschémas
deY ;ona f~' (inf (Y, Y")) =inf (f7HY"), f7HY")).

* Cela résulte de I’existence de I'isomorphisme canonique entre (X XyY') Xx(XX¢Y")
et XX¢(Y'XyY"") (3.3.9.1).

Proposition (4.4.5). — Sotent f: X—>Y un morphisme, Y' un sous-préschéma fermé de' Y
défini par un faisceau quasi-cohérent A" d’idéaux de Oy (4.1.3); le sous-préschéma fermé f—(Y')
de X est alors défini par le faisceau quasi cohérent d’idéaux (") Ox de Ox.

La question est évidemment locale sur X et Y ; il suffit alors de remarquer que si B
est une A-algebre et & un idéal de B, on a A®y(B/K)=A/KA, et d’appliquer (1.6.9).

Corollaire (4.4.6). — Soient X' un sous-préschéma fermé de X défini par un faisceau quasi
cohérent d’idéaux [ de Ox, i Pinjection X'—X; pour que la restriction foi de fa X' soit majorée
par Pinjection j : Y'Y (autrement dit se factorise en jog, ou g est un morphisme X'—Y’),
il faut et il suffit que f(A)OxC 2.

Il suffit d’appliquer a ¢ la prop. (4.4.1) en tenant compte de (4.4.5).

4.5. Immersions locales et isomorphismes locaux.

Définition (4.5.1). — Soit f : X—Y un morphisme de préschémas. On dit que f est une
immersion locale en un point xeX 5l existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage
ouvert V de f (x) dans Y tels que la restriction de f au préschéma induit U soit une immersion fermée
de U dans le préschéma induit V. On dit que f est une immersion locale si f est une immersion locale
en tout point de X.

Définition (4.5.2). — On dit qu’un morphisme f : X—Y est un isomorphisme local en
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un point xeX s’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la restriction de f au préschéma
induit U soit une immersion ouverte de U dans Y. On dit que f est un isomorphisme local si f est un
isomorphisme local en tout point de X.

(4-5-3) Une immersion (resp. une immersion fermée) f : X—Y peut donc se
caractériser comme une immersion locale telle que f soit un homéomorphisme de I’espace
sous-jacent & X sur une partie (resp. une partie fermée) de Y. Une immersion ouverte f
peut se caractériser comme un isomorphisme local injectif.

Proposition (4.5.4). — Soient X un préschéma irréductible, f : X—~Y un morphisme
injectif dominant. Si f est une immersion locale, f est une immersion et f (X) est ouvert dans Y.

En effet, soit xeX et soient U un voisinage ouvert de x, V un voisinage ouvert
de f(x) dans Y tels que la restriction de f'a U soit une immersion fermée dans V; comme U
est dense dans X, f(U) est dense dans Y par hypothése, donc f(U)=V et f est un
homéomorphisme de U sur V; ’hypothése que f est injectif entraine que f~'(V)=U,
d’ou aussitot la proposition.

Proposition (4.5.5). — (1) Le composé de deux immersions locales (resp. de deux isomor-
phismes locaux) est une immersion locale (resp. un isomorphisme local).

(ii) Sotent f: X—>X', g : Y—>Y' deux S-morphismes. Si f et g sont des immersions locales
(resp. des isomorphismes locaux), il en est de méme de fXgg.

(iii) 87 un S-morphisme f est une immersion locale (resp. un isomorphisme local) il en est
de méme de fs, pour toute extension S'—S du préschéma de base.

D’apreés (3.5.1), il suffit de prouver (i) et (ii).

(1) résulte aussitot de la transitivité des immersions fermées (resp. ouvertes) (4.2.4)
et du fait que si f est un homéomorphisme de X sur une partie fermée de Y, pour tout
ouvert UcX, f(U) est ouvert dans f(X), donc il existe une partie ouverte V de Y telle
que f(U)=Vnf(X), et f(U) est par suite fermé dans V.

Pour démontrer (ii), soient p, ¢ les projections de X XY, p', ¢’ celles de X' X Y'.
Il existe par hypothése des voisinages ouverts U, U’, V, V' de x=p(z2), x'=p'(2'), y=¢(2),
y'=q'(z') respectivement, tels que les restrictions de f et g a U et V respectivement
soient des immersions fermées (resp. ouvertes) dans U’ et V' respectivement. Comme
Pespace sous-jacent de UX V et celui de U’ XV’ s’identifient aux voisinages ouverts
pHU)ng (V) et p~ U Yng (V') de z et z' respectivement (3.2.7), la proposition
résulte de (4.3.1).

§ 5. PRESCHEMAS REDUITS ; CONDITION DE SEPARATION

5.1. Préschémas réduits.

Proposition (5.x.1). — Soient (X, Ox) un préschéma, A une Ox-Algébre quasi-cohérente.
11 existe un Ox-Module quasi-cohérent et un seul A~ dont la fibre N, en tout xe X soit le nilradical
de Panneau %, Lorsque X est affine, et par suite ng]\f’ ot B est une algébre sur A(X), ona

N =R, ot M est le nilradical de B.
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La question étant locale, on est ramené & démontrer la derniére assertion. On sait

que R est un Ox-Module quasi-cohérent (1.4.1) et que sa fibre au point xe X est ’idéal i,
de P’anneau de fractions B, ; tout revient & prouver que le nilradical de B, est contenu
dans M, l'inclusion opposée étant évidente. Or, soit z/s un élément du nilradical de B,
avec z€B, s¢j,; par hypothese, il existe un entier £ tel que (z/s)*=o0, ce qui signifie
qu'il existe t¢j, tel que #z*=o0. On en conclut (fz)*=o, et par suite z/s= (tz)/(ts)
appartient a N..

Nous dirons que le 0x-Module quasi-cohérent 4" ainsi défini est le Nilradical de
la Oy-Algébre # ; nous noterons en particulier 4y le nilradical de Ox.

Corollaire (5.1.2). — Soit X un préschéma ; le sous-préschéma fermé de X défini par le
Jaisceau d’idéaux N est le seul sous-préschéma réduit (0, 4.1.4) de X ayant X pour espace sous-
Jacent ; c’est aussi le plus petit sous-préschéma de X ayant X pour espace sous-jacent.

Comme le faisceau structural du sous-préschéma fermé défini Y par Ay est Ox/ A%,
il est immédiat que Y est réduit et a X pour espace sous-jacent, puisque A", + 0, pour
tout xeX. Pour démontrer les autres assertions, remarquons qu’un sous-préschéma Z
de X ayant X pour espace sous-jacent est défini par un faisceau d’idéaux ¢ (4.1.3) tel
que #,+ 0, pour tout xe X. On peut se borner au cas ot X est affine, soit X =Spec(A)

et ¢ =§, ou J est un idéal de A; alors, pour tout ¥x€X, on a J,Cj,, donc J est
contenu dans tous les idéaux premiers de A, c’est-a-dire dans leur intersection R, nilradical
de A. Cela prouve que Y est le plus petit sous-préschéma de X ayant X comme espace
sous-jacent (4.1.9) ; en outre, si Z est distinct de Y, on a nécessairement £, .4, pour
un x€X au moins, et par suite (5.1.1) Z n’est pas réduit.

Définition (5.1.3). — On appelle préschéma réduit associé & un préschéma X et on note X 4
Punique sous-préschéma réduit de X ayant X pour espace sous-jacent.

Dire qu’un préschéma X est réduit signifie donc que X=X,.

Proposition (5.1.4). — Pour que le spectre premier d’un anneau A soit un préschéma réduit
(vesp. intégre) (2.1.7), il faut et il suffit que A soit un anneau réduit (resp. intégre).

En effet, il résulte aussitét de (5.1.1) que la condition .#" = (0) est nécessaire et
suffisante pour que X=Spec(A) soit réduit ; I’assertion relative aux anneaux intégres
est alors une conséquence de (1.1.13).

Comme tout anneau de fractions +{o} d’un anneau intégre est intégre, il résulte
de (5.1.4) que pour tout préschéma localement intégre X, O, est un anneau intégre pour
tout xeX. La réciproque est vraie lorsque I’espace sous-jacent a X est localement noethérien
en effet X est alors réduit, et si U est un ouvert affine de X, qui soit un espace noethérien,
U n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, donc son anneau A n’a qu'un
nombre fini d’idéaux premiers minimaux (1.1.14). Si deux de ces composantes U;
avaient un point commun ¥, 0, aurait au moins deux idéaux premiers minimaux distincts,
donc ne serait pas intégre ; les U, sont par suite des ouverts deux a deux disjoints, et
chacun d’eux est donc intégre.

(5.x.5) Soit f=(§,0) : X—-Y un morphisme de préschémas; I’homomor-
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phisme 6% : Oy~ 0, applique tout élément nilpotent de @, sur un élément nilpotent
de 0, ; par passage aux quotients, on déduit donc de 6% un homomorphisme

o 1 N (Oy)Ny)—>Ox| Ny

il est clair que pour tout x€X, o, : Oyy/N yu—>0,/N ", est un homomorphisme local,
donc (§, w’) est un morphisme de préschémas X,,—Y,q, que nous noterons f,, et
appellerons le morphisme réduit associé a f. Il est immédiat que pour deux morphismes
XY, 2:Y>Z, on a (g9f)a=8red® reas donc on a défini X, comme foncteur
covariant en X.

La définition précédente montre que le diagramme

fred
Xred g Yred

v v
X——}—>Y

est commutatif, les fleches verticales étant les morphismes d’injection ; en d’autres

termes, X, 4—X est un morphisme fonctoriel. On notera en particulier que si X est réduit,

. . fred .
tout morphisme f: X—Y se factorise en X = Y,.—Y; en d’autres termes, f est majoré

par le morphisme d’injection Y ,—Y.

Proposition (5.1.6). — Soit f: X—Y un morphisme; si f est surjectif (resp. radiciel, une
immersion, une immersion fermée, une immersion ouverte, une immersion locale, un isomorphisme
local), il en est de méme de f,,q. Inversement, si f,., est surjectif (vesp. radiciel), il en est de méme de f.

La proposition est triviale si f est surjectif; si f est radiciel, elle résulte de ce
que pour tout x€X, le corps k(x) est le méme pour les préschémas X et X, (3.5.8).
Enfin, si f=({, 0) est une immersion, une immersion fermée ou une immersion locale
(resp. une immersion ouverte, ou un isomorphisme local), la proposition résulte de ce
que si 07 est surjectif (resp. bijectif), il en est de méme de 'homomorphisme obtenu
en passant aux quotients par les nilradicaux de O, et 0, (5.1.2 et 4.2.2) (cf. (5.5.12)).

Proposition (5.x1.7). — 8i X, Y sont deux S-préschémas, les préschémas X 4 X Yo

et X, aX Y, Sont identiques, et s’identifient canoniquement & un sous-préschéma de X XY
ayant méme espace sous-jacent que ce produtt.

L’identification canonique de X, ;XY,q & un sous-préschéma de XX Y ayant
méme espace sous-jacent résulte de (4.3.1). D’autre part, si ¢ et ¢ sont les morphismes
structuraux X, ;—S, Y, ,—S, ils se factorisent par S, (5.1.5), et comme S, ;—S est
un monomorphisme, la premiére assertion résulte de (3.2.4).

Corollaire (5.x.8). — Les préschémas (X XgY),a € (XqXg
canoniquement.

Cela résulte de (5.1.2) et (5.1.7).

On notera que si X et Y sont des préschémas réduits, il n’en est pas nécessairement
de méme de X XY, car le produit tensoriel de deux algebres réduites peut avoir des
éléments nilpotents.

Y. i)a §identifient

red
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Proposition (5.1.9). — Sotent X un préschéma, F un faisceau quasi-cohérent d’idéaux
de Oy tel que F"=o0 pour un entier n>o. Soit X, le sous-préschéma fermé (X, Ox| #) de X ;
pour que X soit un schéma affine, il faut et il suffit que X, le soit.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu’elle est suffisante. Si
on pose X,=(X, O/ #**!), tout revient & prouver par récurrence sur k que les X,
sont affines, donc on est ramené au cas ou #°=o. Posons

A= F(X, 0X)3 A():F(Xo, (OX“) = F(Xa (Ox/f)

On déduit de ’homomorphisme canonique Ox—0x/ # un homomorphisme d’anneaux o :
A->A,. Nous verrons ci-dessous que ¢ est surjectif, de sorte que la suite

(5.1.9.1) o—-I'(X, /)=-T'(X, 0x)>T'(X, O] #)—o0

est exacte. Supposons ce point établi, et montrons que cela entraine la proposition.
Notons que K =T'(X, _#) est un idéal de carré nul dans A, et est donc un module sur
A,=A/R. Par hypothése, on a X;=Spec(A,), et comme les espaces topologiques sous-
jacents X et X sont identiques, K =T'(X,, #); par ailleurs, comme _#®=o0, £ est un

(0] #)-Module quasi-cohérent, donc on a j;§ et ],= 7, pour tout xeX; (1.4.1).
Cela étant, soit X'==Spec(A), et considérons le morphisme f=(¢§,0) : X->X' de
préschémas correspondant a Papplication identique A—T'(X, Ox) (2.2.4). Pour tout
ouvert affine V dans X, le diagramme
A-T(V, 0x|V)
¥ \
Ay=AIK—>T(V, 0y |V)

est commutatif, d’olt on conclut que le diagramme

x L x

10

Xo<= Xy

est commutatif, X; étant le sous-préschéma fermé de X' défini par le faisceau quasi-
cohérent d’idéaux ?{, J» j les morphismes d’injection canoniques. Mais puisque X, est
affine, f, est un isomorphisme et comme les applications continues sous-jacentes a j et j'
sont les applications identiques, on voit tout d’abord que ¢ : X—X' est un homéo-
morphisme. En outre, la relation {,=_¢, montre que la restriction de 6% : {"(Oy)—0x

est un isomorphisme de {"(K) sur #; d’autre part, par passage aux quotients, 6% donne un

isomorphisme ¢*((0X,/~R)~> </ Z, puisque f, est un isomorphisme; on en conclut aussitot
par le lemme des 5 (M, I, 1.1) que 6% est lui-méme un isomorphisme, donc que f est un
isomorphisme, et par suite que X est affine.

Tout revient donc a démontrer 'exactitude de (5.1.9.1), ce qui résultera de
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HY{(X, #)=o. Or, H(X, #)=HYX,, #) et nous avons vu que ¢ est un 0y -Module
quasi-cohérent. Notre assertion résultera donc du

Lemme (5.1.9.2). — St 'Y est un schéma affine et F un Oy-Module quasi-cohérent, on a
HY(Y, #)=o.

Ce lemme sera démontré au chap. III, § 1, comme conséquence du théoréme plus
général que HY(Y, #)=o0 pour tout i>0. Pour en donner une démonstration indé-
pendante, observons que H(Y, %) s’identifie au module Exti,Y(Y; Oy, &) des classes
d’extensions du Oy-Module Oy par le Oy-Module % (T, 4.2.3); tout revient donc a
prouver qu’une telle extension ¥ est triviale. Or, pour tout y€Y, il y a un voisinage V

N

de y dans Y tel que ¢|V soit isomorphe & F|Y®O,|V (0, 5.4.9) ; on en conclut

que % est un Oy-Module quasi-cohérent. Si A est’anneau de Y, on a donc & :1\~/I, g :N,
ou M et N sont des A-modules, et par hypothése N est une extension du A-module A
par le A-module M (1.3.11). Comme cette extension est nécessairement triviale, le
lemme est démontré, et par suite aussi (5.1.9).

Corollaire (5.1.30). — Soit X un préschéma tel que Ny soit nilpotent. Pour que X soit un
schéma affine, il faut et il suffit que X 4 le soit.

5.2. Existence d’un sous-préschéma d’espace sous-jacent donné.

Proposition (5.2.1). — Pour tout sous-espace localement fermé Y de Uespace sous-jacent a
un préschéma X, il existe un sous-préschéma réduit et un seul de X ayant 'Y pour espace sous-jacent.

L’unicité résultant de (5.1.2), il reste a prouver I’existence du sous-préschéma
en question. ’

Si X est affine d’anneau A, et Y fermé dans X, la proposition est immédiate : j(Y)
est le plus grand idéal acA tel que V(a) =Y, etil est égal a sa racine (1.1.4 (i)), donc
A/i(Y) est un anneau réduit.

Dans le cas général, pour tout ouvert affine UcX tel que UnY soit fermé dans U,
considérons le sous-préschéma fermé Y; de U défini par le faisceau d’idéaux associé a
I'idéal i(UnY) de A(U), qui est réduit. Montrons que, si V est un ouvert affine de X
contenu dans U, Yy est induit par Yy sur VnY ; or, ce préschéma induit est un sous-
préschéma fermé de V qui est réduit et a VnY comme espace sous-jacent ; I'unicité
de Yy entraine donc notre assertion.

Proposition (5.2.2). — Soient X un préschéma réduit, f : X—Y un morphisme, Z un

sous-préschéma fermé de Y tel que f(X) CZ; alorsfse factorise en X5Z5Y, on J est le morphisme
d’injection.

11 résulte de ’hypothése que le sous-préschéma fermé f*(Z) de X a pour espace
sous-jacent X tout entier (4.4.1) ; comme X est réduit, ce sous-préschéma fermé
coincide avec X (5.1.2), et la proposition résulte donc de (4.4.1).

Corollaire (5.2.3). — Soit X un sous-préschéma réduit d’un préschéma 'Y ; si Z est le sous-
préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace sous-jacent X, X est un sous-préschéma induit sur
un ouvert de Z.
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Ily a en effet un ouvert U de Y tel que X =UnX; comme X est un sous-préschéma
réduit de Z en vertu de (5.2.2), le sous-préschéma X est induit par Z sur le sous-espace
ouvert X en vertu de I'unicité (5.2.1).

Corollaire (5.2.4). — Soient f: X—>Y un morphisme, X' (resp. Y') un sous-préschéma
Sfermé de X (resp. Y) défini par un faisceau d’idéaux quasi-cohérent # (resp. ") de O (resp. Oy).
Supposons que X' soit réduit et que f(X')cY'. Alorsona f*(A)0xcC £.

Comme la restriction de fa X’ se factorise en X'—>Y'—>Y d’aprés (5.2.2), il suffit

d’appliquer (4.4.6).

5.3. Diagonale ; graphe d’un morphisme.

(5.3-1) Soit X un S-préschéma ; on appelle morphisme diagonal de X dans X X X,
et on note Ayps, ou Ay, ou méme A si aucune confusion n’est possible, le S-morphisme
(1, Ix)g, autrement dit, 'unique S-morphisme Ay tel que

(5.3.1.1) p10Ax = poAx=1x
en désignant par p,, p, les projections de X x X (déf. (3.2.1)). Si f: T->X, g: T->Y

sont deux S-morphismes, on vérifie aussitot que
(5-3-1.2) (fs 8)s=(fXs8)oAps

Le lecteur observera que la définition précédente et les résultats énoncés dans
les n” (5.9.1) & (5.3.8) sont valables dans toute catégorie, pourvu que les produits qui y
Sfigurent existent dans cette catégorie.

Proposition (5.3.2). — Soient X, Y deux S-préschémas; si on identifie canoniquement le
produit (X XY) X (XXY) a (XXX)X(YXY), le morphisme A,y s'identifie & Ax X Ay.

En effet, si p,, ¢; sont les premiéres projections X X X-—+X, YXY—Y, la premiére
projection (X XY)X (XXY)—>XXY s’identifie 3 p,Xq;, et 'on a

(01X q1)0(Ax X Ay) = (p10Ax) X (10Ay) = Ixxy

méme raisonnement pour les secondes projections.

Corollaire (5.%.4). — Pour toute extension S'—S du préschéma de base, AX(S') s’ tdentifie
canoniquement @ (Ax)s.

Il suffit de remarquer que (XX X)g, s’identifie canoniquement a X gy X X
(3.3.10).

Proposition (5.3.5). — Sotent X, Y deux S-préschémas, ¢ : S—T un morphisme, faisant
de tout S-préschéma un T-préschéma. Soient f : X—S, Y->S les morphismes structuraux, p, q les
projections de X XY, n=fop=goq le morphisme structural X X Y—>S. Alors, le diagramme

(?, 9,
XXY—>X XY
(5-3-5-1) nl lmﬂ

S—>Sx%,S
s|T
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est commutatif, et identifie X XY au produit des (S XS)-préschémas S et X XY, les projec-
tions s’identifiant a = et (p, q)q.

En vertu de (3.4.3), on est ramené a démontrer la proposition correspondante
dans la catégorie des ensembles, en remplagant X, Y, S par X(Z)y, Y(Z)g, S(Z)r, Z étant
un T-préschéma arbitraire. Mais pour la catégorie des ensembles, la vérification est
immédiate et laissée au lecteur.

Corollaire (5.3.6). — Le morphisme (p, q) s’identifie (en posant P=S X S) @ 1y, y XpAs.

Cela résulte de (5.3.5) et (3.3.4). '

Corollaire (5.3.7). — St f: XY est un S-morphisme, le diagramme

U fg
X 25X %Y
/| |
v v

est commutatif, et identifie X au produit des (Y X (Y )-préschémas Y et X X Y.

Il suffit d’appliquer (5.3.5) en remplagant S par Y et T par S, et remarquant
que XXyY=X (3.3.3).

Proposition (5.3.8). — Pour que f: XY sott un monomorphisme de préschémas, il
Jaut et il suffit que Axyy soit un isomorphisme de X sur X XyX.

En effet, dire que f est un monomorphisme signifie que pour tout Y-préschéma Z,
Papplication correspondante f' : X(Z)y—Y(Z)y est une injection, et comme Y (Z)y est
réduit a un élément, cela signifie qu’il en est de méme de X(Z)y. Mais cela s’exprime aussi
en disant que X(Z)y X X(Z)y est canoniquement isomorphe 4 X(Z)y, et le premier de ces
ensembles étant (X XyX)(Z)y (3.4.3.1), cela signifie que Ay est un isomorphisme.

Proposttion (5.3.9). — Le morphisme diagonal Ay est une immersion de X dans X X ¢X.

En effet, comme les applications continues p; et Ax des espaces sous-jacents sont
telles que p,0Ax soit I'identité, Ay est un homéomorphisme de X sur Ax(X). De méme,
P’homomorphisme composé 0, — (UAX(I) — 0, des homomorphismes correspondant a p,
et 3 Ay étant I'identité, ’homomorphisme correspondant & Ay est surjectif’; la proposition
résulte donc de (4.2.2).

On dit que le sous-préschéma de X X (X associé a 'immersion Ay (4.2.1) est
la diagonale de X X X.

Corollaire (5.3.10). — Sous les hypothéses de (5.3.5), (p, q)r est une immersion.

Cela résulte de (5.5.6) et de (4.3.1).

On dit (sous les hypotheses de (5.3.5)) que (p, ¢)p est Uimmersion canonique de
XXgY dans X X.Y.

Corollaire (5.3.1x). — Soient X, Y deux S-préschémas, f : X—Y un S-morphisme;
alors le morphisme graphe T'i=(1x, f)s de f (3. 3.14) est une immersion de X dans X X Y.

C’est le cas particulier du cor. (5.3.10) ou l'on remplace S par Y et T par S
(cf. (5-3-7))-
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Le sous-préschéma de X XY associé a I'immersion T, (4.2.1) est appelé le graphe
du morphisme f ; les sous-préschémas de X X Y qui sont des graphes de morphismes
X—Y se caractérisent par le fait que la restriction a un tel sous-préschéma G de la
projection p; : XX Y—-»>X est un usomorphisme g de G sur X : G est alors le graphe du
morphisme p,og ', ol p, est la projection X xY—Y.

Lorsqu’on prend en particulier X=3§, les S-morphismes S—Y, qui ne sont
autres que les S-sections de Y (2.5.5) sont égaux a leurs morphismes graphes ; les sous-
préschémas de Y qui sont des graphes de S-sections (autrement dit, ceux qui sont
isomorphes a S par la restriction du morphisme structural Y—S) s’appellent encore
les images de ces sections, ou, par abus de langage, les S-sections de Y.

Corollaire (5.3.12). — Les hypothéses et notations étant celles de (5.9.11), pour tout
morphisme g : S'—S, soit f' image réciproque de f par g (3.3.7) 5 alors T, est Pimage réciproque
de T'; par g.

C’est un cas particulier de la formule (3.3.10.1).

Corollaire (5.3.13). — Soient f : X—>Y, g : Y—Z deux morphismes; si gof est
une immersion (resp. une immersion locale), il en est de méme de f.

En effet, f se factorise en x U xx N BY. Dautre part, p, s’identifie a
(gof) X z1y (3.3-4); st gof est une immersion (resp. une immersion locale), il en est de
méme de p, (4.3.1 et 4.5.5), et comme I'; est une immersion (5.3.11), on conclut
par (4.2.4) (resp. (4.5.5)).

Corollaire (5.3.14). — Soient j : X—>Y, g : X—Z deux S-morphismes. Si j est une
immersion (resp. une immersion locale), il en est de méme de (j, g)g.

Eneffet,si p : YXZ—>Y estla premiére projection, on a j=po(J, g)5, et il suffit
d’appliquer (5.3.13).

Proposition (5.3.15). — St f: X—=>Y est un S-morphisme, le diagramme

A
X 3 XxX
(5.3.15.1) /l lixsf
Y — YXSY

AY

est commutatyf (en d’autres termes Ay est un morphisme fonctoriel dans la catégorie des
préschémas).

La vérification est immédiate et laissée au lecteur.

Corollaire (5.3.16). — Si X est un sous-préschéma de Y, la diagonale Ay (X) s’identifie
a un sous-préschéma de Ay(Y), dont Uespace sous-jacent s’identifie a

Ay(Y) nprH(X) = Ay(Y) n prH(X)

(p1s po projections de Y XY).

Appliquons (5.3.15) au morphisme d’injection f : X—Y; on sait alors que
SfXgf est une immersion, identifiant Pespace sous-jacent & XX X au sous-espace
X)) (X) de YXY (4.3.1); en outre, si zeAy(Y)np (X)), on a z=Ay(»)
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et y=p,(2)eX, donc y=f(y), et z=Ay(f(»)) appartient 3 Ay (X) en vertu de la
commutativité du diagramme (5.3.15.1).

Corollaire (5.3.17). — Soient f1 : Y=X, f - Y=>X deux S-morphismes, y un point
de Y tel que f1(y)=f(p)=x et que les homomorphismes k(x)—k(y) correspondant & f, et f;
sotent identiques. Alors, st f=(f1, f2)s, le point f(y) appartient & la diagonale Ax 4(X).

Les deux homomorphismes #k(x)—k(y) correspondant & f; (i=1, 2) définissent
deux S-morphismes g; : Spec(k(y)) —>Spec(k(x)) tels que les diagrammes

Spec(k(1)) - Spec(k(x))
¥ \:

Y————f———>X

soient commutatifs. Le diagramme

91, J2)g

Spec(h() 2 Spec(k(x)) aSpeclu(s)
XXX

(t, fe)s

est donc aussi commutatif. Or il résulte de 'égalité gy=g, que I'image par (g, 8)g
de 'unique point de Spec(k(»)) appartient a la diagonale de Spec(k(x)) X ¢Spec(k(x)) ;
la conclusion résulte donc de (5.3.15).

5.4. Morphismes et préschémas séparés.

Définition (5.4.1). — On dit qu’un morphisme de préschémas f : X—Y est séparé si le
morphisme diagonal X —>X XX est une immersion fermée; on dit alors aussi que X est un
préschéma séparé au-dessus de Y, ou un Y-schéma. On dit qu’un préschéma X est séparé s'il est séparé
au-dessus de Spec (Z) ; on dit aussi alors que X est un schéma (cf. (5.5.7)).

En vertu de (5.3.9), pour que X soit séparé au-dessus de Y, il faut et il suffit
que Ay (X) soit un sous-espace fermé de I’espace sous-jacent a X X yX.

Proposition (5.4.2). — Soit S—T un morphisme séparé. St X et Y sont deux S-préschémas,
Pimmersion canonique X X Y—>X XY (5.3.10) est fermée.

En effet, si on se reporte au diagramme (5.3.5.1), on voit que (p, ¢)r peut étre
considéré comme obtenu a partir de Agy par Pextension fXpg @ XXy Y—>SX,S du
préschéma de base SX.S ; la proposition résulte alors de (4.3.2).

Corollaire (5.4.3). — Sotent Y un S-schéma, f : X—Y un S-morphisme. Alors le mor-
phisme graphe T, : XX XY (5.3.11) est une immersion fermée.

C’est le cas particulier de (5.4.2) ou 'on remplace S par Y et T par S.

Corollaire (5.4.4). — Sotent f : XY, g : Y—Z deux morphismes, g étant séparé.
81 gof est une immersion fermée, il en est de méme de f.

La démonstration a partir de (5.4.3) est la méme que celle de (5..13) a partir

de (5.3.11).
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Corollaire (5.4.5). Sotent Z un S-schéma, j : XY, g : X—~Z deux S-morphismes.
Si j est une immersion fermée, il en est de méme de (j, g)g : X—Y X ¢Z.

La démonstration a partir de (5.4.4) est la méme que celle de (5.3.14) & partir
de (5.3.13).

Corollaire (5.4.6). — 8¢ X est un S-schéma, toute S-section de X (2.5.5) est une immersion
Sfermée.

Si ¢ : XS est le morphisme structural, ¢ : S—=X une S-section de X, il suffit
d’appliquer (5.4.5) & gqod=1,.

Corollaire (5.4.7). — Sotent S un préschéma intégre, s son point générique, X un S-schéma.
St deux S-sections f, g de X sont telles que f(s)=g(s), alors f=g.

En effet, si x=f(s)=g(s), les homomorphismes k(x)—k(s) correspondant a f
et g sont nécessairement identiques. Si A=(f, g)5, on en déduit (5.3.17) que A(s)

appartient a la diagonale Z=Ay(X); mais comme Szf;} et que Z est fermée par
hypothése, on a k(S)cZ. Il résulte alors de (5.2.2) que £ se factorise en S—>Z—>X X (X,
et on en conclut que f=g par définition de la diagonale.

Remarque (5.4.8). — Si I’'on suppose réciproquement que la conclusion de (5.4.3)
est vérifiée lorsque f=1y, on en conclut que Y est séparé au-dessus de S ; de méme, si on

suppose que la conclusion de (5.4.5) s’applique aux deux morphismes Y -A;’ Yx,YBY,
on en tire que Ay est une immersion fermée, donc que Y est séparé au-dessus de Z ;
enfin, la validité de la conclusion de (5.4.6) pour la Y-section Ay du Y-préschéma
Y X Y—Y, implique que Y est séparé au-dessus de S.

5.5. Critéres de séparation.

Proposition (5.5.1). — (1) Tout monomorphisme de préschémas (et en particulier toute
immersion) est un morphisme séparé.

(i1) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.

(iil) St f : X—>X', g : Y>Y' sont deux S-morphismes séparés, fX g est séparé.

(iv) Si f: XY est un S-morphisme séparé, le S'-morphisme fiy, est séparé pour toute
extension S'—~S du préschéma de base.

(v) 8% le composé gof de deux morphismes est séparé, f est séparé.

(vi) Pour qu’un morphisme f soit séparé, il faut et il suffit que f.,q (5.1.5) le soit.

(1) résulte aussitét de (5.9.8). Si f: XY, g : Y>Z sont deux morphismes, le
diagramme

Bx|z

X—Xx,X
(5.5.1.1) AN S
X xyX

ol j désigne I'immersion canonique (5.3.10) est commutatif, comme on le vérifie aussitot.
Sif et g sont séparés, Ay y est une immersion fermée par définition, et j est une immersion
fermée en vertu de (5.4.2), donc Ay, est une immersion fermée par (4.2.4), ce qui
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prouve (ii). Vu (i) et (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes (3.5.1), et il suffit de démon-
trer (iv). Or, X(S,)XY(S,)X(S,) s'identifie canoniquement 2 (X XyX)XyY,y, en vertu
de (3.3.11) et de (3.3.9.1), et on vérifie aussitét que le morphisme diagonal AX(s')
s’identifie alors a Axxyly(s,); la proposition résulte donc de (4.3.1).

Pour établir (v), considérons, comme dans (5.3.13) la factorisation xHx x ZY£§Y
de f, en remarquant que p,=(gof) X ,Iy; I’hypothése que gof estséparé entraine que p,
est séparé par (iii) et (i), et comme I'; est une immersion, I, est séparé par (i), donc f
est séparé par (ii). Enfin, pour démontrer (vi), rappelons que les préschémas X, 4 Xy X
et X, 4XyX,.q sidentifient canoniquement (5.1.7) ; si on désigne par j linjection
X a—>X, le diagramme

red

Xred

Xred - Xred ><Y}(red

fl lw

X——>XXYX
AX

est commutatif (5.3.15), et la proposition résulte de ce que les fleches verticales sont
des homéomorphismes des espaces sous-jacents (4.3.1).

Corollaire (5.5.2). — St f : XY est séparé, la restriction de f a tout sous-préschéma
de X est séparée.

Cela résulte de (5.5.1, (i) et (ii)).

Corollaire (5.5.3). — St X, Y sont deux S-préschémas tels que Y soit séparé au-dessus de S,
X XY est séparé au-dessus de X.

C’est un cas particulier de (5.5.1, (iv)).

Proposition (5.5.4). — Soit X un préschéma, et supposons que son espace sous-jacent soit
réunion d’une famille finie de parties fermées X, (1<k<n) ; on considére pour chaque k le sous-
préschéma réduit de X ayant X, pour espace sous-jacent (5.2.1) et on le note encore X,. Soit
XY un morphisme, et pour chaque k, soit Y, une partie fermée de Y telle que f(X,)CY,;
on note encore Y, le sous-préschéma réduit de Y ayant Y, pour espace sous-jacent, de sorte que la

restriction X,—~Y de f @ X, se factorise en inYk-aY (5.2.2). Pour que f soit séparé, il faut
et il suffit que les f, le sotent.

La nécessité résulte de (5.5.1, (i), (i) et (v)). Inversement, si la condition de
I’énoncé est satisfaite, chacune des restrictions X,—Y de fest séparée (5.5.1, (i) et (ii));
si g1, p, sont les projections de X XxyX, le sous-espace Ay (X;) s’identifie au sous-
espace Ax(X)np;1(X,) de lespace sous-jacent & X XX (5.3.16); ces sous-espaces
étant fermés dans X XX, il en est de méme de leur réunion Ay (X).

Supposons en particulier que les X, soient les composantes irréductibles de X ; alors
on peut supposck que les Y, sont des composantes irréductibles de Y (0, 2.1.5); la

prop. (5.5.4) ramene donc dans ce cas la notion de séparation au cas des préschémas
integres (2.1.7).
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Proposition (5.5.5). Soit (Y,) un recouvrement ouvert d’un préschéma Y ; pour qu'un
morphisme f : X—>Y soit séparé, il faut et il suffit que chacune de ses restrictions f—(Y,)—Y,
soit séparée.

Si on pose X,=f"%Y,), tout revient, compte tenu de (4.2.4, b)) et de ’identité
des produits X, xyX, et X;Xy X, (3.2.5), a prouver que les X, XyX,; forment
un recouvrement de X X yX. Orsil'on pose Y,,=Y,nY, et X, =X,nX =f"YY,,),
X, XyX, s’identifie au produit X,, X YAMXM (3.2.6.4),donc aussi 2 X,, XyX,, (3.2.5),

et finalement a4 un ouvert de X, X¢X,, ce qui établit notre assertion (3.2.7).

La prop. (5.5.4) permet, en prenant un recouvrement de Y par des ouverts affines,
de ramener I’étude des morphismes séparés a celle des morphismes séparés a valeurs
dans des schémas affines.

Proposition (5.5.6). — Sotent Y un schéma affine, X un préschéma, (U,) un recouvrement
de X par des ouverts affines. Pour qu’un morphisme f : X—Y soit séparé, il faut et il suffit que,
pour tout couple d’indices (a, B), U,nUyg soit un ouvert affine, et que Panneau T'(U,nU,, O)
soit engendré par la réunion des images canoniques des anneaux I'(U,, Ox) et T'(Ug, Oy).

Les U,xyU, forment un recouvrement ouvert de X XyX (3.2.7); en désignant
par p et ¢ les projections de X XyX, on a

A (U, Xy Ug) = A5 (p7(Uy) ng ™ (Up)) = A5 (#7(U,) nAx (g (Ug)) =Upn Uy s

tout revient donc a exprimer que la restriction de Ay & U,n U, est une immersion fermée
dans U, xyU,. Or, cette restriction n’est autre que (j,, jg)y, €n désignant par j, (resp. j,)
le morphisme d’injection de U,nU, dans U, (resp. Uy), ainsi qu’il résulte des définitions.
Comme U,XyU; est un schéma affine dont I’anneau est canoniquement isomorphe a
T(U,, Ox) Oy, 0 T'(Ug Ox) (3.2.2), on voit que U,nU, doit étre un schéma affine
et que Papplication k,®k;—>h,hy de Panneau A(U,XyUy) dans I'(U,nUg, Oy) doit
étre surjective (4.2.3), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (5.5.7). — Un schéma affine est séparé (et est par suite un schéma, ce qui
justifie la terminologie de (5.4.1)).

Corollaire (5.5.8). — Soit Y un schéma affine; pour que f : X—Y soit un morphisme
séparé, il faut et il suffit que X soit séparé (autrement dit, que X soit un schéma).

On observera en effet que le critére de (5.5.6) ne dépend pas de f.

Corollaire (5.5.9). — Pour qu’un morphisme f : X—Y soit séparé, il faut que pour tout
ouvert U sur lequel Y induit un préschéma séparé, le préschéma induit f—(U) soit séparé, et il suffit
qu’il en soit ainsi pour tout ouvert affine UcCY.

La nécessité de la condition résulte de (5.5.4) et (5.5.1, (ii)) ; la suffisance résulte
de (5.5.4) et (5.5.8), compte tenu de ’existence de recouvrements ouverts affines de Y.

En particulier, si X et Y sont des schémas affines, fout morphisme X—Y est séparé.

Proposition (5.5.10). — Sotent Y un schéma, f: X—Y un morphisme. Pour tout ouvert
affine U de X et tout ouvert affine V de Y, Unf=Y(V) est affine.

Soient p,, p, les projections de X X Y ; le sous-espace Un (V) est'image par p,
de T/(X)np "(U)np; (V). Or, py(U)npy, (V) s’identifie & Pespace sous-jacent au
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préschéma UX,zV (3.2.7), et est par suite un schéma affine (3.2.2); comme I'(X)
est fermé dans X x,Y (5.4.3), [y(X)npr (U)np; (V) est fermé dans Ux,V, et par
suite le préschéma induit par le sous-préschéma de X x,Y associé a I'; (4.2.1), sur la
partie ouverte I'y(X)np;r'(U)np; (V) de son espace sous-jacent, est un sous-préschéma
fermé d’un schéma affine, donc un schéma affine (4.2.3). La proposition résulte alors
du fait que T est une immersion.

Exemples (5.5.11). — Le préschéma de Pexemple (2.3.2) (« droite projective
sur un corps K ») est séparé, car pour le recouvrement (X;, X,) de X par des ouverts
affines, X;nX,=U,, est affine et I'(U,,, Ox), anneau des fractions rationnelles de la
forme f(s)/s"™ avec feK[s], est engendré par K[s] et par 1/s, donc les conditions de (5.5.6)
sont vérifiées.

Avec le méme choix de X, X,, U;, et U, que dans I’exemple (2.3.2), prenons
cette fois pour u;, I'isomorphisme qui a f(s) fait correspondre f(t) ; on obtient cette fois
par recollement un préschéma intégre non séparé X, car la premiére condition de (5.5.6)
est vérifiée, mais non la seconde. Il est immédiat ici que I'(X, Ox)—>T'(X,, Ox)=K][s]
est un isomorphisme ; 'isomorphisme réciproque définit un morphisme f: X—Spec(K[s])
qui est surjectif, et pour tout yeSpec(K[s]) tel que j,+(0), /() est réduit & un point,
mais pour j,=(0), f~'(y) se compose de deux points distincts (on dit que X est la « droite
affine sur K, ol le point o est dédoublé »).

On peut aussi donner des exemples ot aucune des deux conditions de (5.5.6) n’est
vérifiée. Remarquons d’abord que dans le spectre premier Y de I’anneau de polynémes
A=K]s, t] & deux indéterminées sur un corps K, 'ouvert U réunion de D(s) et de D(z)
n’est pas un ouvert affine. En effet, si z est une section de 0y au-dessus de U, il existe deux
entiers m>o, n>0 tels que s™z et "z soient les restrictions 2 U de polynémes en s et ¢
(1.4.1), ce qui n’est évidemment possible que si la section z se prolonge en une section
au-dessus de Y tout entier, identifiée & un polynéme en s et £ Si U était un ouvert
affine, le morphisme d’injection U—Y serait donc un isomorphisme (1.7.3), ce qui est
absurde puisque U=+Y.

Cela étant, prenons deux schémas affines Y;, Y,, spectres premiers des anneaux
A, =K[s;, 1], As=K][s,, £,] ; prenons U;,=D(s;)uD(¢,), Uy =D(s,)uD(t,), et pour uy,
la restriction a Uy, de I'isomorphisme Y,~Y, correspondant & I’isomorphisme d’anneaux
qui a f(sy, &) fait correspondre f(s,, ¢,); on a ainsi un exemple ol aucune des conditions
de (5.5.6) n’est satisfaite (le préschéma intégre ainsi obtenu est dit « plan affine sur K,
ou le point o est dédoublé »).

Remarque (5.5.12). — Etant donnée une propriété P de morphismes de préschémas,
considérons les propositions suivantes :

(1) Toute immersion fermée posséde la propriété P.

(ii) Le composé de deux morphismes possédant la propriété P posséde la propriété P.

(iil) 87 f + X—>X', g : Y=Y’ sont deux S-morphismes possédant la propriété P, fX g
posséde la propriété P.
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(iv) 8¢ f : X—>Y est un S-morphisme possédant la propriété P, tout S'-morphisme Jis)
obtenu par une extension S'—S du préschéma de base, posséde la propriété P.

(v) St le composé gof de deux morphismes f : X—Y, g : Y—Z posséde la propriété P, et
st g est séparé, f possede la propriété P.

(vi) St un morphisme f : X—>Y posséde la propriété P, il en est de méme de f,,4 (5.1.5).

Dans ces conditions, si on suppose (i) et (ii) vérifiées, (iii) et (iv) sont équivalentes,
et (v) et (vi) sont des conséquences de (i), (ii) et (iii).

La premiere assertion a déja été démontrée (3.5.1). Considérons la factori-
sation (5.3.13) de f en XELXXZY—p;Y; la relation p,=(gof) X 1y montre que si gof
posséde la propriété P, il en est de méme de p, en vertu de (iii) ; si g est séparé, I, est une
immersion fermée (5.4.3), donc possede aussi la propriété P par (i) ; enfin, en vertu
de (ii), f possede la propriété p.

Enfin, considérons le diagramme commutatif

fred
red Y

\’ \’
X—f——>Y

red

ou les fleches verticales sont des immersions fermées (5.1.5), donc possédent la pro-
priété P par (i). L’hypotheése que f possede la propriété P entraine donc par (ii) que
X,edfr—efYred»Y posséde la propriété P ; enfin, comme une immersion fermée est
séparée (5.5.1, (1)), fra posséde la propriété P en vertu de (v).

On notera que si on considére les propositions :

(i") Toute immersion posséde la propriété P.

(v') 8t gof posséde la propriété P, il en est de méme de f ;

alors le raisonnement fait ci-dessus montre que (v’) est conséquence de (i), (ii) et (iii).

(5.5-13) On notera que (v) et (vi) sont encore conséquences de (i), (iii) et

(i) 8t j: XY est une immersion fermée et g:Y—~Z un morphisme possédant la
propriété P, alors goj posséde la propriété P.

De méme, (v') est conséquence de (i'), (iil) et

(") 8¢ j: XY est une immersion et g: Y—>Z un morphisme possédant la propriété
P, alors goj possede la propriété P.

Cela résulte en effet aussitot des raisonnements de (5.5.12).

§ 6. CONDITIONS DE FINITUDE
6.1. Préschémas noethériens et localement noethériens.

Définition (6.x.1). — On dit qu’un préschéma X est noethérien (resp. localement noethérien)
s’il est réunion finie (resp. réunion) d’ouverts affines V tels que Panneau de chacun des schémas
induits sur les 'V, soit noethérien.

Il résulte aussitét de (1.5.2) que si X est localement noethérien, le faisceau
structural Oy est un faisceau cohérent d’anneaux, la question étant locale. Tout sous-Ox-
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Module (resp. tout Ox-Module quotient) quasi-cohérent d’un Ox-Module cohérent F est alors
cohérent, car la question est de nouveau locale, et il suffit d’appliquer (1.5.1), (1.4.1)
et (1.3.10), joints au fait qu’un sous-module (resp. module quotient) d’un module de
type fini sur un anneau noethérien est de type fini. Plus particuliérement, tout faisceau
d’idéaux quasi-cohérent de Ox est cohérent.

Si un préschéma X est réunion finie (resp. réunion) d’ouverts W, tels que les
préschémas induits sur les W, soient noethériens (resp. localement noethériens), il est
clair que X est noethérien (resp. localement noethérien).

Proposition (6.1.2). — Pour qu’un préschéma X soit noethérien, il faut et il suffit qu’il soit
localement noethérien et que son espace sous-jacent soit quasi-compact. L’espace sous-jacent de X est
alors noethérien.

La premiere assertion découle aussitét des définitions et de (1.1.10 (ii)). La
seconde résulte de (1.1.6) et du fait que tout espace réunion finie de sous-espaces noethé-
riens est noethérien (0, 2.2.3).

Proposition (6.1.3). — Soit X un schéma affine d’anneau A. Les conditions sutvantes sont
équivalentes : a) X est noethérien ; b) X est localement noethérien ; c) A est noethérien.

L’équivalence de a) et 4) résulte de (6.1.2) et de ce que tout schéma affine a un
espace sous-jacent quasi-compact (1.1.10) ; il est clair en outre que ¢) entraine a).
Pour voir que a) entraine ¢), remarquons qu’il y a un recouvrement fini (V;) de X
par des ouverts affines tels que ’anneau A; du préschéma induit sur V; soit noethérien.
Soit alors (a,) une suite croissante d’idéaux de A ; il lui correspond canoniquement de

fagon biunivoque (1.3.7) une suite croissante (d,) de faisceaux d’idéaux dans X:@X;
pour voir que la suite (a,) est stationnaire, il suffit de prouver que la suite ('G,) ’est. Or,
la restriction @,|V; est un faisceau quasi-cohérent d’idéaux dans Oy|V,, étant I'image
réciproque de ‘@, par linjection canonique V;—X (0, 5.1.4); q,|V; est donc de la
forme a,;, ol a,; est un idéal de A; (1.3.7). Comme A, est noethérien, la suite (a,;) est
stationnaire pour tout Z, d’ou la proposition.

On notera que le raisonnement précédent prouve aussi que si X est un préschéma
noethérien, toute suite croissante de faisceaux cohérents d’idéaux de Ox est siationnaire.

Proposition (6.x.4). — Tout sous-préschéma d’un préschéma noethérien (resp. localement
noethérien) est noethérien (resp. localement noethérien).

Il suffit de faire la démonstration pour un préschéma noethérien X ; en outre,
on est aussitot ramené par la définition (6.1.1) au cas ou X est un schéma affine. Comme
tout sous-préschéma de X est un sous-préschéma fermé d’un préschéma induit sur un
ouvert (4.1.3), on peut se borner a considérer le cas d’un sous-préschéma Y fermé ou
induit sur un ouvert de X. Le cas ou Y est fermé est immédiat, car si A est Panneau de X,
on sait que Y est un schéma affine d’anneau A/J, ou J estunidéal de A (4.2.3); comme
A est noethérien (6.1.3), il en est de méme de A/J.

Supposons maintenant Y ouvert dans X ; I’espace sous-jacent Y est noethé-
rien (6.1.2), donc quasi-compact, et par suite réunion finie d’ouverts D(f)) (f;eA);
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tout revient a démontrer la proposition lorsque Y =D(f) avec feA. Mais alors Y est
un schéma affine dont I'anneau est isomorphe a A; (1.3.6) ; comme A est noethé-
rien (6.1.3), il en est de méme de A,.

(6.x.5) On notera que le produit de deux S-préschémas noethériens n’est pas
nécessairement noethérien, méme si ces préschémas sont affines, car le produit tensoriel de
deux algebres noethériennes n’est pas nécessairement un anneau noethérien (cf. (6.3.8)).

Proposition (6.1.6). — Si X est un préschéma noethérien, le Nilradical /'y de Ox est
nilpotent.

On peut en effet recouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines U, et il suffit
de prouver qu’il existe des entiers n; tels que (Ax|U;)"=o0; si n est le plus grand
des m;, on aura alors #g=0. On est donc ramené au cas ot X =Spec(A) est affine,
A étant un anneau noethérien ; en vertu de (5.1.1) et de (1.3.13), il suffit d’observer
que le nilradical de A est nilpotent ([11], p. 127, cor. 4).

Corollaire (6.x.7). — Soit X un préschéma noethérien; pour que X soit un schéma affine,
il faut et il suffit que X 4 le soil.

Cela résulte de (6.1.6) et (5.1.10).

Lemme (6.1.8). — Soient X un espace topologique, x un point de X, U un voisinage ouvert
de x n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Alors il existe un voisinage V de x tel
que tout voisinage ouvert de x contenu dans V soit connexe.

Soient U,; (1<i<m) les composantes irréductibles de U ne contenant pas x ; le
complémentaire dans U de la réunion des U; est un voisinage ouvert V de x dans U,
donc aussi dans X ; c’est d’ailleurs le complémentaire dans X de la réunion des compo-
santes irréductibles de X qui ne contiennent pas x (0, 2.1.6). Soit alors W un voisinage
ouvert de x contenu dans V. Les composantes irréductibles de W sont les traces sur W
des composantes irréductibles de U qui rencontrent W (0, 2.1.6), donc ces composantes
contiennent x ; comme elles sont connexes, il en est de méme de W.

Corollaire (6.x.9). — Un espace topologique localement noethérien est localement connexe
(ce qui entraine entre autres que ses composantes connexes sont ouvertes).
Proposition (6.x1.x0). — Soit X un espace topologique localement noethérien. Les conditions

sutvantes sont équivalentes :

a) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes.

b) Les composantes irréductibles de X sont identiques & ses composantes connexes.
c) Les composantes connexes de X sont irréductibles.

d) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent pas.

Enfin, si X est un préschéma, ces conditions équivalent aussi a :
e) Pour tout xeX, Spec(0,) est irréductible (autrement dit le nilradical de O, est premier).
Il est immédiat que @) entraine 4), car un espace irréductible est connexe, et a)

entraine que les composantes irréductibles de X sont des ensembles a la fois ouverts et
fermés. Il est trivial que 4) entraine ¢) ; inversement, un ensemble fermé F contenant
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une composante connexe C de X et distinct de C ne peut étre irréductible, car cet ensemble
n’étant pas connexe est réunion de deux ensembles non vides disjoints & la fois ouverts
et fermés dans F, donc fermés dans X ; par suite ¢) entraine 4). On en conclut aussitot
que ¢) entraine d), deux composantes connexes distinctes étant sans point commun.

Nous n’avons pas utilisé jusqu’ici le fait que X est localement noethérien. Suppo-
sons maintenant cette hypothése réalisée et montrons que d) entraine a) : en vertu
de (0, 2.1.6), on peut se borner au cas ou I’espace X est noethérien, donc n’a qu’un
nombre fini de composantes irréductibles. Comme celles-ci sont fermées et deux a deux
disjointes, elles sont ouvertes.

Enfin I’équivalence de d) et ¢) est valable sans supposer que ’espace sous-jacent
au préschéma X soit localement noethérien. On peut en effet se ramener au cas ol
X=Spec(A) est affine en vertu de (0, 2.1.6) ; dire que x n’est contenu que dans une
seule composante irréductible de X signifie alors que j, ne contient qu’un seul idéal
minimal de A (1.1.14), ce qui équivaut a dire que j,0, ne contient qu’un seul idéal
minimal de @,, d’ou la conclusion.

Corollaire (6.x.x1). — Soit X un espace localement noethérien. Pour que X soit irréductible,
il faut et il suffit que X soit connexe et non vide, et que deux composantes irréductibles distinctes de X
ne se rencontrent pas. Si X est un préschéma, cette derniére condition équivaut & ce que Spec(0,)
est irréductible pour tout xeX.

La derniére partie a été vue dans (6.1.10) ; il n’y a donc a prouver que la suffisance
des conditions de la premiére assertion. Mais d’aprés (6.1.10), ces conditions entrainent
que les composantes irréductibles de X sont ses composantes connexes, et comme X est
connexe et non vide, il est irréductible.

Corollaire (6.1.12). — Soit X un préschéma localement noethérien. Pour que X soit intégre,
il faut et il suffit que X soit connexe et que O, soit intégre pour tout xeX.
Proposition (6.x.13). — Soit X un préschéma localement noethérien, et soit xeX un point

tel que le nilradical A/, de O, soit premier (vesp. que O, soit réduit, resp. intégre) ; alors il existe
un voisinage ouvert U de x qui est irréductible (resp. réduit, resp. intégre).

11 suffit de considérer les deux cas ou A4, est premier et ou A4 ,=o0, la troisiéme
hypothése étant conjonction des deux premieres. Si.4", est premier, x n’appartient qu’a
une seule composante irréductible Y de X (6.1.10) ; la réunion des composantes irré-
ductibles de X ne contenant pas x est fermée (I’ensemble de ces composantes étant
localement fini), et le complémentaire U de cette réunion est donc ouvert et contenu
dans Y, donc irréductible (0, 2.1.6). Si 47 =0, on a aussi #",=o0 pour tout y dans
un voisinage de x, car 4" est quasi-cohérent (5.1.1), et par suite cohérent puisque X
est localement noethérien, et la conclusion résulte de (0, 5.2.2).

6.2. Préschémas artiniens.

Définition (6.2.x). — On dit qu'un préschéma est artinien s’il est affine et si son anneau
est artinien.
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Proposition (6.2.2). — Etant donné un préschéma X, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma artinien ;
b) X est noethérien et son espace sous-jacent est discret ;
¢) X est noethérien et les points de son espace sous-jacent sont fermés (condition T;).

Lorsqu’il en est ainst, espace sous-jacent & X est fini, et Panneau A de X est composé direct
des anneaux locaux (artiniens) des points de X.

On sait que a) entraine la derni¢re assertion ([13], p. 205, th. 3), tout idéal premier
de A est alors maximal et est I'image réciproque de I'idéal maximal de I'un des composants
locaux de A, donc l’espace X est fini et discret ; a) entraine donc &) et b) entraine
évidemment ¢). Pour voir que ¢) entraine a), montrons d’abord que X est alors fini ;
on peut en effet se ramener au cas ol X est affine, et on sait qu’un anneau noethérien
dont tous les idéaux premiers sont maximaux est artinien ([13], p. 203), d’ou notre
assertion. L’espace sous-jacent X est alors discret, somme topologique d’un nombre fini
de points x;, et les anneaux locaux @, = A, sont artiniens ; il est clair que X est isomorphe
au schéma affine spectre premier de ’anneau A composé direct des A, (1.7.3).

6.3. Morphismes de type fini.

Définition (6.3.1). — On dit qu'un morphisme f : X—Y est de type fini si Y est réunion
d’une famille (V,) d’ouverts affines ayant la propriété suivante :

(P) f~X(V,) est réunion finie d’ouverts affines U ; tels que chacun des anneaux A(U ;) soit
une algeébre de type fini sur A(V,).

On dit alors aussi que X est un préschéma de type fini sur Y, ou un Y-préschéma de type fini.

Proposition (6.3.2). — St f : X—=Y est un morphisme de type fini, tout ouvert affine W
de Y posséde la propriété (P) de la déf. (6.3.1). '

Nous démontrerons d’abord le

Lemme (6.3.2.1). — 8t TCY est un ouvert affine, possédant la propriété (P), alors, pour
tout ge A(T), D(g) posséde la propriété (P).

En effet, par hypothése, f~(T) est réunion finie d’ouverts affines Z; tels que
A(Z;) soit une algebre de type fini sur A(T); soit ¢; : A(T) - A(Z;) I’homomor-
phisme d’anneaux correspondant & la restriction de f & Z; (2.2.4), et posons g;=9,(g) ;
on a alors f'(D(g))nZ,=D(g) (1.2.2.2). Or, A(D(g))=A(Z),=A(Z)[1/g] est
de type fini sur A(Z) et a fortiori sur A(T) en vertu de I’hypothése, donc aussi sur
A(D(g))=A(T)[1/g], ce qui démontre le lemme.

Ce lemme étant établi, comme W est quasi-compact (1.1.10), il existe un recou-
vrement fini de W par des ensembles de la forme D(g,), ol chaque g; appartient a un
anneau A(V,;). Chaque D(g), étant quasi-compact, est réunion finie d’ensembles
D(ky,) ou hueAW); si ¢, : A(W)—>A(D(g)) est Papplication canonique, on a
D(h;) =D (9;(h;)) en vertu de (1.2.2.2). En vertu de (6.3.2.1), chacun des
S 1D (k) admet un recouvrement fini par des ouverts affines Uy tels que A (Uy,)
soit une algébre de type fini sur A(D(%,))=A(W)[1/A,], d’ou la proposition.
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On peut donc dire que la notion de préschéma de type fini sur Y est locale sur Y.

Proposition (6.3.3). — Soient X, Y deux schémas affines; pour que X soit de type fini
sur Y, il faut et il suffit que A(X) soit une algebre de type fini sur A(Y).

La condition étant évidemment suffisante, prouvons qu’elle est nécessaire. Posons
A=A(Y), B=A(X); en vertu de (6.3.2), il existe un recouvrement ouvert affine
fini (V,) de X tel que chacun des anneaux A(V,) soit une A-algé¢bre de type fini. En
outre, les V, étant quasi-compacts, on peut recouvrir chacun d’eux par un nombre fini
d’ouverts de la forme D(g;)cV, ou g,eB; si ¢, est 'homomorphisme B—A(V))
correspondant a l'injection canonique V;—X, on a Bgif: (A(Vi))wi(gﬁ)zA(Vi)[l/(Pi( &l
donc Bgﬁ est une A-algeébre de type fini. On peut donc se ramener au cas ou V,=D(g)
avec g;eB. Par hypotheése, il existe une partie finie F; de B et un entier 7;> o tels que Bgi

soit 1’algébre engendrée sur A par les éléments 4,/g%, ol b, parcourt F,. Comme les g;
sont en nombre fini, on peut d’ailleurs supposer tous les 7, égaux a un méme entier n:
En outre, comme les D(g;) forment un recouvrement de X, 1’idéal engendré dans B par
les g, est égal & B, autrement dit, il existe des 4B tels que ?higiz 1. Soit alors F la

partie finie de B, réunion des F,, de I’ensemble des g; et de I’ensemble des %; ; montrons
que le sous-anneau B’ =A[F] de B est égal 4 B. Par hypothése, pour tout b€B et tout i,
I'image canonique de 4 dans B, est de la forme 5/}, ou b;€B’; en multipliant les &;
par des puissances convenables des g;, on peut encore supposer tous les m; égaux a un
méme entier m. Par définition des anneaux de fractions, il y a donc un entier N (dépen-
dant de b) tel que N>m et gfbeB’ pour tout i; or, dans Panneau B, les g% engendrent
I'idéal B’, puisqu’il en est ainsi des g; (les 4, appartenant & B'); il y a donc des ¢,eB’
tels que %ciglle, d’ott b=3¢glbeB’, C.Q.F.D.

Proposition (6.3.4). — (i) Toute immersion fermée est de type fini.

(ii) Le composé de deux morphismes de type fini est de type fini.

(i) 87 f: XX, g : Y->Y' sont deux S-morphismes de type fini, fX gg est de type fini.

(iv) 8t f: XY est un S-morphisme de type fini, fis est de type fini pour foute extension
g : S'=>S du préschéma de base.

(v) Si le composé gof de deux morphismes est de type fini, et si g est séparé, f est de type fini.

(vi) 8t un morphisme f est de type fini, il en est de méme de f,4.

En vertu de (5.5.12), il suffit de démontrer (1), (ii) et (iv).

Pour établir (i), on peut se borner au cas d’une injection canonique X—Y, X
étant un sous-préschéma fermé de Y ; en outre (6.3.2), on peut supposer Y affine,
auquel cas X est aussi affine (4.2.3) et son anneau estisomorphe 4 un anneau quotient A/3J,
ou A est ’anneau de Y et 3 un idéal de A; comme A/J estde type finisur A, la conclusion
en résulte.

Démontrons maintenant (ii). Soient f :X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes de
type fini, et soit U un ouvert affine de Z ; g*(U) admet un recouvrement fini par des
ouverts affines V; tels que A(V,) soit une algeébre de type fini sur A(U) (6.3.2) ; de méme,
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chacun des f'(V,) admet un recouvrement fini par des ouverts affines Wi; tels que
A(W;,) soit une algébre de type fini sur A(V,), et par suite aussi une algebre de type
fini sur A(U); d’ou la conclusion.

Enfin, pour démontrer (iv), on peut se borner au cas ou S=Y; en effet, fg,
est aussi égal a f(Y(S,)), [f étant considéré comme un Y-morphisme, et ’extension de la
base étant Yg,—~Y (3.3.9). Soient alors p, ¢ les projections X —X et Xg,—S'.
Soit V un ouvert affine dans S; (V) est réunion finie d’ouverts affines W, dont chacun
est tel que A(W,) soit une algébre de type fini sur A(V) (6.3.2). Soit V' un ouvert
affine de S’ contenu dans g~ '(V); comme fop=gog, ¢ (V') est contenu dans la
réunion des p '(W,); d’autre part, lintersection p (W,)ng *(V') s’identifie au
produit W;x,V' (3.2.7), qui est un schéma affine d’anneau isomorphe 2
AW)®,yA(V') (3.2.2) ; ce dernier étant par hypothése une algebre de type fini
sur A(V’), la proposition est démontrée.

Corollaire (6.3.5). — Soit f : X—Y un morphisme d’immersion. St Uespace sous-jacent
a'Y (resp. X) est localement noethérien (resp. noethérien), f est de type fini.

On peut toujours supposer Y affine (6.3.2) ; si I’espace sous-jacent 4 Y est locale-
ment noethérien, on peut en outre le supposer nocthérien et alors I’espace sous-jacent a X,
qui en est un sous-espace, est noethérien. Autrement dit, on peut supposer Y affine et
I’espace sous-jacent & X noethérien ; il existe alors un recouvrement de X par un nombre
fini d’ouverts affines D(g;,)cY, ou g,eA(Y), tels que XnD(g,) soit fermé dans D(g,)
(donc un schéma affine (4.2.3)), puisque X est localement fermé dans Y (4.1.3). Alors
A(XnD(g;)) est une algebre de type fini sur A(D(g,)), d’aprés (6.3.4, (1)) et (6.3.3),
et A(D(g))=A(Y),=A(Y)[1/g] est de type fini sur A(Y), ce qui achéve la démons-
tration.

Corollaire (6.3.6). — Sotent f: XY, g : Y—>Z deux morphismes. St gof est de type fini,
et st X est noethérien, ou X X ;Y localement noethérien, f est de type fini.

Cela résulte aussitét de la démonstration de (5.5.12) et de (6.3.5) appliquée au
morphisme d’immersion T’

Proposition (6.3.7). — Soit f : XY un morphisme de type fini; st Y est noethérien
(resp. localement noethérien), X est noethérien (resp. localement noethérien).

On peut se borner a faire la démonstration lorsque Y est noethérien. Alors Y
est réunion finie d’ouverts affines V; tels que les A(V,) soient des anneaux noethériens.
En vertu de (6.3.2), chacun des f*(V,) est réunion d’un nombre fini d’ouverts affines W,;
tels que les A(W,;) soient des algebres de type fini sur A(V;), donc des anneaux noethé-
riens ; cela prouve que X est noethérien.

Corollaire (6.3.8). — Soit X un préschéma de type fini sur S. Pour toute extension de la
base S'—S telle que S’ soit noethérien (resp. localement noethérien), X, est noethérien (resp.
localement noethérier). )

Cela résulte de (6.3.7), X5, ¢étant de type fini sur S’ en vertu de (6.3.4, (iv)).

On peut encore dire que dans un produit X XY de S-préschémas, si Pun des
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facteurs X, Y est de type fini sur S et I’autre noethérien (vesp. localement noethérien), alors X x Y
est noethérien (resp. localement noethérien).

Corollaire (6.3.9). — Soit X un préschéma de type fini sur un préschéma localement
noethérien S. Alors tout S-morphisme f : X—Y est de type fini.

En effet, on peut supposer S noethérien ; si ¢ : X8, ¢ : Y-S sont les morphismes
structuraux, on a ¢ ={¢of, et X est noethérien en vertu de (6.3.7) ; f est donc de type
fini en vertu de (6.3.6).

Proposition (6.3.x0). — Soit f: X—Y unmorphisme de type fini. Pour que f soit surjectif,
il faut et il suffit que, pour tout corps algébriquement clos Q, Papplication X (Q)—>Y(Q) corres-
pondant & f (3.4.1) soit surjective.

La condition est suffisante, comme on le voit en considérant pour tout yeY, une
extension algébriquement close Q de k( ), et le diagramme commutatif

X\
f l >Spec(Q)
Y/

(cf. (3.5.3)). Inversement, supposons f surjective, et soit g : {£}=Spec(Q)—Y un
morphisme,  étant un corps algébriquement clos. Si on considére le diagramme

X < X(Q)

| |

Y <« Spec(2)

il suffit donc de montrer qu’il existe dans X, un point rationnel sur Q (3.3.14, 3.4.3
et 3.4.4). Comme f est surjectif, X n’est pas vide (3.5.10) et comme f est de type
fini, il en est de méme de f,, (6.3.4, (iv)) ; donc X, contient un ouvert affine non vide Z
tel que A(Z) soit une algébre de type fini non nulle sur Q. En vertu du th. des zéros
de Hilbert [21], il existe un Q-homomorphisme A(Z)—>Q, donc une section de X,
au-dessus de Spec(Q), ce qui démontre la proposition.

6.4. Préschémas algébriques.

Définition (6.4.1). — Etant donné un corps K, on appelle K-préschéma algébrique un
préschéma X de type fini sur K ; K est appelé le corps de base de X. St en outre X est un schéma
(ou, ce qui revient au méme (5.5.8), si X est un K-schéma), on dit aussi que X est un
K-schéma algébrique.

Tout K-préschéma algébrique est noethérien (6.3.7).

Proposition (6.4.2). — Soit X un K-préschéma algébrique. Pour qu’un point xeX soit
Jfermé, il faut et il suffit que k(x) soit une extension algébrique de K, de degré fini.

On peut supposer X affine, I'anneau A de X étant une K-algebre de type fini.
En effet, les ouverts affines U de X tels que A(U) soit une K-algebre de type fini forment
un recouvrement de X (6.3.1). Les points fermés de X sont alors les points tels que j, soit
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un idéal maximal de A, autrement dit tels que A/j, soit un corps (nécessairement égal
a k(x)). Comme Afj, est une K-algébre de type fini, on voit que si x est fermé, k(x) est
un corps qui est une algebre de type fini sur K, donc nécessairement une K-algeébre de
rang fini [21]. Inversement, si k(x) est de rang fini sur K, il en est de méme de A/j,Ck(x)
et comme tout anneau intégre qui est une K-algébre de rang fini est un corps,
on a Afj,=Ek(x), donc x est fermé.

Corollaire (6.4.3). — Soient K un corps algébriquement clos, X un K-préschéma algébrique ;
les points fermés de X sont alors les points rationnels sur K (3.4.4) et s'identifient canoniquement
aux points de X a valeurs dans K.

Proposition (6.4.4). — Soit X un préschéma algébrique sur un corps K. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

a) X est artinien.

b) L’espace sous-jacent & X est discret.

c) L’espace sous-jacent @ X n’a qu’un nombre fini de points fermés.
c') L’espace sous-jacent a X est fini.

d) Les points de X sont fermés.

e) X est isomorphe @ Spec(A), oi A est une K-algébre de rang fini.

Comme X est noethérien, il résulte de (6.2.2) que les conditions a), 5), d) sont
équivalentes et entrainent ¢) et ¢’) ; par ailleurs, il est clair que ¢) entraine a). Reste a voir
que ¢) entraine d) et ¢) ; on peut se borner au cas ou X est affine. Alors A(X) est une
K-algebre de type fini (6.3.3), donc un anneau de Jacobson ([1], p. 3-11 et g-12), dans
lequel il n’y a par hypothése qu’un nombre fini d’idéaux maximaux. Comme une intersec-
tion finie d’idéaux premiers ne peut étre un idéal premier que si elle est égale a 'un
d’eux, tout idéal premier de A(X) est donc maximal, d’oi d). En outre, on sait
alors (6.2.2) que A(X) est une K-algebre artinienne de type fini, donc nécessairement
de rang fini [21].

(6.4.5) Lorsque les conditions de (6.4.4) sont satisfaites, on dit que X est un
schéma fini sur K (cf. (II, 6.1.1)), ou un K-schéma fini, de rang [A : K] que 'on note aussi
rgg(X) ; si X, Y sont deux schémas finis sur K, on a

(6.4.5.1) rgx(XuY) =rgg(X) +rgx(Y)
(6.4.5.2) rgx (X xgY) =rgg(X)rgg(Y)

comme il résulte de (3.2.2).

Corollaire (6.4.6). — Soit X un schéma fint sur un corps K. Pour toute extension K' de K,
XK' est un schéma fini sur K', et son rang sur K' est égal au rang de X sur K.

En effet, si A=A(X), on a [A®K':K']=[A:K].

Corollaire (6.4.7). — Soit X un schéma fini sur un corps K ; on pose n= X [k(x) : K],
ze€X
(on rappelle que si K’ est une extension de K, [K': K], est le rang séparable de K’ sur

K, rang de la plus grande extension algébrique séparable de K contenue dans K’);
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alors, pour toute extension algébriquement close Q de K, Pespace sous-jacent @ X&yQ a exactement
n points, qui s’identifient aux points de X a valeurs dans Q.

On peut évidemment se borner au cas ot 'anneau A=A(X) est local (6.2.2);
soient m son idéal maximal, L=A/m son corps résiduel, extension algébrique de K.
Les points de X & valeurs dans Q correspondent alors biunivoquement aux Q-sections
de X®xQ (3.4.1 et 3.3.14), et aussi aux K-homomorphismes de L dans Q (1.7.3),
d’ou la proposition (Bourbaki, Alg., chap. V, § 7, n° 5, prop. 8), compte tenu de (6.4.3).

(6.4.8) Le nombre n défini dans (6.4.7) s’appelle le rang séparable de A (ou
de X) sur K, ou aussi le nombre géométrique de points de X ; il est donc égal au nombre
d’éléments de X(Q)g. Il résulte aussitét de cette définition que, pour toute extension K’
de K, X®;K' a méme nombre géométrique de points que X. Si on désigne ce nombre
par n(X), il est clair que si X, Y sont deux schémas finis sur K, on a

(6.4.8.1) n(XuY)=n(X)+n(Y).
Sous les mémes hypothéses, on a aussi
(6.4.8.2) (X xY) =n(X)n(Y)

comme il résulte aussitét de linterprétation de n(X) comme nombre d’éléments de
X(Q)g et de la formule (3.4.3.1).

Proposition (6.4.9). — Soient K un corps, X, Y deux K-préschémas algébriques, f: X—Y
un K-morphisme, Q2 une extension algébriquement close de K, de degré de transcendance infini sur K.
Pour que f soit surjectif, il faut et il suffit que Uapplication X(Q)x—>Y(Q)g correspondant a
S (3.4.1) soit surjective.

La nécessité résulte de (6.3.10), en remarquant que f est nécessairement de type
fini (6.3.9). Pour voir que la condition est suffisante, on raisonne comme dans (6.3.10),
en remarquant que pour tout yeY, k() est une extension de K de type fini, et par
suite est K-isomorphe a un sous-corps de Q.

Remarque (6.4.10). — Nous verrons au chap. IV que la conclusion de (6.4.9)
est encore valable sans hypothése relative au degré de transcendance de Q sur K.

Proposition (6.4.1x). — Si f : XY est un morphisme de type fini, pour tout yeY, la
fibre f( y) est un préschéma algébrique sur le corps résiduel k(y) et pour tout xef'(y), k(x) est
une extension de type fini de k().

Comme f 1) =X®yk(y) (3.6.3), la proposition résulte de (6.3.4, (iv)) et
de (6.3.3).

Proposition (6.4.12). — Soient f : X—>Y, g : Y' =Y deux morphismes; posons
X' =XxyY' et soit f'=Ffy): X'=Y'. Soit y'eY', y=g(y'); sila fibre f—(y) est un
schéma algébrique fini sur k( ), alors la fibre f'=( ') est un schéma algébrique fini sur k(y'),
ayant méme rang et méme nombre géoméirique de points que f ().

Compte tenu de la transitivité des fibres (3.6.5), cela résulte aussitot de (6.4.6)
et (6.4.8).

(6.4.13) La prop. (6.4.11) montre que les morphismes de type fini correspondent
intuitivement aux « familles algébriques de variétés algébriques », les points de Y jouant
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le réle de « parametres », ce qui donne a ces morphismes une signification « géométrique ».
Les morphismes qui ne sont pas de type fini interviendront surtout par la suite dans
les questions de « changement du préschéma de base », par exemple par localisation ou
complétion.

6.5. Détermination locale d’'un morphisme.

Proposition (6.5.x). — Soient X, Y deux S-préschémas, Y étant de type fini sur S;
soient x€X, yeY au-dessus d’'un méme point s€S.

(1) St deux S-morphismes f=(,0), f'=({’,0") de X dans Y sont tels que $(x)=1{'(x)=y,
et que les O homomorphismes (locaux) 0% et 6.% de O, dans @, sotent identiques, f et f' coincident
dans un voisinage ouvert de x.

(i) Supposons en outre S localement noethérien. Pour tout O ~homomorphisme local ¢ : 0,—0,,
il extste un voisinage ouvert U de x dans X et un S-morphisme f=(Y, 0) de U dans Y tels que
Y(x) =y et Hi=0.

(1) La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines
d’anneaux respectifs A, B, C, f et f' étant de la forme (%, §) et (%', ¢"’) respectivement,
ol ¢ et ¢’ sont deux A-homomorphismes de C dans B tels que ¢ '(j,) =¢''(j,) =j,, et
les homomorphismes ¢, et ¢, de G, dans B,, déduits de ¢ et ¢’, sont identiques; on peut
en outre supposer que C est une A-algébre de type fini. Soient ¢; (1 <i<n) des générateurs
de la A-algébre C, et posons b,=o(c;), b;=0¢'(¢;); par hypothése, on a b;/1 =5][1
dans I’anneau de fractions B, (1 <i<n). Cela signifie qu’il existe des éléments s;e B—j,
tels que s;(b—b;) =0 pour 1<i<n, et on peut évidemment supposer tous les s; égaux
a un méme élément geB—j,. On en conclut que I'on a §,/1 =5;/1 pour 1<i<n dans
I’anneau de fractions B,; si ¢, est 'homomorphisme canonique B—B,, on a par suite
1,00 =1,09"; donc les restrictions de f'et /" a D(g) sont identiques.

(ii) On peut se ramener a la méme situation que dans (i), et supposer en outre
que l’anneau A est noethérien. Soient ¢; (1<i<n) des générateurs de la A-algébre C,
etsoit « : A[X|, ..., X,]—=C I’'homomorphisme de I’algébre de polynémes A[Xj, ..., X,]
sur C transformant X; en ¢; pour 1 <7< n. Soit d’autre part i, ’homomorphisme cano-
nique C—~GC,, et considérons I’homomorphisme composé

AKX, ..., X]5>C%C 5B,

Désignons par a le noyau de P ; comme A est noethérien, il en est de méme de
A[X,, ..., X,], et par suite a admet un systéme fini de générateurs Q (X,, ..., X,)
(1<j<m). D’autre part, chacun des éléments ¢(z (c;)) peut s’écrire b,fs;, o b,eB et
5;¢j,; on peut en outre supposer tous les s5; égaux a un méme élément geB—j,. Cela
étant, on a par hypothése Q(b,/g, ..., b,/g) =0 dans B,; posons

Q.(X%/T, ..., X,/T) =P,(X,, ..., X,, T)/TH

ou P; est homogeéne de degré k;. Soit alors d;=P(b,, ..., b, g)€B. Par hypothése,
on a td;=o pour un t,eB—j (1<j<m), et on peut évidemment supposer tous les ¢,
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égaux a un méme €lément heB—j,; on en conclut que Py(kb,, ..., kb, hg) =0 pour
1 <j<m. Cela étant, considérons I’homomorphisme ¢ de A[X,, ..., X,] dans ’anneau
de fractions B,, qui applique X, sur hb;/hg (1<i<n); P'image de a par cet homomor-
phisme est o, et il en est a fortiori de méme de I'image par p du noyau «*(0). Donc p se
factorise en A[X,, ..., X,] S0% B,,, avec vy(¢) =hb;/hg, et il est clair que si 7, est
I’homomorphisme canonique B,,—B,, le diagramme

Cc-B,

(6.5.1.1) iyl liz

est commutatif ; on a donc ¢ =+, et comme ¢ est un homomorphisme local, *y(x) =y;
Sf=(*, ¥) est donc un S-morphisme du voisinage D(kg) de x dans Y qui répond 2 la
question.

Corollaire (6.5.2). — Sous les hypothéses de (6.5.1, (ii)), si en outre X est de type fini
sur S, on peut supposer le morphisme f de type fini.

Cela résulte de (6.5.6).

Corollaire (6.5.3). — Supposons vérifies les hypothéses de (6.5.1, (ii)), et supposons
en outre que Y soit intégre, et ¢ un homomorphisme injectif. Alors on peut supposer que f=("y, ¥)
ot v est injectif.

En effet, on peut supposer G intégre (5.1.4), donc 7, injectif ; il résulte alors du
diagramme (6.5.1.1) que y est injectif.

Proposition (6.5.4). — Sotent f= ($, 0) : X—>Y un morphisme de type fini, x un point
de X, y=1{(x).

(i) Pour que f soit une immersion locale au point x (4..5.1), il faut et il suffit que 0% : 0,—~0,
soit surjectif.

(1) On suppose en outre Y localement noethérien. Pour que f soit un isomorphisme local au
point x (4.5.2), il faut et il suffit que 0% soit un isomorphisme.

(ii) En vertu de (6.5.1), il existe alors un voisinage ouvert V de y et un morphisme
g: V=X tels que gof (resp. fog) soit défini et coincide avec l'identité dans un voisinage
de x (resp. »), d’ou on tire aisément que f est un isomorphisme local.

(i) La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X et Y affines, d’anneaux
respectifs A, B ; on a f=(%, '¢), ol ¢ est un homomorphisme d’anneaux B—A qui
fait de A une B-algébre de type fini ; on a ¢ '(j,) =j,, et ’homomorphisme ¢, : B—~A,
déduit de ¢ est surjectif. Soit () (1<i<n) un systeme de générateurs de la B-algebre A ;
I’hypothése sur ¢, implique qu’il existe des b,€¢B et un ce B—j, tels que, dans I’anneau
de fractions A,, on ait f/1=¢(b,)/e(c) pour 1<i<n. Par suite (1.3.3), il existe ac A—i,
tel que, si on pose g=ag(c), on ait aussi ¢/1=aq(b;)/g dans Panneau de fractions A,. Cela
étant, il existe par hypothése un polynome Q (X, .. ., X,) a coefficients dans ’anneau ¢ (B),
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tel que a=Q(t,...,4); posons Q(X,/T, ..., X /T)=P(X,, ..., X, T)/T", ou P
est homogeéne de degré m. Dans ’anneau A, on a

a[t=a"P(e(by), - .., 9(b,), 9(c))[g"=a"o(d)[g"

ou deB. Comme, dans A, g/t=(a/1)(o(c)/1) est inversible par définition, il en est
de méme de a1 et de ¢(c)/1, et on peut donc écrire a/1 = (¢(d)[1)(p(c)/1)™™. On en
conclut que ¢(d)/1 est aussi inversible dans A,. Posons alors h=c¢d ; comme ¢(k)/1 est
inversible dans A, ’homomorphisme composé B—iA—»Ag se factorise en B——>Bh-Y>A,J
(0, 1.2.4). Montrons que vy est surjectif ; il suffit de vérifier que I'image de B, dans A,
contient les #/1 et (g/1)™% Or, on a (g/1)™ = (e(c)/1)" eo(d)/1)=v(c"/h), et
aft =y(d" k™), donc (ae(b))/1=v(b;d™ k™), et comme ¢[1=/(ap(h;)/1)(g/1)™?, notre
assertion est démontrée. Le choix de % implique que $(D(g)) cD(%), et la restriction de f
a D(g) est égale a (%, Y¥); comme y est surjectif, cette restriction est une immersion
fermée de D(g) dans D(%) (4.2.3).

Corollaire (6.5.5). — Soit f=(¢, 0) : XY un morphisme de type fini. On suppose X
irréductible, on désigne par x son point générique, et on pose y={(x).

(1) Pour que f soit une immersion locale en un point de X, il faut et il suffit que 0% : 0,0,
soit surjectif.

(ii) On suppose de plus Y trréductible et localement noethérien. Pour que f soit un isomorphisme
local en un point de X, il faut et il suffit que y soit le point générique de Y (ou, ce qui revient au
méme (0, 2.1.4) que f soit un morphisme dominant) et que 0% soit un isomorphisme (autrement
dit, que f soit birationnel (2.2.9)).

Il est clair que (i) résulte de (6.5.4, (i)) compte tenu de ce que tout ouvert non
vide de X contient x ; de méme (ii) résulte de (6.5.4, (ii)).

6.6. Morphismes quasi-compacts et morphismes localement de type fini.

Définition (6.6.1). — On dit qu’un morphisme f : X—Y est quasi-compact si I'image
réciproque par [ de tout ouvert quasi-compact de Y est quasi-compacte.

Soit B une base de la topologie de Y formée d’ouverts quasi-compacts (par exemple
d’ouverts affines) ; pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que 'image réciproque
par f de tout ensemble de B soit quasi-compacte (ou, ce qui revient au méme, réunion
finte d’ouverts affines), car tout ouvert quasi-compact de Y est réunion finie d’ensembles
de B. Par exemple, si X est quasi-compact et Y affine, alors tout morphisme f : X—Y est
quasi-compact : en effet, X est réunion finie d’ensembles ouverts affines U,, et pour tout
ouvert affine V de Y, Unf~*(V) est affine (5.5.10), donc quasi-compact.

Si f: X—Y est un morphisme quasi-compact, il est clair que pour tout ouvert V
de Y, la restriction de a4 f~(V) est un morphisme quasi-compact f~(V)-V. Inverse-
ment, si (U,) est un recouvrement ouvert de Y et f : X—Y un morphisme tel que les
restrictions f~(U,)—U, soient quasi-compactes, alors f est quasi-compact.

Définition (6.6.2). — On dit qu’un morphisme f : X—Y est localement de type fini si,
pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x et un voisinage ouvert V2 f(U) de y tels que la
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restriction de f & U soit un morphisme de type fini de U dans V. On dit alors aussi que X est un
préschéma localement de type fini sur Y, ou un Y-préschéma localement de type fini.

I1 résulte aussitot de (6.3.2) que si f est localement de type fini, alors, pour tout
ouvert W de Y, la restriction de f'a /(W) est un morphisme f—*(W)-W qui est locale-
ment de type fini.

Si Y est localement noecthérien et si X est localement de type fini sur Y, X est
localement noethérien en vertu de (6.3.7).

Proposition (6.6.3). — Pour qu’un morphisme f: X—Y soit de type fini, il faut et il suffit
qu’tl soit quasi-compact et localement de type fini.

La nécessité des conditions est immédiate, vu (6.5.1) et la remarque suivant
(6.6.1). Inversement, supposons ces conditions satisfaites et soit U un ouvert affine
de Y, d’anneau A ; pour tout xf*(U), il y a par hypothése un voisinage V(x)cf*(U)
de x et un voisinage W(x)cU de y=f(x), contenant f(V(x)) et tel que la restriction
de f & V(x) soit un morphisme V(x)—>W(x) qui est de type fini. En remplacant W(x)
par un voisinage W;(x)cW(x) de x de la forme D(g) (avec geA), et V(x) par
V(x)nf~'(W;(x)), on peut supposer que W(x) est de la forme D(g), donc de type fini
sur U (puisque son anneau s’écrit A[1/g]); par suite V(x) est de type fini sur U. En
outre f~!(U) est quasi-compact par hypothése, donc réunion d’un nombre fini d’ou-
verts V(x;), ce qui achéve la démonstration.

Proposition (6.6.4). — (i) Une immersion X—Y est quasi-compacte si elle est fermée,
ou st Pespace sous-jacent & 'Y est localement noethérien ou si Uespace sous-jacent & X est noethérien.

(11) Le composé de deux morphismes quasi-compacts est quasi-compact.

(iii) 8¢ f: XY est un S-morphisme quasi-compact, il en est de méme de fi5, : Xgy—>Y g
pour toute extension g : S'>S du préschéma de base.

(iv) S f: XX e g : Y>Y' sont deux S-morphismes quasi-compacts, fXqg est
quasi-compact.

(v) St le composé de deux morphismes f : X—Y, g : Y—>Z est quasi-compact et si g est
séparé, ou Uespace sous-jacent & X localement noethérien, f est quasi-compact.

(vi) Pour qu’un morphisme f soit quasi-compact, il faut et il suffit que f,,q le soit.

On notera que (vi) est évident puisque la propriété d’étre quasi-compact pour un
morphisme ne dépend que de Iapplication continue correspondante des espaces sous-
jacents. Démontrons de méme la partie de (v) correspondant au cas ou ’espace sous-
jacent X est supposé localement noethérien. Posons As=gof, et soit U un ouvert quasi-
compact dans Y ; g(U) est quasi-compact (non nécessairement ouvert) dans Z, donc
contenu dans une réunion finie d’ouverts quasi-compacts V; (2.1.3), et f~!(U) est par
suite contenu dans la réunion des £ *(V,), qui sont des sous-espaces quasi-compacts de X,
donc des sous-espaces noethériens. On en conclut (0, 2.2.3) que f~*(U) est un espace
noethérien, et a fortiori quasi-compact.

Pour prouver les autres assertions, il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii) (5.5.12).
Or, (ii) est évidente, et (i) résulte de (6.3.5) lorsque I'espace Y est localement noethérien
ou I’espace X noethérien et est évidente pour une immersion fermée. Pour établir (iii),
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on peut se borner au cas o S=Y (3.3.11); posons f'=fg,, et soit U un ouvert
quasi-compact dans S’. Pour tout s'eU’, soit T un voisinage ouvert affine de g(s')
dans S, et soit W un voisinage ouvert affine de s’ contenu dans U'ng *(T) ; il suffira
de montrer que f' (W) est quasi-compact ; autrement dit, on peut se ramener 3 prouver
que lorsque S et S’ sont affines, espace sous-jacent a X X S’ est quasi-compact. Mais
comme X est alors par hypothése réunion finie d’ouverts affines V,, X xS" est réunion
des espaces sous-jacents aux schémas affines V;XxS' (3.2.2 et 3.2.7), ce qui achéve
de prouver la proposition.

On notera aussi que si X=X'tuX" est somme de deux préschémas, un morphisme
f: XY est quasi-compact si et seulement si ses restrictions 2 X' et X'’ le sont.

Proposition (6.6.5). — Soit f: X—Y un morphisme quasi-compact. Pour que f soit domi-
nant, il faut et il suffit que pour tout point générique y d’une composante irréductible de Y, f( )
contienne le point générique d’une composante irréductible de X.

Il est immédiat que la condition est suffisante (sans supposer f quasi-compact).
Pour voir qu’elle est nécessaire, considérons un voisinage ouvert affine U de y ; f~*(U)
est quasi-compact, donc réunion finie d’ouverts affines V,, et ’hypothése que f est dominant
implique que y appartient & Padhérence dans U d’un des f(V;). On peut évidemment
supposer X et Y réduits ; comme I’adhérence dans X d’une composante irréductible
de V; est une composante irréductible de X (0, 2.1.6), on peut remplacer X par V,,

Y par le sous-préschéma fermé réduit de U ayant f(V,)nU pour espace sous-jacent (5.2.1),
et on est ainsi ramené a démontrer la proposition lorsque X=Spec(A) et Y=Spec(B)
sont affines et réduits. Comme f est dominant, B est alors un sous-anneau de A (1.2.7%),
et la proposition résulte alors du fait que tout idéal premier minimal de B est l'inter-
section de B et d’un idéal premier minimal de A (0, 1.5.8).

Proposition (6.6.6). — (i) Toute immersion locale est localement de type fini.

(i) 87 deux morphismes f: X—Y, g : Y—>Z sont localement de type fini, il en est de méme
de gof. ,

(iii) St f: X—>Y est un S-morphisme localement de type fini, fig) : Xigy—> (g est locale-
ment de type fini pour toute extension S'—>S du préschéma de base.

(iv) 87 f: X>X' et g: Y>Y' sont deux S-morphismes localement de type fini, fX g
est localement de type fini.

(v) 8% le composé gof de deux morphismes est localement de type fini, f est localement de type fini.

(vi) St un morphisme f est localement de type fini, il en est de méme de f,q,.

En vertu de (5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Si j : X—Y est une
immersion locale, pour tout xeX, il y a un voisinage ouvert V de j(x) dans Y et un
voisinage ouvert U de x dans X tels que la restriction de j & U soit une immersion
fermée U—V (4.5.1), donc cette restriction est de type fini. Pour établir (ii), considérons
un point x€X; il y a par hypothése un voisinage ouvert W de g(f(x)) et un voisinage
ouvert V de f(x) tels que g(V)cW et que V soit de type fini sur W ; en outre f~1(V)
est localement de type fini sur V (6.6.2), donc il y a un voisinage ouvert U de x qui
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est contenu dans f (V) et de type fini sur V; par suite on a g(f(U))cW et U est de
type fini sur W (6.3.4, (ii)). Enfin, pour démontrer (iii), on peut se borner au cas ou
Y=S (3.3.11); pour tout x'eX'=Xy,, soient x 'image de #' dans X, s I'image
de x dans S, T un voisinage ouvert de s, T son image réciproque dans S, U un voisi-
nage ouvert de ¥ dont I'image est contenue dans T et qui est de type fini sur T ; alors
UXT'=UXx,T" est un voisinage ouvert de x' (3.2.7) qui est de type fini sur T’
(6.3-4, (iv)).

Corollaire (6.6.7). — Sotent X, Y deux S-préschémas qui sont localement de type fini sur S.
S1 S est localement noethérien, X XY est localement noethérien.

En effet, X étant localement de type fini sur S, est localement noethérien, et
X XY est localement de type fini sur X, donc est aussi localement noethérien.

Remarque (6.6.8). — La proposition (6.3.10) et sa démonstration s’étendent
aussitdt au cas ou 'on suppose seulement que le morphisme f est localement de type
fini. De méme, les propositions (6.4.2) et (6.4.9) restent valables lorsqu’on suppose
que les préschémas X, Y qui figurent dans leur énoncé sont seulement localement de
type fini sur le corps K.

§ 7. APPLICATIONS RATIONNELLES

7.1. Applications rationnelles et fonctions rationnelles.

(7-x.1) Soient X, Y deux préschémas, U, V, deux ouverts denses dans X, f
(resp. g) un morphisme de U (resp. V) dans Y ; nous dirons que f et g sont équivalents
§’ils coincident dans un ouvert dense dans UnV. Comme une intersection finie d’ouverts
denses dans X est un ouvert dense dans X, il est clair que cette relation est une relation
d’équivalence.

Définition (7.1.2). — Etant donnés deux préschémas X, Y, on appelle application rationnelle
de X dans Y une classe d’équivalence de morphismes de parties ouvertes denses de X dans Y, pour
la relation définie dans (7.1.1). St X et Y sont des S-préschémas, on dit qu’une telle classe est une
S-application rationnelle s’il existe un représentant de cette classe qui est un S-morphisme. On appelle
S-section rationnelle de X toute S-application rationnelle de S dans X. On appelle fonction rationnelle
sur un préschéma X toute X-section rationnelle du X-préschéma X Q,Z[T] (on T est une
indéterminée) .

Par abus de langage, lorsqu’il ne sera question que de S-préschémas, on dira
« application rationnelle » au lieu de « S-application rationnelle » si aucune confusion ne
peut en résulter.

Soient f une application rationnelle de X dans Y, U un ouvert de X; si f;, f, sont
des morphismes appartenant a la classe f, définis respectivement dans des ouverts denses V,
W de X, les restrictions f;[(UnV), /3| (UnW) coincident dans UnVnW qui est dense
dans U; la classe de morphismes f définit donc une application rationnelle de U dans Y,
appelée restriction de f & U et notée f|U.

Si, & tout S-morphisme f: X—Y, on fait correspondre la S-application rationnelle

155



156 A. GROTHENDIECK Chap. I

a laquelle appartient f, on définit une application canonique de Homg(X,Y) dans
Iensemble des S-applications rationnelles de X dans Y. On désigne par I',,(X/Y) I’en-
semble des Y-sections rationnelles de X, et on a donc une application canonique
I'(X/Y)—>I', (X/Y). Il est clair en outre que si X et Y sont deux S-préschémas, ’en-
semble des S-applications rationnelles de X dans Y s’identifie canoniquement a
L (X XsY)[X) (3-3-14).

(7.1.3) Il résulte aussitét de (7.1.2) et de (3.3.14) que les fonctions rationnelles
sur X s’identifient canoniquement aux classes d’équivalence des sections du faisceau structural Oy
au-dessus d’ouverts partout denses de X, deux telles sections étant équivalentes si elles
coincident dans un ouvert partout dense contenu dans l'intersection de leurs ensembles
de définition. Il en résulte en particulier que les fonctions rationnelles sur X forment
un anneaw R(X).

(7-x.4) Lorsque X est un préschéma irréductible, tout ouvert non vide est dense
dans X ; on peut encore dire que les ouverts non vides de X sont les voisinages ouverts
du point générique x de X. Dire que deux morphismes de parties ouvertes non vides de X
dans Y sont équivalents signifie donc dans ce cas qu’ils ont méme germe au point x. Autre-
ment dit, les applications rationnelles (resp. S-applications rationnelles) X—Y s’iden-
tifient aux germes de morphismes (resp. de S-morphismes) de parties ouvertes non vides de X
dans Y au point générique x de X. En particulier :

Proposition (7.1.5). — St X est un préschéma irréductible, I'anneau R(X) des fonctions
rationnelles sur X s’identifie canoniquement & I’ anneau local O, du point générique x de X. C’est
un anneau local de dimension o, et par suite un anneau local artinien lorsque X est noethérien; c’est
un corps lorsque X est intégre, et il s’identifie au corps des fractions de A(X) lorsqu’en outre X est
un schéma affine.

Vu ce qui précede et 'identification des fonctions rationnelles aux sections de Oy
au-dessus d’un ouvert partout dense, la premiére assertion n’est autre que la définition
de la fibre d’un faisceau en un point. Pour les autres assertions, on peut se borner au cas
ou X est affine d’anneau A ; alors j, est le nilradical de A, et 0, est donc de dimension o
si A est inteégre, j,= (0), et @, est donc le corps des fractions de A. Enfin, si A est noethé-
rien, on sait ([11], p. 127, cor. 4) que j, est nilpotent et 0, = A, artinien.

Si X est intégre, 'anneau O, est intégre pour tout zeX; tout ouvert affine U
contenant z contient aussi x, et R(U), égal au corps des fractions de A(U), s’identifie
donc & R(X) ; on en conclut que R(X) s’identifie aussi au corps des fractions de @, : I'iden-
tification canonique de @, & un sous-anneau de R(X) consiste & faire correspondre a
tout germe de section se @, I’'unique fonction rationnelle sur X, classe d’une section de Oy
(nécessairement définie sur un ouvert partout dense) ayant pour germe s au point 2.

(7-1.6) Supposons maintenant que X ait un nombre fini de composantes irré-
ductibles X, (1 <i<n) (ce qui est le cas lorsque I’espace sous-jacent & X est noethérien) ;
soit X; louvert de X, complémentaire par rapport a X; de la réunion des X;nX;
pour j#i; X; est irréductible, son point générique x; est le point générique de X,, et
les X, sont deux a deux disjoints, leur réunion étant dense dans X (0, 2.1.6). Pour
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tout ouvert partout dense U de X, U, =UnX; est un ouvert non vide dense dans X/,
les U, étant deux & deux sans point commun, donc U’ = UU] est dense dans X. Se donner
7

un morphisme de U’ dans Y revient a se donner (arbitrairement) un morphisme de
chacun des U, dans Y. Donc :

Proposition (77.x.7). — Sotent X, Y deux préschémas (resp. S-préschémas) tels que X ait
un nombre fini de composantes irréductibles X, de points génériques x; (1<i<n). Si R, est
Uensemble des germes de morphismes (resp. S-morphismes) de parties ouvertes de X dans Y au
point x;, Uensemble des applications rationnelles (resp. S-applications rationnelles) de X dans Y
S’identifie au produit des R, (1 <i<n).

Corollaire (77.x.8). — Soit X un préschéma noethérien. L anneau des fonctions rationnelles
sur X est un anneau artinien, dont les composants locaux sont les anneaux O, des points génériques x,
des composantes irréductibles de X.

Corollaire (7.x.9). — Soient A un anneau noethérien, et soit X =Spec(A). St Q est le
complémentaire de la réunion des idéaux premiers minimaux de A, I’anneau des fonctions rationnelles
sur X s’identifie canoniquement a I anneau de fractions QT A.

Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (77.x.9.1). — Pour qu’un élément feA soit tel que D(f) soit partout dense dans X,
il faut et il suffit que feQ ; tout ouvert dense dans X contient un ouvert de la forme D(f), ot feQ.

En effet, supposons ce lemme démontré ; ’anneau des sections I'(D( f), Ox) s’iden-
tifiant 2 A; (1.3.6 et 1.3.7), il résulte du fait que les D(f) avec feQ forment un ensemble
cofinal dans ’ensemble ordonné (pour 2) des ouverts denses dans X, et de la déf. (7.1.1)
que I'anneau des fonctions rationnelles sur X s’identifie a4 la limite inductive des A,
pour feQ (pour la relation de préordre « g est multiple de f »), c’est-a-dire 3 QA
(0, 1.4.5).

Pour démontrer (7.1.9.1), désignons encore par X; les composantes irréductibles
de X (1<i<n); si D(f) est dense dans X, D(f)nX;=+ 0 pour 1<i<n et réciproquement;
mais cela signifie que f¢p, pour 1<i<n, en posant p,=j(X;), et comme les p, sont
les idéaux premiers minimaux de A (1.1.14), les relations fé¢p, (1<i<n) équivalent
a feQ, d’olt la premiére assertion du lemme. D’autre part, si U est un ouvert dense
dans X, le complémentaire de U est un ensemble de la forme V(a), ou a est un idéal
qui n’est contenu dans aucun des p;; il n’est donc pas contenu dans leur réunion ([10],
p- 13), et il existe donc un fea appartenant 2 Q ; d’oi D(f)cU, ce qui achéve la
démonstration.

(7.x.10) Supposons de nouveau X irréductible, de point générique x. Comme
tout ouvert non vide U de X contient x, et par suite contient aussi tout zeX tel que
xe{—z—}, tout morphisme U—Y peut se composer avec le morphisme canonique
Spec(0,)+X (2.4.1); et deux morphismes dans Y de deux parties ouvertes non vides
de X, qui coincident dans une partie ouverte non vide de X donnent par composition
le méme morphisme Spec(0,)—Y. Autrement dit, & toute application rationnelle de X
dans Y correspond ainsi un morphisme Spec(@,)—Y bien déterminé.
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Proposition (7.x.xx). — Soient X, Y deux S-préschémas; on suppose X irréductible,
de point générique x, et Y de type fini sur S. Deux S-applications rationnelles de X dans Y, auxquelles
correspond le méme S-morphisme Spec(0,)—Y sont identiques. Si on suppose de plus S localement
noethérien, tout S-morphisme de Spec(0,) dans Y correspond & une S-application rationnelle (et
une seule) de X dans Y.

Compte tenu de ce que tout ouvert non vide de X est partout dense, cela résulte
aussitot de (6.5.1).

Corollaire (7.1.312). — On suppose S localement noethérien, et les autres hypothéses
de (77.1.11) satisfaites. Les S-applications rationnelles de X dans Y s’identifient alors aux points
du S-préschéma Y, a valeurs dans le S-préschéma Spec(0,).

Cela n’est autre que (7.1.11), avec la terminologie introduite dans (3.4.1).

Corollaire (7.x.13). — On suppose remplies les conditions de (7.1.12). Soit s 'image
de x dans S. La donnée d’une S-application rationnelle de X dans Y équivaut @ la donnée d’un
point y de Y au-dessus dé s, et d’un O -homomorphisme local O,—0,=R(X).

Cela résulte de (7.1.11) et de (2.4.4).

En particulier :

Corollaire (7.1.14). — Sous les conditions de (7.1.12), les S-applications rationnelles
de X dans Y ne dépendent (pour Y donné) que du S-préschéma Spec(0,) et en particulier restent
les mémes lorsqu’on remplace X par Spec(0,), pour tout zeX.

En effet, comme ze{_x}, x est le point générique de Z=Spec(0,), et Ox , =0, ,.

Lorsque X est intégre, R(X)=0,=k(x) est un corps (7.1.5); les corollaires
précédents se spécialisent alors en :

Corollaire (7.1.15). — On suppose vérifies les conditions de (7.1.12) et en outre que X
est intégre. Soit s I'image de x dans S. Alors les S-applications rationnelles de X dans Y s’identifient
aux points géométriques de YRk (s) a valeurs dans Pextension R(X) de k(s), autrement dit chacune
d’elles équivaut a la donnée d’un point yeY au-dessus de s et d’un k(s)-monomorphisme de k()
dans k(x) =R(X).

Les points de Y au-dessus de s s'identifient en effet & ceux de Y®gk(s) (3.6.3)
et les 0,-homomorphismes locaux ¢,—R(X) aux Fk(s)-monomorphismes k()R (X).

Plus particuli¢rement :

Corollaire (77.1.36). — Soient k un corps, X, Y deux préschémas algébriques (6.4.1)
sur k; on suppose en outre X intégre. Alors les k-applications rationnelles de X dans Y s’identifient
aux points géométriques de Y a valeurs dans I extension R(X) de k (3.4.4).

7.2. Domaine de définition d’une application rationnelle.

(7.2.1) Soient X, Y deux préschémas, f une application rationnelle de X dans Y.
On dit que f est définie en un point xe€X §’il existe un ensemble ouvert partout dense U
contenant x et un morphisme U—Y appartenant a la classe d’équivalence f. L’ensemble
des points xeX ou f est définie est appelé le domaine de définition de f; il est clair que
c’est un ouvert partout dense dans X.
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Proposition (7.2.2). — Soient X, Y deux S-préschémas, tels que X soit réduit et Y séparé
sur S. Soit f une S-application rationnelle de X dans Y, U, son domaine de définition. Il existe alors
un S-morphisme et un seul U,—Y appartenant a la classe f.

Comme pour tout morphisme U—Y appartenant a la classe f, on a nécessairement
UcU,, il est clair que la proposition sera conséquence du

Lemme (77.2.2.x). — Sous les hypothéses de (7.2.2), soient Uy, U, deux ouverts partout
denses de X, f;: U;—Y (i=1, 2) deux S-morphismes tels qu’il existe un ouvert VcU;nU,
dense dans X et dans lequel f, et f, coincident. Alors fi et f, coincident dans U;nU,.

On peut évidemment se borner au cas ot X=U; =U,. Comme X (donc V)
est réduit, X est le plus petit sous-préschéma fermé de X majorant V (5.2.2). Soit
g=(f1, fo)s : X=>Y XY ; comme par hypothése la diagonale T=Ay(Y) est un sous-
préschéma fermé de Y XY, Z=g}T) est un sous-préschéma fermé de X (4.4.1).
Si 4 : V=Y estlarestriction commune de f; et f, 4 V, la restriction de ga Vest g'=(k, k),
qui se factorise en g'=Ayoh; comme Ay (T)=Y, ona g~ (T)=V, et par suite Z est
un sous-préschéma fermé de X induisant V, donc majorant V, ce qui entraine Z=1X.
De la relation g }(T)=X, on déduit (4.4.1) que g se factorise en Ayof, ol f est un
morphisme X—Y, ce qui entraine par définition du morphisme diagonal que f,=f,=f.

Il est clair que le morphisme Uj;—>Y défini dans (7.2.2) est 'unique morphisme
de la classe f qui ne puisse étre prolongé & un morphisme d’une partie ouverte de X contenant
strictement U,,. Sous les hypothéses de (7.2.2), on peut donc identifier les applications ration-
nelles de X dans Y aux morphismes non prolongeables (3 des ouverts strictement plus
grands) d’ouverts partout denses de X dans Y. Avec cette identification, la prop. (7.2.2)
entraine :

Corollaire (77.2.3). — Les hypothéses sur X et Y étant celles de (77.2.2), soit U un ouvert
partout dense de X. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les S-morphismes de U
dans Y et les S-applications rationnelles de X dans Y définies en tous les points de U.

En vertu de (7.2.2), pour tout S-morphisme f de U dans Y, il existe en effet une
S-application rationnelle et une seule fde X dans Y qui prolonge f.

Corollaire (7.2.4). — Soient S un schéma, X un S-préschéma réduit, Y un S-schéma,
f: U=>Y un S-morphisme d’un ouvert dense U de X dans Y. St fest la Z-application rationnelle
de X dans Y qui prolonge f, f est un S-morphisme (et est par suite la S-application rationnelle de X
dans Y prolongeant f).

En effet, si ¢ : XS, ¢ : Y—=S sont les morphismes structuraux, U, le domaine
de définition de £ J linjection U;,—X, il suffit de prouver que ¢o f— = @oj, ce qui résulte
aussitdt de (7.2.2.1), puisque f est un S-morphisme.

Corollaire (7.2.5). — Sotent X, Y deux S-préschémas ; on suppose X réduit, X et 'Y séparés
sur S. Soient p :Y—>X un S-morphisme (faisant de Y un X-préschéma), U un ouvert partout
dense de X, f une U-section de Y ; alors Papplication rationnelle f de X dans Y prolongeant f est
une X-section rationnelle de Y.
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Il faut prouver que pof est 'identité dans le domaine de définition dej?; puisque X
est séparé sur S, cela résulte encore de (7.2.2.1).

Corollaire (7.2.6). — Soient X un préschéma réduit, U un ouvert partout dense de X. Il y a
correspondance biunivoque canonique entre les sections de Oy au-dessus de U et les fonctions ration-
nelles f sur X définies en tout point de U.

Compte tenu de (7.2.3), (7.1.2) et (7.1.3), il suffit de remarquer que le X-pré-
schéma X®,Z[T] est séparé au-dessus de X (5.5.1, (iv)).

Corollaire (77.2.7). — Soient Y un préschéma réduit, f :X—Y un morphisme séparé,
U un ouvert partout dense de Y, g : U—f(U) une U-section de f—*(U), Z le sous-préschéma

rédutt de X ayant g(U) pour espace sous-jacent (5.2.1). Pour que g soit restriction d’une Y-section
de X (autrement dit (7.2.5) pour que 'application rationnelle de Y dans X prolongeant g
soit partout définie), i/ faut et il suffit que la restriction de f a Z soit un isomorphisme de Z sur Y.

La restriction de f & f*(U) est un morphisme séparé (5.5.1, (i), donc g est une
immersion fermée (5.4.6), et par suite g(U)=Znf*(U) et le sous-préschéma induit
par Z sur Pouvert g(U) de Z est identique au sous-préschéma fermé de f*(U) associé
a g (5.2.1). Il est clair alors que la condition de I’énoncé est suffisante, car si elle est
remplie et si f; : Z—Y estlarestriction de fa Z et g : Y—Z I'isomorphisme réciproque,
g prolonge g. Inversement, si g est restriction & U d’une Y-section % de X, % est une
immersion fermée (5.4.6), donc A(Y) est fermé, et comme il est contenu dans Z, il est
égal 4 Z, et il résulte de (5.2.1) que % est nécessairement un isomorphisme de Y sur
le sous-préschéma fermé Z de X.

(7-2.8) Soient X, Y deux S-préschémas, X étant supposé réduit et Y séparé sur S.
Soit f une S-application rationnelle de X dans Y, et soit ¥ un point de X ; on peut
composer f avec le S-morphisme canonique Spec(?,)—>X (2.4.1) pourvu que la trace
sur Spec(0@,) du domaine de définition de f soit dense dans Spec(0,) (identifié a I’ensemble
des zeX tels que xe{_z} (2.4.2)). Ceci aura lieu dans les cas suivants :

1° X est irréductible (donc intégre), car alors le point générique £ de X est le point
générique de Spec(0,) ; comme le domaine de définition U de f contient £, UnSpec(0,)
contient &, donc est dense dans Spec(0,).

2° X est localement noethérien ; notre assertion résulte en effet alors du

Lemme (7.2.8.1). — Sotent X un préschéma dont I’ espace sous-jacent est localement noethérien,
x un point de X. Les composantes irréductibles de Spec(0,) sont les traces sur Spec(@,) des
composantes irréductibles de X contenant x. Pour qu’un ouvert U cX soit tel que UnSpec(0,) soit
dense dans Spec(0,), il faut et il suffit qu’il rencontre les composantes irréductibles de X contenant x
(ce qui a lieu en particulier si U est dense dans X).

La seconde assertion résulte évidemment de la premiere, et il suffit donc de
démontrer celle-ci. Comme Spec(0,) est contenu dans tout ouvert affine U contenant x,
et que les composantes irréductibles de U contenant x sont les traces sur U des compo-
santes irréductibles de X contenant x (0, 2.1.6), on peut supposer X affine d’anneau A.
Comme les idéaux premiers de A, correspondent biunivoquement aux idéaux premiers
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de A contenus dans {, (0, 1.2.6), les idéaux premiers minimaux de A, correspondent aux
idéaux premiers minimaux de A contenus dans j,, d’ot le lemme (1.1.14).

Cela étant, supposons que I’on soit dans I'un des deux cas précités. Si U est le
domaine de définition de la S-application rationnelle f, désignons par f' Papplication
rationnelle de Spec(@,) dans Y qui coincide (compte tenu de (2.4.2)) avec f dans
UnSpec(@,); nous dirons que cette application rationnelle est induite par f.

Proposition (7.2.9). — Sotent S un préschéma localement noethérien, X un S-préschéma
réduit, Y un S-schéma de type fini. On suppose en outre X irréductible ou localement noethérien.
Soient alors f une S-application rationnelle de X dans Y, x un point de X. Pour que f soit définie
au point %, il faut et il suffit que I application rationnelle f' de Spec(0,) dans Y, induite par f (7.2.8),
soit un morphisme.

La condition étant évidemment nécessaire (puisque Spec(@,) est contenu dans tout
ouvert contenant x), prouvons qu’elle est suffisante. En vertu de (6.5.1), il existe un
voisinage ouvert U de x dans X et un S-morphisme g de U dans Y, induisant f' sur
Spec(@,). Si X est irréductible, U est dense dans X, et en vertu de (7.2.3) on peut
supposer que g est une S-application rationnelle. En outre, le point générique de X
appartient a Spec(0,) et au domaine de définition de f, donc f et g coincident en ce point,
et par suite dans un ensemble ouvert non vide de X (6.5.1). Mais comme f et g sont
des S-applications rationnelles, elles sont identiques (7.2.3), donc f est définie en x.

Si maintenant on suppose X localement noethérien, on peut supposer U noethé-
rien ; il n’y a alors qu’un nombre fini de composantes irréductibles X; de X contenant
x (7.2.8.1), et on peut supposer que ce sont les seules rencontrant U, en remplacant
au besoin U par un ouvert plus petit (puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de composantes
irréductibles de X rencontrant U, U étant noethérien). On voit alors comme ci-dessus
que f et g coincident dans un ouvert non vide de chacun des X,. Tenant compte du fait
que chacun des X est contenu dans U, considérons alors le morphisme f;, défini dans un
ouvert dense de Uu (X—U), égal 4 g dans U et A f dans P'intersection de X—U et du
domaine de définition de f. Comme Uu(X—TU) est dense dans X, f; et f coincident dans
un ouvert dense de X, et comme f est une application rationnelle, f est une extension
de f; (7.2.3), donc est définie au point x.

7.3. Faisceau des fonctions rationnelles.

(7-3-1) Soit X un préschéma. Pour tout ouvert UcX, désignons par R(U)
Panneau des fonctions rationnelles sur U (7.1.3) ; c’est une I'(U, 0y)-algebre. En outre,
si VcU est un second ouvert de X, toute section de 0y au-dessus d’une partie ouverte
partout dense de U donne par restriction a V une section au-dessus d’une partie ouverte
partout dense de V, et si deux sections coincident au-dessus d’une partie ouverte partout
dense de U, leurs restrictions & V coincident au-dessus d’une partie ouverte partout
dense de V. On définit donc ainsi un di-homomorphisme d’algébres ey ; : R(U) - R(V),
et il est clair que si UoVOW sont trois ouverts de X, on a oy y=pw vopyy; les R(U)
définissent donc un préfaisceau d’algebres sur X.
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Définition (7.3.2). — On appelle faisceau des fonctions rationnelles sur un préschéma X
et on désigne par H(X) la Ox-Algébre associée au préfaisceau formé des R(U).

Pour tout préschéma X et tout ouvert UcX, il est clair que le faisceau induit
Z(X)| U n’est autre que Z(U).

Proposition (7.3.3). — Soit X un préschéma tel que la famille (X,) de ses composantes
irréductibles soit localement finie (ce qui est en particulier le cas lorsque Uespace sous-jacent a X est
localement noethérien). Alors le Ox-Module #(X) est quasi-cohérent, et pour tout ouvert U de X ne
rencontrant quw’'un nombre fini de composantes X,, R(U) est égal & T'(U, Z(X)) et s'identifie
canoniquement au composé direct des anneaux locaux des points génériques des X, telles que UnX,+0.

On peut évidemment se limiter au cas ot X n’a qu’un nombre fini de composantes
irréductibles X, de points génériques x; (1<:<n). Le fait.que R(U) est canoniquement
identifié au composé direct des ¢, =R(X,) tels que UnX+0 résulte alors de (7.1.7).
Montrons en outre que le préfaisiceau U—R(U) vérifie les axiomes des faisceaux, ce
qui prouvera que R(U)=TI'(U, Z(X)). En effet, il vérifie (F 1) d’aprés ce qui précede.
Pour voir qu’il satisfait & (F 2), considérons un recouvrement d’un ouvert U de X par
des ouverts V,cU ; siles 5,eR(V,) sont telles que les restrictions de s, et 552 V,nV,
coincident pour tout couple d’indices, on en conclut que pour tout indice ¢ tel que
UnX;+0, les composantes dans R(X;) de toutes les s, telles que V,nX;+0 sont les
mémes ; désignant par f; cette composante, il est clair que I’élément de R(U) ayant
les #, pour composantes a pour restriction s, a chaque V,. Enfin, pour voir que #(X)
est quasi-cohérent, on peut se limiter au cas o X=Spec(A) est affine; en prenant
pour U les ouverts affines de la forme D(f), ou feA, il résulte de ce qui précede et de
la définition (1.3.4) que I'on a Z(X) =1\N/I, ou M est somme directe des A-modules A’i'

Corollaire (7.3.4). — Soit X un préschéma réduit n’ayant qu’un nombre fini de composantes
urréductibles, et soient X, (1<i<n) les sous-préschémas fermés réduits de X ayant pour espaces
sous-jacents les composantes irréductibles de X (5.2.1). Si h; est Pinjection canonique X —~X,
R(X) est alors composée directe des Ox-Algébres (b)) (#(X)).

Corollaire (7.3.5). — Si X est irréductible, tout R(X)-Module quasi-cohérent F est un
Saisceau simple.

Il suffit de montrer que tout xeX admet un voisinage U tel que % |U soit un
faisceau simple (0, 3.6.2), autrement dit on est ramené au cas ou X est affine ; on peut
en outre supposer que & est le conoyau d’un homomorphisme (2(X))"—(Z(X))Y
(0, 5.1.3), et tout revient a voir que #(X) est un faisceau simple ; mais cela est évident
puisque I'(U, Z(X))=R(X) pour tout ouvert non vide U, U contenant le point
générique de X.

Corollaire (77.3.6). — Si X est irrédductible, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F,
F ®@x.%(X) est un faisceau simple; si en outre X est réduit (donc intégre), F ®0X.%(X) est
isomorphe & un faisceau de la forme (%(X))".

La seconde assertion résulte de ce que R(X) est alors un corps.

Proposition (7.3.7). — Supposons que le préschéma X soit localement intégre ou localement
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noethérien. Alors #(X) est une Ox-Algébre quasi-cohérente; si en outre X est réduit (ce qui est
le cas lorsque X est localement intégre), I’homomorphisme canonique Ox—R(X) est injectif.

La question étant locale, la premiére assertion résulte de (7.3.3); la seconde
résulte aussitot de (7.2.3).

(7-3-8) Soient X, Y deux préschémas ayant chacun un nombre fini de compo-
santes irréductibles, et soit f : X—Y un morphisme dont la restriction 4 I’ensemble des
points génériques des composantes irréductibles de X est une surjection sur ’ensemble des
points génériques des composantes irréductibles de Y. Alors on a

(7.3.8.x) f(2(Y))=2(X).

En effet, on est ramené (en vertu de (7.3.3)) au cas ou X et Y sont irréductibles,
de points génériques x, y, avec f(x)=y; donc (f"(#(Y))),=0,8. 0,=0, (0, 4.3.1),
ce qui démontre (7.3.8.1) en vertu de (7.3.5). Y

7.4. Faisceaux de torsion et faisceaux sans torsion.

(7-4.x) Soit X un préschéma intégre. Pour tout Ox-Module &, ’homomorphisme
canonique Oyx—Z(X) définit par tensorisation un homomorphisme (dit encore canonique)
F>F Qo A(X) qui, sur chaque fibre, n’est autre que ’homomorphisme z—z®1 de £,
dans f$®@xR(X). Le noyau 7 de cet homomorphisme est un sous-Oy-Module de #,

appelé faisceau de torsion de F ; il est quasi-cohérent si & est quasi-cohérent (4.1.1 et
7.3.6). On dit que F est sans torsion si J =o et que F est un faisceau de torsion si I =F.
Pour tout Ox-Module &, F|J est sans torsion. On déduit de (7.3.5) que :

Proposition (7.4.2). — St X est un préschéma intégre, tout Ox-Module quasi-cohérent
sans torsion F est isomorphe & un sous-faisceau 9 d’un faisceau simple de la forme (#(X))D,
engendré (en tant que H(X)-Module) par 9.

Le cardinal de I est appelé le rang de F ; pour tout ouvert affine non vide U de X,
le rang de & est égal au rang de I'(U, #) en tant que I'(U, 0)-module, comme on
le voit aussitot en considérant le point générique de X, contenu dans U. En particulier :

Corollaire (77.4.3). — Sur un préschéma intégre X, tout Oy-Module quasi-cohérent sans
torsion et de rang 1 (en particulier tout Ox-Module inversible) est isomorphe & un sous-Ox-Module
de A(X), et réciproquement.

Corollaire (77.4.4). — Soient X un préschéma intégre, £, L' deux Ox-Modules sans torsion,
f (resp. f') une section de & (resp. £') au-dessus de X. Pour que fQf'=o, il faut et il
suffit que Pune des sections f, f' soit nulle.

Soit x le point générique de X ; on a par hypothese (f®f'),=/,®f, =o0. Comme £,
et &, s’identifient & des sous-0,-Modules du corps @,, la relation précédente entraine
f,=0 ou f/=o, etparsuite f=o0 ou f =0 puisque £ et £’ sont sans torsion (7.3.5).

Proposition (7.4.5). — Sotent X, Y deux préschémas intégres, f : X—Y un morphisme
dominant. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent sans torsion F, f.(F) est un Oy-Module sans
torsion.
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Comme f, est exact a gauche (0, 4.2.1), il suffit, en vertu de (7.4.2), de prouver
la proposition lorsque & = (#(X))"V. Or, tout ouvert non vide U de Y contient le
point générique de Y, donc f~*(U) contient le point générique de X (0, 2.1.5), donc
on a alors I'(U, f.(F))=T(f""(U), #) = (R(X))"; autrement dit, f,(F) est le faisceau
simple de fibre (R(X))", considéré comme Z%(Y)-Module, et il est évidemment sans
torsion.

Proposition (77.4.6). — Soient X un préschéma intégre, x son point générique. Pour lout
Ox-Module quasi-cohérent de type fini F, les conditions suivantes sont équivalentes : a) F est un
Sfaisceau de torsion ; b) F_ =o0; c) Supp(F)+X.

En vertu de (7.3.5) et de (7.4.1), les relations &, ,=o0 et e3@'(@(9}(,%’(X)=0 sont
équivalentes, donc a) et ) sont équivalentes ; d’autre part, Supp(#) est fermé dans
X (0, 5.2.2), et comme tout ouvert non vide de X contient x, b} et ¢) sont équivalentes.

(7-4-7) On étend (par abus de langage) les définitions de (7.4.1) au cas ou X
est un préschéma réduit n’ayant qu’un nombre fini de composantes irréductibles ; il résulte

alors de (7.3.4) que I’équivalence de a) et c) dans (7.4.6) est encore valable pour un
tel préschéma.

§ 8. LES SCHEMAS DE CHEVALLEY

8.1. Anneaux locaux apparentés.

Pour tout anneau local A, nous noterons m(A) l'idéal maximal de A.

Lemme (8.x.1). — Soient A, B deux annecaux locaux tels que AcCB ; les conditions
sutvantes sont équivalentes : (1) m(B)nA=m(A); (i) m(A)cm(B); (i) 1 n’appartient
pas a Uidéal de B engendré par m(A).

Il est évident que (i) entraine (ii) et (ii) entraine (iii) ; enfin, si (iii) est vérifieé,
m(B)nA contient m(A) et ne contient pas 1, donc est égal 2 m(A).

Lorsque les conditions équivalentes de (8.1.1) sont remplies, on dit que B domine A ;
il revient au méme de dire que linjection A—B est un homomorphisme local. Il est
clair que, dans I’ensemble des sous-anneaux locaux d’un anneau R, la relation de
domination est une relation d’ordre.

(8.1.2) Considérons maintenant un corps R. Pour tout sous-anneau A de R, nous
désignerons par L(A) ’ensemble des anneaux locaux A,, ol p parcourt le spectre premier
de A ; ils sont identifiés & des sous-anneaux de R contenant A. Comme p = (pA,)nA,
P’application p—A, de Spec(A) dans L(A) est bijective.

Lemme (8.1.3). — Sotent R un corps, A un sous-anneau de R. Pour qu’un sous-anneau
local M de R domine un anneau A,eL(A), il faut et il suffit que AcM; Panneau local A,
dominé par M est alors unique et correspond @ p=m(M)nA.

En effet, si M domine A,, on a m(M)nA,=pA, d’apres (8.1.1), d’oi 'unicité
de p; d’autre part, si AcM, m(M)nA=p est premier dans A, et comme A—pcM,
on a A,cM et pA,cm(M), donc M domine A,.
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Lemme (8.x.4). — Sotent R un corps, M, N deux sous-anneaux locaux de R, P le sous-
anneau de R engendré par MUN. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un idéal premier p de P tel que m(M)=pnM, m(N)=pnN.

(i) L’idéal a engendré dans P par m(M)om(N) est distinct de P.

(iii) 21 existe un sous-anneau local Q) de R dominant & la fois M et N.

Il est clair que (i) implique (ii) ; inversement, si a+P, a est contenu dans un
idéal maximal n de P et comme 1¢n, nnM contient m(M) et est distinct de M, donc
nnM=m(M) et de méme nnN=m(N). II est clair que si Q domine M et N, on a
PcQ et m(M)=m(Q)nM=m(Q)nP)nM, m(N)=(m(Q)nP)nN, donc (iii)
entraine (i); la réciproque est évidente en prenant Q =P,.

Lorsque les conditions de (8.1.4) sont satisfaites, on dit, avec C. Chevalley, que les
anneaux locaux M et N sont apparentés.

Proposition (8.1.5). — Sotent A, B deux sous-anneaux d’un corps R, C le sous-anneau de R
engendré par AuB. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout anneau local Q contenant A et B, on a A, =B, en posant p=m(Q)nA,
q=m(Q)nB.

(i1) Pour tout idéal premier v de C, on a A,=B,, en posant p=rnA, q=rnB.

(i) 82 MeL(A) et NeL(B) sont apparentés, ils sont identiques.

(iv) On a L(A)nL(B)=L(C).

Les lemmes (8.1.3) et (8.1.4) prouvent que (i) et (iii) sont équivalentes ; il est
clair que (i) entraine (ii) en I’appliquant & Q=C,; inversement, (ii) entraine (i),
car si Q contient AuB, il contient C, et si t=m(Q)nC, on a p=trnA et q=1rnB
d’apres (8.1.3). Il est immédiat que (iv) implique (i), car si Q contient AuB, il domine
un anneau local C,eL(C) par (8.1.3); on a par hypothése C,eL(A)nL(B), et (8.1.1)
et (8.1.3) prouvent que C,=A,=B,. Prouvons enfin que (iii) entraine (iv). Soit
QeL(C); Q domine un MeL(A) et un NeL(B) (8.1.3), donc M et N, étant appa-
rentés, sont identiques par hypothése. Comme on a alors GcM, M domine un Q'eL(C)
(8.1.3), donc Q domine Q’, ce qui (8.1.3) entraine nécessairement Q=0Q' =M,
donc QeL(A)nL(B). Inversement, si QeL(A)nL(B), on a CcQ, donc (8.1.3)
Q domine un Q" eL(C)cL(A)nL(B) ; Q et Q' étant apparentés sont identiques,
donc Q'"'=QeL(C), ce qui achéve la démonstration.

8.2. Anneaux locaux d’un schéma intégre.

(8.2.1) Soient X un préschéma intégre, R son corps des fonctions rationnelles,
identique a I’anneau local du point générique @ de X ; pour tout xeX, on sait que 0,
s’identifie canoniquement 4 un sous-anneau de R (7.1.5), et pour toute fonction ration-
nelle feR, le domaine de définition 3(f) de f est 'ensemble ouvert des xeX tels que
f€0,. 11 en résulte (7.2.6) que pour tout ouvert UcX, on a

(8.2.1.1) I'(U, %) =EQU@Z
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Proposition (8.2.2). — Soient X un préschéma intégre, R son corps des _fonctions rationnelles.
Pour que X soit un schéma, il faut et il suffit que la relation « 0O, et O, sont apparentés» (8.1.4)
entre points x, y de X implique x =y.

Supposons cette condition vérifiée, et montrons que X est séparé. Soient U et V
deux ouverts affines distincts de X, A et B leurs anneaux, identifiés 4 des sous-anneaux
de R ; U (resp. V) s’identifie donc (8.1.2) a L(A) (resp. L(B)), et ’hypothése entraine
(8.1.5) que si C est le sous-anneau de R engendré par AuB, W=UnV s’identifie &
L(A)nL(B) =L(C). En outre, on sait ([1], p. 5-03, prop. 4 bis) que tout sous-anneau E
de R est égal & l'intersection des anneaux locaux appartenant & L(E) ; C s’identifie
donc a l'intersection des anneaux @, pour ze W, autrement dit (8.2.1.1) a T'(W, 0).
Considérons alors le sous-préschéma induit par X sur W ; a ’homomorphisme identique
¢ : C—>T'(W, 0f) correspond (2.2.4) un morphisme @ = (¢, 0) : W—Spec(C) ; nous
allons voir que @ est un isomorphisme de préschémas, d’ou résultera que W est un ouvert
affine. L’identification de W a L(C)=Spec(C) montre que { est bijective. D’autre part,
pour tout xe W, 6% est Pinjection C,—0,, si t=m,nC, et par définition C, est identifié
A 0,, donc 6% est bijective. Il reste donc & voir que ¢ est un homéomorphisme, autrement
dit que pour toute partie fermée FcW, ¢(F) est fermé dans Spec(C). Or, F est la trace
sur W d’une partie fermée de U, de la forme V(a), ol a est un idéal de A ; montrons
que $(F)=V(aC), ce qui prouvera notre assertion. En effet, les idéaux premiers de C
contenant aC sont les idéaux premiers de C contenant a, donc les idéaux de la forme
$(x) =m,nC ol acm, et xe W ; comme acm, équivaut & xeV(a) =WnF pour xeU,
on a bien {(F)=V(aC).

Il s’ensuit que X est séparé, car UnV est affine et son anneau C est engendré
par la réunion AuB des anneaux de U et V (5.5.6).

Inversement, supposons X séparé, et soient x, y deux points de X tels que 0, et 0,
soient apparentés. Soit U (resp. V) un ouvert affine contenant x (resp. y), d’anneau A
(resp. B) ; on sait alors que UnV est affine et que son anneau C est engendré par
AuUB (5.5.6).Si p=m,nA,g=m,nB, ona A, =0, B,=0,, et comme A, et B, sont
apparentés, il existe un idéal premier r de C tel que p=1rnA,q=1rnB (8.1.4). Mais
alors il existe un point zeUnV tel que r=m,nGC puisque UnV est affine, et on a
évidemment x=z et y=z, d’ot x=y.

Corollaire (8.2.3). — Soient X un schéma intégre, x, y deux points de X. Pour que xe{_y},
il faut et il suffit que 0,C0,, autrement dit que toute fonction rationnelle définie en x soit définie en y.

La condition est évidemment nécessaire puisque le domaine de définition §(f)
d’une fonction rationnelle feR est ouvert; montrons qu’elle est suffisante. Si 0,c0,,
il existe un idéal premier p de 0, tel que @, domine (0,), (8.1.3); or (2.4.2) il existe
zeX tel que xe{z_} et que 0,=(0,),;

p; comme O, et O, sont apparentés, on a z=y

par (8.2.2), d’ou le corollaire.

Corollaire (8.2.4). — St X est un schéma intégre, Uapplication x—0, est injective ;
autrement dit, si x, y sont deux points distincts de X, il existe une fonction rationnelle définie en Pun
de ces points et non en I autre.
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Cela résulte de (8.2.3) et de I'axiome (T,) (2.1.4).

Corollaire (8.2.5). — Soit X un schéma intégre dont Pespace sous-jacent est noethérien ;
lorsque f parcourt le corps R des fonctions rationnelles sur X, les ensembles 3(f) engendrent la topo-
logie de X.

En effet, toute partie fermée de X est alors réunion finie d’ensembles fermés

irréductibles, c’est-a-dire de la forme {y_} (2.1.5). Or, si x¢{7}, il existe une fonction
rationnelle f définie en x et non en y (8.2.3), autrement dit, on a xe3(f) et 3(f) ne

rencontre pas {_y_} Le complémentaire de {7} est par suite réunion d’ensembles de la
forme 3(f), et en vertu de la premiére remarque, tout ouvert de X est réunion d’inter-
sections finies d’ouverts de la forme 3( f).

(8.2.6) Le cor. (8.2.5) montre que la topologie de X est entiérement caractérisée
par la donnée de la famille d’anneaux locaux (0,),.x ayant R pour corps des fractions.
Il revient au méme d’ailleurs de dire que les parties fermées de X sont définies de la fagon
suivante : étant donnée une partie finie {x,, ..., x,} de X, on considére ’ensemble des
yeX tels que 0,c0,, pour un indice ¢ au moins, et ces ensembles (pour tous les choix
de {x,, ..., %,}) sont les ensembles fermés de X. En outre, une fois connue la topologie
de X, le faisceau structural Oy est aussi bien déterminé par la famille des @,, puisque

I'yu, 0g) = nUQZ par (8.2.1.1). La famille (0,),ox détermine donc complétement le
z€

préschéma X lorsque X est un schéma intégre dont ’espace sous-jacent est noethérien.

Proposition (8.2.7). — Soient X, Y deux schémas intégres, f : X—Y un morphisme
dominant (2.2.6), K (resp. L) le corps des fonctions rationnelles sur X (resp. Y). Alors L
S’identifie @ un sous-corps de K, et pour tout xeX, Oy, est Punique anneau local de Y dominé
par 0,.

En effet, si f=(J, 0) et sia est le point générique de X, ¢(a) est le point générique
de Y (0, 2.1.5) ; 6f est par suite un monomorphisme du corps L=0,, dans le
corps K=¢,. Comme tout ouvert affine non vide U de Y contient {(a), il résulte
de (2.2.4) que ’homomorphisme T'(U, 0y) - I'(¢™*(U), Ox) correspondant a f est la
restriction de 6 2 I'(U, 0y). Donc, pour tout xeX, 6% est la restrictiona 0, de 6f,
et est par suite un monomorphisme. On sait en outre que 6% est un homomorphisme
local, donc, si on identifie L 4 un sous-corps de K par 6f, 0, «y est dominé par 0, (8.1.1) ;
c’est d’ailleurs le seul anneau local de Y dominé par 0,, puisque deux anneaux locaux
de Y qui sont apparentés sont identiques (8.2.2).

Proposition (8.2.8). — Sotent X un préschéma irréductible, f : X—Y une immersion
locale (resp. un isomorphisme local) ; on suppose en outre le morphisme f séparé. Alors f est une
immersion (resp. une immersion ouverte).

Soit f = (¢, 0) ; il suffit, dans les deux cas, de prouver que ¢ est un homéomorphisme
de X sur ¢(X) (4.5.3). Remplagant f par f,; (5.1.6 et 5.5.1, (vi)), on peut supposer X
et Y réduits. Si Y' est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace sous-
jacent ¢(X), f se factorise en XLY'—LY, ou j est l'injection canonique (5.2.2). Il
résulte de (5.5.1, (v)) que f’' est encore un morphisme séparé ; en outre, ' est encore
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une immersion locale (resp. un isomorphisme local), car la question étant locale sur X
et Y, on peut se borner pour le démontrer au cas ou f est une immersion fermée (resp.
une immersion ouverte) et notre assertion découle alors aussitét de (4.2.2).

On peut donc supposer que f est un morphisme dominant, ce qui entraine que Y
est, lui aussi, irréductible (0, 2.1.5), donc que X et Y sont tous deux intégres. En outre,
la question étant locale sur Y, on peut supposer que Y est un schéma affine ; comme f
est séparé, X est un schéma (5.5.1, (ii)), et on est finalement dans les hypothéses
de (8.2.7). Alors, pour tout xeX, 6f est injectif; mais ’hypothése que f est une
immersion locale implique que 6% est surjectif (4.2.2), donc 6% est bijectif, autrement
dit (avec l'identification de (8.2.7)) on a 0, =0,. Cela implique par (8.2.4) que ¢
est une application injective, ce qui démontre déja la proposition lorsque f est un isomor-
phisme local (4.5.3). Lorsqu'on suppose seulement que f est une immersion locale,
pour tout xeX il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage ouvert V
de ¢(x) dans Y tels que la restriction de ¢ & U soit un homéomorphisme de U sur une
partie fermée de V. Or, U est dense dans X, donc {(U) est dense dans Y et a fortiori dans V,
ce qui prouve que $(U)=V ; comme ¢ est injective, ¢ }(V)=U et ceci achéve de
montrer que § est un homéomorphisme de X sur ¢(X).

8. 3. Les schémas de Chevalley.

(8.3.1) Soient X un schéma intégre noethérien, R son corps des fonctions ration-
nelles ; désignons par X' I’ensemble des sous-anneaux locaux @,cR, ou x parcourt X.
L’ensemble X’ vérifie les trois conditions suivantes :

(Sch. 1) Pour tout MeX', R est le corps des fractions de M.
(Sch. 2) Il existe un ensemble fini de sous-anneaux noethériens A, de R tels que X'=UL(A,)

et que, pour tout couple d’indices i, j, le sous-anneau A,; de R engendré par AU A; soit une algébre
de type fini sur A,.
(Sch. 3) Deux éléments M, N de X' qui sont apparentés sont identiques.

On a en effet vu dans (8.2.1) que (Sch. 1) est satisfaite, et (Sch. g) résulte de (8.2.2).
Pour démontrer (Sch. 2), il suffit de recouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines U,,
d’anneaux noethériens, et de prendre A,=I'(U,, 0x) ; ’hypothése que X est un schéma
entraine que U;nU; est affine et que I'(U;nU, Ox)=A; (5.5.6) ; en outre, comme
Iespace U, est noethérien, 'immersion U;nU;—U; est de type fini (6.3.5), donc A
est une A;-algebre de type fini (6.3.3).

(8.3.2) Les structures dont les axiomes sont (Sch. 1), (Sch. 2) et (Sch. 3) généra-
lisent les « schémas» au sens de C. Chevalley, qui suppose en outre que R est une extension
de type fini d’un corps K et que les A, sont des K-algebres de type fini (ce qui rend inutile
une partie de (Sch. 2)) [1]. Inversement, si on a une telle structure sur un ensemble X',
on peut lui associer un schéma intégre X en utilisant les remarques de (8.2.6) : ’espace

sous-jacent de X est égal 24 X' muni de la topologie définie dans (8.2.6), et du faisceau Oy
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tel que I'(U, O)= QU@ pour tout ouvert UcX, avec une définition évidente des
x

homomorphismes de restriction. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’on obtient
bien ainsi un schéma integre, dont les anneaux locaux sont les éléments de X' ; nous
n’utiliserons pas ce résultat par la suite.

§ 9. COMPLEMENTS SUR LES FAISCEAUX QUASI-COHERENTS
9. 1. Produit tensoriel de faisceaux quasi-cohérents,

Proposition (9.x.x). — Soit X un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien).
Soient F et G deux Og-Modules quasi-cohérents (resp. cohérents); alors F ®C’xg est quasi-
cohérent (resp. cohérent) et de type fini si F et G sont de type fini. Si F admet une présentation
Jinie et si G est quasi-cohérent (resp. cohérent), alors Homo (F, G) est quasi-cohérent (resp.
cohérent).

La question étant locale, on peut supposer X affine (resp. affine noethérien) ;
en outre, si & est cohérent, on peut supposer qu’il est le conoyau d’un homomorphisme
0%~ 0%. Les assertions relatives aux faisceaux quasi-cohérents résultent alors de (1.3.12)
et (1.3.9) ; les assertions relatives aux faisceaux cohérents résultent de (1.5.1) et du fait
que, si M et N sont des modules de type fini sur un anneau noethérien A, M®,N et
Hom, (M, N) sont des A-modules de type fini.

Définition (9.x.2). — Sotent X, Y deux S-préschémas, p, q les projections de X XY,
F (resp. ) un Ox-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. On appelle produit tensoriel
de F ot G sur Oy (ou sur S) et on note F&o 9 (ou FROY) le produit tensoriel
P (F )®@XXSYq*(g) sur le préschéma X X Y.

Si X, (1<i<n) sont des S-préschémas, #; un Ox -Module quasi-cohérent (1<i<n),
on définit de la méme maniére le produit tensoriel F 1O F, Q... QgF, sur le
préschéma Z=X, XX,...XsX,; cest un O;-module quasi-cohérent en vertu de
(9.1.1) et de (0, 5.1.4) ; il est cohérent si les F, le sont et si Z est localement noethérien en
vertu de (g9.1.1), (0, 5.3.11) et (6.1.1).

On notera que si on prend X=Y=S, la définition (9.1.2) redonne le produit
tensoriel de Og-Modules. En outre, comme ¢*(Oy)=0x, y (0, 4.3.4), le produit F &0y
s’identifie canoniquement & p*(F), et de méme 0Ox® ¥ s’identifie canoniquement 2
¢’ (%). Plus particuliérement, si on prend Y=S et qu’on désigne par f le morphisme
structural X—Y, ona 0;®,%=f"(¥) : le produit tensoriel ordinaire et I'image réci-
proque apparaissent donc comme des cas particuliers du produit tensoriel général.

La déf. (9.1.2) entraine immédiatement que, pour X et Y fixés, F Q¥ est un
bifoncteur covariant additif et exact a droite en F et G.

Proposition (9.x.3). — Soient S, X, Y trois schémas affines d’anneaux respectifs, A, B, G,

B ¢t C étant des A-algébres. Soit M (resp. N) un B-module (resp. C-module), F =M (resp.

2 =N) le faisceau quasi-cohérent associé; alors F &QyY est canoniquement isomorphe au faisceau
associé au (B&®,C)-module M®,N.
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En effet, en vertu de (1.6.5), F&®¥ est canoniquement isomorphe au faisceau
associé au (B®,C)-module

(M®3(B®,C))®g q,0((BO,C) QcN)

et en raison des isomorphismes canoniques entre produits tensoriels, ce dernier est
isomorphe 3 M®(B®,C)®N=(M®&;B)®,(CON)=M&,N.

Proposition (9.1.4). — Sotent f: T—>X, g : T—>Y deux S-morphismes, F (resp. )
un Ox-Module (resp. Oy-Module) quasi-cohérent. On a alors (f, g)5(F ®sG) =f (F) B, g (%)-

Si p, ¢ sont les projections de X X Y, la formule résulte en effet des relations
(f, s’ =f" et (f,8)sq" =g (0, 3.5.5), et du fait qu’une image réciproque d’un
produit tensoriel de faisceaux algébriques est le produit tensoriel de leurs images réci-
proques (0, 4.3.3).

Corollaire (9.1x.5). — Sotent f: X—>X', g : Y=Y’ deux S-morphismes, F' (resp. ')
un Ox.-Module (resp. Oy.-Module) quasi-cohérent. On a alors

(fXsg)'(F'OsF) =f(F) Qg (9").

Cela résulte de (9.1.4) et du fait que fXgg=(fop, goq)s, p et ¢ étant les pro-
jections de X X4Y.

Corollaire (9.1.6). — Soient X, Y, Z trois S-préschémas, F (resp. G, H) un Ox-Module
(resp. Oy-Module, O,-Module) quasi-cohérent; le faisceau F QGO H  est 'image réciproque
de (FQG)QgH par Uisomorphisme canonique de X X Y X gZ sur (X XgY)XgZ.

En effet, cet isomorphisme s’écrit (py, ps)g X sps, en désignant par p,, ps, ps les
projections de X X Y X Z.

De méme, l'image réciproque de %®F par lisomorphisme canonique de
XXgY sur Yx X est F&Z.

Corollaire (9.1.7). — Si X est un S-préschéma, tout Ox-Module quasi-cohérent F est
Pimage réciproque de F RO par isomorphisme canonique de X sur X XS (3.3.3).

En effet, cet isomorphisme est (1x, @)g, OU ¢ est le morphisme structural X—S,
et le corollaire résulte de (9.1.4) et du fait que ¢ (0g)=0x.

(9.1.8) Soient X un S-préschéma, # un Oyx-Module quasi-cohérent, ¢ : S'—S
un morphisme ; on désigne par F, ou F, le faisceau quasi-cohérent F X0y sur
X XS =X =Xg,; donc Fg=p'(F), ou p est la projection Xyg,—~X.

Proposition (9.x.9). — Soit @' : S"”"—S' un morphisme. Pour tout Ox-Module quasi-
cohérent F sur le S-préschéma X, (F ) est Uimage réciproque de F
canonique (X)) = Xigopy (3-3-9)-

Cela résulte aussitot des définitions et de (3.3.9), et s’écrit encore

(9.1.9.1) (F R304) Ry 04 = F R0y

vop) DT Uisomorphisme

Proposition (9.x.10). — Sotent Y un S-préschéma, f: X—Y un S-morphisme. Pour tout
Oy-Module quasi-cohérent & et tout morphisme S'—S, on a (fig)(Gs))=(f"(9))s)
Cela résulte aussitot de la commutativité du diagramme
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it

s')
X(S') Y(S')
v \
X——Y

f

Corollaire (9.x.xx). — Soient X, Y deux S-préschémas, F (resp. 9) un Ox-Module
(vesp. Oy-Module) quasi-cohérent. L’image réciproque du faisceau (F )@y (%Gs,) par Pisomor-
phisme canonique (XX Y) g1 (Xg)) X (Yis)) (3-3-10) est égale a. (F DyY) g,

Si p, g sont les projections de X X Y, l'isomorphisme en question n’est autre que
(b 4s))s 3 le corollaire résulte des prop. (9.1.4) et (9.1.10).

Proposition (9.x.x2). — Avec les notations de (9. 1. 2) soient z un point de X X Y, x=p(z),
r=4(2); lafibre (FO39), estisomorphe & (F,80,0,)®0,(9,80,0,) = F,D0,0,85,8%,.

Comme on peut se ramener au cas affine, la proposition résulte de la formule
(1.6.5.1).

Corollaire (9.1.13). — St F et G sont de type fini, on a

Supp(F ®s%) =4~ (Supp(F)) ng " (Supp(¥)).

Comme p"(F) et ¢ (%) sont de type fini sur Ox, y, on est ramené, par (9.1.12)

et (0, 1.7.5), au cas particulier o ¥ =0y, c’est-a-dire & démontrer la formule
(9.1.x3.1) Supp(pH(F)) =p"(Supp(F)).

Le méme raisonnement que dans (0, 1.7.5) rameéne a vérifier que 'on a, pour
tout ze X XY, 0,/m,0,+0 (avec x=p(z)), ce qui découle du fait que I’homomor-
phisme @,—0, est local par hypotheése.

Nous laissons au lecteur le soin d’étendre & un produit d’un nombre quelconque
de facteurs les résultats démontrés dans ce numéro pour deux facteurs.

9.2. Image directe d’un faisceau quasi-cohérent.

Proposition (9.2.1). — Soit [ : X—Y wun morphisme de préschémas. On suppose qu’il
existe un recouvrement (Y,) de Y par des ouverts affines ayant la propriété suivante : chacun des
F~UY,) admet un recouvrement fini (X;) par des ouverts affines contenus dans f~(Y,), tel que
chacune des intersections XX, soit elle-méme réunion finie d’ouverts affines. Dans ces condi-
tions, pour tout Ogx-Module quasi-cohérent F, f (F) est un Oy-Module quasi-cohérent.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y égal a I'un des Y,, donc sup-
primer les indices .

a) Supposons d’abord que les X;nX; soient eux-mémes des ouverts affines.
Posons F =% |X,, F,=F |(X;nX,), et soient F,; et F, les images de F; et F

respectivement par les restrictions de fa X; et X;nX;; on sait que les #; et F; sont

quasi-cohérents (1.6.3). Posons ¢ =DF;, # =g‘%9"{j; @ et o sont des Oy-Modules
quasi-cohérents ; nous allons définir un homomorphisme u : ¥—# tel que f,(F) soit

le noyau de u ; il en résultera que f,(F) est quasi-cohérent (1.3.9). Il suffit de définir u
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comme homomorphisme de préfaisceaux ; tenant compte des définitions de ¥ et #,
il suffit donc, pour tout ensemble ouvert WcY, de définir un homomorphisme

uy : OT(FHW)nX, F) >@T(f{(W)nX,nX, F)

de fagon a satisfaire aux conditions de compatibilité usuelles lorsque W varie. Si, pour
toute section ;e I'(f~(W)nX,, &), on désigne par s;; sa restrictiona f~(W)nX;nX,
on posera

uw((s5)) = (Sm'_»‘m)
et les conditions de compatibilité sont remplies de fagon évidente. Pour prouver que le
noyau # de u est f (&), définissons un homomorphisme de f,(#) dans # en faisant

A

correspondre a toute section seI'(f~*(W), &) la famille (s;), ou s; est la restriction
desa T (W)nX;; les axiomes (F1) et (F2) des faisceaux (G, II, 1.1) entrainent que
cet homomorphisme est bgjectif, ce qui termine la démonstration dans ce cas.

b) Dans le cas général, le méme raisonnement s’applique une fois que I’on a établi
que les #; sont quasi-cohérents. Or, par hypothése, X;nX; est réunion finie d’ouverts
affines X;;,; et comme les X;; sont des ouverts aflines dans un schéma, 'intersection de
deux quelconques d’entre eux est encore un ouvert affine (5.5.6). On est donc ramené
au premier cas, et (9.2.1) est donc démontrée.

Corollaire (9.2.2). — La conclusion de (9.2.1) est valable dans chacun des cas suivants :

a) f est séparé et quasi-compact.

b) f est séparé et de type fini.

c) fest quasi-compact et I’espace sous-jacent & X est localement noethérien.

Dans le cas a), les X,;nX,; sont affines (5.5.6). Le cas ) est un cas particulier
de @) (6.6.3). Enfin, dans le cas ¢), on peut se ramener au cas ou Y est affine et ’espace
sous-jacent & X noethérien ; alors X admet un recouvrement ouvert affine fini (X)),
et les X;nX;, étant quasi-compacts, sont réunions finies d’ouverts affines (2.1.3).

9.3. Prolongement des sections de faisceaux quasi-cohérents.

Théoréme (9.3.x). — Soit X un préschéma dont Uespace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma dont Pespace sous-jacent est quasi-compact. Soient & un Ox-Module inversible (0, 5.4.1),
S une section de ¥ au-dessus de X, X, Pensemble ouvert des xeX on flx)+o0 (0,5.5.1),
F un Ox-Module quasi-cohérent.

(i) Si se(X, F) esttelle que s|X,=o, il existe un entier n>o tel que s@f®"=o.

(ii) Pour toute section seT\(X,, F), il existe un entier n>o0 tel que s@f®" se prolonge
en une section de F X LO" au-dessus de X.

(i) Comme Pespace sous-jacent & X est quasi-compact, donc réunion finie d’ouverts
affines U; tels que & |U; soit isomorphe & Ox|U;, on est ramené au cas ott X est affine
et F=0y. Dans ce cas, fs’identifie 2 un élément de A(X) etona X,=D(f); s s’identifie
a un élément d’un A(X)-module M et s|X; a I'élément correspondant de M, et le
résultat est trivial, compte tenu de la définition d’un module de fractions.
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(ii) De nouveau X est réunion finie d’ouverts affines U; (1<i<r) tels que
Z|U;=0x|U,, et pour chaque i, (s@f®")[(U;nX,) s’identific par Pisomorphisme
précédent a (f[(U;nX))"(s|(U;nX))). On sait alors (1.4.1) qu’il existe un entier
n>o tel que pour chaque i, (s®f®")|(U;nX,) se prolonge en une section s;de F& £©"
au-dessus de U;. Soit s;; la restriction de 5; & U;nU;; on a par définition s;;—s;;,=0
dans X;nU;nU,;. Or, si X est un espace noethérien, U;nU; est quasi-compact; si X
est un schéma, U;nU; est un ouvert affine (5.5.6), donc encore quasi-compact. En
vertu de (i), il existe donc un entier m (indépendant de i et j) tel que (5;;—s;,)®f " =o.
On en conclut aussitdt qu’il existe une section s* de F QL @r"+m ayu.-dessus de X,
induisant s5;®f®" au-dessus de chaque U,, et induisant par suite s®f®"+" au-
dessus de X,.

Les corollaires qui suivent donnent une interprétation du th. (9.3.1) en un langage
plus algébrique :

Corollaire (9.3.2). — Les hypothéses étant celles de (9.3.1), considérons ’anneau gradué
A =T (L) etle A -module gradué M =T (&L, F) (0,5.4.6). Si feA,, ot neZ, alors on
a un isomorphisme canonique T'(X,, F)3((M,);), (sous-groupe du module de fractions (M, ),
formé des éléments de degré o).

Corollaire (9.3.3). — On suppose vérifides les hypothéses de (9.3.1), et on suppose en outre
que L=0x. Alors si on pose A=I'(X, Ox), M=I'(X, F), le Armodule T'(X,, F) est
canoniquement isomorphe @ M. ‘

Proposition (9.3.4). — Soient X un préschéma noethérien, F un Ox-Module cohérent,
F un faisceau cohérent d’idéaux dans O, tels que le support de F soit contenu dans celui de Ox| ¢ .
Alors il existe un entier n>o0 lel que J"F =o.

Comme X est réunion finie d’ouverts affines dont les anneaux sont noethériens,
~
on peut supposer X affine d’anneau A noethérien ; alors =M, ou M=I'(X, &)

est un A-module de type fini, et F=3, ol -I=I'(X, #) est un idéal de A (1.4.1
et 1.5.1). Comme A est noethérien, I admet un systéme fini de générateurs f; (1<i<m).
Par hypothése, toute section de # au-dessus de X est nulle dans chacun des D(f;) ; si
s; (1<j<gq) sont des sections de & engendrant M, il existe donc un entier / indépendant
de 7 et g, tel que f’,-‘s7»=o (1.4.1), donc f%s=o0 pour tout se M. On en conclut que
si n=mh, on a JI"M=o0, et par suite le Ox-Module correspondant #"F =(I"M)~
(1.3.13) est nul.

Corollaire (9.3.5). — Sous les hypothéses de (9.3.4), il existe un sous-préschéma fermé Y
de X, dont Pespace sous-jacent est le support de Ox| #, et tel que, si j : Y—>X est Pinjection
canonique, on ait F =j (" (F)).

Notons d’abord que les supports de O/ # et de O/ #" sont les mémes car si £, =0,
onaaussi #£7=0,, eton ad’autre part #.c ¢,  pour tout xeX. On peut donc en vertu
de (9.3.4) supposer que #% =o0; on prend alors pour Y le sous-préschéma fermé
de X défini par #, et comme & est alorsun (0x/_#)-Module, la conclusion est immédiate.
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9.4. Prolongement des faisceaux quasi-cohérents.

(9.4.1) Soient X un espace topologique, & un faisceau d’ensembles (resp. de
groupes, d’anneaux) sur X, U une partie ouverte de X, ¢ : U—X Iinjection canonique,
% un sous-faisceau de & |U={"(#). Comme ¢ est exact & gauche, ¢ (%) est un
sous-faisceau de ¢ (4"(#)) ; si on considére I’homomorphisme canonique ¢ : F—{¢ ({"(F))
(0, 3.5.3), nous désignerons par ¥ le sous-faisceau ¢g7*(¢, (%)) de Z. Il résulte immé-
diatement des définitions que pour tout ouvert V de X, T'(V, %) est formé des sections
sel'(V, &) dont la restriction 2 VAU soit une section de 4 au-dessus de VAU. On a
donc 4|U={'(9)=¥9, et ¥ est le plus grand sous-faisceau de F induisant ¥ sur U ;
nous dirons que ¥ est le prolongement canonique du sous-faisceau ¢ de & |U en un sous-
faisceau de #.

Proposition (9.4.2). — Soient X un préschéma, U une partie ouverte de X telle que ’injection
canonigue j : U—>X soit un morphisme quasi-compact (ce qui sera vérifié pour fout U si
Pespace sous-jacent X est localement noethérien (6.6.4, (1))). Alors :

(i) Pour tout (Ox|U)-Module quasi-cohérent 4, j (¥) est un Ox-Module quasi-cohérent
ctona j(9)|U=j(j (%)=

(ii) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F et tout sous-(Ox|U)-Module quasi-cohérent ¥,
le prolongement canonique 9 de 9 (9.4.1) est un sous-Ox-Module quasi-cohérent de F.

Si j=(¢,0) (¢ étant l'injection U—->X des espaces sous-jacents), on a par
définition j (%) =1{ (%) pour tout (Ox|U)-Module &, et en outre j*(#)={"(#)=2#|U
pour tout Ox-Module 5# en raison de la définition d’un préschéma induit sur un ouvert.
(i) est donc un cas particulier de (9.2.2, 4)) ; pour la méme raison, j (j°(F)) est
quasi-cohérent, et comme & est 'image réciproque de j (%) par ’homomorphisme
e 1 F—y (F(F)), (ii) résulte de (4.1.1).

On notera que I’hypotheése que le morphisme j : U—X est quasi-compact est
aussi vérifiée lorsque Pouvert U est quasi-compact et X un schéma : en effet, U est alors
réunion finie d’ouverts affines U, et pour tout ouvert affine V de X, VnU, est un ouvert
affine (5.5.6), donc quasi-compact.

Corollaire (9.4.3). — Soient X un préschéma, U un ouvert quasi-compact de X tel que
le morphisme d’injection j : U—>X soit quasi-compact. Supposons en outre que tout Ox-Module
quasi-cohérent soit limite inductive de ses sous-Ox-Modules quasi-cohérents de type fini (ce qui a
lieu lorsque X est un schéma affine). Soient alors F un Ox-Module quasi-cohérent, G un sous-
(0x | U)-Module quasi-cohérent de type fini de F |U. Il existe alors un sous-Ox-Module quasi-
cohérent de type fini &' de F tel que 9'|U=9.

En effet, on a ¥=9|U, et ¥ est quasi-cohérent d’aprés (9.4.2), donc limite
inductive de ses sous-Ox-Modules quasi-cohérents de type fini 5#,. Par suite ¢ est limite
inductive des 5, |U, donc égal & un des 5, |U puisqu’il est de type fini (0, 5.2.3).

Remarque (9.4.4). — Supposons que pour fout ouvert affine UcX le morphisme
d’injection U—X soit quasi-compact. Alors si la conclusion de (9.4.3) a lieu pour tout
ouvert affine U et tout sous-(0x|U)-Module quasi-cohérent de type fini 4 de % |U,
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il en résulte que Z est limite inductive de ses sous-Ox-Modules quasi-cohérents de type
fini. En effet, pour tout ouvert affine UcX, ona & |U =M, ot M est un A(U)-module,
et comme ce dernier est limite inductive de ses sous-modules de type fini, % | U est limite
inductive de ses sous-(0x|U)-Modules quasi-cohérents de type fini (1.3.9). Or, par
hypothese, chacun de ces sous-Modules est induit sur U par un sous-Ox-Module quasi-
cohérent de type fini %, ; de #. Les sommes finies des %, ; sont encore des Ox-Modules
quasi-cohérents de type fini, car la question est locale et le cas ou X est affine a été
traité dans (1.3.10) ; il est clair alors que % est limite inductive de ces sommes finies,
d’oll notre assertion.

Corollaire (9.4.5). — Sous les hypothéses de (9.4.3), pour tout (Oy|U)-Module quasi-
cohérent de type fini 9, il existe un Ox-Module quasi-cohérent de type fini G' tel que 9'|U=9.

Comme F =j (%) est quasi-cohérent (9.4.2) et F|U=¢, il suffit d’appli-
quer (9.4.3) &4 Z.

Lemme (9.4.6). — Soient X un préschéma, L un ensemble bien ordonné, (V,),cy un

recouvrement de X par des ouverts affines, U un ouvert de X ; pour tout NeL, on pose W, =UV,,.
w<A
On suppose que : 1° Pour tout AeL, V,aW, soit quasi-compact : 2° Le morphisme d’immersion

U—X est quasi-compact. Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F et tout sous-(Ox|U)-
Module quasi-cohérent de type fini & de F|U, il existe un sous-Ox-Module quasi-cohérent de
type fini ' de F tel que 4'|U=9.

Posons U,=UuW,; on va définir par récurrence transfinie une famille (%),
ou %, est un sous-(Ox|U,)-Module quasi-cohérent de type fini de & |U,, tel que
%,|U,=9, pour u<i et ¥;,|U=%. L’unique sous-Ox-Module %' de # tel que
%'|U,=%" pour tout AeL (0, 3.3.1) répondra & la question. Supposons donc les %,
définis et ayant les propriétés précédentes pour p<i; si A n’a pas de prédécesseur on
prendra pour ¥; I'unique sous-(0x|U,)-Module de % |U, tel que ¥,|U,=9%, pour
tout <A, ce qui est licite puisque les U, avec u<A forment alors un recouvrement
de U,. Si au contraire A=p+1, on a U,=U,uV,, et il suffira de définir un sous-
(0x|V,)-Module quasi-cohérent de type fini ¢’ de & |V, tel que

%, 1(U,nV,)=9,](U,aV,);

on prendra ensuite pour ¥; le sous-(0Ox|U,)-Module de & |U, tel que %,|U, =9,
et 9;|V,=9%, (0, 3.3.1). Or, comme V, est affine, I'existence de ¥, est assurée
par (9.4.3) dés que 'on a démontré que U,nV, est quasi-compact ; mais U,nV, est
réunionde UnV, etde W,nV , qui sont tous deux quasi-compacts en vertu de ’hypothése.

Théoréme (9.4.7). — Sotent X un préschéma, U un ouvert de X. On suppose vérifide I'une
des conditions sutvantes :

a) Lespace sous-jacent & X est localement noethérien.

b) X est un schéma quasi-compact et U un ouvert quasi-compact.

Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F et tout sous-(Ox|U)-Module quasi-cohérent de
type fini & de F | U, il existe alors un sous-Ox-Module quasi-cohérent de type fini ¥' de F
tel que 9'|U=9.
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Soit (V,);cr, un recouvrement de X par des ouverts affines, L étant supposé fini
dans le cas 4) ; L étant muni d’une structure d’ensemble bien ordonné, il suffit de
vérifier que les conditions du lemme (g9.4.6) sont satisfaites. C’est évident dans I’hypo-
thése a), les espaces V, étant noethériens. Dans ’hypothése 5), les V,nV, sont affines
(5.5.6), donc quasi-compacts, et comme L est fini, V,AW, est quasi-compact. D’olt
le théoreme.

Corollaire (9.4.8). — Sous les hypothéses de (9.4.7), pour tout (Ox|U)-Module quasi-
cohérent de type fini &, il existe un Ox-Module quasi-cohérent de type fini G’ tel que G'|U=%.

Il suffit d’appliquer (9.4.7) 2 F=j (%), qui est quasi-cohérent (9.4.2) et tel
que F|U=9%.

Corollaire (9.4.9). — Soit X un préschéma dont I’espace sous-jacent est localement noethérien,
ou un schéma quasi-compact. Alors tout Ox-Module quasi-cohérent est limite inductive de ses sous-
Ox-Modules quasi-cohérents de type fini.

Cela résulte de (9.4.7) et de la remarque (9.4.4).

Corollaire (9.4.10). — Sous les hypothéses de (9.4.9), si un Ox-Module quasi-cohérent F
est tel que tout sous-Ox-Module quasi-cohérent de type fini de F soit engendré par ses sections
au-dessus de X, alors F est engendré par ses sections au-dessus de X.

En effet, soient U un voisinage ouvert affine d’'un point x€X, et soit s une section
de & au-dessus de U ; le sous-Ox-Module ¢ de % |U engendré par s est quasi-cohérent
et de type fini, donc il existe un sous-Ox-Module quasi-cohérent de type fini ¥’ de &
tel que ¥'|U=9% (9.4.7). Par hypothése, il y a donc un nombre fini de sections ¢
de %’ au-dessus de X et des sections g; de Oy au-dessus d’un voisinage VcU de x telles
que s|V=2XZg,.(%;|V), ce qui démontre le corollaire.

.5. Image fermée d’un préschéma. Adhérence d’un sous-préschéma.
g

Proposition (9.5.x1). — Soit f: XY un morphisme de préschémas tel que f (Ox) soit
un Oy-Module quasi-cohérent (ce qui a lieu si f est quasi-compact et si de plus f est séparé ou X
localement noethérien (9.2 .2) ). Alors il existe un plus petit sous-préschéma Y' de Y tel que Iinjection
canonique j : Y'—Y majore f (ou, ce qui revient au méme (4.4.1), tel que le sous-pré-
schéma f~(Y’) de X soit identique & X).

De facon plus précise : ~

Corollaire (9.5.2). — Sous les conditions de (9.5.1), soit f= (), 0) et soit #Z le noyau
(quasi-cohérent) de I’homomorphisme 0 : Oy— f (Ox). Alors le sous-préschéma fermé Y' de Y
défini par ¢ vérifie les conditions de (9.5.1).

. . o
Comme le foncteur {" est exact, la factorisation canonique 0 : Oy—~0y/ ¢ — § (Oy)

donne (0, 3.5.4.3) une factorisation 6% : {*(0y)—{¢"(Oy)/P"( j)e—fﬁx; comme pour
tout xeX, 6% est un homomorphisme local, il en est de méme de 6/%; si on désigne
par {, I'application continue ¢ considérée comme application de X dans X', par 6, la
restriction 0’ |X' : (O0y/ #) | X' =, (0x) | X' = ($y),(0x), on voit donc que fo= (o, 6)

est un morphisme de préschémas X—>X' (2.2.1) tel que f=jof,. Si maintenant X"
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est un second sous-préschéma fermé de Y, défini par un faisceau quasi-cohérent d’idéaux ¢’
de Oy, et tel que linjection j' : X''—Y majore f, on doit tout d’abord avoir X'’ {(X),
donc X'cX'" puisque X'’ est fermé. En outre, pour tout yeX', 6 doit se factoriser
en 0,0,/ ¢ —(y(0x)),, ce qui par définition entraine #,c ¢, et par suite X' est
un sous-préschéma fermé de X'’ (4.1.10).

Définition (9.5.3). — Lorsqu’il existe un plus petit sous-préschéma fermé Y' de Y tel que
Uinjection canonique j : Y'—Y majore f, on dit que X' est le préschéma image fermée de X par
le morphisme f.

Proposition (9.5.4). — Si f (Ox) est un Oy-Module quasi-cohérent, lespace sous-jacent
de U'image fermée de X par f est I’adhérence ﬁ}—(s dans Y.

Comme le support de f (0x) est contenu dans f(X), on a (avec les notations

de (9.5.2)) #,=0, pour y¢f(X), donc le support de Oy/ ¢ est contenu dans f(X).
En outre, ce support est fermé et contient f(X) : en effet, si yef(X), ’élément unité de
I'anneau (¢,(0x)), n’est pas nul, étant le germe en y de la section

1el(X, Ox) =T(Y, ¢,(0x));

*

comme il est 'image par 6 de ’élément unité de @, ce dernier n’appartient pas a ¢,
donc 0,/ #,+0; ceci achéve la démonstration.

Proposition (9.5.5) (transitivité des images fermées). — Sotent f: X—>Y et g: Y—>Z
deux morphismes de préschémas ; on suppose que I'image fermée Y' de X par f existe, et que, si g'
est la restriction de g @ Y', image fermée Z' de Y' par g’ existe. Alors I’image fermée de X par gof
existe et est égale a 7.

Il suffit (9.5.1) de montrer que Z' est le plus petit sous-préschéma fermé Z, de Z
tel que le sous-préschéma fermé (gof)~*(Z,) de X (égal a (g "(Z,)) par (4.4.2)) soit
égal a X; il revient au méme de dire que Z' est le plus petit sous-préschéma fermé de Z
tel que f soit majoré par l'injection g *Z,)—Y (4.4.1). Or, en vertu de ’existence de
I'image fermée Y', tout Z, ayant cette propriété est tel que g *(Z;) majore Y', ce qui
équivaut a dire que j (g Y(Z,)) =g Z,)=Y' en désignant par j injection Y' Y.
Par définition de Z’, on en conclut bien que Z’ est le plus petit sous-préschéma fermé de Z
vérifiant la condition précédente.

Corollaire (9.5.6). — Soit f: X—Y un S-morphisme tel que Y soit I'image fermée de X
par f. Soit Z un S-schéma ; si deux S-morphismes gy, g, de Y dans Z sont tels que g,of=g,of,
alors g, =g,.

Soit h=(gy, &)s: Y—>ZX¢Z; comme la diagonale T=A,(Z) est un sous-
préschéma fermé de Zx¢Z, Y =h"(T) est un sous-préschéma fermé de Y (4.4.1).
Posons u=g;of=g,0f ; on a alors par définition du produit A’ =hof= (u, u)g, donc
hof=Ajou; comme A;*(T)=Z, ona YT)=uYZ)=X, donc f4Y')=X. On
en conclut (4.4.1) que Yinjection canonique Y'—Y majore f, donc Y'=Y par
hypothese ; par suite (4.4.1), % se factorise en Ajov, ol v est un morphisme Y—Z, ce
qui entraine g, =g,=uv.

Remarque (9.5.7). — Si X et Y sont des S-schémas, la prop. (9.5.6) signifie que
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lorsque Y est 'image fermée de X par f, f est un épimorphisme dans la catégorie des
S-schémas (T, 1.1). Nous démontrerons au chap. V que, réciproquement, si 'image
fermée Y' de X par f existe et si f est un épimorphisme de S-schémas, alors on a néces-
sairement Y' =Y.

Proposition (9.5.8). — Supposons vérifides les hypothéses de (9.5.1), et soit Y' ['image
fermée de X par f. Pour tout ouvert V de Y, soit fy : fY(V)—V larestriction de f ; alors I'image
Jermée de f (V) par fy dans V existe et est égale au préschéma induit par Y' sur Pouvert VY’
de Y' (autrement dit, au sous-préschéma inf(V, Y') de Y (4.4.3)).

Posons X'=f"%V); comme l'image directe de O par f; n’est autre que la
restriction de f,(0x) a V, il est clair que le noyau ¢’ de ’homomorphisme Oy—(fy) (Ox)
est la restriction de # a V, d’ol1 aussit6t la proposition.

On notera que ce résultat s’interpréte en disant que la formation de 'image fermée
commute a une extension Y;—Y du préschéma de base, qui est une immersion ouverte.
Nous verrons au chap. IV qu’il en est de méme pour une extension Y;—>Y qui est un
morphisme plat, pourvu que f soit séparé et quasi-compact.

Proposition (9.5.9). — Soit f 1 X—Y un morphisme tel que I'image fermée Y' de X
par [ existe.

(1) 8% X est réduit, il en est de méme de Y'.

(i) 87 on suppose vérifices les hypothéses de (9.5.1) et st X est irréductible (resp. intégre),
il en est de méme de Y'.

Par hypothése, le morphisme f se factorise en X3y LY, ou 7 est ’injection

canonique. Comme X est réduit, g se factorise en X—h>Y;ed1> Y' ouj’ est 'injection
canonique (5.2.2), et il résulte alors de la définition de Y' que Y,,=Y'. Si de plus
les conditions de (g.5.1) sont remplies, il résulte de (9.5.4) que f(X) est dense dans Y’ ;
si X est irréductible, il en est donc de méme de Y’ (0, 2.1.5). L’assertion relative aux
préschémas inteégres résulte de la conjonction des deux autres.

Proposition (9.5.10). — Soit Y un sous-préschéma d’un préschéma X, tel que Uinjection
canonique i : Y —>X soit un morphisme quasi-compact. Il existe alors un plus petit sous-préschéma
Jermé Y de X majorant Y ; son espace sous-jacent est I’adhérence de celui de Y ; ce dernier est ouvert
dans son adhérence, et le préschéma Y est induit sur cet ouvert par Y.

Il suffit d’appliquer (9.5.1) a I'injection j, qui est séparée (5.5.1) et quasi-compacte
par hypothése ; (9.5.1) prouve donc I’existence de Y et (9.5.4) montre que son espace
sous-jacent est ’adhérence de Y dans X ; comme Y est localement fermé dans X, il est
ouvert dans Y, et la derniére assertion provient de (9.5.8) appliqué & un ouvert V
de X tel que Y soit fermé dans V.

Avec ces notations, si 'injection V—X est quasi-compacte, et si £ est le faisceau
quasi-cohérent d’idéaux de Oy |V définissant le sous-préschéma fermé Y de V, il résulte
de (9.5.1) que le faisceau quasi-cohérent d’idéaux de Oy définissant Y est le prolonge-
ment canonique (9.4.1) # de £, car c’est évidemment le plus grand sous-faisceau
d’idéaux quasi-cohérent de Oy induisant # sur V.
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Corollaire (9.5.11). — Sous les hypothéses de (9.5.10), toute section de O au-dessus d’un
ouvert V de Y qui est nulle dans VY est nulle.

En vertu de (9.5.8), on peut se ramener au cas ot V=Y. Si l'on tient compte
de ce que les sections de @ au-dessus de Y correspondent canoniquement aux Y-sections
de Y®,Z[T] (3.3.15) et de ce que ce dernier est séparé sur Y, le corollaire apparait
comme un cas particulier de (g9.5.6).

Lorsqu’il existe un plus petit sous-préschéma fermé Y de X majorant un sous-
préschéma Y de X, on dit que Y’ est Padhérence de Y dans X, lorsqu’il n’en résulte pas
de confusion.

9. 6. Faisceaux quasi-cohérents d’algébres ; changement du faisceau structural.

Proposition (9.6.x). — Soient X un préschéma, B une Ox-Algébre quasi-cohérente
(0, 5.1.3). Pour qu’un #-Module F soit quasi-cohérent (sur lespace annelé (X, %)), il faut
et il suffit que F soit un Ox-Module quasi-cohérent.

Comme la question est locale, on peut supposer X affine d’anneau A, et alors
.@’:fﬁ, ot B est une A-algebre (1.4.3). Si # est quasi-cohérent sur I’espace annelé (X, %),
on peut aussi supposer que F est le conoyau d’un #-homomorphisme #Y—%7 ;
comme cet homomorphisme est aussi un Oy-homomorphisme de @x-Modules, et que Z"Y
et Y9 sont des Ox-Modules quasi-cohérents (1.3.9, (ii)), & est aussi un Oyx-Module
quasi-cohérent (1.3.9, (i)).

Inversement, si & est un Ox-Module quasi-cohérent, on a % :ﬁ, ol M est un
B-module (1.4.3) ; M est isomorphe & un conoyau de B-homomorphisme BY—BW)
donc & est un #-Module isomorphe au conoyau de ’homomorphisme correspondant
B> (1.3.13), ce qui achéve la démonstration.

En particulier, si &# et ¢ sont deux #-Modules quasi-cohérents, F ® ;% est un
Z%-Module quasi-cohérent ; il en est de méme de Homy(F, ) lorsqu’on suppose en
outre que & admet une présentation finie (1.3.13).

(9.6.2) Etant donné un préschéma X, nous dirons qu’une Ox-Algébre quasi-
cohérente % est de type fini si pour tout xe€X, il existe un voisinage ouvert afine U de x

tel que I'(U, #)=B soit une algébre de type fini sur I'(U, Ox)=A. Onaalors % | U=B
et pour tout feA, la (Ox|D(f))-Algebre induite Z|D(f) estde type fini, car elle est
isomorphe a (B)~, et B,=B®,A; est évidemment une algébre de type fini sur A,
Comme les D(f) forment une base de la topologie de U, on en conclut que si & est
une Ox-Algébre quasi-cohérente de type fini, pour tout ouvert V de X, Z|V est
une (Ox|V)-Algébre quasi-cohérente de type fini.

Proposition (9.6.3). — Soit X un préschéma localement noethérien. Toute Ox-Algébre quasi-
cohérente de type fint B est alors un faisceau cohérent d’anneaux (0, 5.3.7).

On peut de nouveau se limiter au cas ott X est un schéma affine d’anneau noethé-

rien A, et ou #=B, B étant une A-algébre de type fini ; B est donc un anneau noethérien.
Cela étant, il faut prouver que le noyau 4" d’un #-homomorphisme #"—>Z% est un %-
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Module de type fini ; or, il est isomorphe (en tant que #-Module) a N, ou N est le noyau
de I’homomorphisme correspondant de B-modules B”—B (1.3.13). Comme B est
noethérien, le sous-module N de B™ est un B-module de type fini, donc il existe un
homomorphisme B?—B™ d’image N ; la suite B?—~B"—>B étant exacte, il en est de
méme de la suite H?—>H"—>H correspondante (1.3.5) et comme A" est Pimage de
B*—>H" (1.3.9, (1)), la proposition est démontrée.

Corollaire (9.6.4). — Sous les hypothéses de (9.6.3), pour qu’un ZB-Module F soit cohérent,
il faut et il suffit qu’il soit un Ox-Module quasi-cohérent et un %B-Module de type fini. S’il en est
ainst, et st G est un sous-%-Module ou un B-Module quotient de F , pour que G soit un B-Module
cohérent, il faut et il suffit que G soit un Ox-Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (9.6.1), les conditions sur & sont évidemment nécessaires ;
montrons qu’elles sont suffisantes. On peut se limiter au cas ou X est affine d’anneau

noethérien A, % =§, ou B est une A-algebre de type fini, & :i\V/I, ou M est un B-module,
et ou il existe un #-homomorphisme surjectif #"—>% —o0. On a alors une suite exacte
correspondante B"—-M —o0, donc M est un B-module de type fini ; en outre, le noyau P
de 'homomorphisme B™-—>M est alors un B-module de type fini, puisque B est noethérien.
On en conclut (1.3.13) que & est le conoyau d’un #-homomorphisme #"—>%", et est
donc cohérent puisque # est un faisceau cohérent d’anneaux (0, 5.3.4). Le méme
raisonnement montre qu’un sous-%-Module (resp. un #Z-Module quotient) quasi-cohérent
de & est de type fini, d’ol la seconde partie du corollaire.

Proposition (9.6.5). — Soit X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Iespace
sous-jacent est noethérien. Pour toute Ox-Algébre quasi-cohérente de type fini B, il existe un sous-
Ox-Module quasi-cohérent de type fini & de B tel que & engendre (0, 4.1.4) la Ox-Algébre &.

En effet, il existe par hypothése un recouvrement fini (U;) de X formé d’ouverts
affines tels que I'(U,, #) =B, soit une algébre de type fini sur I'(U,, 0x) =A;; soit E;
un sous-A,-module de type fini de B; engendrant la Aj-algebre B;; en vertu de (9.4.7),
il existe un sous-Ox-Module &; de %, quasi-cohérent et de type fini, tel que éaiIUi=E.
Il est clair que la somme & des &; répond a la question.

Proposition (9.6.6). — Soit X un préschéma dont lespace sous-jacent est localement noethérien,
ou un schéma quasi-compact. Alors toute Ox-Algébre quasi-cohérente % est limite inductive de ses
sous-Oy-Algébres quasi-cohérentes de type fini.

En effet, il résulte de (9.4.9) que # est limite inductive (en tant que Ox-Module)
de ses sous-Ox-Modules quasi-cohérents de type fini ; ces derniers engendrent des sous-Ox-
Algébres quasi-cohérentes de type fini de # (1.3.14), dont & est a fortior: limite inductive.

§ 10. SCHEMAS FORMELS

10.1. Schémas formels affines.

(ro.x.1) Soit A un anneau topologique admissible (0, 7.1.2) ; pour tout idéal
de définition J de A, Spec(A/J) s’identifie au sous-espace fermé V(J) de Spec(A) (1.1.11),
ensemble des idéaux premiers ouverts de A ; cet espace topologique ne dépend pas de
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I'idéal de définition § considéré ; notons-le X. Soit (J,) un systéme fondamental de
voisinages de o dans A, formé d’idéaux de définition, et pour tout A, soit @, le faisceau

structural de Spec(A/J,) ; ce faisceau est induit sur X par X/%A (lequel est nul hors de X).
Pour J,c3;, Phomomorphisme canonique A/J,—A/J, définit donc un homomorphisme
Uy, : 0,—0, de faisceaux d’anneaux (1.6.1), et (@,) est un systéme projectif de faisceaux
d’anneaux pour ces homomorphismes. Comme la topologie de ¥ admet une base formée
d’ouverts quasi-compacts, on peut associer a tout (), un faisceau d’anneaux topologiques
pseudo-discrets (0, 3.8.1) qui a 0, comme faisceau d’anneaux (sans topologie) sous-jacent,
et que nous noterons encore &, ; et les @, forment encore un systéme projectif de faisceaux
d’anneaux topologiques (0, 3.8.2). Nous désignerons par Oy le faisceau d’anneausx topologiques
sur X, limite projective du systéme (0,) ; pour tout ouvert quasi-compact U de X, I'(U, 0Oy)
est donc 'anneau topologique limite projective du systéme d’anneaux discrets I'(U, 0,)
(0, 3.2.6).

Définition (10.1.2). — Etant donné un anneau topologique admissible A, on appelle spectre
Sformel de A et on note Spf(A) le sous-espace fermé X de Spec(A) formé des idéaux premiers ouverts
de A. On dit qu’un espace topologiquement annelé est un schéma formel affine s’il est isomorphe & un
spectre formel Spf(A)= X muni du faisceau d’anneaux topologiques Oy limite projective des faisceaux

d’anneaux pseudo-discrets (K/E”?A) | X, o 3, parcourt 'ensemble filtrant des idéaux de définition de A.

Quand nous parlerons d’un spectre formel X = Spf(A) comme d’un schéma formel
affine, il s’agira toujours de ’espace topologiquement annelé (X, Ox) ou Oy est défini
comme ci-dessus.

On notera que tout sckéma afine X==Spec(A) peut étre considéré comme un
schéma formel affine d’une seule maniére, en considérant A comme un anneau topologique
discret : les anneaux topologiques I'(U, @) sont alors discrets lorsque U est quasi-compact
(mais non en général lorsque U est un ouvert quelconque de X).

Proposition (10.x.3). — 87 X=Spf(A), oit A est un anneau admissible, I'( X, Oy) est
topologiquement isomorphe a A.

En effet, comme X est fermé dans Spec(A), il est quasi-compact, et par suite
I'( X, 04) est topologiquement isomorphe a la limite projective des anneaux discrets
(X, 0,) ; mais I'( X, @,) est isomorphe & A/J, (1.3.7); comme A est séparé et complet,
il est topologiquement isomorphe a EmA/SA (0, 7.2.1), d’ou la proposition.

Proposition (10.x.4). — Soient A un anneau admissible, X=Spf(A), et pour tout
feA, soit D(f)=D(f)nX; Pespace topologiquement annelé (D(f), Ox|D(f)) est isomorphe
au spectre formel affine Spf(A;) (0, 7.6.15).

Pour tout idéal de définition J de A, 'anneau discret S;'A/S;™J s’identifie canoni-
quement 3 A,/F; (0, 7.6.9), donc (1.2.5 et 1.2.6), 'espace topologique Spf(A,)
s’identifie canoniquement 4 D(f). En outre, pour tout ouvert quasi-compact U de X
contenu dans D(f), I'(U, 0,) s’identifie au module des sections du faisceau structural
de Spec(S;'A/S;'Y,) au-dessus de U (1.3.6), donc, si on pose P=Spf(A,), ['(U, Ox)
s’identifie au module des sections I'(U, 0y), ce qui démontre la proposition.
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(r0.1.5) En tant que faisceau d’anneaux sans topologie, le faisceau structural Oy
de Spf(A) admet pour tout xc€X une fibre qui, en vertu de (10.1.4), s’identifie a la
limite inductive lim A, pour les f¢j,. Par suite (0, 7.6.17 et 7.6.18) :

Proposition (10.1.6). Pour tout xe X=Spf(A), la fibre O, est un anneau local dont
le corps résiduel est isomorphe a k(x)=A,[i,A,. St en outre A est adique et noethérien, O, est
un anneau noethérien.

Comme Ek(x) n’est pas réduit & o, on conclut de ce résultat que le support du
faisceau d’anneaux O, est dgal a X.

10.2. Morphismes de schémas formels affines.

(ro.2.1) Soient A, B deux anneaux admissibles, et soit ¢ : B~A un homo-
morphisme continu. L’application continue “¢p : Spec(A)—Spec(B) (1.2.1) applique
alors X==Spf(A) dans Y=Spf(B), car I'image réciproque par ¢ d’un idéal premier
ouvert de A est un idéal premier ouvert de B. D’autre part, pour tout geB, ¢ définit
un homomorphisme continu I'(D(g), Oy) - I'(D(p(g)), Ox) en vertu de (10.1.4),
(ro.1.3) et (0, 7.6.7); comme ces homomorphismes satisfont aux conditions de
compatibilité pour les restrictions correspondant au passage de g & un multiple de g,
et que D(o(g)) =" 1D(g)), ils définissent un homomorphisme continu de faisceaux
d’anneaux topologiques 0y—>%p (0x) (0, 3.2.5), que nous noterons encore ¢ ; on a
ainsi obtenu un morphisme ® = (%, ¢) d’espaces topologiquement annelés X—9).
On notera qu’en tant qu’homomorphisme de faisceaux d’anneaux sans topologie,

¢ définit un homomorphisme G¥ : 0%@)—)@5 sur les fibres, pour tout xe X.

Proposition (10.2.2). — Soient A, B deux anneaux topologiques admissibles, et soient
X =Spf(A), Y =Spf(B). Pour qu’un morphisme u=(y, 0) : XY d’espaces topologiquement
annelés soit de la forme (°p,’@), o ¢ est un homomorphisme continu d’anneaux B—A, il faut et il
suffit que pour tout xeX, 6F soit un homomorphisme local Oyp—0,.

La condition est nécessaire : en effet, soit p=7ieSpf(A), et soit q=¢(j,); si
g¢#q, on a donc ¢(g)¢p, etil est immédiat que ’homomorphisme B ,—A ., déduit
de ¢ (0, 7.6.7) transforme q;, en une partie de Py, ; passant a la limite inductive,
on voit donc (compte tenu de (10.1.5) et de (0, 7.6.17)) que % est un homomorphisme
local.

Inversement, soit (¢, 0) un morphisme vérifiant la condition de I’énoncé;
en vertu de (10.1.3), 0 définit un homomorphisme continu d’anneaux

o=T(6) : B=T(D, Oy) - ['(¥, 05) =A.

En vertu de I’hypothése sur 0, pour que la section ¢(g) de Oy au-dessus de X ait un
germe inversible au point #, il faut et il suffit que g ait un germe inversible au point ¢(x).
Mais en vertu de (0, 7.6.17), les sections de Oy (resp. Oy) au-dessus de X (resp. 9) dont
le germe n’est pas inversible au point x (resp. {(x)) sont exactement les éléments de j,
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(resp. jyz) ; la remarque précédente montre donc que “p =¢. Enfin, pour tout geB,
le diagramme

B=T(9, Oy) —— I'(¥X, 05) =A
v ¥

By =T(D(e), 0) 15— T(D(o(e))s 02) = Ay

est commutatif ; d’aprés la propriété universelle des anneaux complets de fractions

(0, 7.6.6), by, est égale & ¢y, pour tout geB, donc (0, 3.2.5) ona 6=T.

Nous dirons qu’un morphisme ({, 6) d’espaces topologiquement annelés vérifiant
la condition de (10.2.2) est un morphisme de schémas formels affines. On peut dire que les
foncteurs Spf(A) en A et I'(X, 0;) en X définissent une équivalence de la catégorie des
anneaux admissibles et de la catégorie duale de la catégorie des schémas formels affines
(T, I, 1.2).

(r0.2.3) Comme cas particulier de (10.2.2), notons que, pour feA, linjection
canonique du schéma formel affine induit par X sur D( f) correspond & I’homomorphisme
continu canonique A—>A,. Sous les hypothéses de (10.2.2), soient £ un élément de B,
g un élément de A, multiple de ¢(%) ; on a alors {(D(g)) cD(%); la restriction de u
a D(g), considérée comme morphisme de D(g) dans D(k), est 'unique morphisme v
rendant commutatif le diagramme

D(g) > D(h)
l )
X—9

u

Ce morphisme correspond a l'unique homomorphisme continu ¢’ : By, —A,,
(0, 7.6.7) rendant commutatif le diagramme
A<LB
vyl
Ay < By

10.3. Idéaux de définition d’un schéma formel affine.

(x0.3.1) Soient A un anneau admissible, J un idéal ouvert de A, X le schéma
formel affine Spf(A). Soit (J;,) 'ensemble des idéaux de définition de A contenus dans J;

alors %/3’A est un faisceau d’idéaux de K/?s;\ Désignons par J* la limite projective des
faisceaux induits sur X par %J/%;, qui s’identifie & un faisceau d’idéaux de Oy (0, 3.2.6).
Pour tout feA, T'(D(f), J*) est la limite projective de S;7'J/S;'F,, autrement dit
s’identifie & 'idéal ouvert J;, de ’'anneau Ay, (0, 7.6.9), et en particulier I'(X, I =3;
on en conclut (les D(f) formant une base de la topologie de X) que l'on a

(r0.3.1.1) JIDS) = (3)*
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(x0.3.2) Avec les notations de (10.3.1), pour tout feA, Papplication canonique
de Ay=T(D(f), 0) dans T(D(f), (A/I)|X)=S"A/S'T est surjective et a pour
noyau I'(D(f ),SA)=3{H (0, 7.6.9) ; ces applications définissent donc un homo-
morphisme surjectif continu, dit canonique, du faisceau d’anneaux topologiques 0 sur le

faisceau d’anneaux discrets (X/%)I%, dont le noyau est J*; cet homomorphisme
n’est autre d’ailleurs que ¢ (10.2.1), ou ¢ est ’homomorphisme continu A->A/J ; le
morphisme (“p, ¢) : Spec(A/J)—~X de schémas formels affines (ot % est d’ailleurs
I’homéomorphisme identique de X sur lui-méme) est encore dit canonigue. On a donc,
d’apres ce qui précede, un isomorphisme canonique

(r0.3.2.1) 05/3* ~ (A/J)|%

11 est clair (en vertu de T'(X, 3%)=3) que l'application J-—>J* est strictement
croissante ; d’aprés ce qui précéde, pour JCJ, le faisceau J'*/J* est canoniquement
isomorphe & /= (J/3)™~.

(r0.3.3) Les hypothéses et notations étant toujours celles de (10.3.1), nous dirons
qu’un faisceau d’idéaux # de Oy est un faisceau d’idéaux de définition de X (ou un Idéal
de définition de X) si, pour tout xe X, il existe un voisinage ouvert de x de la forme D(f),
ou feA, tel que Z|D(f) soit de la forme $?, olt § est un idéal de définition de A,.

Proposition (10.3.4). — Pour tout feA, tout Idéal de définition de X induit un Idéal
de définition de D(f).

Cela résulte de (10.3.1.1).

Proposition (10.3.5). — Si A est un anneau admissible, tout 1déal de définition de X =Spf(A)
est de la forme *, ot 5 est un idéal de définition de A, uniquement déterminé.

En effet, soit # un Idéal de définition de X ; par hypothése, et puisque X est quasi-
compact, il y a un nombre fini d’éléments f,e A tels que les D(f;) recouvrent X et que
F1D(f) =92, ot H; est un idéal de définition de A, Pour tout i, il existe donc un
idéal ouvert K; de A tel que (8&;) 3 =9, (0,7.6.9) ; soit & un idéal de définition de A
contenu dans tous les &;. L’image canonique de _#/ K" dans le faisceau structural (A/K)~
de Spec(A/R) (10.3.2) est donc telle que sa restriction & D(f;) soit égale a celle de
(];/K)™; on en conclut que cette image canonique est un faisceau quasi-cohérent sur
Spec(A/R), donc de la forme (J/K)™, ot J est un idéal de A contenant K& (1.4.1)
d’ot F=3* (10.3.2) ; en outre, comme pour tout ¢ il existe un entier n; tel que
9iic K,, on aura, en désignant par n le plus grand des n;, (7] KR3)"=o0, et par suite
(10.3.2) ((J/R])~)"=o0, d’our finalement (J/K)"=o0 (1.3.13), ce qui prouve que J
est un idéal de définition de A (0, 7.1.4).

Proposition (10.3.6). — Soient A un anneau adique, J un idéal de définition de A tel que
/32 soit un A|S-module de type fini. Pour tout entier n>o0, on a alors (J*)"= (J")2.

En effet, pour tout feA, on a (puisque J" est un idéal ouvert)

(TD(£), IN"=(Jp)" = (I =T (D), (I
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en vertu de (10.3.1.1) et de (0, 7.6.12). Comme (J*)" est associé au préfaisceau
U—(I'(U, 3*)" (0, 4.1.6), le corollaire en résulte, puisque les D(f) forment une base
de la topologie de X.

(r0.3.7) On dit qu’une famille (#,) d’Idéaux de définition de X est un systéme
fondamental d’Idéaux de définition si tout Idéal de définition de X contient un des 7, ;
comme _¢,=32, il revient au méme de dire que les ¥, forment un systéme fondamental
de voisinages de o dans A. Soit (f,) une famille d’éléments de A tels que les D(f,)
recouvrent X. Si (#,) est une famille filtrante décroissante d’idéaux de @ telle que pour
tout «, la famille (Z,|D(f,)) soit un systéme fondamental d’Idéaux de définition
de D(f,), alors (#,) est un systtme fondamental d’Idéaux de définition de X.
En effet, pour tout Idéal de définition # de ¥, il y a un recouvrement fini de X par
des D(f;) tel que, pour tout ¢, Z, |D(f;) soit un Idéal de définition de D(f;) contenu
dans £ |D(f;). Sip est un indice tel que fu.cfli pour tout 7, il résulte de (10.3.3)

que #, est un Idéal de définition de X, évidemment contenu dans #, d’olu notre
assertion.

10.4. Préschémas formels et morphismes de préschémas formels.

(r0.4.x.) Etant donné un espace topologiquement annelé ¥, on dit qu’un ouvert
UcX est un ouvert formel affine (resp. un ouvert formel affine adique, resp. un ouvert formel
affine noethérien) si I'espace topologiquement annelé induit par X sur U est un schéma
formel affine (resp. un tel schéma dont ’anneau est adique, resp. adique et noethérien).

Définition (x0.4.2). — On appelle préschéma formel un espace topologiquement annelé X
dont tout point admet un voisinage ouvert formel affine. On dit que le préschéma formel X est adique
(resp. localement noethérien) si tout point de X admet un voisinage ouvert formel affine adique (resp.
noethérien). On dit que X est noethérien s’1l est localement noethérien et si son espace sous-jacent est
quasi-compact (donc noethérien).

Proposition (10.4.3). — St X est un préschéma formel (resp. localement noethérien), les
ensembles ouverts formels affines (vesp. affines noethériens) forment une base de la topologie de X.

Cela résulte de (10.4.2) et (10.1.4) en tenant compte de ce que si A est un anneau
adique noethérien, il en est de méme de Ay, pour tout feA (0, 7.6.11).

Corollaire (10.4.4). — St X est un préschéma formel (resp. un préschéma formel localement
noethérien, resp. noethérien), espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est encore
un préschéma formel (resp. un préschéma formel localement noethérien, resp. noethérien).

Définition (10.4.5). — Etant donnés deux préschémas formels X, 9, on appelle morphisme
(de préschémas formels) de X dans ) tout morphisme (§, 0) d’espaces topologiquement annelés
tel que, pour tout xeX, OF soit un homomorphisme local Oy O,

Il est immédiat que le composé de deux morphismes de préschémas formels est
encore un tel morphisme ; les préschémas formels forment donc une catégorie, et on notera

Hom(¥X, 9) I’ensemble des morphismes d’un préschéma formel X dans un préschéma
formel 9.
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Si U est une partie ouverte de X, P'injection canonique dans X du préschéma
formel induit par X sur U est un morphisme de préschémas formels (et méme un mono-
morphisme d’espaces topologiquement annelés (0, 4.1.1)).

Proposition (10.4.6). — Soient X un préschéma formel, S=Spf(A) un schéma formel
affine. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les morphismes du préschéma formel X
dans le préschéma formel S et les homomorphismes continus de I’anneau A dans I’anneau topologique
(X, Oy).

La démonstration est la méme que celle de (2.2.4), en remplagant « homomor-
phisme » par « homomorphisme continu », « ouvert affine » par « ouvert formel affine »,
et en utilisant (10.2.2) au lieu de (1.7.3) ; nous en laissons les détails au lecteur.

(10.4.7) Etant donné un préschéma formelS, on dit que la donnée d’un préschéma
formel X et d’un morphisme ¢ : ¥—>S définit un préschéma formel X au-dessus de S
ou un S-préschéma formel, ¢ étant appelé le morphisme structural du S-préschéma X. Si
S=Spf(A), ol A est un anneau admissible, on dit aussi que le S-préschéma formel X
est un A-préschéma formel ou un préschéma formel au-dessus de A. Un préschéma formel
quelconque peut toujours étre considéré comme un préschéma formel au-dessus de Z
(muni de la topologie discréte).

Si X, 9 sont deux S-préschémas formels, on dit qu'un morphisme « : X% est
un S-morphisme si le diagramme

59
N
S

(ou les fleches obliques sont les morphismes structuraux) est commutatif. Avec cette
définition, les G-préschémas formels (pour & fixé) forment une catégorie. On désigne
par Homg(X, %) Pensemble des S-morphismes du &-préschéma formel X dans le
S-préschéma formel 9). Lorsque S=Spf(A), on dit aussi A-morphisme au lieu de S-
morphisme.

(10.4.8) Comme tout schéma affine peut étre considéré comme un schéma formel
affine (10.1.2), tout préschéma (usuel) peut étre considéré comme un préschéma formel.
I1 résulte en outre de (10.4.5) que pour les préschémas usuels, les morphismes (resp.
S-morphismes) de préschémas formels coincident avec les morphismes (resp. S-mor-
phismes) définis au § 2.

10.5. Idéaux de définition des préschémas formels.

(r0.5.1) Soit X un préschéma formel ; on dit qu’un Oy-Idéal ¢ est un faisceau
d’idéaux de définition (ou un Idéal de définition) de X si tout xe X posséde un voisinage ouvert
formel affine U tel que #|U soit un Idéal de définition du schéma formel affine induit
par X sur U (10.3.3) ; en vertu de (10.3.1.1) et (10.4.3), pour tout ouvert VcX, #|V
est alors un Idéal de définition du préschéma formel induit par X sur V.

On dit qu’une famille (#,) d’Idéaux de définition de X est un systéme fondamental
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d’Idéaux de définition 1l existe un recouvrement (U,) de X par des ouverts formels affines
tel que, pour tout «, la famille des #,|U, soit un systéme fondamental d’Idéaux de
définition (10.3.6) du schéma formel affine induit par X sur U,. Il résulte de la remarque
finale de (10.8.7) que lorsque X est un schéma formel affine, cette définition coincide
avec la définition donnée dans (10.3.7). Pour tout ouvert V de X, les restrictions _#,|V
forment alors un systéme fondamental d’Idéaux de définition du préschéma formel induit
sur V, en vertu de (10.3.1.1). Si X est un préschéma formel localement noethérien, et ¢ un
Idéal de définition de X, il résulte de (10.3.6) que les puissances #" forment un systéme
fondamental d’Idéaux de définition de X.

(r0.5.2) Soient X un préschéma formel, ,# un Idéal de définition de X. Alors
Pespace annelé (X, O/ #) est un préschéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethé-
rien, resp. noethérien) lorsque X est un schéma formel affine (resp. un préschéma formel
localement noethérien, resp. noethérien) ; on est en effet aussitét ramené au cas affine,
et alors la proposition a déja été démontrée dans (10.3.2). En outre, si 0 : Ox—0y/ ¢
est ’homomorphisme canonique, u= (14, 0) est un morphisme (dit canonique) de préschémas
formels (X, 04/ #)—(X, 0y), car ici encore, cela a été vu dans le cas affine (10.3.2),
auquel on se rameéne aussitot.

Proposition (10.5.3). — Soient X un préschéma formel, (,) un systéme fondamental
d’ldéaux de définition de X. Alors le faisceau d’anneaux topologiques Oy est limite projective des
Saisceaux d’anneaux pseudo-discrets (0, 3.8.1) O/ Z,.

Comme la topologie de X admet une base d’ouverts formels affines quasi-compacts
(10.4.3), on est ramené au cas affine, ot la proposition est conséquence de (10.3.5),
(10.3.2) et de la définition (10.1.1).

Il n’est pas certain que tout préschéma formel admette des Idéaux de définition.
Toutefois :

Proposition (10.5.4). — Soit X un préschéma formel localement noethérien. Il existe un plus
grand 1déal de définition T de X ; Cest le seul Idéal de définition £ tel que le préschéma (X, O/ #)
sott réduit. ST F est un Idéal de définition de X, T est image réciproque par Ox—>0| ¢ du
Nilradical de Oy #.

Supposons d’abord que X=Spf(A), ol A est un anneau adique noethérien.
L’existence et les propriétés de J résultent immédiatement de (10.3.4) et (5.1.1),
compte tenu de Pexistence et des propriétés du plus grand idéal de définition de A
(0, 7.1.6 et 7.1.7).

Pour prouver lexistence et les propriétés de J dans le cas général, il suffit de
montrer que si UdV sont deux ouverts formels affines noethériens de X, le plus grand
Idéal de définition J de U induit le plus grand Idéal de définition Iy de V ; mais
comme (V, (0x|V)/(T¢|V)) est réduit, cela résulte de ce qui précede.

On désigne par X,,; le préschéma (usuel) réduit (X, Of/T).

Corollaire (x0.5.5). — Soient X un préschéma formel localement noethérien, T le plus grand
Idéal de définition de X ; pour tout ouvert V de X, T |V est le plus grand Idéal de définition du
préschéma formel induit par X sur V.
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Proposition (10.5.6). -— Soient X, V) deux préschémas formels, # (resp. A") un Idéal de
définition de X (resp. 9)), f : X9 un morphisme de préschémas formels.

(i) Si f1(A)Oxc £, il existe un unique morphisme f' : (X, Ox] ) — (D, Op|H") de
préschémas usuels rendant commutatif le diagramme

(%, 05) > @, 0y)
3 ?

(%, 0s1.£) = (D, Oyl H)

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques.

(i1) Supposons que X=Spf(A), D=Spf(B) soient des schémas formels affines, ¢ =332,
H =R, on I (resp. K) est un idéal de définition de A (resp. B), et f=(%,F), oit ¢ : B>A
est un homomorphisme continu ; pour que f*(A)0C £, il faut et il suffit que o(R)CS, et f' est

]~y

alors le morphisme (*¢’,'¢"), o @' : B|R—>A[J est I’homomorphisme déduit de o par passage
aux quotients,

(i) Si f=(¢,0), Ihypothése entraine que 'image par 6% : ' (Oy)—>0x du faisceau
d’idéaux (") de ¢*(0y) est contenue dans £ (0, 4.3.5). Par passage aux quotients,
on déduit donc de 6% un homomorphisme de faisceau d’anneaux

W 1 (Ol ) = OV (H) > 04] £
en outre, comme pour tout xeX, 6f est un homomorphisme local, il en est de méme
de ,. Le morphisme d’espaces annelés ({, w?) est donc (2.2.1) Punique morphisme f
d’espaces annelés répondant & la question.

(i1) La correspondance canonique fonctorielle entre morphismes de préschémas
formels affines et homomorphismes continus d’anneaux (10.2.2) montre que dans le
cas considéré, larelation f*(#)0,C_¢ entrainequel’ona f'=("¢’,3’), ot ¢’ : B/R—A/J
est Punique homomorphisme rendant commutatif le diagramme

- B5A
(1r0.5.6.2) ¥ ¥
B/ e A3

(r0.5.6.1)

L’existence de ¢’ implique donc que ¢(&)cJ. Inversement, si cette condition est
vérifie, en désignant par ¢’ P'unique homomorphisme rendant commutatif le dia-
gramme (10.5.6.2) et posant f'=(%¢p’,’s"), il est clair que le diagramme (10.5.6.1)
est commutatif’; la considération des homomorphismes %" (0y) — Oy et *" (Oy[H") — Ox|
correspondant 4 f et f' respectivement, montre alors que cela entraine la relation
()0 7.

Il est clair que la correspondance f—f' définie ci-dessus est fonctorielle.

10.6. Préschémas formels comme limites inductives de préschémas.

(10.6.1) Soient X un préschéma formel, (#,) un systéme fondamental d’Idéaux
de définition de X ; pour tout, soit f; le morphisme canonique (X, O/ #,)—X (10.5.2);
pour #,C_#,, ’homomorphisme canonique 0y ¢, — Ox/ ¢, définit un morphisme
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canonique f,; : (X, 0x/ 7,) - (X, O/ #,) de préschémas (usuels) tel que'on ait f,=f,of,,.
Les préschémas X,=(X, 0/ #,) et les morphismes f,, constituent donc (en vertu
de (10.4.8)) un spstéme inductif dans la catégorie des préschémas formels.

Proposition (10.6.2). — Avec les notations de (10.6.1), le préschéma formel X et les
morphismes f, constituent une limite inductive (T, 1, 1.8) du systeme (X, f,,,) dans la catégorie des
préschémas formels.

Soit 9 un préschéma formel, et pour chaque indice A, soit

&= (Y 0,) : X,~>9

un morphisme, tel que l'on ait g,=g,of,, pour #,C_#,. Cette derni¢re condition
et la définition des X, entrainent d’abord que tous les ¢, sont identiques & une méme
application continue ¢ : X—>%) des espaces sous-jacents ; en outre, les homomorphismes
0% : {"(Oy) - Ox, = Ox] £, forment un spstéme projectif d’homomorphismes de faisceaux
d’anneaux. Par passage a la limite projective, on en déduit donc un homomorphisme
o : §'(Oh) - 1imOy/ 7, =0y, etil est clair que le morphisme g= (Y, w?) d’espaces annelés
est le seul rendant commutatif les diagrammes

(r0.6.2.1) INY
X

Il reste donc a prouver que g est un morphisme de préschémas formels ; la question étant
locale sur X et ¥, on peut donc supposer X=_Spf(A), Y=>Spf(B), A et B étant des
anneaux admissibles, avec _#,=3%, ot (J,) est un systtme fondamental d’idéaux de
définition de A (10.3.5) ; comme A=IlimA/J,, Pexistence d’'un morphisme de schémas
formels affines g rendant commutatifs les diagrammes (10.6.2.1) résulte alors de la
correspondance biunivoque (10.2.2) entre morphismes de schémas formels affines et
homomorphismes continus d’anneaux, et de la définition de la limite projective. Mais
P'unicité de g en tant que morphisme d’espaces annelés montre qu’il coincide avec le
morphisme noté de méme au début de la démonstration.

La proposition suivante établit, sous certaines conditions supplémentaires, I’exis-
tence de la limite inductive d’un systéme inductif donné de préschémas (usuels) dans la
catégorie des préschémas formels :

Proposition (10.6.3). — Soient X un espace topologique, (0, uy;) un systeme projectif de
Jfaisceaux d’anneaux sur X, apant N pour ensemble d’indices. Soit §; le noyau de uy : O; — 0,
On suppose que :

a) Lespace annelé (X, 0,) est un préschéma X,.

b) Pour tout xeX et tout 1, 1l existe un voisinage ouvert U, de x dans X tel que la restric-
tion Z.,|U; soit nilpotente.

c) Les homomorphismes w;; sont surjectifs.
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Soit Oy le faisceau d’anneaux topologiques limite projective des faisceaux d’anneaux pseudo-
discrets Oy, et soit u; : Oy — O, Uhomomorphisme canonique. Alors Pespace topologiquement annelé
(X, Oy) est un préschéma formel ; les homomorphismes u; sont surjectifs ; leurs noyaux % forment
un systéme fondamental d’Idéaux de définition de X, et F© est la limite projective des faisceaux
d’idéaux g,

Notons d’abord que sur chaque fibre, u; est un homomorphisme surjectif et
a fortiori un homomorphisme local ; donc ;= (14, u;) est un morphisme de préschémas
X;—>X; (12j) (2.2.1). Supposons d’abord que chaque X, soit un schéma affine d’an-
neau A,. Il existe un homomorphisme d’anncaux o; : A;—A; tel que w;="g; (1.7.3);
par suite (1.6.3), le faisceau @, est un 0;-Module quasi-cohérent sur X; (pour la loi
externe définie par u;), associé a A; considéré comme A;-module a l'aide de ¢;. Pour
tout feA,, soit f'=o,(f); par hypothése, les ouverts D(f) et D(f”) sont identiques
dans X, et ’homomorphisme de I'(D(f), 0;) =(A,); dans T'(D(f), 0;) = (A;); corres-
pondant & wu; n’est autre que (¢;); (1.6.1). Mais lorsqu’on considére A; comme
A;-module, (A;), est le (A;)-module (A;);, donc on a aussi u;="p;, lorsque ¢ est cette
fois considéré comme homomorphisme de A;-modules. Alors, comme u; est surjectif,
on en conclut que ¢; Pest aussi (1.3.9) et si J; est le noyau de ¢;, le noyau de u; est
un 0;-Module quasi-cohérent égal é.r\‘\”lsﬁ. En particulier, on a _Z; =§¢, ou J; est le noyau
de ¢, : A;—A,. L’hypothése b) entraine que #; est nilpotent : en effet, comme X est quasi-
compact, on peut recouvrir X par un nombre fini d’ouverts U, tels que (#;|U,)"*=o0
et en prenant pour 7z le plus grand des 7, on a _#} =o0. On en conclut que J; est nilpotent
(1.3.13). Alors Panneau A=IlimA; est admissible (0, 7.2.2), ’homomorphisme

Pa—

canonique o, : A—A,; est surjectif et son noyau 3" est égal 4 la limite projective des J;,
pour k>i; les 3% forment un systéme fondamental de voisinages de o dans A. Les
assertions de (10.6.3) résultent dans ce cas de (10.1.1) et (10.3.2), (X, Oy) n’étant
autre que Spf(A).

Toujours dans ce méme cas particulier, notons que si f=(f;) est un élément de
la limite projective A=1imAu tous les ouverts D( f;) (ouvert affine dans X;) s’identifient
a Pouvert D(f) de X, le préschéma induit par X; sur D(f) s’identifiant donc au schéma
affine Spec((Ai),i).

Dans le cas général, remarquons d’abord que pour tout ouvert quasi-compact U
de X, chacun des #;| U est nilpotent, comme le montre le raisonnement fait ci-dessus.
Nous allons voir que pour tout x€ X, il y a un voisinage ouvert U de x dans X qui est
un ouvert affine pour tous les X,. En effet, prenons U ouvert affine pour X, et observons
que Oy, =0y, #;. Comme #,;|U est nilpotent, en vertu de ce qui précéde, U est ouvert
affine aussi pour chaque X, en vertu de (5.1.9). Cela étant, pour tout U satisfaisant aux
conditions précédentes, ’étude du cas affine faite plus haut montre que (U, Ox|U)
est un préschéma formel dont les #%|U forment un systéme fondamental d’idéaux de
définition et #%| U est limite projective des _#,| U ; d’ou la conclusion.

Corollaire (10.6.4). — Supposons que pour i>j, le noyau de u; soit Fitt et que ¢,/ 73
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soit de type fini sur Oy=0,] #,. Alors X est un préschéma formel adique, et si g™ est le noyau
de 0x—>0,, on a gM= g+t et F| F* est isomorphe & F. Si en outre X, est localement
noethérien (resp. noethérien), X est localement noethérien (resp. noethérien).

Comme les espaces sous-jacents a X et X, sont les mémes, la question est locale et

Pon peut supposer tous les X, affines ; compte tenu des relations /ﬁ=§ﬁ (avec les
notations de (10.6.3)), on est aussit6t ramené aux assertions correspondantes de (0, 7.2.7
et 7.2.8), en notant que J,/J: est alors un Aj-module de type fini (1.3.9).

En particulier, tout préschéma formel localement noethérien X est limite inductive d’une
suite (X,) de préschémas (usuels) localement noethériens vérifiant les conditions de
(10.6.3) et (10.6.4) : il suffit de considérer un Idéal de définition # de X (10.5.4)
et de prendre X,= (¥, O/ #"") ((10.5.1) et (10.6.2)).

Corollaire (10.6.5). — Soit A un anneau admissible. Pour que le schéma formel affine
X=Spf(A) soit noethérien, il faut et il suffit que A soit adique et noethérien.

La condition est évidemment suffisante. Inversement, supposons que X soit
noethérien, et soient § un idéal de définition de A, _#=3" I’'ldéal de définition corres-
pondant de ¥. Les préschémas (usuels) X,=(X, O/ #"*!) sont alors affines et noethé-
riens, donc les anneaux A =A/J""! sont noethériens (6.1.3), d’oli on conclut que
3/ est un A/J-module de type fini. Comme les #" forment un systéme fondamental
d’Idéaux de définition de X (10.5.1), on a @x=£1'2(035/f”) (10.5.3) ; on en conclut

(10.1.3) que A est topologiquement isomorphe a lim A/J", donc est adique et noethérien
(0, 7.2.8). ‘_

Remarque (10.6.6). — Avec les notations de (10.6.3), soit #,; un 0,-Module, et
supposons donné, pour i>j, un y;-morphisme 6; : F, > F,, de sorte que 0,00;,=60;
pour k<j<i. Comme I’application continue sous-jacente a v; est I'identité, 6; est un
homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens sur ’espace X ; en outre, si & est la
limite projective du systéme projectif (F,) de faisceaux de groupes abéliens, le fait que
les 0, sont des y;-morphismes permet de définir sur &# une structure de Ox-Module par
passage a la limite projective ; muni de cette structure, nous dirons que & est la limite
projective (pour les 6,) du systtme de O-Modules (#). Dans le cas particulier ou
vy (F;) =F; et ol 0 est Videntité, nous dirons pour abréger, que & est la limite projective
d’un systéme (F,) tel que u;(F;) =F,; pour j<i (sans mentionner les 6;).

(x0.6.7) Soient X, Y deux préschémas formels, # (resp. #") un Idéal de définition
de X (resp. 9), f : ¥~% un morphisme tel que f"(H#")0zc #. On a alors pour tout
entier 7>o0, f* (A ™) Or=(f"(#)0%)"C #"; on peut donc (10.5.6) déduire de fun mor-
phisme de préschémas (usuels) f, : X,—Y,, en posant X = (¥, 0,/ #"*), Y, = (D, Oy/ A" "),
et il résulte aussitot des définitions que les diagrammes

f
X, >Y,
(10.6.7.1) ¥ ¥
X e Y

n

n n
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sont commutatifs pour m<n ; autrement dit, (f,) est un systéme inductif de morphismes.

(10.6.8) Inversement, soit (X,) (resp. (Y,)) un systtme inductif de préschémas
(usuels) satisfaisant aux conditions 4) et ¢) de (10.6.3), et soit X (resp. 9) sa limite
inductive. Par définition des limites inductives, toute suite (f,) de morphismes X, —Y,
formant un systtme inductif admet une limite inductive f : ¥—%, qui est 'unique
morphisme de préschémas formels rendant commutatifs les diagrammes

X v
\J \
%—f>‘§)

Proposition (10.6.9). — Sotent X, V) deux préschémas formels localement noethériens,
F (vesp. X" un Idéal de définition de X (resp. Y)); Lapplication f—(f,) définie dans (10.6.7)
est une bijection de Uensemble des morphismes f : X—%) tels que f (A )OxC F, sur Pensemble
des sutes ( f,) de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1).

Si fest la limite inductive d’une telle suite, il faut montrer que f*(#)0.c ¢. La
question étant locale sur X et 9), on peut se borner au cas ou X ==_Spf(A), Y =Spf(B)
sont affines, A et B étant adiques noethériens, =32 4 =RK", o J (resp. K) est
un idéal de définition de A (resp. B). On a alors X,=Spec(A,), Y,=Spec(B,), avec
A,=A/F"*! et B,=B/R"*"!, en vertu de (10.3.6) et (10.3.2) ; f,=(“0,, ¢,), oOu les
homomorphismes ¢, : B,—~A, forment un syst¢me projectif, donc f= (“p,’¢), ou
@ =EIE<P"' La commutativité du diagramme (10.6.7.1) pour m=o0 donne alors la
condition ¢,(R/K]" 1) cJ/JI"T! pour tout n, donc, en passant & la limite projective,
o(RK)CS, et cela entraine [ (A )0xc ¢ (10.5.6, (ii)).

Corollaire (10.6.10). — Soient X, ) deux préschémas formels localement noethériens, T le
plus grand Idéal de définition de X (10.5.4).

(1) Pour tout Idéal de définition A~ de ) et tout morphisme f : X9, on a f*(A)0CcT .

(1) Il y a correspondance biunivoque canonique entre Hom (X, ) et Pensemble des suites (f,)
de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1), o X,=(X, 04/ "),
Y, = (9, Oy +Y).

(i) résulte aussitot de (i) et de (10.6.9). Pour démontrer (i), on peut se borner
au cas ou X=Spf(A), P=Spf(B), A et B étant noethériens, T =T* X =K*, ou T
est le plus grand idéal de définition de A et & un idéal de définition de B. Soit f=(%,¢),
ol ¢ : B>A est un homomorphisme continu ; comme les éléments de & sont topolo-
giquement nilpotents (0, 7.1.4, (ii)), il en est de méme de ceux de ¢(R), donc ¢(K)cT
puisque ¥ est ’ensemble des éléments topologiquement nilpotents de A (0, 7.1.6) ;
d’ott la conclusion en vertu de (10.5.6, (ii)).

Corollaire (10.6.1x). — Sotent S, X, Y trois préschémas formels localement noethériens,
[:1X—>C, g : D> des morphismes faisant de X et ) desS-préschémas formels. Soit ¢ (resp. A", L)
un Idéal de définition de S (resp. X, D), et supposons que f*(F)0xCH, g (F)0y=% ;
posons S, = (G, Og| 1), X,=(X, Ox| A1), Y,=(D, Oy L"*1). Il y aalors correspondance
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buunivoque canonique entre Homg (X, Q) et Pensemble des suites (u,) de S,-morphismes u, : X, Y,
rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1).

Pour tout S-morphisme u : X—9), on a par définition f= gou, donc
W(L)0x=u (g (F)0y)Ox=f"(F)0sCH
le corollaire découle donc de (10.6.9).

On notera que, pour m <7, la donnée d’un morphisme f, : X,—Y, détermine un
morphisme etunseul f,, : X, —Y, rendantcommutatif le diagramme (10.6.7.1), comme
on le voit aussitdt en se ramenant au cas affine ; on a ainsi défini une application
P + Homg (X, Y,) > Homg (X,,Y,) etles Homg (X,, Y,) forment pour les ¢, un
systéme projectif d’ensembles ; (10.6.11) s’énonce encore en disant qu’il existe une bijection
canonique

Homg (X, 9) xlimHomg (X,, Y,).

n

10.7. Produit de préschémas formels.

(xo0.7.1) Soit © un préschéma formel ; les S-préschémas formels formant une
catégorie, on peut définir la notion de produit de S-préschémas formels.

Proposition (10.7.2). — Soient X =Spf(B), Y=Spf(C) deux schémas formels affines
au-dessus d’un schéma formel affine ©S=Spf(A). Soient 3=Spf(B®AC), by1s Py les S-morphismes
correspondant (10.2.2) aux A-homomorphismes canoniques (continus) ¢ et ¢ de B et C dans B@AC ;
alors (3, py, po) est un produit desS-schémas formels affines X et Y.

En vertu de (10.4.6), tout revient a vérifier que si, & tout A-homomorphisme
continu ¢ : B@AC—>D, out D est un anneau admissible qui est une A-algé¢bre topologique,
on associe le couple (gop, @os), on définit une bijection

Hom, (B&®, C, D) ~ Hom, (B, D) x Hom, (C, D)

ce qui n’est autre que la propriété universelle du produit tensoriel complété (0, 7.7.6).

Proposition (x0.7.3). — Etant donnés deux G-préschémas formels X, ), le produit %X %
existe.

La démonstration est identique & celle de (3.2.6), en y remplacant les schémas
affines (resp. les ouverts affines) par les schémas formels affines (resp. les ouverts formels
affines), et la prop. (3.2.2) par (10.7.2).

Toutes les propriétés formelles du produit de préschémas (3.2.7 et 3.2.8, 3.3.1
a g.9.12) sont valables sans aucune modification pour le produit de préschémas formels.

(r0.7.4) Soient S, X, 9 trois préschémas formels et soient f : X—>G, g : P9-S
deux morphismes. Supposons qu’il existe dans &, X, 9 respectivement, trois systémes
fondamentaux d’Idéaux de définition (7,), (X,), (Z,) respectivement, ayant méme
ensemble d’indices I, tels que f*(Z,)0zcH", et g'(F,)0yc &, pour tout A. Posons
$3=(8, Os] 1), Xa=(X, Ox[H3), Y3=(D, Oy|L;) ; pour J,Cc F), X A, L ,c&),
notons que S, (resp. X,, Y,) est un sous-préschéma fermé de S, (resp. X, Y,,) ayant méme
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espace sous-jacent (10.6.1). Comme S,->S, est un monomorphisme de préschémas,
on voit donc d’abord que les produits X, X4 Y, et XAxSuY;\ sont identiques (3.2.4),
puis que X,\xquA s'identifie & un sous-préschéma fermé de Xuxquu ayant méme
espace sous-jacent (4.3.1). Cela étant, le produit X X% est la limite inductive des
préschémas usuels XstAYx : en effet, on voit comme dans (10.6.2) qu’on peut se
ramener au cas ouS, X et 9 sont des schémas formels affines. Compte tenu de (10.5.6,
(ii)) et de I’hypothése sur les systemes fondamentaux d’Idéaux de définition de S, X et 9,
on voit aussitdt que notre assertion résulte de la définition du produit tensoriel complété
de deux algebres (0, 7.7.1).

En outre, soit 3 un G-préschéma formel, (.#,) un systéme fondamental d’Idéaux
de définition de J ayant I comme ensemble d’indices, u : 3—X, v : 3% deux S-mor-
phismes tels que u (A,)05CH,; et v'(L,)0zCH,. Silon pose Z,=(3, O3/#,), etsi
u, : Z,—~X, et v, : Z,—Y, sont les S,-morphismes correspondant & u et v (10.5.6), on
vérifie aussitot que (u, v)g est la limite inductive des S;-morphismes (u,, v,)g,.

Les considérations de ce numéro s’appliquent en particulier lorsque S, X et 9
sont localement noethériens, en prenant comme systémes fondamentaux d’Idéaux de
définition les systémes formés des puissances d’un Idéal de définition (10.5.1). Mais
on notera que X X% n’est pas nécessairement localement noethérien (voir toutefois

(10.13.5)).

10.8. Complété formel d’un préschéma le long d’une partie fermée,

(x0.8.1) Soient X un préschéma (usuel) localement noethérien, X' une partie fermée
de Pespace sous-jacent & X ; désignons par ® ’ensemble des faisceaux cohérents d’idéaux ¢
dans Oy, tels que le support de O/ _# soit X'. L’ensemble ® n’est pas vide (5.2.1, 4.1.4
et 6.1.1) ; nous ’ordonnerons par la relation >.

Lemme (10.8.2). — L’ensemble ordonné @ est filtrant ; si X est noethérien, pour tout ¢ e ®,
Pensemble des puissances i (n>o0) est cofinal a @.

En effet, si #, et #, appartiennent a @, et si on pose f= _¢,n #,, # est cohérent
puisque Oy est cohérent (6.1.1 et 0, 5.3.4), et 'on a _Z,=(#,),n(#,),, pour tout
xeX, donc #,=0, pour x¢X' et # &0, pour xcX', ce qui prouve que FeQ,
D’autre part, si X est noethérien, et si £, et # appartiennent a @, il existe un entier
n>o tel que _#5(0x/ #)=0 (9.3.4), ce qui signifie que #jC 7.

(x0.8.3) Soit maintenant % un Ox-Module cohérent ; pour tout Fe®, F ®@x((9X/ )
est un Ox-Module cohérent (9.1.1), de support contenu dans X', et que nous identifierons
le plus souvent a sa restriction a X'. Lorsque # parcourt @, ces faisceaux forment un
systéme projectif de faisceaux de groupes abéliens.

Définition (10.8.4). — Etant donnés une partie fermée X' d’un préschéma localement
noethérien X et un Ox-Module cohérent F, on appelle complété de F le long de X' et on désigne

par Fxo ou par F (lorsqu’aucune confusion n’est possible) la restriction & X' du faisceau
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lim (# ®@X(@X/ F)) s on dit que ses sections au-dessus de X' sont les sections formelles de F
o

le long de X'.

Il est immédiat que pour tout ouvert UcX, ona (F|U)y.xy=(F x)| (UnX).

Par passage a la limite projective, il est clair que (0x) x est un faisceau d’anneaux,
et que F x peut étre considéré comme un (0x)x-Module. En outre, comme il existe
une base de la topologie de X' formée d’ouverts quasi-compacts, on peut considérer
(Ox) x (resp. F x/) comme un faisceau d’anneaux topologiques (resp. de groupes topologiques)
limite projective des faisceaux d’anneaux (resp. groupes) pseudo-discrets Ox| ¢ (resp.
F&, (Ox| ) =F | I F ), et, par passage a la limite projective, & x. devient alors un
(Ox) x-Module topologique (0, 3.8.1 et 3.8.2) ; rappelons que pour tout ouvert guasi-
compact UcX, I'(UnX', (0x) x) (resp. I'(UnX', & x/)) est alors limite projective des
anneaux (resp. groupes) discrets I'(U, O/ #) (resp. I'(U, #| #F)).

Si maintenant u : F—>% est un homomorphisme de Ox-Modules, on en déduit
canoniquement des homomorphismes uy : FQ,, (0x/f) - 9Q, (0] #) pour tout
Fe®, et ces homomorphismes forment un systtme projectif. Par passage a la limite
projective et restriction a X', ils donnent donc un (0x)x--homomorphisme continu
F x = Y x, noté uyx ou 4, et appelé le complété de ’homomorphisme u le long de X'
Il est clair que si v : ¥—>3# est un second homomorphisme de @Ox-Modules, on a
(vou) o= (v/x/)o(ux) donc F x, est un foncteur additif covariant en F, de la catégorie des
Ox-Modules cohérents, a valeurs dans la catégorie des (0x)x-Modules topologiques.

Proposition (10.8.5). — Le support de (Ox)x est X' ; Pespace topologiquement annelé
(X', (Ox) x/) est un préschéma formel localement noethérien, et si Fe®, F x est un Idéal de
définition de ce préschéma formel. Si X =Spec(A) est un schéma affine d’anneau noethérien,
j:%; ot 3 est un idéal de A, et X' =V (3), (X', (Ox) x) Sidentifie canoniquement a Spf(A),
o A est le séparé complété de A pour la topologie §-préadique.

On peut évidemment se borner & prouver la derniére assertion. On sait (0, 7.3.3)
que le séparé complété & de  pour la topologie S-préadique s’identifie a Iidéal JA
de A, et que A est un anneau S-adique noethérien tel que A/f‘s”:A/ﬁ” 0, 7.2.6).
Cette derniére relation montre que les idéaux premiers ouverts de A sont les idéaux
ﬁzpfs, ol p est un idéal premier de A contenant J, et que 'on a PnA=p, d’ou
Spf(A) =X'. Comme Oy #"=(A/J")", la proposition découle aussitét des définitions.

On dit que le préschéma formel ainsi défini est le complété de X le long de X' et on le
note X x, ou X si aucune confusion n’est & craindre. Lorsque 'on prend X'=X, on
peut prendre #=o, et on a donc X y=X.

Il est clair que si U est un sous-préschéma induit sur un ouvertde X, U yax s'iden-
tifie canoniquement au sous-préschéma formel induit par X x. sur Pouvert UnX' de X'.

Corollaire (10.8.6). — Le préschéma (usuel) de est Uunique sous-préschéma réduit de X

ayant pour espace sous-jacent X' (5.2.1). Pour que X soit noethérien, il faut et il suffit que )A(red
le soit, et il suffit que X le soit.
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La détermination de X, étant locale (10.5.4), on peut encore supposer que X
est un schéma affine d’anneau noethérien ; avec les notations de (10.8.5), lidéal I

des éléments topologiquement nilpotents de A est I'image réciproque par I’application

canonique A —A/§=A/J du nilradical de A/J (0, 7.1.3), donc A/T est isomorphe
au quotient de A/J par son nilradical. La premiére assertion résulte donc de (10.5.4)

et (5.1.1). Si X, est noethérien, son espace sous-jacent X' Pest aussi, donc les

X! =Spec(Ox/ #") sont noethériens (6.1.2) et il en est de méme de X (10.6.4) ; la
réciproque est immédiate, en vertu de (6.1.2).

(x0.8.7) Les homomorphismes canoniques Ox—0Ox/ ¢ (pour _Ze®) forment
un systétme projectif et donnent donc, par passage a la limite projective, un homo-
morphisme de faisceau d’anneaux 6 : Ox — ¢ ((0x) x/) =li<_m(@x/ F), en désignant par ¢

®

I'injection canonique X'—>X des espaces sous-jacents. Nous désignerons par i (ou iyx)
le morphisme (dit canonique)

(4, 8) : X=X
d’espaces annelés.

Par tensorisation, pour tout Ox-Module cohérent &, les homomorphismes cano-
niques Oyx—>0x/ # donnent des homomorphismes F—>% ®@X(@X/ F) de Ox-Modules

qui forment encore un systéme projectif, et donnent donc, par passage a la limite projec-
tive, un homomorphisme canonique fonctoriel y : F—¢ (F x) de Ox-Modules.
Proposition (10.8.8). — (i) Le foncteur F x, (en F) est exact.
(ii) L’homomorphisme fonctoriel v* : i'(F) — F . de (Ox) x-Modules est un isomorphisme.
(i) I1 suffit de prouver que si 0—=>%F'—>F—>F''—0 est une suite exacte de
Ox-Modules cohérents, et U un ouvert affine de X, d’anneau noethérien A, la suite

0->T(UnX', Fiy) > T(UnX', F ) - [(UnX', F'4)—>0

est exacte. On a alors e57|U=KJ/I, .97']U=1\N/I', 9"[U=lf\71”, on M, M, M" sont
trois A-modules de type fini tels que la suite o->M'->M-—->M'"—»0 soit exacte (1.5.1 et
1.3.11) ; soit fZe® et soit I un idéal de A tel que f]Uz%l. On a alors

PUnX', F®o O F*) =M&, (A[3")
(1.3.12) ; donc, par définition de la limite projective, on a

M(UnX', # x)=lm(M®,(A/3") =M

séparé complété de M pour la topologie J-préadique, et de méme
T(UnX', Fix) =M, [(UnX', Fii) =M"
notre assertion résulte alors de ce que lorsque A est noethérien, le foncteur M en M

est exact sur la catégorie des A-modules de type fini (0, 7.3.3).
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(ii) La question étant locale, on peut supposer que l'on a une suite exacte
Op>0%—~>F—0 (0, 5.3.2) ; comme v* est fonctoriel, et que les foncteurs i'(F) et F X
sont exacts a droite (d’aprés (i) et (0, 4.5.1)), on a le diagramme commutatif

707 =0 —i(F)>o0
(r0.8.8.1) Yxl Y#l ,,#i

(%) )x ~ (O%)x» > F x>0

dont les lignes sont exactes. En outre, les deux foncteurs ¢ () et F x’ commutent aux
sommes directes finies (0, 3.2.6 et 4.3.2) et on est donc ramené a démontrer notre
assertion pour F=0x. On a alors i'(Ox)=(0x)x=0% (0, 4.3.4), et v* est un homo-
morphisme de Og-Modules ; il suffit donc de vérifier que v* transforme la section unité
de 0% au-dessus d’un ouvert de X' en elle-méme, ce qui est immédiat et montre donc que
dans ce cas v¥ est l'identité. ’

Corollaire (10.8.9). — Le morphisme d’espaces annelés i : X x.—X est plat.

Cela résulte en effet de (0, 6.7.3) et de (10.8.8, (i)).

Corollaire (10.8.10). — St F et G sont des Ox-Modules cohérents, il existe des isomor-
phismes canoniques fonctoriels (en F et 9)

(10.8. IO0. I) (ylxl) ®(6x)/xl (glxl) : (‘d/’.®(9x g) X
(10.8.10.2) (Homo (F, G)) x I Home y1x(F x5 G xr)

Cela résulte de I'identification canonique de ¢’ () et de F [x ; 'existence du premier
isomorphisme est alors un résultat valable pour tous les morphismes d’espaces annelés
(0, 4.3.3.1) et celle du second est un résultat valable pour tous les morphismes plats
(0, 6.7.6), donc découle de (10.8.9).

Proposition (10.8.11). — Pour tout Ox-Module cohérent F, le noyau de I’homomorphisme
canonique T'(X, F) - U(X', F x) déduit de F—F 5, est formé des sections nulles dans un
voisinage de X'.

Il résulte de la définition de & x que I'image canonique d’une telle section est
nulle. Réciproquement, si sel'(X, #) a une image nulle dans I'(X', # 1), il suffit de
voir que tout xeX' admet un voisinage dans X dans lequel s est nulle, et on peut donc se
ramener au cas ou X=_Spec(A) estaffine, A noethérien, X'=V(J), ot Jestunidéalde A,
et F =1\N/I, o M est un A-module de type fini. Alors I'(X', & ) est le séparé complété M
de M pour la topologie J-préadique, et '’homomorphisme I'(X, #) — I'(X', &# x) est
’homomorphisme canonique M->M. On sait (0, 7.3.7) que le noyau de cet homo-
morphisme est ’ensemble des zeM annulés par un élément de 14+J. On a donc
(1+f)s=o0 pour un feJ; pour tout x¢X' on en déduit (1,4 f,)s,=0, et comme
1,-f, est inversible dans 0, (J,0, étant contenu dans I'idéal maximal de 0,), on a s,=o,
ce qui démontre la proposition.

Corollaire (10.8.12). — Le support de F x, est égal @ Supp(F)nX'.

11 est clair que & x, est un (Ox) x-Module de type fini (10.8.8, (ii)) et (0, 5.2.4),
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donc son support est fermé (0, 5.2.2) et évidemment contenu dans Supp(Z#)nX'.
Pour montrer qu’il est égal a ce dernier ensemble, on est aussit6t ramené a prouver que
la relation T'(X', # x)=o0 entraine Supp(F)nX'=¥; or cela résulte de (10.8.11)
et de (1.4.1).

Corollaire (10.8.13). — Soit u : F—>Y un homomorphisme de Ox-Modules cohérents.
Pour que uix @ F x> G xo soit nul, il faut et il suffit que u soit nul dans un voisinage de X'.

En effet, d’aprés (10.8.8, (ii)), ux s’identifie & 7" (u), donc si on considére u comme
une section au-dessus de X du faisceau H# =#Hmo (F, ¥), ux est la section de
i (H)=Hyx au-dessus de X' qui lui correspond canoniquement ((10.8.10.2) et
(0, 4.4.6)). Il suffit donc d’appliquer (10.8.11) au Ox-Module cohérent 7.

Corollaire (10.8.14). — Soit u : F—~>%Y un homomorphisme de Ox-Modules cohérents.
Pour que uy. soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit que u soit un
monomorphisme (resp. un épimorphisme) dans un voisinage de X'.

Soient & et A" le conoyau et le noyau de u, de sorte qu'on a la suite exacte

o> N SF5G 5P 0, don (10.8.8, (i) la suite exacte
Yx' %ix’ /x
o> N —> F x —> G x —> P x—>o.
Si u;x est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), on a v;x,=0 (resp. wx =0),
donc il y a un voisinage de X' dans lequel v=o0 (resp. w=o0) en vertu de (10.8.13).

10.9. Prolongement d’un morphisme aux complétés.

(ro.9.1) Soient X, Y deux préschémas (usuels) localement noethériens, f: X—Y
un morphisme, X' (resp. Y') une partie fermée de I’espace sous-jacent X (resp. Y),
telles que f(X')cY'. Soit # (resp. &) un faisceau d’idéaux de Oy (resp. Oy) tel que
le support de Ox/ # (resp. Oy/H) soit X' (resp. Y') et que f (A4 )0xC ¢ ; on notera
qu’il existe toujours de tels faisceaux d’idéaux, car on peut par exemple prendre pour #
le plus grand faisceau d’idéaux de Oy définissant un sous-préschéma de X ayant X'
pour espace sous-jacent (5.2.1), et hypothése f(X')cY' entraine alors f*(#)0xc ¢
(5.2.4). On a donc pour tout entier n>o, f (A ™) 0Oxc #" (0, 4.3.5) ; par suite (4.4.6),
si on pose X/ =(X', Ox/ #"*™ 1), Y,= (Y, Oy/#™""), on déduit de f un morphisme
Jo XY, et il est immédiat que les f, forment un systéme inductif. Nous désignerons
sa limite inductive (10.6.8) par f:X x = Yy, et nous dirons (par abus de langage)
que f est le prolongement de f aux complétés de X et Y le long de X' et Y'. 11 est immédiat de
vérifier que ce morphisme ne dépend pas du choix des faisceaux d’idéaux £, A" vérifiant
les conditions ci-dessus. Il suffit de le voir en effet lorsque X et Y sont des schémas affines
noethériens d’anneaux A, B ; alors ¢ =§, v =§’, ou J (resp. K) est un idéal de A
(resp. B), f correspond & un homomorphisme d’anneaux ¢ : B—>A tel que ¢(K)C3J
(4.4.6 et 1.7.4) ; f est alors le morphisme qui correspond (10.2.2) d I"homomorphisme continu
¢ : BoA, ot A (resp. B) estle séparé complété de A (resp. B) pour la topologie J-pré-
adique (resp. K-préadique) (10.6.8) ; et on sait que si on remplace # par un autre
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fai“sceau d’idéaux ¢ '=§' tel que le support de O/ #' soit encore X', les topologies
S—Préadique et J'-préadique sur A sont les mémes (10.8.2).
On notera que, d’aprés cette définition, I’application continue X'—Y' des espaces
sou‘ls-jacents a Xx et Yy, qui correspond a J, n'est autre que la restriction a X' de f.
| (10.9.2) Il résulte aussitéot de la définition précédente que le diagramme de
md‘rphismes d’espaces annelés

| X
| |
|

est commutatif, les fleches verticales étant les morphismes canoniques (10.8.7).
| (r0.9.3) Soient Z un troisitme préschéma, g : Y—>Z un morphisme, Z' une
partie fermée de Z telle que g(Y')cZ’'. Si g désigne le complété le long de Y’ et Z' du
morphisme g, il résulte aussitét de (10.9.1) que on a (gof)"~ =7 of,
| Proposition (10.9.4). — Soient X, Y deux S-préschémas localement noethériens, Y étant
de Qpe Sfini sur S. Soient f, g, deux S-morphismes de X dans Y tels que f(X')cY', g(X')cY'.
Pour que f =5, il faut et il suffit que f et g coincident dans un voisinage de X'.
| La condition est évidemment suffisante (sans hypothése de finitude sur Y). Pour
voin qu’elle est nécessaire, remarquons d’abord que ’hypothése f =g implique f(x)=g(x)
pour tout xeX'. D’autre part, la question étant locale, on peut supposer que X et Y sont
des voisinages ouverts affines respectifs de x et de y=f{(x)=g(x), d’anneaux noethériens,
que“S est affine et que I'(Y, Oy) est une I'(S, 0g)-algébre de type fini (6.3.3). Alors fet g
correspondent a deux I'(S, 0g)-homomorphismes p, o de I'(Y, Oy) dans I'(X, 0x) (1.7.3), et
par hypothése, les prolongements par continuité de ces homomorphismes au séparé complété
de (Y, @y) sont les mémes. On conclut de (10.8.11) que pour toute section seI'(Y, @),
les sections p(s) et o(s) coincident dans un voisinage de X' (dépendant de s) ; comme
F(YL Oy) est une algebre de type fini sur I'(S, @g), on en déduit aussitét qu’il existe un
voisinage V de X' tel que p(s) et a(s) coincident dans V pour foute section seI'(Y, Oy).
Si heT'(Y, Ox) est tel que D(%) soit un voisinage de x contenu dans V, on conclut de ce
qui préceéde et de (1.4.1, d)) que f et g coincident dans D(4).
| Proposition (10.9.5). — Sous les hypothéses de (10.9.1), pour tout Oy-Module cohérent %,
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de (Ox) x.-Modules
| (D) x I (y)
\ Si on identifie canoniquement (f*(%)) - 2 1x(f (%)) et f (% v) 2 f(iy(¥)) (10.8.8),
la proposition résulte aussitét de la commutativité du diagramme de (10.9.2).
| (10.9.6) Soient maintenant % un Ox-Module cohérent, ¥ un Oy-Module cohérent.
Si ul|: 9—F est un f~morphisme de & dans &, il lui correspond un @x-homomorphisme
wt : f(4)~>%, donc par complétion un (0x)x-homomorphisme continu (u¥) X G
(f*(?))/x, — F x, et en vertu de (10.9.5) il existe un frmorphisme v : Yy = F xi
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et un seul, tel que *=(u¥)x. Si on considére les triplets (%, X, X') (& étant un
Ox-Module cohérent et X' une partie fermée de X) comme une catégorie, les morphismes
(F,X,X)>(%,Y,Y') consistant en un morphisme de préschémas f : X—Y tel
que f(X')cY' et en un f-morphisme u : ¥—>%, on peut donc dire que (X x/, F x)
est un foncteur en (F, X, X'), prenant ses valeurs dans la catégorie des couples (3, #)
formés d’un préschéma formel localement noethérien 3 et d’un O03-Module #, les
morphismes de cette derni¢re catégorie consistant en les couples formés d’un morphisme g
de préschémas formels et d’un g-morphisme.

Proposition (10.9.7). — Sotent S, X, Y trois préschémas localement noethériens, g : X—S,
k2 Y—S deux morphismes, S' une partie fermée de S, X' (resp. Y') une partie fermée de X (resp. Y)
telle que g(X')cS' (resp. A(Y')CS'); soit Z=X XY ; supposons Z localement noethérien,
et soit Z'=p"Y(X'Yng (Y'), ot p et q sont les projections de X X Y. Dans ces conditions, le
complété Zy, s’identifie au produit des S,g-préschémas Sormels (X x) X s (Y/Y,) les morphismes
structuraux sidentifiant & § et &, et les projections & § et §.

Il est immédiat que la question est locale pour S, X et Y, et on est donc ramené
au cas ou S==Spec(A), X=Spec(B), Y=Spec(C), S'=V(J), X'=V(R), Y =V (),
ol J, K], & sont trois idéaux tels que ¢(J)cK et ¢(J)cL, en désignant par ¢ et ¢
les homomorphismes A—B et A—C qui correspondent & g et 4. Alors on sait que
Z=Spec(B®,C) et que Z'=V(M), ot M est l'idéal Im(K/®,C)+Im(B®,L). La
conclusion résulte (10.7.2) de ce que le produit tensoriel complété (B®;8)~ (on
A, B, C sont respectivement les séparés complétés de A, B, G pour les topologies J-, K- et
Q-préadiques) est le séparé complété du produit tensoriel B®,C pour la topologie
M-préadique (0, 7.7.2).

On notera en outre que si T est un S-préschéma localement noethérien, « : T—X,
v : T>Y deux S-morphismes, T’ une partie fermée de T telle que u(T')cX', »(T") Y,
alors le prolongement aux complétés ((u, v)g)” s’identifie & (%, 7)g ”

Corollaire (10.9.8). — Soient X, Y deux S-préschémas localement noethériens tels que
X XY soit localement noethérien ; soient S’ une partie fermée de S, X' (resp. Y') une partie fermée
de X (vesp. Y) dont I'image dans S est contenue dans S'. Pour tout S-morphisme f : X—Y tel
que f (X')cY', le morphisme graphe U's s’identifie au prolongement (T',)” du morphisme graphe de f.

Corollaire (10.9.9). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f : X—~Y
un morphisme, Y' une partie fermée de Y, X'=f"HY'). Alors le préschéma X x. s'identifie par
le diagramme commutatif

X < X/X,
fl l?
Y<—Y/Y,

au produit X Xv(Y y) de préschémas formels.
Il suffit d’appliquer (10.9.7) en remplagant S et S’ par Y, X et X' par X.
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Remarque (10.9.10). — Si X est la somme X ,uX, (3.1), X' la réunion X;uXj,
ou X{ est une partie fermée de X; (=1, 2), on voit aussitét que P'on a Xy, =X x,uX, x..

10.10. Application aux faisceaux cohérents sur les schémas formels affines.

(ro0.10.1) Dans tout ce paragraphe, A désignera un anneau adique noethérien, 3§ un
idéal de définition de A. Soit X=Spec(A), X=Spf(A), qui s’identifie & la partie
fermée V(J) de X (10.1.2). En outre, la définition (10.1.2) et la définition (10.8.4)
montrent que le schéma formel affine X est identique au complété Xy du schéma affine X
le long de la partie fermée X de son espace sous-jacent. A tout Oy-Module cohérent F
correspond donc un Ox-Module de type fini & , qui est d’ailleurs un faisceau de modules
topologiques sur le faisceau d’anneaux topologiques 0. Mais tout Ox-Module cohérent &

est de la forme 1\~/I, ot M est un A-module de type fini (1.5.1) ; nous poserons (I\N/I) x=M?",
En outre, si # : M—N est un A-homomorphisme de A-modules de type fini, il lui corres-

~ ~
ond un homomorphisme % : M—N, et par suite aussi un homomorphisme continu
b

Uy (M)/X, - (N) ;x> que nous noterons x>, Il est immédiat que (vou)*=0v"u"; on a
ainsi défini un foncteur additif covariant M* de la catégorie des A-modules de type fini
dans celle des O0x-Modules de type fini. Lorsque A est un anneau discret, on a MA=M.
Proposition (10.10.2). — (1) M* est un _foncteur exact en M, et il existe un isomorphisme
canonique fonctoriel de A-modules T'(¥, M*) X M.
(i1) St M et N sont deux A-modules de type fini, il existe des isomorphismes canoniques
Jonctoriels

(10.10.2.1) (M®,N)* 3 M*®,, N*
(10.10.2.2) (Hom, (M, N))* X H#omo, (M®, N*)

(iii) L’application u—>u® est un isomorphisme fonctoriel

(10.10.2.3) Hom, (M, N) = Hom,, (M?, N*)

L’exactitude de MA résulte de Pexactitude des foncteurs M (1.3.5) et F x (10.8.8).
Par définition, ['(X, M?) est le séparé complété du A-module I'(X, IVI) =M pour la
topologie J-préadique ; mais comme A est complet et M de type fini, on sait (0, 7.3.6)
que M est séparé et complet, ce qui achéve de prouver (i). L’isomorphisme (10.10.2.1)
(resp. (10.10.2.2)) provient de la composition des isomorphismes (1.3.12, (i)) et
(10.8.10.1) (resp. (1.3.12, (ii)) et (10.8.10.2)). Enfin, comme Hom,(M, N) est un
A-module de type fini, on peut lui appliquer (i), qui identifie T'(¥X, (Hom, (M, N))%)
a Hom, (M, N), et utiliser (10.10.2.2), qui prouve que I’homomorphisme (10.10.2.3)
est un isomorphisme.

On déduit de (10.10.2) toute une série de conséquences analogues a celles déduites
de (1.3.7) et (1.3.12), que nous laissons au lecteur le soin de formuler.
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Notons que la propriété d’exactitude de M2, appliqué a la suite exacte
0—+J—>A—>A/J—>0 montre que le faisceau d’idéaux de @, désigné ici par J* coincide
avec celui qui avait été noté de la méme facon en (10.3.1), en vertu de (10.3.2).

Proposition (10.10.3). — Sous les hypothéses de (10.10.1), Oy est un faisceau cohérent
d’anneaux.

Si feA, on sait que Ay, est un anneau adique noethérien (0, 7.6.11) et comme
la question est locale, on est ramené (10.1.4) a prouver que le noyau d’un homo-
A ol u est un

A-homomorphisme A">A (10.10.2); comme A est noethérien, le noyau de u est de

morphisme v : 03—0; est un 0,-Module de type fini. On a alors v=u

type fini, autrement dit on a un homomorphisme A™ L A" tel que la suite A™ 5 A" 5 A

soit exacte. On en conclut (10.10.2) que la suite 0% w—A> 0% 5 Oy est exacte, ce qui prouve
que le noyau de v est de type fini.

(10.10.4) Avec les notations précédentes, posons A,=A/J"*, et soit X, le schéma
affine Spec(A,)=(X, O/ F" 1), F=3* étant le faisceau d’idéaux de définition de Oy
correspondant a I'idéal J. Soit #,,, le morphisme de préschémas X, —X, correspondant
a ’homomorphisme canonique A,—A, pour m<n; le schéma formel X est limite
inductive des X, pour les u,, (10.6.3).

Proposition (10.10.5). — Sous les hypothéses de (10.10.1), soit F un Or-Module. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est un Ox-Module cohérent.
b) F est isomorphe & la limite projective (10.6.6) d’une suite (F,) de Oy -Modules cohé-

rents tels que u:, (F,) =%,

n+1

s

c) Il existe un A-module de type fint M (déterminé a un isomorphisme canonique prés par
(10.10.2, (1)) tel que F soit isomorphe a MA.

Montrons d’abord que 4) implique ¢). On a 37"=KJ/IH,
de type fini, et I’hypothése entraine que Mm=Mn®AnAm pour m<n (1.6.5); les M,
forment donc un syst¢eme projectif pour les di-homomorphismes canoniques M,—~M,,
(m<n), et il résulte aussitot de la définition des A, que ce systeme projectif vérifie les
conditions de (0, 7.2.9) ; sa limite projective M est par suite un A-module de type

fini tel que M,=M®,A, pour tout n. On en déduit que &,
M®@X(0X/§"+1), donc F=M?" par définition (10.8.4).

Inversement, ¢) entraine &) ; en effet, si u, est le morphisme d’immersion X,—X,
(M) = (M®,A,)™ est induit sur X, par M®,, (0x/3"+1), et M =limu(M) par
définition (10.8.4) ; comme u,,=u,ou,, pour m<n, les F,=u,(M) vérifient les condi-
tions de 4), d’ou notre assertion.

Montrons maintenant que ¢) implique a) : en effet, on a par définition O,=A";
M étant conoyau d’un homomorphisme A”->A" il résulte de (10.10.2) que M* est

ou M, est un A, -module

est induit sur X, par

conoyau d’un homomorphisme 03—0%, et comme le faisceau d’anneaux 0y est cohérent
(10.10.3), il en est de méme de M (0, 5.3.4).
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Enfin, a) entraine ). Considéré comme Oy-Module, on a Oy =0y F"1=A%;
F, =F ®@£(Oxn est un Oyx-Module cohérent (0, 5.3.5), et comme c’est aussi un
0Ox,-Module et que #"** est cohérent, on en conclut que &, est un g -Module cohérent
(0, 5.3.10), et il est immédiat que u,,(&F,)=%, pour m<n (en se souvenant que
I'application continue X, X, des espaces sous-jacents est I'identité de X). Le faisceau
g:lir_nf . est donc un Ox-Module cohérent, puisqu’on a vu que 4) entraine a). Les
homomorphismes canoniques & ->%, forment un systéme projectif, qui par passage 2
la limite donne un homomorphisme canonique w : #—%, et tout revient & démontrer
que w est bijectif. La question étant maintenant locale, on peut se borner au cas ot & est
conoyau d’un homomorphisme @%—-0%; cet homomorphisme étant de la forme v,
ol v est un homomorphisme A™>A" (10.10.2), & est isomorphe & M2, ot M = Coker v
(10.10.2). On a alors, en vertu de (10.10.2), #,=M"®, Ay=(M®,A,)*, ct comme
la topologie J-adique sur M®,A, est discréte, on a (M®,A,)*=(M®,A )~ (en tant
que Ox -Module) ; on a vu plus haut que MA=EE3" . €t w est donc bien dans ce cas
Pidentité. C.Q.F.D.

Corollaire (x0.10.6). — Si F vérifie la condition b) de (10.10.5), le systéme projectif (F,,)
est isomorphe au systtme des F Do O .

(r0.10.7) Soient maintenant A, B deux anneaux adiques noethériens, ¢ : B—A
un homomorphisme continu ; on désignera par J (resp. K) un idéal de définition de A
(resp. B), tels que ¢(8R)c3, et on posera X=Spec(A), Y=_Spec(B), X=Spf(A),
P=Spf(B). Soient f: X—Y le morphisme de préschémas correspondant & ¢ (1.6.1),
F : X9 son prolongement aux complétés (10.9.1), qui est aussi le morphisme de
préschémas formels correspondant a4 ¢ (10.2.2).

Proposition (10.10.8). — Pour tout B-module N de type fini, il existe un isomorphisme
canonique fonctoriel de Oy-Modules

FT(N%) 3 (N®,A)A

En effet, en désignant par ix : ¥->X et iy : PY—>Y les morphismes canoniques,

on a (10.8.8), a des isomorphismes canoniques fonctoriels pres, NAziQ(NJ) et
(N®5A)* =iy (N®A)~) =iz (f"(N))

(1.6.5) ; la proposition résulte donc de la commutativité du diagramme (10.9.2).

Corollaire (10.10.9). — Pour tout idéal b de B, on a F*(b%)0x=(bA)A.

En effet, soit j I'injection canonique b—B, a laquelle il correspond l’injection
canonique j* : b2—>0y de faisceaux de Oy-Modules ; par définition, f*(b*)0y est P'image
de ’homomorphisme f*(j%) : *(6%) - Ox=F"(0y) ; mais cet homomorphisme s’identifie
a (jo1)4 @ (bogA)A - Ox=(B®3A)* d’aprés (10.10.8). Comme l'image de j®1 est
I'idéal BA de A, limage de (j®1)* est donc (bA)* en vertu de (10.10.2), d’ou la
conclusion.
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10.11. Faisceaux cohérents sur les préschémas formels.

Proposition (x0.xx.1). — St X est un préschéma formel localement noethérien, le faisceau
d’anneaux Oy est cohérent et tout faisceau d’idéaux de définition de X est cohérent.

La question étant locale, on est ramené au cas d’un schéma formel affine noethérien,
et la proposition résulte donc de (10.10.3) et (10.10.5).

(ro.x1x.2) Soient X un préschéma formel localement noethérien, ¢ un faisceau
d’idéaux de définition de X, X, le préschéma (usuel) localement noethérien (X, O/ #"*1),
de sorte que X est limite inductive de la suite (X,) pour les morphismes canoniques
U,, : X,—~>X, (10.6.3). Avec ces notations :

Théoréme (10.xx.3). — Pour qu'un Ox-Module F soit cohérent, il faut et il suffit qu’il
soit isomorphe @ une limite projective d’une suite (F,), ou F, est un Ox -Module cohérent, tel que
w, (F)=F, pour m<n (10.6.6). Le spstéme projectif (F,) est alors isomorphe au systéme
des w,(F)=F ®@I0Xn’ u, étant le morphisme canonique X,— X.

La question étant locale, on est ramené au cas ou X est un schéma formel affine
noethérien, et le théoréme est alors conséquence de (10.10.5) et (10.10.6).

On peut donc dire que la donnée d’un Ox-Module cohérent équivaut a celle d’un systéme
projectif (F,) de Ox -Modules cohérents tels que u,, (F,)=F, pour m<n.

Corollaire (10.11.4). — St F et G sont deux Ox-Modules cohérents, on peut (avec les
notations de (10.11.3)) définir un isomorphisme canonique fonctoriel
(ro.11.4.1) Hom, (#, 4) 3 lim Hom,, (#,, ¥,)

La limite projective du second membre doit s’entendre pour les applications
0, = 4,,(0,) (m<n) de Hom,, (¥, %,) dans Home, (#,, 9,). L’homomorphisme
(10.11.4.1) fait correspondre a un élément 6eHom, (#, 9) la suite (4,(0)) ; on voit

aussitét qu’on en définit un homomorphisme réciproque du précédent en faisant corres-
pondre au systtme projectif (6,)elim Home (#,, 9,) sa limite projective dans
< n
n

Hom (#, %), compte tenu de (10.11.3).

Corollaire (10.1x.5). — Pour qu'un homomorphisme O : F—%G soit surjectif, il faut
et il suffit que I homomorphisme correspondant 0,=uy(0) : F %, le soit.

La question étant locale, on est ramené au cas ou X=Spf(A), A étant adique
noethérien, F=M"*, ¥=N* et 0=u", ou M et N sont des A-modules de type fini
et u un homomorphisme M—N ; on a en outre alors 0,=",, ol y, est ’homomorphisme
u®1 : M®,A/J - N®,A/J ; la conclusion résulte de ce que 6 et u (resp. 6, et u,) sont
simultanément surjectifs (1.8.9 et 10.10.2) et de ce que u et , sont simultanément
surjectifs (0, 7.1.14).

(ro.11.6) Le th. (10.11.3) montre qu’on peut considérer tout @x-Module cohé-
rent & comme un Ox-Module topologique, en le considérant comme limite projective des
faisceaux de groupes pseudo-discrets %, (0, 3.8.1). Il résulte alors de (10.11.4) que tout
homomorphisme u : F—+% de Ogx-Modules cohérents est automatiquement continu
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(0, 3.8.2). En outre, si & est un sous-Ox-Module cohérent d’un 0x-Module cohérent F,
pour tout ouvert Uc X, I'(U, 5#) est un sous-groupe fermé du groupe topologique I'(U, )
car le foncteur I' étant exact a gauche, I'(U, 5#°) est le noyau de ’homomorphisme
MU, #)->I'(U, # /), qui est continu d’apres ce qui précede, puisque F | est cohérent
(0, 5.3.4) ; notre assertion résulte de ce que I'(U, & /#) est un groupe topologique
séparé.

Proposition (10.11.7). — Soient F et G deux Ox-Modules cohérents. On peut définir (avec
les notations de (10.11.3)) des isomorphismes canoniques fonctoriels de Ox-Modules topologiques

(ro.11.6)

(ro.xx.7.1) FQe, 9 lim (?n@)@xngn)
(r0.11.7.2) Homo (F, F) 3 li(_m:}%mwxn(fn, g,)

L’existence de I'isomorphisme (10.11.7.1) résulte de la formule
y—”®gxngn == (y®@x 0Xn) ®@Xn(g®@£ @Xn) - (eg;®@x g) ®@x @Xn

etde (10.11.3). L’isomorphisme (10.11.7.2) ot les deux membres sont considérés comme
faisceaux de modules sans topologie, résulte de la définition des sections de H#omy, (F, %)
et %’omoxn(gf' w Z,) et de lexistence de lisomorphisme (10.11.4.1), appliqué au
préschéma induit sur un ouvert formel affine noethérien arbitraire de X. Reste & prouver
que l'isomorphisme (10.11.7.2) est bicontinu au-dessus d’un ensemble quasi-compact,
et on est donc ramené au cas ou X=Spf(A), A étant adique noethérien, d’olt (10.10.5)
F=M4, ¥=N* M, N étant des A-modules de type fini ; compte tenu de (10.10.2.1),

(10.10.2.3) et (1.9.12, (ii)), on est ramené & montrer que ’isomorphisme canonique
Hom, (M, N) ¥ limHom, (M,, N,) (avec M,=M®,A , N, =N®,A ) est continu, ce

qui a été prouvé ndans (0, 7.8.2).

(r0.11.8) Comme Hom, (#, %) est le groupe des sections du faisceau de groupes
topologiques #omo, (F, ), il est muni d’une topologie de groupe. Si X est noethérien,
il résulte de (10.11.7.2) qu'un systéme fondamental de voisinages de o dans ce groupe
s’obtient en prenant les sous-groupes Home (&, #"¥) (n arbitraire).

Proposition (10.11.9). — Sotent X un préschéma formel noethérien, F et G deux Oy-Modules
cohérents. Dans le groupe topologique Home (F, &) les homomorphismes surjectifs (resp. injectifs,
bijectifs) forment une partie ouverte.

Envertude (10.11.5), 'ensemble des homomorphismes surjectifs dans Hom, (#, &)
est Uimage réciproque par l'application continue Hom, (#, ) — Homoxu(gfo, Y,
d’une partie du groupe discret Homoxn(ﬂ’o, %, d’ou la premiére assertion. Pour démon-
trer la seconde, recouvrons X par un nombre fini d’ouverts formels affines noethériens U,
Pour que 8eHomy (#, &) soit injectif, il faut et il suffit que toutes ses images par les
applications (continues) de restriction Hom, (¥, ¢) — Hom,, y,(#|U;, ¢|U,) le soient ;
on est donc ramené au cas affine, et alors cela a déja été prouvé dans (0, 7.8.3).
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10.12. Morphismes adiques de préschémas formels.

(ro.x2.1) Soient X, © deux préschémas formels localement noethériens ; nous dirons
qu’un morphisme f : ¥>& est adique s’il existe un Idéal de définition £ de & tel que
H =f"(F)0x soit un Idéal de définition de X ; on dit aussi alors que X est un S-préschéma
adique (pour f). Lorsqu’il en est ainsi, pour fout Idéal de définition £, de S, A", =f"( #,) 0
est un Idéal de définition de X. En effet, la question étant locale, on peut supposer ¥
et € affines noethériens ; il existe donc un entier n tel que £"c ¢, et #ic ¢ (10.3.6
et0,7.1.4),d’ot A"cHAy et A}cH . La premiére de ces relations prouve que ', = |2,
ou R, est un idéal ouvert de A=T'(X, 0y), et la seconde prouve que &, est un idéal de
définition de A (0, 7.1.4), d’ou notre assertion.

Il résulte aussitot de ce qui précede que si X et ) sont deux S-préschémas adiques,
tout S-morphisme u : X—>9) est adique : en effet, si f: X—6, g : Y-S sont les morphismes
structuraux, et £ un Idéal de définition de &, ona f=gou, donc u’(g'(#)0y)Ox=f"( #) 0
est un Idéal de définition de X, et par hypothése g'(_#)0y est un Idéal de définition de 9).

(r0.12.2) Dans ce qui suit, nous supposerons fixé un préschéma formel localement
noethérien & et un Idéal de définition # de S ; nous poserons S,=(S, O/ #"1). Les
S-préschémas adiques (localement noethériens) forment évidemment une catégorie. Nous
dirons qu’un systeéme inductif (X,) de S,-préschémas (usuels) localement noethériens
est un (S,)-systéme inductif adique si les morphismes structuraux f, : X,—S, sont tels que,
pour m<n, les diagrammes

X, < X,
(r0.12.2.1) fnl lfm
S, < S,

soient commutatifs et identifient X,, au produit X, X5 S,=(X,)s,- Les systémes inductifs
adiques forment une catégorie : il suffit en effet de définir un morphisme (X,)—(Y,) de
tels systémes comme un systéme inductif de S,-morphismes u, : X,—Y, tel que u, s’identifie &
(4,)s,) pour m<n. Cela étant :

Théoréme (10.12.3). — Il y a équivalence canonique entre la catégorie des S-préschémas
adiques et la catégorie des (S,)-systémes inductifs adiques.

L’équivalence en question s’obtient de la fagon suivante : si X est un S-préschéma
adique, f : X8 le morphisme structural, o =f"(_#)0; est un Idéal de définition de X
et on fait correspondre & ¥ le systéme inductif des X,=(¥, 0/#™""), le morphisme
structural f, : X,—S, correspondant a f (10.5.6). Montrons d’abord que (X,) est un
systéme inductif adique : si f=({, 0), ona {'(#)0x=", donc ¢"'(F")0r=A" pour tout n,
et (par Pexactitude du foncteur §*) ™+ Hi={"(gm T #" 1) (O] ™) pour m<n;
notre conclusion résulte donc de (4.4.5). Il est immédiat en outre de vérifier qu’a un
S-morphisme u : X9 de S-préschémas adiques correspond (avec des notations évidentes)
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un systeme inductif de S,-morphismes %, : X,—~Y, tel que u, s’identific & (u,)g,, pour
m<n.

Le fait qu'on a bien défini ainsi une équivalence résultera de la proposition plus
précise suivante :

Proposition (x0.12.3.1). — Soit (X,) un systéme inductif de S,-préschémas ; on suppose
que les morphismes structuraux f, @ X,—S, sont tels que les diagrammes (10.12.2.1) soient
commutatifs et identifient X, @ X,Xg S, pour m<n. Alors le systeme inductif (X,) vérifie les
conditions b) et c) de (10.6.3) ; sotent X sa limite inductive, f: X—~S le morphisme limite inductive
du systéme inductif (f,). Alors, si X, est localement noethérien, X est localement noethérien et f est
un morphisme adique.

Comme le faisceau d’idéaux de Og, qui définit le sous-préschéma S, de S, est
nilpotent, il en est de méme, en vertu de (4.4.5) du faisceau d’idéaux de Oy, définissant
le sous-préschéma X, de X,, donc les conditions de (10.6.3) sont bien vérifiées. La
question est par suite locale sur X et S et on peut supposer que S=Spf(A), F=J,
A étant un anneau J-adique noethérien, et X, =Spec(B,); si A,=A/J"*!, I’hypothése
entraine que B, est noethérien et que si on pose J,=3J/J" "%, B,,=B,/J7*'B,. Le noyau
de B,—B, est donc &,=3,B, et le noyau de B,—B,, est K2 7! pour m<n; en outre,
comme A, est noethérien, J, est de type fini sur A;, donc K,=K,/8 est de type fini
sur By, et a fortiori sur By=B,/ K, ; le fait que X soit noethérien résulte alors de (10.6.4) ;
si B=1limB,, on a X=Spf(B), et si & est le noyau de B-»Bj, B,=B/R"*% Si
op ° A/S(T+1—> B/K**! est 'homomorphisme correspondant a f,, on a donc

QYK = (B g, (313"

comme ’homomorphisme p : A—B correspondant a f est égal a li_r_npn, I'idéal 3B de B
est dense dans K, et comme tout idéal de B est fermé (0, 7.3.5), on a {=3JB. Si
A =K%, larelation f7( £)0x=HA" résulte alors de (10.10.9) etachéve la démonstration.
(ro0.12.3.2) L’équivalence précédente fournit, pour deux S-préschémas adiques X,
9, une bijection canonique
Home (¥, 9)  lim Homg (X,, Y,)

n

la limite projective étant relative aux applications u,—(u,)s,) pour m<n.

10.13. Morphismes de type fini.

Proposition (10.13.x). — Sotent Y) un préschéma formel localement noethérien, 4" un Idéal
de définition de 9, f : XY un morphisme de préschémas formels. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) X est localement noethérien, f est un morphisme adique (10.12.1) et st lon pose
I = (H)0x, le morphisme fy : (X, Ox] F) — (D, Oy|A") déduit de f est de type fini.

b) X est localement noethérien, et est limite inductive d’un (Y ,)-systéme inductif adique (X,)
tel que le morphisme X,—~Y, soit de type fini.
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c) Tout point de ) possede un voisinage ouvert formel affine noethérien V ayant la propriété
sutvante :

(Q)f (V) est réunion d’une famille finie d’ouverts formels affines noethériens U, tels que
Panneau adique noethérien T'(U;, Oy) soit topologiquement isomorphe au quotient d’une algibre de
séries formelles restreintes (0, 7.5.1) sur T'(V, Oy), par un idéal (nécessairement fermé).

Il est immédiat que a) entraine b) en vertu de (10.12.3). Pour montrer que 4)
entraine ¢), on peut, puisque la question est locale sur ), supposer que 9=Spt(B),
ou B est adique noethérien ; soit # = K*, R étant un idéal de définition de B. Comme par
hypothése, X est de type fini sur Y,, X, est réunion finie d’ouverts affines U, tels que
Panneau A, du schéma affine induit par X sur U, soit une algebre de type fini sur
Panneau B/& de Y, (6.3.2). En vertu de (5.1.9), U, est aussi un ouvert affine dans
chacun des préschémas noethériens X,, et si A;, est 'anneau du schéma affine induit
par X, sur U, ’hypothése 4) entraine que pour m<n, A,, estisomorphe & A,,/]"T*A,,.
Par suite, le préschéma formel induit sur U, par X est isomorphe a Spf(A,), ou A, = EiEAm

n

(10.6.4) ; A, est un anneau RKA;-adique, et A;/RA,;, isomorphe a A, est une algebre
de type fini sur B/&. On en conclut (0, 7.5.5) que A, est topologiquement isomorphe
a un quotient d’une algebre de séries formelles restreintes sur B (par un idéal nécessaire-
ment fermé, puisqu’une telle algeébre est noethérienne (0, 7.5.4)).

Pour démontrer que ¢) entraine a), on peut se limiter au cas ot X=Spf(A) est
aussi affine, A étant un anneau adique noethérien, isomorphe au quotient d’une algébre
de séries formelles restreintes sur B par un idéal fermé. Alors (0, 7.5.5), A/ KA est une
algebre de type fini sur B/R, et RA=J est un idéal de définition de A, donc, en vertu
de (10.10.9), les conditions de @) sont satisfaites.

On notera que si les conditions de la prop. (10.14.1) sont remplies, la propriété a)
est valable pour fout Idéal de définition " de 9 (en vertu de ¢)), et par suite, dans la
propriété b), tous les f, sont des morphismes de type fini.

Corollaire (x0.13.2). — St les conditions de (10.13.1) sont vérifies, tout ouvert formel
affine noethérien V de %) posséde la propriété (Q) et si Y est noethérien, il en est de méme de X.

Cela résulte aussitét de (10.13.1) et de (6.3.2).

Définition (10.33.3). — Lorsque les propriétés équivalentes a), b), c) de (10.13.1) sont
vérifides, on dit que le morphisme f est de type fini, ou que X est un Y-préschéma formel de type fini,
ou un préschéma _formel de type fini au-dessus de 9).

Corollaire (10.13.4). — Sotent X=Spf(A), Y=Spf(B) deux schémas formels affines
noethériens ; pour que X soit de type fini sur V), il faut et il suffit que I’anneau adique noethérien A
soit isomorphe au quotient d’une algébre de séries formelles restreintes sur B par un idéal fermé.

En effet, avec les notations de (10.13.1), si X est de type fini sur 9, A/KRA est
alors une (B/R)-algébre de type fini en vertu de (6.3.3) et KA est un idéal de définition
de A (10.10.9). On conclut donc par (0, 7.5.5).

Proposition (x0.13.5). — (i) Le composé de deux morphismes de préschémas formels qui
sont de type fini est de type fini.
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(ii) Soient X, S, S trois préschémas formels localement noethériens (resp. noethériens),
[ X6, g : &' —C deux morphismes. Si f est de type fini, X X&' est localement noethérien
(resp. noethérien) et est de type fini sur S'. '

(iii) Soient S un préschéma formel localement noethérien, X', )’ deux S-préschémas formels
localement noethériens tels que X' X' soit localement noethérien. Si X, ) sont des S-préschémas
Sormels localement noethériens, f : X—X', g : D> deux S-morphismes de type fini, X XD
est localement noethérien et fX g est un S-morphisme de type fini.

(iii) se déduit de (i) et (ii) par le raisonnement formel de (3.5.1) et il suffit donc
de prouver (i) et (ii).

Soient ¥, 9), 3 trois préschémas formels localement noethériens, f: X—9, g : 93
deux morphismes de type fini. Si .Z est un Idéal de définition de 3, # =g"(#)0y en est
un pour § et F=f"(g(Z))0x en est un pour X. Posons X,= (X, 0/ #), Y= (D, Oy/K'),
Z,=(3, 03/F) etsoient f, : X;—Y,, g : Y;—>Z, les morphismes correspondant a f et g.
Comme par hypothése f; et g, sont de type fini, il en est de méme de gyof, (6.3.4) qui
correspond a gof ; donc gof est de type fini par (10.13.1).

Sous les conditions de (ii), © (resp. X, &') est limite inductive d’une suite (S,)
(resp. (X,), (S;)) de préschémas localement noethériens et on peut supposer (10.14.1)
que X,=X, X8, pour m<n. Le préschéma formel XX8  est alors limite inductive
des préschémas X, XS, (10.7.4),etona

X X 5,5= (X, X5,8,) X5,5,=(X, Xg,S,) XS,

En outre, X;XS; estlocalement noethérien puisque X, est de type fini sur S, (6.3.8).
On en conclut d’abord (10.12.3.1) que X X&' est localement noethérien ; en outre,
comme X XS, est de type fini sur S; (6.3.8), il résulte de (10.12.3.1) et de (10.13.1)
que X Xg&' est de type fini sur &', ce qui achéve de prouver (i) (I’assertion relative aux
préschémas noethériens étant conséquence immédiate de (6.3.8)).

Corollaire (10.13.6). — Sous les hypothéses de (10.9.9), si f est un morphisme de type fin,
il en est de méme de son prolongement f aux complétés.

10.14. Sous-préschémas fermés des préschémas formels.

Proposition (10.14.1). — Sotent X un préschéma formel localement noethérien, &7 un
Jaisceau d’idéaux cohérent de Oy. Si Y est le support (fermé) de Oy|f, Uespace topologiquement
annelé (Y, (0y]4)|D) est un préschéma formel localement noethérien, qui est noethérien si X Dest.

Notons que Oy/o/ est cohérent en vertu de (10.10.3) et (0, 5.3.4), donc
son support 9 est fermé (0, 5.2.2). Soit # un Idéal de définition de X, et soit
X,=(X, Og/ #"*1) ; le faiscecau d’anneaux Oy/s/ est limite projective des faisceaux
Ox /(A + I ) = (0] )P0, (0] F"*1) (10.11.3), qui ont tous pour support . Le
faisceau (o 4+ #"*1)[ #"+! est un Ox-Module cohérent, puisque £ ** est cohérent, donc
(4 gt gn+ estaussiun (Of #"1)-Module cohérent (0, 5.3.10) ; si Y, est le sous-
préschéma fermé de X, défini par ce faisceau d’idéaux, il est immédiat que (9, (0x/)|D)
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est le préschéma formel limite inductive des Y,, et comme les conditions de (10.6.4)
sont satisfaites, cela prouve que ce préschéma formel est localement noethérien, et
noethérien si X I'est (puisque alors Y, ’est en vertu de (6.1.4)).

Définition (10.14.2). — On appelle sous-préschéma fermé d’un préschéma formel X tout
préschéma formel (9, (Ox]|Z)|Y) ot o est un Ox-Module cohérent ; on dit que ce préschéma est
le sous-préschéma fermé défini par <.

I1 est clair que la correspondance ainsi définie entre @,-Modules cohérents et
sous-préschémas fermés de X est biunivoque.

Le morphisme d’espaces topologiquement annelés j= (¢, 0) : Y%, ou ¢ est
I'injection 9P—+X et 6% ’homomorphisme canonique Or—>0/o/, est évidemment
(10.4.5) un morphisme de préschémas formels, qu’on appelle I'injection canonique de %)
dans ¥. On notera que si X=Spf(A), ou A est adique noethérien, on a &/=a®, ol a
est un idéal de A (10.10.5), et il résulte aussitét de ce qui précede que l'on a alors
9 =Spf(A/a) & un isomorphisme pres, et que j correspond (10.2.2) a ’homomorphisme
canonique A-—>A/a. ’

On dit qu’un morphisme f: 3—X de préschémas formels localement noethériens
est une tmmersion fermée si elle se factorise en 3 5 9 5%, ou g est un isomorphisme de 3
sur un sous-préschéma fermé ) de X et j 'injection canonique. Comme j est un mono-
morphisme d’espaces annelés, g et 9 sont nécessairement uniques.

Proposition (10.14.3). — Une immersion fermée est un morphisme de type fini.

On se ramene aussitdt au cas ou X est un schéma formel affine Spf(A) et
PD=Spf(A/a) ; la proposition résulte de (10.13.1, ¢)).

Lemme (10.14.4). — Soit f : Y—>X un morphisme de préschémas formels localement
noethériens, et soit (U,) un recouvrement de f () par des ouverts formels affines noethériens de X,
tels que les f—*(U,) soient des ouverts formels affines noethériens de Y. Pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que f () soit une partie fermée de X et que, pour tout o, la restriction de
S af(U,) corresponde (10.4.6) & un homomorphisme surjectif T'(U,, O) — T(f1(U,), Oy).

Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, si elles sont remplies,
et si on désigne par a, le noyau de I'(U,, 0y) — I'(f~(U,), Oy), on définit un faisceau
cohérent d’idéaux o/ de Oy en prenant «/|U,=aq3, et en prenant o nul dans le complé-
mentaire de la réunion des U,. En effet, puisque f(9)) est fermé et que le support de a5
est U,nf(9), tout revient a vérifier que a et af induisent le méme faisceau sur un
ouvert formel affine noethérien VcU,nU,. Or, la restriction de fa f~—*(U,) étant une
immersion fermée de ce préschéma formel dans U,, f~(V) est un ouvert formel affine
noethérien dans f~(U,) et la restriction de f & f~*(V) est une immersion fermée ; si b
est le noyau de ’homomorphisme surjectif T'(V, 0y) — I'(f~(V), Oy) correspondant a
cette restriction, il est immeédiat (10.10.2) que a2 induit b* sur V. Le faisceau d’idéaux </
étant ainsi défini, il est alors clair que f=goj, ou j : 3—X est 'injection canonique du
sous-préschéma fermé 3 de X défini par &, et ¢ un isomorphisme de 9 sur 3.

Proposition (10.14.5). — (1) St f: 30, g : D—>X sont des immersions fermées de
préschémas formels localement noethériens, gof est une immersion fermée.
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(i1) Sotent X, Y, © trois préschémas formels localement noethériens, f : X—~S une immersion
Sermée, g : DS un morphisme. Alors le morphisme X X VDY) est une immersion fermée.

(iii) Soient S un préschéma formel localement noethérien, X', Y)' deux S-préschémas formels
localement noethériens tels que X' X% soit localement noethérien. St X, Y sont des S-préschémas
Jormels localement noethériens, f : X—X', g : V>N’ deux S-morphismes qui sont des immersions
fermées, alors fXgg est une immersion fermée.

En vertu de (3.5.1), il suffit encore de prouver (i) et (ii).

Pour démontrer (i), on peut supposer que ¥) (resp. 3) est un sous-préschéma fermé
de X (resp. 9) défini par un faisceau cohérent # (resp. ") d’idéaux de Oy (resp. Oy) ;
si ¢ est linjection P—X des espaces sous-jacents, ¢ (#") est un faisceau cohérent
d’idéaux de ¢ (Og) =04/ # (0, 5.3.12), donc aussi un Ox-Module cohérent (0, 5.3.10) ;
le noyau %", de Oy — (Ox/ #)/Y (#) est donc un faisceau cohérent d’idéaux de Oy
(0, 5.3.4), et Ox/A", est isomorphe & ¢ _(Oy/A"), ce qui prouve que 3 est isomorphe 2 un
sous-préschéma fermé de X.

Pour démontrer (ii), il est immédiat qu’on peut se limiter au cas ot S=Spf(A),
X=Spf(B), Y=Spf(C), A étant un anneau J-adique noethérien, B=A/a, ol a est un
idéal de A, C une A-algebre topologique adique et noethérienne. Tout revient & prouver
que ’homomorphisme C—>C®A(A/a) est surjectif : or, Afa est un A-module de type fini,
et sa topologie est la topologie J-adique ; il résulte alors de (0, 7.%7.8) que C@A(A/a)
s'identifie & C®, (A/a)=C/aC, d’ol notre assertion.

Corollaire (10.14.6). — Sous les hypothéses de (10.14.5, (i), sotent p : X XY—>X,
q 1 XXY>Y les projections, de sorte que le diagramme

¥ xxY

JNE

6<———g pJ)

est commutatif. Pour tout Oy~Module cohérent F, on a alors un isomorphisme canonique de
Oy-Modules

(r0.14.6.1) u: & (f(F)) 3 q,(0°(F)).

Pour définir un homomorphisme g*(f,(%)) - ¢ (p'(F)), on sait qu’il revient au méme
de définir un homomorphisme f,(F) — g,(¢,(p"(F)))=f.(p,(#'(F))) (0, 4.4.3) : nous
prendrons u=f (p), ou p est 'homomorphisme canonique F>p (p'(F)) (0, 4.4.3).
Pour voir que « est un isomorphisme, on se raméne aussitét au cas ot &, X, 9 sont des
spectres formels d’anneaux adiques noethériens A, B, C, avec les conditions vues ci-
dessus dans (10.14.5, (ii)) ; on a alors F=M?", ou M est un (A/a)-module de type
fini (10.10.5), et les deux membres de (10.14.6.1) s’identifient respectivement, en
vertu de (10.10.8), 2 (COM)* et & ((C/aC)®,, M), d’ou le corollaire, puisque
(ClaC)®,; M= (C®,(A/a))®, ;M s’identifie canoniquement & C&,M.
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Corollaire (10.x4.7). — Soient X un préschéma usuel localement noethérien, Y un sous-
préschéma fermé de X, j Pinjection canonique Y—X, X' une partie fermée de X et Y =YnX';

alors f 2 Y,y — X x est une immersion fermée, et pour tout Oy-Module cohérent F, on a
JF 1) =((F)) e

Comme Y'=;"'(X'), il suffit d’utiliser (10.9.9) et d’appliquer (10.14.5) et
(10.14.6).

10.15. Préschémas formels séparés.

Définition (10.15.1). — Sotent S un préschéma formel, X un S-préschéma formel, f : X—S
le morphisme structural. On appelle morphisme diagonal Ays : X—>X XX (noté aussi Ay) le
morphisme (1y, 1x)s. On dit que X est séparé sur S, ou un S-schéma_formel, ou que f est un morphisme
séparé, si I'image par Ay de DUespace sous-jacent X est une partie fermée de Pespace sous-jacent &
XXX, On dit qu’un préschéma formel X est séparé, ou est un schéma formel, s’il est séparé sur Z.

Proposition (10.15.2). — Supposons que les préschémas formels S, X soient respectivement
limites inductives de suites (S,), (X,) de préschémas usuels, et que le morphisme f : X—S soit
limite inductive d’une suite de morphismes f, @ X,—S,. Pour que f soit séparé, il faut et il suffit
que le morphisme f, : X—S, le soit.

En effet, Ay est alors limite inductive de la suite de morphismes Ay s (10.7.4),
et I'image par Ay g de l’espace sous-jacent X (resp. I’espace sous-jacent XxgX) est
identique a l'image par Ay 5 de I’espace sous-jacent X, (resp. & l'espace sous-jacent
X, X§,X,) 3 d’out la conclusion.

Proposition (x0.15.3). — On suppose dans ce qui suit que tous les préschémas formels (resp.
morphismes de préschémas formels) considérés soient limites inductives de suites de préschémas usuels
(vesp. de morphismes de préschémas usuels).

(1) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.

(i) St f: X=X, g : D>Y' sont deux S-morphismes séparés, fXsg est séparé.

(iii) i f : XY est un S-morphisme séparé, le S'-morphisme fig., est séparé pour toute
extension S' S du préschéma formel de base.

(iv) 87 le composé gof de deux morphismes est séparé, f est séparé.

(On sous-entend dans cet énoncé que si un méme préschéma formel 3 intervient
plusieurs fois dans une méme proposition, on le considére comme limite inductive de la
méme suite (Z,) de préschémas usuels partout ou il figure, et les morphismes de 3 dans un
préschéma formel (resp. d’un préschéma formel dans 3) comme limites inductives de
morphismes des Z, dans des préschémas usuels (resp. de préschémas usuels dans les Z,)).

Avec les notations de (10.15.2), on a en effet (gof )y=geofy, et (fXego=/oX 583
les assertions de (10.15.3) sont alors conséquences immédiates de (10.15.2) et des
assertions correspondantes de (5.5.1) pour les préschémas usuels.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer pour la méme espéce de préschémas
formels et de morphismes que dans (10.15.3) les propositions correspondant a (5.5.5),
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(5.5.9) et (5.5.10) (en y remplagant « ouvert affine » par « ouvert formel affine vérifiant
la condition &) de (10.6.3) »).

Un raisonnement analogue montre aussi que tout schéma formel affine noethérien
est séparé, ce qui justifie la terminologie.

Proposition (10.15.4). — Soient © un préschéma formel localement noethérien, X, ) deux
S-préschémas formels localement noethériens, tels que X ou ) soit de type fini sur S (de sorte que
X XY est localement noethérien) et que ) soit séparé sur S. Soit f : X~ un S-morphisme;
alors le morphisme graphe Uy= (14, f)g : X=X X est une immersion fermée.

On peut supposer que & est limite inductive d’une suite (S,) de préschémas locale-
ment noethériens, X (resp. ) limite inductive d’une suite (X,) (resp. (Y,)) de
S,-préschémas, flimite inductive d’une suite de S,-morphismes f, : X,—Y,; alors X X%
est limite inductive de la suite (X, X4 Y,) et I';de la suite (I'; ) (10.7.4) ; par hypothése,
Y, est séparé sur S, (10.15.2), donc P’espace T'; (X;) est un sous-espace fermé de X;Xx Y, ;
comme les espaces sous-jacents de X X% (resp. I'(X)) et X;x Y, (resp. I (X))
sont les mémes, on voit déja que I',(X) est un sous-espace fermé de X Xc%). Remarquons
maintenant que lorsque (U, V) parcourt ’ensemble des couples formés d’un ouvert
formel affine noethérien U (resp. V) de X (resp. Y) tels que f(U)cV, les ouverts UX V
forment un recouvrement de I',(X) dans X9, etsi fy : U-V est la restriction de f
a U, T : Us>UXgV est la restriction de I'; & U. Si nous montrons que I'; est une
immersion fermée, il en sera donc de méme de I'; (10.14.4), autrement dit, on est ramené
au cas ou ©S=Spf(A), X=Spf(B), Y=Spf(C) sont affines (A, B, C adiques noethériens),
S correspondant & un A-homomorphisme continu ¢ : C—B ; T correspond alors a 'unique
homomorphisme continu o : B®A0—>B qui, composé avec les homomorphismes cano-

niques B—>B®AC et C—>B®AC, donne respectivement identité et ¢. Or, il est clair
que « est surjectif, d’olt notre assertion.

Corollaire (10.15.5). — Sotent S un préschéma formel localement noethérien, X un
S-préschéma de type fini ; pour que X soit séparé sur S, il faut et il suffit que le morphisme diagonal
X—>XXgX soit une immersion fermée.

Proposition (10.15.6). — Une immersion fermée j : PD—X de préschémas formels locale-
ment noethériens est un morphisme séparé.

Avec les notations de (10.14.2), j, : Y~X, est une immersion fermée, donc un
morphisme séparé, et il suffit d’appliquer (10.15.2).

Proposition (10.15.7). — Soient X un préschéma (usuel) localement noethérien, X' une
partie fermée de X et X=X jx- Pour que X soit séparé, il faut et il suffit que de le soit, et il
suffit que X le soit.

En effet, avec les notations de (10.8.5), pour que X soit séparé, 1l faut et il suffit

que X; le soit (10.15.2), et comme X oa=(X) > il est équivalent de dire que X,
Pest (5.5.1, (vi)).
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Adhérence d’un sous-préschéma : I, 9.5.11.

Ox-Algebre : 0,4.1.3.

Anneau adique, — J-adique : 0, 7.1.9.

Anneau admissible : 0, 7.1.2.

Anneau complet de fractions : 0, 7.6.5.

Anneau de fractions : 0, 1.2.2.

Anneau des fonctions rationnelles : I, 2.1.6 et 7.1.3.
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Anneau intégre : 0,1.0.6.

Anneau linéairement topologisé : 0, 7.1.1.

Anneau local : 0, 1.0.7.

Anneau local dominant : I, 8.1.1.
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Anneau préadique, — JI-préadique : 0, 7.1.9.

Anneau préadmissible : 0, 7.1.2.

Anneau réduit : 0, 1.1.1.

Anneau régulier : 0,4.1.3.
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Cohérent (9x-Module) : 0, 5.3.1.

Cohérente (0x-Algebre) : 0, 5.3.6.
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Composante irréductible : 0, 2.1.5.

Composé d’un ¢-morphisme et d’un {’-morphisme : 0, 3.5.2.

Composé d’un ¥'-morphisme et d’un ¥’'-morphisme : 0, 4.4.2.

Condition de recollement : 0,3.3.1 et 4.1.6.

Corps de base d’un préschéma algébrique : 1,6.4.1.

Corps des valeurs d’un point géométrique : I, 3.4.5.

Diagonale de XX ¢X : 1,5.3.9.

Di-homomorphisme : 0, 1.0.2.

Domaine de définition d’une application rationnelle : I, 7.2.1.
Dual d’un ©y-Module : 0, 4.1.4.

Elément topologiquement nilpotent : 0, 7.1.1.
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Ensemble ou s’annule une section : 0, 5.5.1.

Entiére, entiére finie (algébre) : 0, 1.0.5.

Espace annelé : 0, 4.1.1.

219
28*



220 A. GROTHENDIECK

Espace annelé en anneaux locaux : 0, 5.5.1.

Espace annelé induit sur un ouvert : 0, 4.1.2.

Espace annelé normal, — réduit, — régulier : 0, 4.1.3.
Espace annelé obtenu par recollement : 0, 4.1.6.

Espace de Kolmogoroff : 0,2.1.2.

Espace irréductible : 0, 2.1.1.

Espace noethérien : 0, 2.2.1.
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Faisceau associé & un préfaisceau : 0, 3.5.7.
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Faisceau pseudo-discret : 0,3.8.1.
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Image fermée d’un préschéma par un morphisme : I, 9.5.3.
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Image réciproque d’un S-morphisme : I, 3.3.7.

Image réciproque d’un préfaisceau : 0, 3.5.3.

Image réciproque d’un S-préschéma : I, 3.3.6.
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Injection canonique d’un espace annelé induit sur un ouvert : 0, 4.1.2.
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Injection canonique d’un sous-préschéma formel : I, 10.14.2.
Injection géométrique : I, 3.5.4.
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Limite projective de Oxn-Modules : 1,10.6.6.
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Morphisme surjectif : I, 2.2.6.
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Morphisme séparé de préschémas formels : I, 10.15.1.
Morphisme structural d’un S-préschéma formel : I, 10.4.7.
A-morphisme, S-morphisme de préschémas formels : I, 10.4.7.
{-morphisme de préfaisceaux : 0, 3.5.1.

Y'-morphisme d’un ©y-Module dans un Oy-Module : 0, 4.4.1.
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Nilradical d’une Ox-Algébre : I, 5.1.1.
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Ouvert affine : I, 2.1.1.
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Partie multiplicative saturée : 0, 1.4.3.

Jf-plat (9x-Module) : 0,6.7.1.
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Préfaisceau constant : 0, 3.6.1.

Préfaisceau sur une base d’ouverts : 0,3.2.1.

Préschéma : I,2.1.2.
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Préschéma connexe : I, 2.1.7.

Préschéma de base : I, 2.5.1.

Préschéma déduit par réduction mod. 3 : 1,3.7.1.

Préschéma induit sur un ouvert : I, 2.1.8.

Préschéma intégre : I, 2.1.7.

Préschéma irréductible : I, 2.1.7.

Préschéma localement intégre : I, 2.1.7.

Préschéma localement noethérien : I, 6.1.1.

Préschéma réduit associé & un préschéma : I,5.1.3.

A-préschéma, préschéma au-dessus de A : I,2.5.1.

K-préschéma algébrique : I, 6.4.5.

S-préschéma, préschéma au-dessus de S : I, 2.5.1.

S-préschéma dominant : I, 2.5.1.

Préschéma de type fini au-dessus de S, S-préschéma de type fini : I,6.3.1.
Préschéma obtenu par extension du préschéma de base : I, 3.3.6.
Préschéma séparé au-dessus de S : 1, 5.4.1.

Préschéma formel : I, 10.4.2.

Préschéma formel adique : I, 10.4.2.

Préschéma formel localement noethérien : I, 10.4.2.

Préschéma formel noethérien : I, 10.4.2.

Préschéma formel au-dessus de A, A-préschéma formel : I, 10.4.7.
Préschéma formel au-dessus de S, S-préschéma formel : I, 10.4.7.
Préschéma formel de type fini sur &, S-préschéma formel de type fini : I, 10.13.3.
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Préschéma formel séparé sur S : I, 10.15.1.

Présentation finie (module ayant une) : 0, 1.0.5.
Présentation finie (Oy-Module ayant une) : 0, 5.2.5.
Principe de récurrence noethérienne : 0, 2.2.2.

Produit de S-préschémas : I, 3.2.1.

Produit de S-préschémas formels : I, 10.7.1.

Produit fibré d’ensembles : 1, 3.4.2.

Produit tensoriel de faisceaux sur des préschémas distincts : I, 9.1.2.
Produit tensoriel complété d’algebres : 0, 7.7.5.

Produit tensoriel complété de modules : 0, 7.7.2.
Projections canoniques d’un produit : I, 3.2.1.
Prolongement canonique d’un sous-Module : 1,9.4.1.
Prolongement d’un morphisme aux complétés : I, 10.9.1.
Puissance extérieure p-éme d’'un Og-Module : 0, 4.1.4.

Quasi-cohérent (Oyx-Module) : 0, 5.1.3.
Quasi-cohérente (Ox-Algebre) : 0, 5.1.3.

Racine d’un idéal : 0, 1.1.1.

Radical d’un anneau : 0,1.1.2.

Rang d’un ©x-Module localement libre : 0, 5.4.1.

Rang d’un 0y-Module sans torsion : I, 7.4.2.

Rang d’un K-schéma fini : I,6.4.5.
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Restriction d’un morphisme de préschémas a un sous-préschéma : I, 4.1.7.
Restriction d’un préschéma a un ouvert : I, 2.1.8.

Restriction d’une application rationnelle & un ouvert : I, 7.1.2.

Schéma : 1,5.4.1.

Schéma affine : I, 1.7.1.

Schéma local, schéma local en un point d’un préschéma : I, 2.4.1.
K-schéma algébrique : I, 6.4.1.

Schéma fini sur K, K-schéma fini : I,6.4.5.

S-schéma : 1, 5.4.1.

Schéma formel affine : I, 10.1.2.

&-schéma formel : I, 10.15.1.

Sections d’un faisceau : 0, 3.1.6.

S-section d’un S-préschéma : I,2.5.5 et 5.3.1I.
S-section rationnelle d’un S-préschéma : I, 7.1.2.

Section unité de O¢ : 0,4.1.1.

Séries formelles restreintes : 0, 7.5.1.

Somme de préschémas : I, 3.6.1.

Sous-Oy-Algébre engendrée par un sous-Module : 0, 4.1.3.
Sous-préschéma : I, 4.1.3.

Sous-préschéma associé 4 une immersion : I, 4.2.1.
Sous-préschéma fermé : I, 4.1.3.

Sous-préschéma fermé défini par un faisceau d’idéaux : I, 4.1.2.
Sous-préschéma formel fermé : I, 10.14.2.

Spécialisation d’un point : 0,2.1.2.

Spectre d’'un anneau : I, 1.1.1.

Spectre formel d’un anneau admissible : I, 10.1.2.
Support d’un module : 0, 1.7.1.
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Support d’un faisceau de groupes : 0, 3.1.6.
Systéme fondamental d’Idéaux de définition : I, 10.3.6 et 10.5.1.
Systéme inductif adique de préschémas : I, 10.12.2.

Topologie J-adique (1), topologie J-préadique : 0,7.1.9 et 7.2.3.
Topologie spectrale : I, 1.1.2.

Trivial (9x-Module inversible) : I, 2.4.8.

Type fini (Ox-Module de) : 0, 5.2.1.

Valeur d’une section en un point : 0, 5.5.1.

(1) Observons que notre terminologie s’écarte quelque peu des définitions usuelles : nous n’employons le
terme « adique » que lorsqu’il s’agit d’anneaux ou modules séparés et complets.
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