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“:-1l'iisemble des r=3ultat: cul devraient f:x.gu.rer dans une redactlon

\a_.. Pour parvenir I ceiia derniere, il faudrz une réorganisatidn"d

‘]~>r.d 2 comble du zrésent Zzat &, la premiére Tiche <sant ““obable =
' d

-%e 7 issement d'w. nouvezu ple: (dans lequel sxis dsute lss ach

&)

s 11.,22,14,15 vi:zrdéront Leaccus plus t8t). ¢ r'ai pas encorl L.

lc .2 16, qui ex srincipe re doit offrir aucune Cifficulsé -

-Z1. . en aucune maniére sur le: n2s précédents, puisqu'il s'sgiz &




¢ .=ple auesticsn de traduction.

Tu noiterzs la présence d'une proposition 10.3. qui devrailv fig

~:r dans un paragraphe aniZrieur. Je te signale 4 ce propos gque j'ail
plusieurs autres résultats, assez disparates mais ayent tous traits &
Zes appnlicavions birationellesr que j'aimerais insérer quelque part.
I1 me semble gu'il y en aura trop peu péui en faire unlparagfaphe, auz
“u une suggestion & faire ol ;e fourrer ? Je pense te l'envoyer
proéhainement, ainsi que le n?l6 des preésentes notes.

D'ailleurs, le présent par.20 éclaterax tres probablement en
Geux, l'un étant constitué par des déweloppements genre "gédométrie
&_dmentaire" sur les grassmankeénnes. A la rigueur, on pourraif y fourr

-

aussi (& déf=ut de meilleur endroi%t) les compléments dont Jje parle sur

les applications birationelles ?

\z-



‘“ZV20 Sections hyvervlanes et vrojections ééﬁéaiﬂ-edsam'(ue .

7

¥
. /1
20.1. Préliminaires Ze notations.

Soient B un  préschércz , E un Module loc libre de type fini sur S,'

na<

son duaz. Nous noterons par P=P(E) le fibré projectif défini par E,

L~ v v
par P celui défini par E . Nousnappelerons P Ie schéma _des hyperplan:

de P, cevte terminologle se jus_tifian‘b de la fagon suivante. Soi“.ﬁ

7{ une section de \lé sur S, qui est donc /étermihée par unA quule quotient
inversible L de \_JE_ « On en conclut un module quotien‘t inversible
LP.de(?E__,_)P = (E_P)V , @Tautre part on dispose d'un module quotient inversi:
’ _Q_?(l)‘ de E; . Passant aux duals, on peut envisager _1;?_1 resp. _QP(-].)

corme des sous-modules inversibles (loc facteurs directs) de Ep Tesp.

- ' v
3 RN : 1 =
ie (Ep , et l'accuuplement E, 3) Ep — 0Op définit donc un
_accoupiement naturel -
(x) 05 (-1)8L, 5 0
ou encore un homomorphisme :_jtranspo‘sé . -
(x=x) -QP —> QP(l)ﬁl‘-‘P' = Qp(l) )

i.e. une section de LP'(I), canoniquement déterminée par . L& 'diviseur'
fermé - T
ce cette sedétion, i.e. le sousfSchéma?.zHg de P défini par 12Idéal

EEL S

image de (x), est =appelé l'hyperplen dans P défini par . l'élémen‘t '
?(. \}!(S) . -I1 peut encore se décrire en notant que localement sur ‘S =
t::”mxcizmccéqxfzzz%r % est donné par une section ¢ de E , =Zx tel:
ckmrm¥owk que #(s) # 0 pour tout 8 ( 4§ étant déterminé par? mé:dulo
zuitiplication par une section inversible de Qg ); comme E = p;'_(g?(l)}
Lo P—S étant la projection), ¢ vpeut &tre considéré comme une sec:'cic
‘s Op (1), don& le diviseur n'est sutre que H§.~ Bien 'entendu., si oz

- 7—L S :
_9:’.1,5%,@_9”9,{ 4 comme un sous—-frIzrzzuximy module inversible de

= local
. —znt fzcteur direct dans E, alors la correspondance entre }' (i.e. L.

5
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-« - cu encore]L < E) et 4 s'obitext en prenantVune section de I T qui
, e ,

~
—

enmule -en aucun point t:xxn:xnxx, i.e. une trivialisation de L-l

e (qui existe- en “tous cas: localement). Notons d'ailleurs que H; n'est

N o — -

Whor A o ame S sgedestt bE s

auire que P(E/L~ l) (isomorphisme canonique), ce qui est une troisiéme

fagon de décrire H§ (NB P(E/L‘} est bien plongé canoniquement dans

P = P(“) ), qui a 1'avantage de montrer de plus que H est un fibré pro

_____ —_— T \
tif sur S, et & fortiori est llsse sur S (encore aurait-il fallu dlre'—

—_— .
e e

e T —

‘au par. 17 qu'un fibré progectif est lisseNeee.)e. Il serait sans doute
,,/—"\_,,Ah/%

e AbsashiM NS TR SR A O A

-
e

.;;”Wéuﬁgpréférable de commencer par celle-la.

Remarques. Ia formation de H{ en termes de ? est conpatible avec

le changement de base, comﬁe on constate aussit8t., en d'autres termes,
on trouve un homomorphisme de foncteurs (Sch);é — (Ens)

A4
P — Div (2/5) , ‘

ol le deuxiéme membre désigne le foncteur des "diviseurs relatifs" de P«g
dont la valeur en S' (S-préschéma arbitraire) est 1'ensemble des

sous—-schérmas fermés de Pge qui sont intersection compldte transversale

oo ok B

v{;;f de codimension 1 relativement & S' (ef par.l9). Il est Ffacile de montre
; Q;' que cetizxz homomorphisme de foncteurs est un monomorphiéﬁé, en di'autres

% P Termes que .% est déterminé par>HE~. (Ce dernier fait justifie la termin«
2122- logie "schéma des hyperplans" utilisée plus'hhut). Nous verrons z:.w N
; €xznx¥x que le foncteur Div (P/S) est représentable pé%eiﬁygcﬁéma soﬁgé
des P(Sy**~(E)), de sorte que ¥; s'identifie & un sous-préschéma ouvéri

et fermé de Div (P/S) ... (NB A vrai dire, la détermination des diviseur

(R

Le P(S; . ‘
relztifsVpourtait se faire avec les moyens du,bord dées maintenant, en
utiiisant les résultats du Chap III, et pourrait &tre ajoutée ==z & titr

d'eremple zu par.l9 ...).

L REARE
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. v
Cazisors mzintenant le changement de base SY=P — S, et corsidérons
. . « . ¢ N .Y Y '
la section diagonale (ou section genériqu.ej de "Pg, =2 (QS,) sur S' :

- e V
on trouve un sous-schéma fermé E de I’Sg = szP , zppelé parfois

schéma d'incidence entre P et P , défini par 1'Idéal image de
Z'homomorphisme canonigue

0p(-1B0() = O 5

d'apreés ce qu'on a vu, ¢ est un £ibré proaectif sur .?, e“c par ‘reison de
symétrie, c'est également-un fibré projectif sur P. 31en en'bendu, on
hyperplans ¥spéciaux"
retrouve lestEfimiyimmxew \f ( pour i’ section de P sur S ), 2 partir
du “hyperplan universel" H ,en prenant son image inverse par leo change-
zent de base S I, P . La méme remarque s'applique pour tout point
¥4
‘i de- P & valeurs dans un S{préschéma quelcongue S', qui (considéré co:

~/
ection de Py, sur S*) permet de définir un Hg cP.. : ce dernier n'est

S?

: v
~azutre que l'image inverse de H par le changement de base S'—=—P. .

Nous supposons par la suite donné un préschéma de typeifini X sur

et un S-morphisme

) f: X m— P Vof . R - —

Un des ‘ormczpaux ob%ets du présent pa.ragraphe es‘b d‘etud:.er, pour tou"

¢« P(8))
hyperplan st. de P, ’son image inverse

Te = T(E) =Ty, -

e‘b notamment de mettre en_rela.‘bi.ons le propriétés de X et des Y~§ . Ct

e e —

—

me d'habitude, @ aura également & considérer des P(S'), S! gxx
nv A2 ;

——

un Sfprescgema quelcoqque, dans ce cas H; est un hyperplan de ,Ps' )

et on Dposera encore

Yy =z (H ) =X E = ot
B e T S A
ol l'indice S' désigne comme 4'k b._lullde Zm 1'effet cu changemen'b de &

S'=—— S, et ot dans le dernier terme on considére H§ comme P-présché:

T
3
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3zr le morphisme composé IIE "*‘PS° -—> P. Il est alors coc=ocde

Trokrmadniinxxtexx¥comzner encore de considérer le cas ol } est
. v .

"universel" i.e. ou S' =P , et ? est la section diagonale, donc E =1
dans ce cgs on notera.(sauf meilleures notations suggérées par Dieudonne
o . : v S TN
Y =Y. . Dans le cas général d'un ?’: S* > P, on aura donc/auss£¥ir

{ T

Yg = _Y_X§ st .

Enfin, si F est Module sur X, nousAdéségnerons par G? son.imAge inve:

sur,Yg » Par G son image inverse sur E,. de sorte qu‘on aura.auSSL

o - GﬁB., o . e

Résumons dans un petit diagramme l'essentaal des constructionsienvisa;

gées:
F G &
v .
Z e——-XxSP ] Y ¢ Y%
I |
WV - _
R s N

(Les carrés et.los§3§3§\f1gurant dans ce dlagramme sonu caré231ens)-

" Dans le numéro suivant, nous’ étudions systémathuement le cas -
K \_/
sgivant: S' est le spectre dfun corps;/;t son lmage dabs( P st généri
¥

~ dans la fibre.correspondante PS‘- Quitte & faire 1le changement de base

Spec k(s) — S ,. on esi rémené pour cecZaxx au cas-ou S est le spectre
d'un corps k, ce'que nous supposerons au N suivant. D'ailleurs, la'plx
vart des propriétés examinées pour X et Y?' sont de "nature géométrigt

doac invariantes par changement de corps de base; cela permet alors

*_“clfferemment de Se ramener au-cas ol K’est algébrlcuement cl os,-ou aun

¢z ou X = KQ:}) ;7 étant le point générique de P et Z Spec(K)—bP\

€lznt bien entendu le morphisme canonique. On notera de méme que pour :

questions de nature géométrique concerment X, ¥ ,'on,peut (qpltte é :
Te un changement de base sur k) se borner au cas k alg clos.

. o



Rappelons que mamtenaht S= Spec(k), k un corps. S:. ) est un poin‘b

, m et si §v Spec() )—~P est le morphn.sme canon:.que, nous poserom
H lieu d H Y., G, . Dans le présent n?, :
/f) ’ ) ’ ) eu e gl f\)/ r ' D 7 |

désignera toujours le point générique de P .

N L par g S0 (Bgdese) '
—~ovosition 2.1. Supposons X :ereductn.ble?. Alors est irr. ou vide. ,

-

© dans le premier cas il domine X. Bu W o ¥ FI YO N VU
En effet, comme H—> P est un fibré projectif, il en est de méme de

—»X, ce qui implique que Y est irréductible X 1l'4ant. Danc la fibre

. o : :
générique Y de ¥ sur P est irréductible ou vide, et dgns le premier cas,

ioncncz&nt générique est point générlque de Y ., donc au dessus de™celui de
?

Pronos:.’c:.on 2.2. Soit Z une partle de P. Alors son image inVerse. Z) dans

f. E) est vide si et seulemen‘b s8i tout point de Z est fermé. En particulier,:

8i z est constmctible, alors .'f) =@ sss Z est f:l_nl.

On peu» supposer Z réduit & un seul point z , et on est ramene a
exactement , -

prouver que l':.ma.ge de H dans P est formé/ii es points non fermes ue P.

‘Des:Lgna.nt par X l'adhérence de z, et u‘h:.lisa.n’t 2.1. , on es“c ramene a — ’

:rouve que ’ = ¢ %es X est mem (X eua.n‘c un sous-— schem.
- - le "iX faut"
’“"ferme Ixxz de P). Remplagant X par Kk()C; Pk’()) oicresd ‘ce du fait

.‘...vc.nt pour leq_uel nous devcns avoir u.ne reference, et qui me*'i‘te d'eure

’e"’-plﬁ:cls.e ici en lemme' si Y es‘l: une- sectlonhyperplane uelconque ce’

+
o

.”‘oaectl. ees)e Le "il sui‘.\.:_t“ est immédiat, par exemple en notant cue

!
ik

4_ =~ est ug Iibré projectif de dimension relative n~1 sur X (= étant la
Cixm rela ive de P smxx®} et P sur S), donc X étant fini sur X, Y est de
5 S s

. —‘vL‘ e



, T n=4dim £ Y ;
:_mension zbsolue n-1p, donc le morphisme Y —DP rne peut &tre dominant,
id L L

ccne 'sa fibre générique Y) est vide.

Corollaire 2.3. Soit f£:X— P un morphisme de type fini, et soit Z une

HW"*.;Sartie constructible de X. Pour que son image inverse dans Y) soit vids,

»yrll 7 e’c s que l'image £(Z) soit finie. En particulier, pour “qlrle»? , Y; go:
- vide, 11 fet s que £(X) soit fini. - o s
. C:-_-n-; Z N v v{u-‘L./C,

Corollaire 2.4. Soient Z,2! deu.x parties fermées imedm

- et soient Z). et- 2'. leurs :Lmages inverses dans Y) Pour qufon ait -

g

Z,< Z% , il faut et il suffit que 2(2Z) soit fini ou que lvon ait 2<Z'.
Pgur gp¢ Zy, = 24 , il f et s que Zx=ixZ £(2) et f(Z') soient finis, ou
E::yuﬁ.mxzixﬁmmm C'est une conséguence imi:z—zxfc}zxﬁx:
" zx2¥Sy imnédiate de 2.3. , car on voit que £(2 - ZnZ') ne peut &tre fin:
que si ZcZ', ou si £(Z) est fini (car si on n'a pas Zc Z2', alors Z-Z,2°
est dense dans Z, donc £(2Z-%Z,Z') est dense dans £(Z), et si le premier

est f£ini donc fermé - éta.nt cons‘tructible - il en est de méme du second.

Corollaire 2.5. A toute composante irréductible X de X te]_le que

Cdim £((x,)> 0, faisons correspondre TPx=Ew=sE son image mversex Y. dax
% r\f\]\f \/\\,-\ Jr\‘/\/\/\\,. )
Y)' .Qldrs UB est une composante 1rréductible de ) ’ et on obtien‘b de

cette fagon une correspondance biunivogque entre 1l'ensemble des comp. irr.

Z; de X telles que dim f(}C.)> 0, et l'eas desﬁrcomrp tir de Y)- C

En effet, il résulte de 2.3- que £ Y, es’c réunion des Y -envisag:
2 LS ENAVANAN,
- et que ces derniers sont des part:Les :Eermees non v:Ldes de Y' elles sont

d‘ailleurs irréductibles en vertu de 2.1. E‘nf:x.n, elles son‘b nmtuellement

' sans relat:.on d'inclusion en verm de 2 4. , d'ou la conclus:Lon.

’ No‘tons que si i?;: dim X, /—zm“ on a dm Yi = d —l ﬁt, ec-r-_:-

M’&y‘m—fmpmm plus generalevmu-d g f P TP g& *“sz:;
: - Chdgr, Vvad . )g da X, Aa u:u\' i :

.. Provosition 2.6. Supposons queYdim I(X) > O e, Y #8/. Alors on e
: N dim ¥, =dim X -1 .

’




rzzené au cas ou X est irréductible, grice & 2.5. Par cons “ructior

-ize, Y. est aéfa_n:i. a partir de Xk( ) comme le div:Lseur d'une section

 éfun module inversible sur X‘k( ) (savoir de 1l'image inverse de Q_?(l]
:"D'autre' _parf:, &()) est irréduc‘tib;e (car X 1l'est, et k()) esﬂ: une
‘ extension ‘bra.nscendante pure de k, ce qu'on aurait dfl signaler au déobut ¢

K2 ...D, et Y, # Ik()) » puisque 1'image de Y) dans X (contrairement

P

% celle de Xkﬁ) » qui est f£id. plat sur X) n'est pas égale é. X ‘ne conte

nant pas. en effet les \pomts :Eermés de X en vertu de 2.3. Il s'emsuit qu

&)

MYP .-_-.&imlik())-—l(/:dimx-l ,- cqfd.

Provosition 2.7. Soit F un Module quasi-cohérent sur X, d'ol G) sur E

| Soient Zi les cycles premiers associés a F tels que &J.m f(Zi) > 0. Soit
' ij l'image inverse de Zi dans Y)-, glors les Zi sont exac‘bemen‘f tops
les cycles premiers associés & G ) , de plus leurs relations d'inclusion
sont celles entre les Zi -

La dernidre assertion est contenue dans 2.4. D'autrét‘apar'b_, _ COmm:
Y —X est un. fibré projectif;. donc platd & fibres .(S ) et irr. , i1 rés
Te du par.3 que les cycles premiers associés 2 l'image mversﬁ/&e F sur
- Y sont les images inverses mxmzs des cycles peemiers associés é. 7,

s'induisant sur , D :
dtol en BxsmmmE Ia fibre géner:.que de ¥ sur P y le fait que les,

cycles premiers associés a G ) sont les images inverses non vides des Zi
ce-qui établi‘t: 2.7< moyennant 2.3. FA. vrai dire, le passage paf Y est -
inutile, on peut u:bilisecr directement le fait que Y.}—, X esta plat &
ii’o:es if.sl) (et méme géom. rééu;iéres,, ;L.e,. le morphisme» est régu,.fl.ievr‘)r
e‘cr é ;Aib'z;'e;s irréductibles (af. méﬁe géoﬁétriquement Virréducv‘k:ibles‘ -:7__.c'es*:
desmlqcalisyé’s de schémas project#;?)- vw—-——j—a— it el Lr"" :—

j\&\»\ . :.\"\ 2 "\!’V




Propositicn-2.8. Soit F cohérent sur X, et soi&d Y , x son image

- dans X. Pomzrxmmexx@xxxxxi® . . Soit P(LE%? des propriétés suivantes pour

un module de type fini%r un anneau local noethérien A:
" V(i)"”" coprof M<{n (réf).
(11) ® satisfait(s,) (xéf).
(11i) M est CMhEn-Macaglzy.
(iv) M est réduitlh.
(v) M est in‘l;égre,(vik).
Aldrs, pour que E) ¥ gsatisfasse la propriété P, il £ et & que F, la

satisfasse.

Cela résulte aussitdt des résultats du par.6 , compte tenu que
X T,—— X est un morphisme régulier, @crc O — est
2 =XI,x —Zn .Y
régulier. Compte tenu de 2.3. on obtient donec:

z/
Corollaire 2.8. - Avec les notations de 2.8. , soit =% l'ensemble

A

des x (:K tels que P(Fx) ne soit pas sa‘bisfa.ite; Alors po%.}' que
G? gatisfasse & Pr en 'toils les pom'ts, i1 ¢ e’c 8 que f(Z.) soit une
partie finie de P, ou encore que 2LEY d.:Lm £(2) = o. ‘

En effet, 2.8. nous dit que B’ (Z) est 1! ensemble, Pr--.sij.;lrgulier
de G) , e;l: ll est vide sss £(Z) est fini en verﬁi de 2.3. ’7(‘\‘&'.8 h dés1
ne le morphisme Y, — X; Je m'aper;:ois ‘& 1'instant . que 1a l;aj‘b;'e P .

dans 2.8. fait double emploi ). —

.

ééi‘bllaire 2.20. Condl’clon pour que ) soit réduit resp. loc :.ntegre

2.11. ci-desspus

a attention que 2.10. ne ropr::.e“aes

"géomé?tiquem t réduit" et "géométyiquemdqt intégr

s pr?-:x.e..es\
8..7é‘l:ant en effét "absolues™ . Nous alaons\ )

envisagées dans



dmr “:JML“ C Vuv./

"¢ CSorolizire 2.11. Soit y¢Y, , vour cue Y, (Eatisfasse la propridté

J T T D

2, réf) en y %resp. soit normal en y) il £ et s que X satisfasse

la méme propr:\.été en X. ZPorxexgme Soit Z 1l'ensemble des points de X en

r—’\s.(_rur %gu
lesquels X n'est pas mm====~¥resp. n—'—r_b—-*"-ms normal); pour que 1, soi

- "?-::: _;— Ty
Rk/ resp. norma.l) il f et s que i’(Z) soit fini i.e. dim (25 = 0.

Méme démonstration que 2.8. et 2.9. Il faut donner les'diverse.

références assurant que Z est fermé (car il faut savoir qu'il est-

-3

é -constructible pou.r appliquer 2-3-)- : o : : i v— **f

Remzxruex2x¥2  On notera que dans 2.10. ét 2.1;; nous ne disons rien
sur les propriétés "géométriques" correspondantes, les résultats
envisagés étant de nature "absoluéd'. Nous Examinons maintenant les
propriétés de nature géométrique. (On pourrait si on le désire en pro-

‘% fiter pour changer de n2).

?

3 Supposons que f:X—P soit une immsxSion.
Théoréme 2. 12. (Soient y& Y) , X son image dans X/ Pour que X soit

) 7
iam v e A C

‘lisse sur k en x, i1 T et 8 que ‘.() soit lisse sur k()) en y.

On peut supposér k q,igébriquement clos. Si T est lisse sur k(/ )

/

en y, il est régulier, donc comme 3 estb pla.‘t sur X,. X est regul:.er
ea x (ref), donc il est lisse sur k en x puisque k est alg clos donc A
parfan.‘h (ré:f.’). Pour 1la réc:.proque, on peut (quj_.t‘be 2 remplacer X pa:
un voisinage ouvert de x) supposer X lisse, et (grice au critere jacé-
bien de lissité) ddfini dans un ouvert U de P par p équations |
comme X = V(i’ ,..,‘f ) ,- ol les différentielles &fl,..,dfp sont

par*toui: linéairement :mdépendantes. troduisant d es coordonnées affin

l’.’._"
de x (par choix d'un hyperplan Hd: ne con*henan‘t pas x), Y= iﬁ)
alors égal & V(:\‘.’l,..,fp,i_:_siTj;-l.) , et il suffit de vérifier cue
les différentielles (relativement & k()) ) de fl""fp ,(z SiTi\’-l

[

S dans P e'b des coardonnees a;.f.j_nes Tl,..,T dans un vo:.s:x.nag ,

11 B R SN PR R
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|

sornt linéairement. indépendantes.. Or ces différentielles ne sont autrés

que les sections de (Q%/k)ﬁkk( )  suivantes:

dfy, ..., df , Z 54T,

Comme les d:fi sont linéaireme:—ﬁ indépendants en 'cou‘t poin‘cs de U, et

cue les dT forment une basef'\‘l.%é oin‘t: de T, mmrﬁm et a fort

IS

’.\;?s“ﬁl'ﬂm*“‘aﬂr.' i

ori un systéme de générateurs, on en conclut 1mmédiatement 1t i.ndépendaz

ce linéaire des quanti‘tes écrites en tout pomt de ( y ! du mo:Lns
lorsque p< n, i.e. 8:!. U/k /Z 0U d.f # 0 : clest un pet::l:

<is n)
lemme: sur une famille de genérateurfm’)loc libre E non

nul, alors —= S;ay considéré comme section de g@kk()) ne s'annule

en aucun point. D{autre part, le cas ol p=n est trivial, 'car alors

/

Corollaire 2.13. Soit Z l'ensemble des points de X en lesquels X i

!

n'est pas lisse sur k. Pour que ¥ soit lisse sur k(y ), i1 £ et s

que Z soit fini. En particulier, si X est lisse, il en est de\méme de %
' : A, :

r .

Résulte de 2.12. et 2.3. Plus généra;lementr, ‘on;}_gb_tient: "

Théo:i’me 2.13. Soiént ¥ un point de f) y X 8ON :.mage dqns X Soit
— —&,K —) ‘

2~I™une quelconque des proprié‘bes suivantes pour unemsxxm algebre
locale noethérienne sur un corps K: ' ' |

(1) A est géométriquement régulier sur K.

(1i) A est géométriquement (Rk) sur K.

(iii) A est séparable sur K.

géométriquement
“(4v) A egt Bormal sar Ko ccoo -
A\(w Mo Ry e R0y k)
En effet, compte Tenu du par. 6 (iii) et (iv)

resultent de (i:.) conjugué aveec 2.8. (ii). ' Drautre part, (1)

-
ke

a deja été prouvé dans 2.12. ,7 et il reste A ramener (ii) & (i). Pour

-

.

Ex SRR sl ek 3 4



'.:‘-_ fier plutdt le corollaire. ' , .o

- & k (réf) est éga.le a4 celle de G») en Zi_ Lrel é.k(} Yo -

- a—— i X7 W

ceci, scit Z -1l'ensemble des points en lesquels. Z n'est pas lisse sur

) Zy cans Y
k; son image inverse (ést donc (en vertu de 2. 12 ) l'ensemble des

points de 'J.'j"en lesquels y n'estb pas lisse sur k()). Or 1la codimen-

sion'de Z dans X en x est égale & celle de Z) dans Y} en y par

' raisoﬁ de platitude (réf par.6). Donc l'une est >k sss l'autre l'es-

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.15.  Soit 2 1' ensem_ble des points de X en lesqﬂela

X n'est pas. lisse sur k (resp. n'est pas géom Rk sur k resp.n n evt

géom
pas. séparable sur R , resp. n est pasm sur k). Pour que Y} soit
lisse (resp. géom Ry, resp séparable, resp géom normal) sur k(7 ), 4l

f et 8 que Z soit fini.

Du point da vue rédaction, 2.14. et 2.15. contiennent 2.13. et
2.13. (qu'on pourrait donc se dispenser d'énoncer séparément), d'autre

part le corollaire est plus important pratiquement que le théoréme,

qu'on pourzait donner en _p_zi:position ou_lemma_grélig;’t.naire, pour glori-

A

”

Nous pouvons modu.ler mmquniz le cas de la propriété (J.il)

7 et de cohérent -
Corollaire 2.16. (Supposant toutjours £ une i.mmerslon , sous les cond:

tions de 2.7. , pour que Zi soit non immergé, il £ et s que_Zi‘ le soi-

Lorsqu'il en est ainsi, la mu€kiplicité radicielle de F en Zi freiirel- h

la premidre assertion est contenu dans la derniére assertion de
2.7'; I’ourrla. seconde, comme Y) — X est plat donc le foncteur F ~ G/,

exact, on est ramené, par ‘restriction & un von.sinage -dw pt gén de Zi

- et on veut supposer Z. = X. Y
et dévn.ssage, au cas ou F = allg{eurs oy peul commencer par
o : alors est separable sur k.
se réduire au cas k.alg clos, /,ors Bxxxzexf Y'assertion est-

contenue dans 2.15. (iii).. On en conclut. comme d'heb itude: = "~

3

S i e

e

U1 E o e AdROCREER

- 14 -
T Pt

i1



: Corollaire 2.17. Soit Z 1l'ensemble des points de X en lesquels F

n'est pas séparable sur k (réf). Alors G, est séparable sur k() ) ss

2.
Z est fini, En particulier, si F est séparable sur k, Gbest séparabl
sur k( v). : ' .
e 2.0 o L3y
7 Remarques 2.18. Le résultat clef 2.12. devien‘l: faux si on abandonne
Zj l'hypothése que £ est une immersion, comme on voit par exemple en
Tow '! -J' .
A 3‘.‘ prenant pour X un revétement purement inséparable de P. fmxx Gepen-

dant izxmsﬁizxxsxmﬁqmmmxmmmxm
Zx23x3yxxxxxxBixxX si k est de cxractéristique nulle , '2..12., a

2.1?-.- sont valables sans supposer f une immersion. ZEn effet, 11 suff:
de le vérifier pour 2.12. , et cela résulte alors de 2.11. et du fai

que S®XxX®E pour un préschéma algébrique en c ar 0, 1lisse = régulier.

¥

z

= L88gége=] TrbesG EK e\
'!esse tielhbﬂtlocale. Nous allqns 't:e rminer ce nen étudi
i e S S edot] f

23. Section hyperplane genériaue. irréductibili‘te et connexité géomé

Théordme 3.l. (Ber‘bmi-Zarlski). Supposons dim f(X) 2 et que X_
soit zimrmtirimmemsmtximkEzrextrxspx géométriquement irréductiblef. Alo

la ssection hyperplane générique} ‘a la méme propriété.

T2l

fait équivalents: SEXEEREXGXaIIIRFWEXSXSERRIAS le

jeuxieme implfque le premier, et inversement comme on voit en\s e rame-

a.lg- clos. Compte tenu de 3.1. et exmplicitant

;La construct on du corps des fonctions de {Y commse extension k( )

a ,7 —
A2 \:UUL\LU.U.LLCGG a&&mvc*uunvcua.v.&v 2t 3=

14

Te —Y7 separable, les deux énonces

e et

TEET T T

32

R T

=i
i G

3 ERIEEEL

e
g4




crollenrs . Z-.8. . Sous les condi tions de 2.7. , pour que soit non

izmzergé, N1 £ et s que Z, soit non

mltiplicité radicielle de F en Zi eat égale & la multiplicit¥ radici

de 2.7. Quant. 3\la premiére, on peut suppo vermmzximmgitx

est plat sur X
donc F G est un fonc‘teur exact) que l'on a F=0 , et on peut

donec . ra x 3 ¢

évidemment re \ hen :
@L&t_}‘_:gxoi‘t K/k 1&g corps des fonctions de X, et soit n=dim P;

introduisant des coprdonnées xxrim affines El, ..,‘En darns P (en choisis:

ant un hyperplan & 1'infini H = tel que £(X) ne soit pas contenu dans
' des
v
celui-ci) et Syr...S, dens P, on voit que le corpsz fonctions L

de Y) ext s'identifie au corps des fractions de l'anneau integre

K[S’l,..,sn]/ (Z‘fbisi - l)_ , ol les ti ¢ X sont les mg§?~ des Ti a

lfadde de f£:X—P . Comme dim fiXS}O y, les 't':i ne sont pas tous

algébriques sur k, & fortiori ils ne sont pas tous nuls, supposons

P. ex. t # 0. On constate zlors aussitét qu'ona I = K(Sl,..,Sn_l)

(extension transcendante pure), Sné L étant donné par 1l'équation
Ztisj. -1=20

en foﬁction des S (Lsisn-1) et des t ( 1§41 €n). D'autre part,

i i
k! k(}) g'identifie & k(Sl,..,Sn) , et 1e'inckusion canonique

'—L s obtien‘t: en envoyant Si sur Si s 1ee. k' en tant que sous:

E’n‘%ﬁﬁs&g% est la sous-extpmsion engendrée par les S; (L<¢i<m), ou

n-—1
" ce qui revient évidemment au méme, par les S5 (Lgi€ k) et par

_ . L1 R 1
Sn = a  + alS];:\- ceo + an-ls 1 » O a = tn' -8y = titn pour
1&1i€$n-1. Gym e corps engendré par les a, ou par les t; est évide

Crn S ot ey

’ A dd_
ment le méme, les—a,>-sond 68
w e g s (oo M i()“}

)Md\m ,
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‘(ARB il y aurait '1ieu' d'inclure cette description birationnelle au moi

en corollaire & 2.1. ). ILa démonstration de 3.4, est donc ramenée i

celle du ) ’
(2emsk ) m un entier > O
Lemnme B . l. (Soient k un corps, K une extension de Type fini de k,
Sl L du g 4 Varicumdou— e
(O(i <m) des éléments de K -q-ua—*:‘g:eeﬁ-r—pe%—tms—aigebmm

é.~ Wloyp, — ;o) > g A > 2,

= soit L = K(slr..,s) et k' le sous-corps k':rk(Sl,..,Sm,ao +

Zai i) de I (les Si étant c?.es ind‘éterminées) o ARora—ta—rutddieiretn
1243 1613:0vd e EmBU L ki6 Etmb galomtimeTe~deo—Irsur~k™y , Si K est une

extension primaire de k, alors L est une extension primaire de k'.

. V,
Ce lemme)ou des lemmes qui lui ressemblent comme un frére, trai-

nent un peu partout dans la littérature, c'est pourquoi je te laisse :
choix de 1'endroit ol tu copieras une démonstration (i.e.. je ne me ser

pas inspiré pour en trouver une par mes pPropres moyens). \‘-/

;

-
A M‘\p

' Corollaire 3.2 Supposons: que £ soit nn.e—:ms&e»sron ou k de car O,

5&

et que dim f(X)) 2. Alors si X est géom intagre, il en est de méme de

Y) _
' En effet, géom intégre = géom irréd. + séparable.

k alg. clos, et A
Corollaire 3.3. Supposons @—e_p'w composante irréductible X,

de X, on ait dim £(X )> 2, et supposons de plus que X soit G -connexe
ol @ est l'ensemble des parties fermées Z de K telles que dim f(Z)=C
(i.e. pour tout tel Z, X—Z est connexe). Sous ces conditions, Y) est

géom connexe sur k(j ).

En effet, par un lemme i doit figurer au par;6 avec le th. de
Hartshorme, 1'hypothése signifie que l'on peut joindre deux comp. irr
gquelconques X; et X" de X par une chaine de comp irr. X =X', ...

Xn=1£" ,- telles que deux comnsécutives aient une :Lntersec‘t_:ion {é‘@/;; alor
les images inverses X‘) et X' sont joints par la chaine des X:L)' Y

6
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sur k(v ).
cuil sont géom'comexesm'ﬁ‘ de 3.1. , et dmxk 1l'intersecticn

de deux consécutifs étant # P£f en vertu de 2.3. Il s'ensult (comze

Yj = X) est la réunion des Xi

LD i

irr de X ) que Exmsxt Y) est géom connexe sur k() ), cq:fd.

y X, parcourant l'ensemble des comp \/

2B.4. Etude d'une section hyperplane variable! sec T "ML Sans ke
4.1..
Nous revenons & la situation générale dm n2 1, S étant un préschér

quelcongue. De plus, nous supposons X de présenta‘tidn fin.ig sur S.

De fagon générale‘,;. notons que si P(Z,k)  est une propriété"construct:
le"  EEXXESERENARXEEL d'un préschéma algébriq{ie E sur le corps k,

alors l'ensemble des fe ; telsl qu'on ait P(Yi' ,k(? )) est construc-
ble, cimme onr voit ekt mnotant que Y€ est la fibre em?de I — E)qui
est un morphisme de prés £inie, et en appliquant le par.9 . On & une
remarque analogue pour u.ne/éroprié‘be ?(z,M,k), ol Z,k sont comme desst
et M est un Module coheren‘b sur Z: si B est em‘sur X, l'ensembl.
des ? C P tels quton ait P(Yy,Gg,k(‘i)) est comstructibdle. Dautr

part, dans les deux numéros suivants, on a développé gixexs dans dive:

cas un critére pour que- 'lA' ensemble précéden‘b E conti;m-ze‘”irefp;iﬁ;ﬁr"
w
générique de P , S étant le spectre d'un corps k ; étantconstmc»ible

il en resu_'l.*be que E contient un ouvert non vide: c'es‘b le passage drw

T ey  pogy o

S conclus:.on pour la Xsection m:erplane generlque 4 la conclusn.on anal«

gue pour les sections hyperpi:anes' "assez génera.les" &@( s do
ce nd des® rl’céres pergettant d.' irmer qAE es’

rons ement dan
ouver‘t' appliquan‘c

es résultakg du par.lj No‘ter d'allleurs qu

dans le cas S= Spec(k), on a égalemen‘t une réciproque: “pour gue la. §ec"
on hyperplane génériaue satisfasse la propriété P, i1 f. et s. que

]

’ les Y? pourI ‘dans un voisinage convenable de) y satisfassent, et il
k suffit de l'exiger pour\s fermé dans P (ce qui, pour k algébriquement
\I)/ clos, revient A envisager des points rationnels sur k, i.e. des

7/
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“sections hyperplanes de X lui-méme.(sans. extension préalable du corps

/de base) Cela résulte en.ef;.et de la. construotibilité de- E et du fai-
s v

/C que P est un schéma de Jacobsone.

Donnons & titre d'exemples quelques cas particuliers ol les
congidérations précédentes s:'appliquent:

Propositlon 4. 2. Soit G un Module de présenta‘bion finie sur X .

Soit P-une des propriétés suivantes pour un ModﬂVsu un préschéma

algébr:.que Z sur u:g. corps X ;
/ \ SRR : L P
P teig qus @ isfasge P est

(1) coppof (M) { n
(11) M satisfait (sk).
(i¥i) M ést Cohen-Macamlay

A cycles
(v) n est sans id¥xzx premiers associés immergés.

(v) M est séparable sur & K.

Avec ces notations; si E déc

ne 1l'ensemble des € % tols que G satigfasse & P, on a :
" a) E est une partie constructible de :gf

>

-

b) Supposons S=Bpec(k), k un corps, et que F satisfasse & P. Sup1
: &o\o‘w\ Lo cow W), - V\MM
sons de plus [que k sorb de car 0, ou que f X-—-'P soi‘b une‘hngzz/sion. :
Alor_s E contient un ou.ver‘c dense de P .

Démonstration. a) résulte du fait que P est une propriété

congtructible, ce qui a été vu au par.9. Quant & b), cela résulte
_ ab)
Ax.)-—u&
des résultats correspondants des <ews& n?s précédents. Remordgt supp
. ser plus généralement que si Z est 1l'smemble des points de.X enlesqu

F ne satisfait pas & P, on ait £(Z) fini i.e. dim £(2) &0
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,:- ':' 'Pronlsition‘ 4.3. Soi‘t P 1l'une- des- propriétés suivantes (poui' un

~

prezchema algébrique sur un corps X):
(i) Z Rxkisfzit est lisse sur K. .
(1i) Z satisfait la propriété (Rk) géométriquex sur K. ; i
'(ii:.) 7 est séparable sur X. o
(:Lv) Z est géom nomal sur K.

' Z est géom. irr. sur K.

Z est géom. :Ln‘bégre' sur K.

v

Soit E I ensemble des {(. P ‘cels que Y‘S satisfasse A P. Alors

W
a) E est une partie construc‘tlble de P .

cas (i) 2a (v) '
B) Suppaons g S=Spec(k), k un corps, et supposons soit de

A M\,‘g_

car zéro ou que £:X=»P soit une immerston. Supposons enfin dans: les

cas (v ) et (vi) que dim—f_(x_)»/ 2. Supposons que X satisfasse i P,
alors E contient un ouvert rEmxxxnw dense de \5 . ‘

Démonstration identhue a celle de 4 2. Remarquons Que dans
les cas (i) & (), i1 suffit de ‘supposer méme (dans b) que £(2) est

fini, oW Z est l'ensemble des ‘points de X oil Ix P est en défau‘t.

Corollaire 4.4. Considérons aussi la prdi)rié"cé:

(=eB)

necté par une partie fermée de: dimension hé m" (o Z est ZQKK

v Z ne reut etre dlsco‘

_ la cléture algébrique de K). | | L
Soit E l'ensemble des Ze P tels que - Y‘ sur k( g) satisfasse & C
Alors: ) .

a) E est constmctible.
‘ "~ Suppesons :
b) Sz/S—Spec(k), k un corps, xﬁn pour toute composa.nte irréduc

tible X de X, on a.x.)rd.m f( ) 2, Alors,’ si X sur k sa“a:.sfai‘t: Cri1

alors ﬁcon‘bien‘a un ouvert dense U de P .

E 1




}

La constructibilité se fait dar AQT (c'est. en. fait unx oubli au

par.9 , qu'il serait peut—8tre encore temps de réparer); la partie b’

%
-
4.‘
A
5
&
-

résulte en principe de 3.3. , sauf que 3.?. a ét%té énoncé de Ffagon trc
particulidre, et doit &tre généralisé en consédquence (la démonstrati

: ormée étant dtailleurs essen‘biellement inchangée)- D'ailleurs , 11 ;

a un 1apsus dans l'enoncé 4. 4‘ ’ qu_'L n' es’c valable tel quel que si £
est quasi~finiy da.ns le cas général, au lieu de considérer 1mmm .

5

l'~ * f\

L e A present S, nous donnons des\ conditions myennen t

quellks 1l'emsemble E envisagé dans 4.l. est ouvart. mexaxx.‘;. I1
s'aéir ici de propriétés P de nature locale sur resp. Ys de sor
qu'on pe’t définir 1'ensemble U des y¢Y tels que s:L ; .designé 1'1
de y dans ) Y}. satisfasse & P en le point y (re . . G-z satisfass
Peny). Rous donnez;ons':d.’abord des critsres pour qué U goit ower’lﬁ
en. utilisant\le par.l2. xinmsmmm Comme en tous\ é¢as on a

E = P—h(Y-—U)

ba fortiorli fermé alors E es‘h egalement ouvert.

vl

de pren‘t:jcion f:Lnie S X, et\supposons |

PTropOSition 4.0«

5 ‘!ll en-f (B caulay

four tout & és,

dtivement #\S, i.e. plap-relativemeit R S, \et

x X _~est Cohep-Macgulay. Srqq: m:trgup sbn "

&S, EE ‘o ecomposént connexe Sde ”.../\P

FUNR. Seavagy o0 .8 o [ jole) §
RPN 110D l‘.‘ v ORXS AR TIERxtout Ak ’ 1'imx g inverse
NS ¥ v : "\mage:d» ;-\
Z; de H an pail de dme? —l, (i.. ZUQUNE composc
3 : NS
¥rrédyctible de est contenuedans un Iy perplan de -~ Alors

ctardoy \E-2 forha

; o . 7 a) Le iﬁe Gsur Y ¢ tﬁ)la.'b) relat@vement o
;:. - : T N i ) P 7 - . 3% —— S
:. - - o o= IIIe ogn wprRe, ' 25 ?"-'m' o D our D modiil-e

P




5. Théoréxzes du type Seidenbergi

l.
Da.ns le présent n?, nous donnons des conditadns .... (c:f‘ page précéd

te, le texte barré par erreur). |

5.2. Comme nous abons vu au n2l, Y est défini dans Xxs\]g = Xy
‘comme le "diviseur" d‘'une sectién ¢ de gx(;)ﬁsgf(l), qui induit pour
tou‘t{eﬁ une sedtion gf{ de @:%%ocxﬁgﬁm§ o) (l)ﬁk( )Qé(l) (}') |

(faisceau d'ailleurs isomorphe non canoniquement i O, (l)ﬁk(s)k( g )y =
ka (l),)’ de sor‘ce que Yi n'est autre que le szmxx "diviseur" de «
56, seqtion (NB le diviseur d‘'une section g d'un module inversible L
jlest défini comme le sous—-préschéma fermé défini par 1'Iddal image de

S e Q ). Si F est un Module sur X, alors son image inverse

sur T , i.e. l'image inverse de FQ, Oy = Fy sur le gous-préschéma Y ¢
=3~

Xif » n'est autre que le conoyau du homomorphisme

gfﬁidTv:. Fy(-1,-1) — Fg, ' N
ou la notation (<1,-1) s explique d'elle-meéme, comme dira:l.t Mike. De
méme,. Gi, est le ronayau de l'homomorphisme a.na.logue .
Bep B — Ry

oi:. i est un point de P (et blen entendu on a une in‘berﬁréta.tlon corre
péhdénte ‘lorsque f,. au lieu d'&tre un point de ; ’ des:.gne ung. poin‘t:
di.re';é. valeurs dans un S' sur 8 #2. ). &De fagon générale, s:L L est un
Module: inversible quelque part, ¢ unme s'ectfion,: da’finissant le sqggfprés
ma V(#), alors pour tout Module F , 1l'image inverse de F sur V(g)
s'identifie, moyennant 1l'abus de langage habimel, au conayéu dé idFQ
FQI._I—-p F; On dit que § est F—réﬂlier si h'homomorphisme precéden‘c
est injectif. Si on choisit un isomorphisme de F et -QX y — Ce qu:L,

est possible localement — de sorte que ¢ s'identifie 4 une section de

OK ». cette terminologie esth. compatible avec celle C:ltrodurte par aille

i

2]
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.- #Provposition 5.3. . Avec les notations précédentes, soit U 1l'ensemble ce

XQKE)

'image 3 dans b , tels 5 que gf}. soit Fk(T)-réguliére en x. Sup
7oy e e

F de présen‘cation_iinie et_plat. relativement é. Alors:
/—_‘_—_’_-o—'— .

est ouvert, et G|U .est plat relativement & P . )

. v
b) . Pour tout s ¢ P ,- 81 ) désigne le point générique de Pa. » U con

. tient . ‘
xk()) de présentation finie, et

< v
Démonstration. a) Comme F} est (plat par rapport & P, la conclu-

sion résulte de 11.3. (et méme de Byrp --- dans le cas 3 loc noeth).

R TN TR R

b) On peut supposer S=Spec(k). Les cycles associés & Fk( ) sont

AEEXXIEBR 2z D
(en vertu du par.3 ) les images inverses des cycle;s\/-‘al‘gsociés a F. Ex
. nzﬁnﬁnﬁxﬁugmmnpiamixﬁyxxﬁmnﬁzxxmxxthmhg
gdexExketiexgme Si £(2;) est fini, alors en vertu de 2.3. X

par exemple

Zi k()) AY =@ , dans le cas contraire, on vertu de 2.6./on a
également Zi k())"Y # Zi‘ k()) (raisons de dimensions; 2.3. déja iny
qué dans 2.6. est s'ans doute une meulleure raison), ce qui prouve que ¢

ne s'a.z;nule sur aucun des. Zi K(n) * et prouve donc b).

S0 T ek do- ToieambedNe— oo,

lier.m est constructible et contient les points généringmes des
P INS S W € bk W*‘i

fibres de P sur S, d'autre part si(ﬁ‘st propre sur S I' ensemble V et

o(:zer;.g }A&ru )&c\uxw—\ /s\_gm\%m

Eemarcue

Corolleire 5.4. Soit V 1'ensemble des fe ? tels que gy soit B F(p) ™

Ex5.5. SmprrEEmr Boit {(P au dessus de s €5, et supposons
que Fs goit smms cycles associés immergés, alors on voit aussitdt qu
f ¢V (notatioxi de- 5.4.) signifie aussi _qUeFsEEHRX aucune ‘_compo.san'tg_
irréductible de supp Fk:( ) ne se trouve au dessus de H§ (et on peut .
évidemment &ans ce critére remplacer k(}) par une extension arbitzaire

de k(’Z) ).. Notons que l'hypothese ~(Sl) sur F_ qu'on vient de fa.ire

| RS O SN CRC R EN T

07




F est CM sur S); de plus, dans ce cas, GB_ est CM (car localement il se
c.g)f
- R : ¢
dém.g.it» de Fk(g) qui l'est en divisan;l; ?.2:11.1: un ‘é‘Fk(s) , me— (s)
_ régulier). Cgs mémes remarques pouvalentYd'ailleurs se faire localemen

en haut, . pour caractériser les points de U (au lieu de ceux de V).

Utilisant maintenant 12.1.1. et 12.1.4. , on obtient-“

Tnéoréme 5.6. Supposons F de présentation finie, plat rel. é. S Soit
P 1l'une des proprié'tés mxzmmmmmmdmm
xux%&%xm ihéxxmxnmmxnxgxm (1) & (viii) ‘de 12.1. l.
ou ddjddxemprmfxMxxxmxtrEfix (dens le cas ol on suppose F= Oy ) l'une de
”m:inhxldxxammp:ixaﬁh propridtés (i) a (:Lv?/de 12.1.4. Soit

raarsyy 1'ensemble de‘s X(—KP tels que , si ?

. v
xxxxfix}y désigne l'image de x dans P, la propriété P soit satisfaite
par G§ (resp. 8 YY ) en le point x, et que ;% soit qu)-régmére en x.

Alors Up est ouvert, et & { U; est plat relativement 2 s. . T
A

En effet, par définition méme, on a UP C U (notation de 5. 3- a)),

' v
et on applique par.12 & T—12P et Fi,lU- '

Corollaire 5.7. Suppososons F de présentation finie, plat rel & S,

et supp F propre sur S (p.ex. X propre sur S). Soit VP 1l'ensemble des

o .
}&P tels que G.(‘ (resp. YT ) satisfasse i la propriété P, et que ¢

f soi
qu)-régu.liére. Sous ces conditions, V;.est. ouvert, (et-il est d'aill

rs constructible en tous cag, i.e. sans hypothese de platitude ni de .
prppretéd). d

I1 me semblg que du point de vue présentation, on ne peut. laisser
5.6. tel quel, avec une simple référence & des condi‘bions énumérées dan
un autre fascicule; mais il faudra rei’aire une liste explicite (i) (il

o (S0t S0\ \w...k..g‘wx)

-++. des propriétés qu'on a en vue. De plus, signaler(que le cas P= géo
normal (avec S =Spec(k) pour sur) et ad A Seidenberg ..

~ . ~ e ~
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e B\piu‘prés’" immédiate de
I1 faut voir si 1le f

 tés- modulées et non modulables ‘ne lef& rend

15 2.2. appligué &4 Y — P .

/.

t de mélanger dane un méme érroncé des propru
as impigeabled pratique-

" ment. Noter aussi e 4.6. et B.7. est entidlement. :Lndependa.nt des

oppements des nfs 2,3,4 ;+ & ce titZg, 1ils. méritent sans 4o

" te d'8tre miy dapis un n? & part, ol il n'e uestion des ;propriét

quemeny de déterminer si

SV
ouver‘t. On pourrait dgnner ‘comme’™ ti re da,/ng :, .// :

de la section \Hyperplane générique, mais

1'ensemble E /es

erplane varlable

“Pnéoremes typa EmkeE Seidenberg v une section h

e
IY1 faut sjignaler qye le cas "géoétriquement normal'™ - bien entendu
en effet dd & Seidenbergl N'ayant pas
on/papier, je ne ®ais s'iZl part d'une variété X déja ppbsée nor-

ou méme lisse. ernier cas semble techniquemént ne¢tement

emiére' pa.r‘t:ie | devra pré

§. Bonnexion d'une section hyperplane quelcongue. e

Nous allons icl combiner le crité_re déja connu de connexion |
géométrique démm la section hyperplane générique (3.3.), avec le
th de connexion de Zariski, pour obtenir un résultat de connexion po
1

une section hyi:erpiane- quelconque: ' - X \ ’:

Proposition 5.'1.. ‘On suppose: S=Spec(k),. k un corpsyxex alg clo-s, [EX

gque pour toute composante irréductible ‘Xi de X, mmxzix f(ij_; soit de

dimension ? 2, m::mmxmmnxﬁmw'

—~

P’



- - - -
= e Y St { .

" _enfin que'.)L_x-ie peu‘c étre disconnecté par une pa.rtie fermée Z de X tel

v
que dim £ £(2) £ 0. Sous ces conditions, pour tout Y@ P, Y{ est

\
géomé‘triquemen‘b connexe.

Démonstration. Comme. mxﬁﬁﬁ aucun des f(X ) n'est fini, on Vol
v .
que chacune d.es composan‘ces méductibles : Y:L de' Y dom:Lne ";;P H
v
d'autre part Y —2P est propre (car ¥ es‘b propre gur k, 1!étant sur X

qui l'est su.r k). D'au‘t:ra part, en vertu de (3. 3 ) la fibre génériqu
Y) de Y- P est géométriquenent connexe. mfin, P est régulier et

® fortiori géom unibranche. I1 suffit ma:l.n‘t:enant d'appliquer 15 6 3.
(ﬁ%ﬁ%ﬁz&k@gm th. de connexité de Zariski) pour cor

v . .
re que toutes les fibres de Y — P s8sont géom connexes, cqfd.

} En fait, 41l n'est pas difficile, par une démenstration de type
3

jﬁogue,, de généraliser 5:].. dans le méme sens que dans 4.4. Si tu ne

-4

veux pas te taper l'exercice toi-méme, signale au, moins la chose en
marque. Y dire aussi ques l'on ne fait aucune discrimma'tion on dans 6— 1.

4 1l'égard des sections hyperplanes qui auraient une d:.mension excéden

taire. Du point de vue plan, il sera peu‘t-etre plus cla.ir de bloquer

%‘ toutes les questions de connexi'bé (incluan‘b 3.3. et 4 4. ) dans un

méme n? .

T . NG - R ou de mult\msecti S
6. . bype pre

[




-Remords au N24 -» Les résultats\4,6. b) et c) sont entimtXRement

contenus dans 4.7. b) et o) ; j'av une telle redite justiRiable du

du fait G U plat m7re1 AP )r on. n'a nul besoin\fe 15.2.2. ma.is la

- (bien entenc
4.8.

ition, ou w

v

? Application & la construction de sections hyperplanes ou de multisectic

-de type précisé. P

?‘ -L.. No‘bons que si S Spec(k); ou k es‘t un corps infini, alors tout ouve:

- non vide de I’ contient un point ratlonnel sur k; donc avec les notations ¢
28x4.2. , si B (2éfini en temes d'une proprié'bé construc‘l:i’ble P) contic
) le po:int générique) i1 cc:tient INXTEIRX un poin‘t rationnel sur k, donc
= 11 existe une section hyperplane de X (définie sur k) aya.n‘t 1a. proprié‘cé 1
D'gutre part, S étant de nouveau quelconque, il est :meédia,‘t que pour tou1
8ES et tou‘l: point de la fibre P rationnel sur k(s), il existe une sectior
' ? de P sur un voisinage ouvert U de s qui passe: par ¢, .VSi Alors E est
encore ENE definix comme da.ns 4.1. en termes 4d'une propriété constructible
P, et -si on dispose (p ex gr&ce g;*g') du fal ¥ que E est ouvert, glors

si ‘i = E, mpxnin;gmd:xﬁxﬁxxx la section \g est une séetioﬁ de E sur b

U, du moins si on rapetisse jsuffisamment U. Donc,. on aura construit une

/
section hyperplane (BJe , au dessus d'un wvhisinage ouvert. U de 8, telle q

L e e S U S0 S —_—




ey "

pd{lr' tout t (U, sa fibresen % s.atis’fasse la pr'opz;ié‘té P. Ldrsqu’ on'neh

dispose pas é. priori de f y XXX mais que k(s) est :Lnfini, on pourra comb.

o
ner les deux remarques précédentes pour obtenir une section hyperplane

gur un voism?ge ouvert de s, ayant la propriété précédente. mtxziix Enft.

utilisant &&B. , on a un critédre permettant d'a:f:firmer que (X resp. F éta
foc. i h. : resp. Gj , ’
supposé plat sur S, ce qui permet d.'appliquer &Aa.) Y? (est §galemen’c

plat sur S. On peut alors, rempla;:a.nt Xpar T, , itérer la construc'bion
par exemple, sous certaines conditions
précédente, ce qui pemettMconatmire de proche en proche une
s
"multisection"/de X au dessus d'un voisinage ouvert U d'un po:ln‘l: donné 8,

tellex que S"...ij soit fini, plat e’c 4 fibres satisfaisa.n‘b la propriété P.
Lorsque k(s) est'fini, on peut &tre contraint de faire un chqngem'ent"d?i;z
~ étale surjectif S'e U (T voisinage ouvert de s) vava.n‘b de pouvoir applique
-~ les constructions précédentes; en effet, sous les condi‘cions du début de

6.1. , 8i k est f£ini, i1 n'ex:?sfbe pas nécessairement de point rationnel m

k dans I1'ouvert non vide: U,"mé.‘i"s T ERREIRIR XA RRXRE

11 existe certainement un poinf fermé de U, dont un point é,'%faleurs dans
une extensionfinie k' (nécessairement séparable) de k; lnnsc}ue k = k(s),
on peut donc, qui'tte 3 faire une. enengﬁ%ale convenabless;r an voisin:
ouvert T de s, corresgo_q&agf é. l'extension résiduelle k'/kmmrm

i.e. ‘bg]le que S% ~ Spec(®] , se ramener & la situation favorable xzr

- en l'unique point 8* € S¥ au dessus de s, par le changemen*e de': Baée St s,

' Donnons quelques exemples d'énoncds obtenus par cdi\‘-mé’chodej.{—l—y

et- 4.7. sous forme: 1égerk
v .
W de P ,. X en remplag



dc;v/aient &tre énoncés sous xmé “forme légﬁrement plus générale (tout au
moins en remarque): on se donne un entier m, et oﬁ dés:igne par EA 1'ens:
vle des XQP tels que.. GY resp. Y} satisfasse P sauf ,éu—plu# sur une
partie fermée de dimensionim (i.e. 1'ensemble P-singu.lier Z est de dime

spion{m). Alors a) E est une partie constructible de ;E et b) dgns le
' ' resp. X ' : ’

- cas S=Spec(k), si F(Batisfait & P sauf hw—plug sur un ensemble de

zmdimension m+l , alors E contient un ouvert non vide. .

.. Proposition T.2. Supposons que X soit propre sur S, et F de présen‘tat

on finie et plat sur S. Soit P l'une des propriétés (i) a (v) de 4.2.
et soit m un en'bier. Soit s¢ S, et supposons que ﬁxﬁxﬁmxﬁnfasxnx&
TxprmariEtEx® ld#ensemble Zs des points de Xs en lesquels Fs ne satisfa
pas & P soit de dimension £ x_n—i—l.. Alors, si de plus k(s) est infini, i1
existe un voisinage U de s déns E', et une sectioﬁ% de ; sur U, ayant
ies propriétés suivantes: 'bour tout ¢ U,-- 1l'ensemble & _des points .
de X Y{;{s; en lesquels G‘I‘F’ ne satisfait pas & P est de d%hension
§m, et gﬁz{(s_) est Fi{ﬁ -régulidrey XXExHRR T I RXEKEEY Sous ces condi-
tions, le Module G-E sur YT est plat relativeinent 4 T. Enfin, si k(s)
n' 'est pas supposé inffni, on peut encore faire la construction précédex
te, apreés ex‘bens:Lon étale duntype envisagé dans T.l.

Proposition 7.3. Essentiellement la méme, il n'y a plus de F, ek

suppose X plat rel h S, on réfire aux propriétés (1) a é%-) de 4.3, :

Q-L (1-41—&.\'-..‘.

lieu de celles de 4.2, (mais en ayant soin de faire lesxnesaw%ss

"kg&ycar‘.»o ou £:X—P 1une immersions d dau & o vy p"*~—
‘?..,_,_‘ RIS SGQ S B e A dé..e.'\s\\‘\ = Xg A MA..SéCZ) ;-L)\

On noters\ que nous avon : (v). uat (vi) de
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,“‘ tu deN\III 7 1la factdrisation de Ste

oposition 7.4. Soit 2: X —~S un morphisme propre et pla.t, x:l:“ _

soit s € S,txkxgur posons n = dim I et supposons. que la dimension de

l'énsemple des points de X en"lesquels X n' est pas sépara.ble sur k(s

soit (nr/lmn.{ta un voisinage ouvert U de g, et un morphism

. é‘ca.le fini et surjectif SL.T, tel que Xx S' admette une section sur

Lorsque k(s) est infini, on peut prendre pour S' un sous-préschéma ferr

de X U.

Supposons &'abord k(s) infini. Nous xppimmzmsz procédons par réc

rence sur n, le cas n=0 étant trivial: en effet, dans ce cas il existe'

un voisinage ouvert U de s tel que X|U lui-méme soit étale, fini, et -

- ’ ’ *2\' .
surjectif au dessus de U, comme on voit par des cross-références imméd:

tes. Lorsque n>0, on a.ppiique- 7.3. pour la propriété "séparable", ce—

nous permet de mmmExxzme remplacer X par une "sec‘cion hyperplane" Y, aj

les mémes propriétés, & cela pres-que n est rémplacé par n—l. I-orsque

k(8) n'est pas supposé infini, on commence par faire une erbension é‘tal¢

de la base, g¢a marche.

Rem'arrg' ue;7.§.. En particulier, si X est projectif et séparable sur S,
11 admet localement sur S des multiséctions étales. Mais on notera qu'c
peut demner des exemples, avec', X poopre et lisse (mais non projectirf)
S, ol la mlme conclusion -est en défaut. Bien entendu, l‘hypothése de
gxx projectivité ne peut -étre affaibli%othese quasi-projec:
comme on voit par exemple en prenant X étale non fini sur S ....

@“")\'L—f\a‘\ﬂ' J.‘ o‘».-.\"'\ ——— QMSLJ‘LV e~ - _

Y P b opm rec =<
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8. Dimension de l'ensemble des hyperplans exeeptionnels.

’8'1‘Da.ns les nfs pfécédents, et notamment 2 et 3, nous avons donné des
“énoncés affirmant que l'ensemble des. ff P tems que Y aitAum; cg:tgme
propriété P est constructible, et contient 1e point générique/,/tm ou
dacore que 1l'ensemble ZP des \e P "excep‘b/ionnels pour P" est constmc
ible, et est rare, i.e. son adhérence est dgadimension zTn—(-ou—-P-&m—i
<(NB. on suppose S=Spe§(k)). Dans certains cas on peut ;g;récisezf crwietr énonc
en donnant uxne meilleure méﬁbmﬁon de. cetté&dimension, ce qui est impo:
. 71;a.nt y%%sdiverses questions. Par exemple, lorsqu'on sait que cette dim
sion est » o~2, 1l s'ensuit qu'une droite "assez générale" D de P

ne rencontre pas Z; , d'ol 1'existence (si k est infini) de "pinceaux
linéaires" de sections hyperplanes ifﬁ:na.x .Y{ (g un point géométr
" que de D) qui ®ont toutes la propriété P (cf n? @uisen$ pour des exe
Ples. ~ Du point de vue rédaction, comme les résultats du pfésen‘c ng
précisent certains résultats des n2s antérieurs, la question se pése g!
Yy a bien lieu de faire ce ratrappage dans un nﬂ a4 part, ou de donnex; le
- verson précisée & mesure. Redac‘tor deci&etux

2'3‘2.  Soxt T une partie <onsiumetible de X, et conéidé ns.i'ensemb:
vde JP éls quue sc;n im ge itver§e T dans ¥ so0it ¢e diywension
strictepent dajgs Y - str. ) '
plus\gyande (i.e.‘ son adhéyence de \limension plus grarde) que \celle de
ls fAbye générique (i.e./ soit égale\a dim T si &m T(D) O, /esp.

" BoAt n% vide si dim £(z) . Alors Z est 'e/codimion 2 i.e
de dimension r-2./(Cela résulte aussiddt de/la théorle de Aa dimeusi
d’un morphl me appliqué a Y ZP ). Bien\ehtendu, cet énbncé peut L
en termes de\ supp F L
moduler (et Xt équivalent & 1l'énoncé modl¥), et l'appliquant aux co

)

- posantes irrédictibles gdéométriques de/T, on Yrouve Aussi que l'enser
Z des tels z3x qu'il existe e compoéant rr de |

T
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. 8.2. Soit " 2 1l'ensemble des E(-_.E_“tels que dim. Y‘z_ > dim X - L,€
et s—upposons que pour toute composa,nte irr X;.de X, on ait dim f(Xi) >

alors Z est de codimension 2 dans P izmzﬁnxiimxxmxmﬁi Cela
2.1. et 2.2.

résulte de WWWWWM
- nnr.imzmtﬁ (qui implique que toute comp irr de Y domine P ) et de

'f, la théorie de la dimension pour le morphisme Y — P « A partir de ce
;-é;sultat iqxnimnfﬁm&x on peut donner comme .corollaire le cas ol on
pa.r‘b d'une pa.rtiAe xmg%xr%%iﬁx prd dé X et qu'on regarde 1a dimension Qdet
images Iinwverses 22'(( dans les Y f ( P ), et on peut méme prendre pour
Z l'ensemble des E@I\E’ tels que il existe une wmposante irr. de T q)
dont la trace sur Y( golt de dimension trop grande (NB on suppose toujc
que pour toute comp irréd 2, de T, on ait dim £(Z) > 0). Enfin, 1'énonc
le plus précis dans cette direction, et qui résulte aisément du premier,
énoncé (pour X irréductible)" et de 2.7. , est l'énoncé modulé suivant:

F étant cohérent sur X B=Eik supposons que pour tout oycle prem:.er assoc

T pour F, on ait dim f(T)) ‘OF alors l'ensemble des }' ra ZP tels que

4 (La notation pour gff est celle du n25). On peut donner ceci comme
propos"ci rincingle, et énoncer- les axktxex assertions qui précedalen‘t

l“‘.

’ et supposons

g partles femmess de

T ( étant le oint génériquelde

e ©mp .’s.rrTi de T telle que
£(T) est infini et T AT' (ef 2. 4. ); alor l‘ensemble Z

e voir, on vse\

i1 exdiste
P ), i.e.

P tels\que T T! est de codi

;‘{ ?‘S/ it pas qu )—régulier est (constmctible et) de eodimension) <

T, e T
A K

AP meqERT . —or —w TiE 1o
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~’y-4 Yz » OB &8 COPI‘Of i k( ) = coprofy“G?u, et par suite: - sl coprof F{n,
4
~

r_alors pour ?g? - Z, on a coprof GE n; en particulier =i Fest CM, alo:

-— ‘ E -— \'o- S ) 31-*—3° C
pour QP Z,G? eSt-mfc:p -—{,’ (‘:‘f Q(_v_‘)(k),. ™ ?

géométriquement intdgre et géométriquement normal de dim. 3) Il suffit
- de partir d'une surface projective mmxmai=m intégre/_')k algébriquemen’b
clos, ayant un poin xox‘l X n'est pas Cohen-Macaulay; alors pour tout
-hyperplan passaht par x, la séc‘tion hypérpla.ne Yi. correspohﬁante» admet
X pour cycle associé immergé (resp. on part d'une variété normale €donc
(:(ﬁi%e)agre X<P' de dimension 3, ayant un point x¢ X en lequel X n'est pas
Cohen-Mmraaulay, alors les ¥ jpmssant par x ne sont pas €3 CM i.e. ne son
pas (S ) en x)+¢ Pans ces exemples, 1l'ensemble des Z "exeeptlonnels"
pour la propriété (S ) contieht I'hyperplan de P aéfini par xeP, et est
de codimension 1 (et non de codimans:.on)Z) C(, (—:ec&v—-" &5
N UG FEe P b W cIA PPN D Aoy cbia unig
- remdanty; st T satisfatrta 1= propr ete {Sk)

P tels que g, soit

-

amais &tre qued'une té gu plus, pour deg raisons

dimension éviden

QS | |
b S ‘// W F -t (SK) ) %p~» ) P .i)*ﬁ; ‘E % duo [
z *“ ?} Y ?k(s)._ I A C:CS N \gk) E . -

\w,...:’\a.vv * Hm G.J..l\gq?,l;

0




iy W18t 0

]

 qe dim £(T,) = 0, il exfste une composan“ce

_— = A 3

ety ——

,g/irr X, d Jge X telle que cod.._m( fj)-k et —:rm“r\k') = 0 (u "'“.1 .,,:,?,,
u.,...—-‘-“-:'—'r Mr*}“"'\;oﬁ-&ﬁ‘}\lv-u&wx K

'VtSj.gnalons le résultat dimensionnel suivant: —_—

(

Proposition 8.4. Soit T une partie fermée de X, et supposons

; &odim(T,X) > k. Alors pour tout {e(b, on a dodim 5'.1% , Z) > k-1. Soit
Z l'ensemble des z ¢ P tels que codim (TE’Y? ) = k-1, (i.e.

codim (T?, }) < k) alors Z es‘b ‘une- partie construc*b:.‘ble rare de P ’
%ﬁaqfnmncqn Z xn%% de codimension l dans P . Pour qu'il soi‘b de V

- codimension > 2, il £ et 8 que pour toute composante irréductible

Si'z et _tell
de X de codimension 3§§ LI R T X 5 : 2

La premie¢re assertion résulte aussitdt. du lemme suivan
un remords au par.5 :

Lemme 8.4.1l. Soient X pi‘éschépa. loc noeth, L un Module inversible 3
: : dodim(¥Y,X) > k.
X , ¢ une section de L, Y = V(g), T une partie fermée de X. fAlors :

a)  CodiméTaY,Y) > k-1.

b) Pour qulon ait codim(T ¥,Y) = k-1 i.e. codim(m,.Y,Y) <k, 12
£ et 8 qu'il existe une cmmpoexm‘be irréducti‘ble Ti de T,- contenue d:
Y, &x telle que codim(Tj;,X) = k, et telle que pour toute composa.nte

irréductible X 3 de X px cbn“cena.ja‘c T’i et telle que dim OX

<1j_moXT (4«:), a.itX<£:Y.

La vérification de ce lemme es‘t immédia’t:e grice aux générali1

- - ola b) .
de OIV sur la dimension. Sous les conditions de 8%618

. sont:
~TeS hyperplans exceptionnels HF KO X XXX X X FR

mmmﬁthxemmminmminﬂmx%b&nmmmﬂfﬁﬁix;m si

on excepte l'emsemble Zo des 5@ P tels qu'il existe une composant(
dim f(R)>" 0 et S i
irr R de T ou de X . tellcyque Ri soit de- "dimension ‘brop gra.nde

Rixx@m (ensemble qui est de codimension >- 2 et par su:}.te ne compte pz

les HY SEEX exceptionnels sont ceux pour lesquials 11 existe

un *'T:L avec codim(Ti,X) =k , et ke¥xgumxpmmrxtemmt dim £(T ) =
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g"xxm :(T) < H , et tels que pour toute composante irr Xj ‘:Ti de X
a;rec codim (TL,XJ)=1£, on ait f(Xj)qf: H? - Pour un T, donné,
g;txixxxistxm avec codim(T ,X)=k, s8'il existe un Xj avec codim(Ti,Xj)=
_et tel que dim f(X ) =0, alors ii’@msximnmnmckxpmxhxxn
mﬂxxxz)éxbomnxm on aura i‘(X) =£(T) < i.)et par: suite { I
sera pas excep‘tionnel relativement & T:L « S1 par contre pour tout Xj
f —>T1 tel que codim (T;,%,) =%, ona dim 2(X,) > 0, alors pour

’? € P - Z E gera. excep‘blonnel relativement é. T, 'si et seulement
f(‘l“i) c Ht ; 1l'ensemble de ces '} est (la trace sur P - Zof‘ d'un hyper
plan. de\{’ . Cela prouve 8.4. , et établit méme le rémultat plus préci
que  1l'ensemble exceptionnel est la rédunion d'un ensemble de codimensic

> 2 et d'une réunion d'hyperplans, déterminés de fagon évidente par

démonstration précédente. (J'avoue que la rédaction est assez floppy,
i en ce que j'ai raisonné géométriquement tout le temps sans le dire,
en prenant des points dans des corps alg clos. Bien entendu, la condi
B~ A,

on énoncée dans 8. 4. est géométrique, de sorte qu'on pouvait supposer

k alg clos et raisonner un:.quement avec des ‘points rationnels sur k).

B3

Co‘rolgalre B<De Soit F heren‘c gur X et s ti8faisant la co di

SN o poig dnd gy s mm ool RINGE, oo oth Cksv
(S ). ors l'ensembIe des \points ? e P tels gf}. . goit IEG' gul:

ctible, -et son

e

8o €

_J

-ty G A /?\ = oA d

_. 40/ C\S\’éuo‘"&g C‘W" - r— W ooeday
pour que l'ensemble (constructible) des poin

de P tels que x% soit qu)-—régulier et . Gf s0it (S ) ait un comp
%
Vmentaire de codimension 22,11 f£ et s qu'on ait ceci' pour tout

en'bier n3 0,. désignant par Z l'ensemble des x{{f{eﬂ/que coprof (F

3 on veut que pour toute composan‘ce irr

/\ARLno.w\ £4. 3. .a-c..gf‘-.‘. d 2. o~ dbRak

“a—

~ —_



&
:de Z , avec codim (Z ni.m)- = g+k+1t et dim £(2 ,) =0 , 11 existe

: u:ne compes ante irréductible Tj de T contenant Z , telle que

- odim (2 1) = ntktl et dim 2(E,) = 0.

] . Lorsque f est quasi-fini donp pour toute partié fermée R de -
- on & ~dim £(R) = dim R, 'alors ce critére prend la formes - %%n%;&%e
pas de point isolé dixy z d’un desg Z

mmmm@ el que dim (=2ain ¥, ) soit égal &

- n+k+l  EATOREEXEXSIEIT Lérsqué_ F est équidimensionnel, mEXx
“de rdim'ensiop d, mtaxsiemifiExzEssixsimptemextxpmexx® cette. condition
‘est vide s1 4 {k (ekx en effet, nous le savions, car dansc e cas 1'h
{(s,)
que l'ensemble Zd. ~ (k+1) des points de T ou la coppfiondeur de F est

. i.e. fini
> d-(k+1) (lequel ensemble est de codimension > d en/vertu de

sur F n'est autre que l'hyjp CM), et si d> k+l, elle signifie

1'hypothése (Sk) :sur F) est vide , i.e. que IiEmERNRIRXGER
1'on a  rumpxERxExxxxEsfkrrk : ,
coprof F & d- (k+1) .
N ] ) "_}h
i.e. vraie prof F > k+l
o _i // ) .
(alors qu'ad priori on a seulement vraie prof F» k comme conséquenc

. T

~de la propriété (Sk) et k S d). W&%
égal —expiioité—en—eomsitaire. Squidimensionnel, il reste. qulon
peut exprimer I

o (. , oink fermé o - ' N E T e
=4 &b Pour tout{x esupp r tel que dim Fxé"k-x-’l ,on a prof . F, > k+l

& el

La suffisance se voit sussitdt en faisa;ljb z=x,71.$\néq<_ass:_l._t_é anamd, er

notant que pour tout ? tel que gfi soit Zx(g )-Grégulier et x & Yz R
on aura dim G x = dim Fic -1, prof G’fx = proﬁ Fx' -_l ’ donc~~ s::. )
x met end éfaut la condition plus haut, on aura prof E%x &k, mais —

dim G x‘>,k, ce qui montre que- GT' ne satisfait pas a - (Sk) en xX; ' or

citement supposé dans le raisonnement que k est alg clos, cas asuquel
A fUse asm CAV

i& 1'ensemble d es § tels que xC Yy est de codimension 1 (NB j'ai im
+ se ramdne aussit8t). Tie critére génédral précédent doit $'brég.;}oéa#—&

p—




8 @-. Nous étuﬁions maint ena.nt“les ‘pomts y de‘ Y qui sont non lisses:

.sxu' Y{ Tel & k(?) Nous nous bornons au cas ol r Z—bP est non ramifi
(pratiquement, ce sera une immersion) et ol X—)S est lisse. Nous ne
su.pposons pas nécessairemen‘t; S le spectre d'un corps. Xmmmxhxmm
: : i 0 Mro. Comme

esﬁ non ramifid | 1'homomorphisme canonigque £ (Jl )—;v.D.l

' ’ P q p/8) =£x/s
. est surjectif, et pon. noyau. est un Module loc libre sur X, que nous
noterons ‘)}C /? b2 1orsque f est une- :meersion, ce n' est au‘bre que le
Module conormal _J_’/i défini par l'Idéal J de X dans P » et nous l'appe
lerons en tous cas Module conormal:
. ~ (v} .

OAOX/P

Notons que nous avons aussi sur P une su.i'be exqc'be canonique

(qui pouvait figurer & titre d'exemple au par.l6 p.ex.)
0— _\‘1

,, é

(1)-E — 0p(1) — 0

"P/8 =P
(L.e. _Q.% /s est can isomorphe au noyau &e 1! homomorphisme ca.nonique
E_P(—'l)-;_gi,, déduit de Ep — -Q-P'(l) ) » d'olt en appliquant £* :

E- . + . l b = - N .: .
(Y 0— T (‘D'P/S)(l) — By — Ox(l)—" 70 3 ,
qul donne une description expllcite de £ (-QP/S grxXx sur X‘ et &
permet donc d'identifier QX /‘.?(l) 4 un sous-Module lo¢ facteur dlrec‘c
&e EX , Ou encore le é&:&&m&ﬁt dual \) x/P (<1) & un Module

v o .

quotien‘b de By . Par suite, P( QX/Pi(-l) ) = \7 * se plonge
ca.nom.quemen‘b dans P(EX) Xxle Xy comme un sous-fibré projectii’ sur

" X, donc comme sous-»preschéma fermé - Ce dernier est necessairement conter

da.ns Y (du fait que ‘QX /P(l) ‘est contenu. dans le noyau de. . Bx—-> OX.(

L‘{ en;(emble sous-Yacent & ce soﬁsl—preschema n'edt autre que l',éns%mble ¢
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are

‘ ,fL'ensemble sous-jacent & ce préschéma n'est autre que l'ensemble des

(par.16)

r points de Y V() qui sont zéros singuliersmction 4 de

(1 1) relativement 4 la base ¥ , i.e. ses points %4 & valeurs d

~ un corps k sur P sont les point\/de Y = Kk tels que m&nﬁf&iﬂs

I&mtmnmxmiikxmxmmxmm gfk g'annule é. l'ordre deux au mo

en x, f.e. tel que ¥, ne soit pas 1isse de dimension relative r-l |
sur k en x. Ia caractérisation énoncée des masmtw zéros smgullers ce
les éléments é.u. éous‘e-préschémé. iiSse B( \) /P) de XI‘,’ provien‘b a.usslté
de 1l'énoncé suivant, qui mérite de figu.rer en proposition préliminair:
si S=Spec(k), et si H est un hyperplan de P , alors Y = Xx.PH
XEEXX X XXAXIAXXX
hsxumhxpminﬂxm&mmnxxm lisse sur k de
dimension relative d-1 -en le point x €¥(k) (i.e. x est un zéro non
singulier, j.e. géom non sing\;tlier,. de 1a section g de 9—){(1)‘ définie
par H), si et seulement si H ne contient pas 1'image par £' de 1tes
ce tangent & X enx (rel Ak) — ou eweewme comme on dityxxs=z —encore

(lorsque £:X— P est une immersion, permettant d'identifier X & un

gous-préschéma de P) sss H n'est pas tangent 3 X en x. - Cela résult
trivialement du crifére Jacobien de li'ési'éé , ou de la définition dm
zéro singulier, wune fois qu'on a bie‘nprécisé lef-s'en‘sde*l’énohéé,
ciest 4 dire qu'on a précisé comment un xspmxixxgznt sous—esﬁade
vectoriel de 1'espace tangent & P en un point a (=f(x)) définit une
gsous-variété lindaire de P (de.telle fagon que celM sens- de dire
que H ne contient pas ledit sous-espace vectoriel)’ cela prov:l_ent
bien entendu de 1a suite exacte (b) ci—dessus, qu:L permet détn‘.ms:tﬁn
définir une correspono.ance biunivoque entre 1'ensemble des ‘sous-espac

vectoriels de l'espace tangent en a, et les sous-varié'bés linéaires

P contenant a. Cette correspondance d'ailleurs revient & associer &



ane- sous—variété linéaire passant par a son espace tangent en a, consi-
déré. comme sous-espace targemkt de 1l'espace fangent 4 P en a. Ce genre .
‘de s‘or:htes,. ensemble avec divers. sorites sur les sous-variétés lindaire
: ‘f“ie‘t les grassmaniennes, devraient 8tre donnés dans un ou deuxv n?s prélim
.na.ires', b:VLren anfcendu. en énong¢ant 'to_ut systématiquément sur une "base
quglé ongque.. |

En falt, il y a mieux, savoir que le sous-préschéma Isipg .

: i

- des zéros sj_nguliers de 4 relativement & P , défini dans par.l6, n'est
autre que E( ?X/P y 8% (comme ce dernier est lisse sur S de dimensic
relative d % (r-d-l) = r -1 (r étant la dim relative de P sur S)

on est sous les conditions favirables é&tudiédes au par.lé . /Pour \eritf

: st teEsser o —onr—utrirsete—fart—sutvant—{gut devrait figurer o
" et 27(0 (1,
a.r. 17 dey morphistes lisses), en l'app quang & X3 S : So:Lt

i]_‘l.sse. sur § de dlmension relative m, M un Module localemen‘a i1ibre sw

gde. rang n, ® un section de M, x v( AN=% , supposons~ que

:unx 2, =n-m, (resp. et que Zs g soit Yisse sur k(s 5 en x )
dlors Z est tizmexsmr plat sur S en x esp. lis§e sur S en x) (Dém
r} peut suppgser M .me » donc f = (B, .e0d ) aldrs il résulte/ de

a théorie de la dimepsion et du faiy que Op
. . . ’
Al s formgnt une suita QXS-régu_‘Lié e en f’

mlln—x—“ﬂ-l 2.8 8i de—plusi—3Z
-

o Pour le vérifier,

de Y
notons que par défini‘bion, 'IS €-ntest autre que le sous—présché\/

des zéros, de la sectio\\(t/gf ‘Y de. )ﬁ OY _DX/S QO (1

x?/P (11

Nous a.llons donner une autre interprétation de cette sect:.on, don‘b

la conclusion résultera aussi'ba‘c. Pour ceci, considérons le diagramme

de—Hedudes rmto o ko S qulaspem
-suivant sur Xy, ou plus généralement sur un préschéma. Z@g;_:;u)s d

xy




/r 8 0,(2,0) ;j ¥/5(2,83(0,-1)

T

0 — .__K}ll,/s 2 0,(1,0) ;__> E20, — 0,(1,0) — 0

o
T‘ "0 “\ . T r\,
- X ““ N . e
Qx/r 2 0,(1,0) '~y 9;(0,-1)
0 ?
ol la premidre colonne est déduite de (a) en tensorisant par _Qz(l,o),
la ligne est déduite de (b) en tensorisant par O

transposée de la . v Z v
est déduite de la(Suite analogue rzxmiiwe (b~ ) relative & P (obtenu

, et la colonne 2

s
en =mplagant E par E ) en tensorisant par 9, . Par définition méme
de ¥, Z se trouve au dessus de Y 8l et seulement si le morphisme

composé o du diagramme est nul, i.e. s8i on peut trouver une factori

‘sn

. . 1 : —
tlonﬁk-gz(o,-l)—) '—Q'P/S.ﬁ 9,(1, 0) . S'il en est ainsi, on peut
- 1 1 :
congidérer son composé avec ‘S}P/S 2 0,(1,0) — "Q'X/I 2 0,(1,0),

qu’on peut aussi interpréter comme une section -de _LZ%/YE _C_)_Z(;I.,l)..
Je dis que c'est précisément la section qu'on avait envisagé plus hau‘b
(La vérification dsit &tre essentiellement mécanigge). BElle est

nulle s8i et seulement si Z est au dessus de V() (par définition
méme de V(A) !) , mais cela signifie aussi que 03 se factorise par
éx/y 2 04(1,0), i.e. que 1le sous-NModule gz(o,-l) de E® O, est conten
dans ‘1s sous-Module ZX /P 2 QZPl,O)’, ce qui évidemment sighifie aussi
que Z se trouve au dessus du sous-préschéma- P( \)—X/P (1)) de P(ﬁlx) ,
acheéve la démonstration de ce que nous avions annoncé. .

D2s avant ce savant exercice de syntaxe (qui m'a coutéd d'ailleur



g e et

/’morphisme de pI""SChemaﬁa‘IiDocS sur & de dim relutive r-1 et r: 17

1

’ passabﬁi\:zment de sueur déjé), on-aurait pu remarquer cI;_ue, Somme de -

| toutes fagons Eu. point de. vue ensembliste, Ysrj:ng m&ngui;mrﬂhﬁEKdime
- sion r-lwxfmdxxzimmmhx sl S=Spec(k), alors que¥ est de dimen
sion T, /].Ti)mage de zsing dans % est de codimension 3 l, ce qui redonne
- 2.12. (l'argument bien Aentendu n'gst pas essentie]_lement. disjtinct“ de
‘celui.u‘bilisé dans 2.12.). On notera que le ‘plus souvent, cef; ensemble
" est effectivemént de codimensiqn 1 (cf plus bas). Par sui‘be,‘ on ne
pourra trouYef en éénéral‘des "pinceaux lindaires™ de sections hyperple
nes toutesg%mﬁ;m lisses. Cependant, nous allons voir qu'on
pourra s'arranger souvent pour mmmx trouver des pinceaux formés de sec-
;bions hyperplanes n'ayant sucun point supersingulier, gréce au fait que
dans ies cas les plus fréquents, l'image de Xsup sing dans \f sera de
codimension 2. Nous allons d'abords résumer les points essentiels |
de nature différentielle de-la situation étudiée ici: | |

sing (défini au-par.l6) dans

Théordme 8.?’.' a) Le sous-préschéma Y
la situation. actuelle n'est autre que P( \? x /ZE' , considéré comme
sous-préschéma de Y comme expliqué plus h.hu'b. )

b) L'ensemble sous-jacent au préschéma Ysup sing (cf par. 16), I1
m: n'est autre que 1'ensemble des pomts de ramification da/o

Ismg = P( ~> X/P) —_— P » i.e. pour que ce dernler morphlsme soit

non ramffié en le point y (réf é_defini‘cion) 11 £. et s. que ¥

po:mt de P image de y ). ' : Z
‘ eY®P8 - p( ¥ ) ,
c) Supposons S=Spec(k), et que xl rationnel sur k, soient

v _
et { ses projections dans X(k) resp P(k) , et considérons la msxxxpa

goit géométriquement un point singulier ordinaire pour £, (f étant 1

"y o
sous-variété ]_inéaire%,e P "image" de l'application tangente de

4./.-1‘: D

b~ . O > =2 Ervec o —rora



s v : :
2'adhérence.de son images dgns P, muni de la structure réduite

4nduite, et considérons le morphisme induit” g':“ lsi.ng___\ T ga (morph:

" me dominant de préschémas Imrsdumictm¥wzs} intdgres). Alors les condit:
(1) & (ii bis) ,
“ rpuivantes sont équivalentes:

e'{a.h
(1) Te morphisme g est génériquement gowrTamtfrf (i.e. est-gen

, ;:amt:-:hé en au moins un point, ou ce qui revient au men% ramif:
au point générique de Ysing). » . ‘

" (id)s) ZIL'extension de cérps‘ .L/K ¢éfinie par g eét' .finie. et
sépargble. |
(j:;_\(z. ter) Le moophisme g est birationnel, i.e. 1! extension L/K est
/"’ 1'extension triviale. v

)y’ (i) Y_Sihg 4 ySup sing (.@Mw-.‘éka’\—w—wdr Lonm ),

(w )

J)"/en x qui ne soit pas "osculateur" en x (par quoi on entendaa préclsem

. (i1 bis) 1II existe un x¢ X(x) , et un hyperplan tangen%/é. Xk

que x n'est pas supersingulier pour la section e Oxt(l) qu:L définit
Hoeeo )o | DAL
Ces conditions impliquent que| dim Ys{up sing é:r-z, donc qu

1’ image de ,i,sup sing dans g a une dodmens:.on} 2, et @ﬁ*{xbtnxgxx
axmmmxmmmzumsmndmm elles impliggent
: également v

(1i1) dim T = r-1, i.e. T est de codimension 1 dans P .

Dém. L'équivalence de ﬁ(i) et (i bis) est ‘brivialé , son équi
lence avec'. (11i) est une conséquence triviale de 8.'?-. b), enfin 1'éc
valence de (ii) et (ii bis) est pratiquemenf' la définition de _
youP 8108 Bvidemment (1 ter) —(1) , il reste & prouverrrqﬁg_v(:ri.‘)__r——
(1 tér). On peut évidemment supposer k alg clos, et on est ramené é.
prouver (comi:te tenu de 1l'hypotheése (&) ) que'il existe un ouvert T




L T T e : : . -
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1 \

q
“dans T tel que ’f rh{plique- qu'il existe exactement un point o= y d
y31 (k) au dessus de % . Cela résultera de 8/}. c) qui implique plus

| gEmg ot précisément:

Corollaire 8._7'. Supposons la condition (i) de 8.§. satisfaite, et

solit ﬁmmm&mxﬂxxmmxsummnﬁm%

el Q_ég{
o U 1l'ouvert de T des points en lesquels T est lisse sur k. Alors

MR Y79\
Ysing | U — U est une immersion ouvertej f xmxghxm
PSS dea prsA  don XTI
. BXxExE mpm&mmmvxmuxﬁ i X es‘t propre su

k donc g::f_sing__; T surjectif, alors :r_singw —> U est un isomorr

me, et U est le pius grand. ouvert de T ayant cette dernidre propriété.

2bsa
Tout d'abord, comme g est dominant et gén ram+fié, il est

u_vgr‘t: zon vide V de!’i‘ 't gggm

Ysingkv —» V g0it étale et surject:l.:z/ Si alors (SQ-V(]I) et si y est

un point de fing(k) au dessus de 3 » alors avec les notations de

8.-?". c) kax.l'espace H! n'estau‘t‘re que 1l'espace tangent & T en ‘i y
et comme on a noté & cet ézidroit, cela implique qut;_, ler i)oint- x de X(k,
projection de y est déterminé comme le poin*b“drthogonal 4 H', donc et

sing

v .
uniquement déterminé, donc comme Y < XxP, y est uniquement déte:

miné. Cela prouve déji que g est birationnel (étant xﬁ%
generiquemen‘c rf;;:seaii—}e et gén radiciel). mmxﬂﬁxﬁ
D'autre part, le morphisme\f'(don‘b la définition en forme est évn.den‘t:e)
qui associe & tout ?bU(k) l'unique point =x = )&(S) € P orthogonal a

ZL' espace 'tangent é. U en \Z ’ coincide sur V avec le compose

| S

? Ve Ys:i.ngt v —> X\ ou 1a deuxidme fl8che est la projeo‘cion;. don
= POSent vrtetidnxdn  h = (A ,1d) : U—> PxP ,fockbimmimsimmeiodixakex

!
)
1

ANERXAHEXXINXXE RN EE S XXFXEX g = glg (0= 'g-l(U)—> U&x , le compo

P

A Tt
[}
t

‘i!ml T

1w 1



hgy : g-l(U) —> PxT n'est autre que 1'inclusion-canonique, puisqu'
en est ainsi de sa restriction & g-l(V) ~V. Sniixzimxxxxﬁkxxxﬁf%ﬁ
gemmexixprerit I1 en résulte que h m&m&mﬁ:&s—m{*&m se factorise
a4 travers 1! adhéren.ce schémztique g Tk de Y.'l dans PxT , donc que
1l'image inverse de Yl (qui est un ouvert de ladite adhérence) par k
és’c un oweﬁ de U, soit U!' . En vertu de h & = inclusion, on

voit alors aussi’éﬁt que él induit un isomorphisme gfl(U) ~~ U', et

cela montre bien que g-l(U)_.yU’ est une immersion ouverte.

Loraque X est propre sur k i.e. fermé dans P, alors g est propre doni
surjectif, donc 8 ¢ g-lkU)—yU est surjectif, donc un isomorphisme.
D'ailleurs, si W est un ouvert de T tel que g-l(}[)-—>w soit un isomc
phisme, 11 s'ensuit que W est lisse puisque Yl est lisse, donc W< T.

Cela achive la démonstration de 8.9.

R Lfassertiorsflnala de 8. 3) Y
dim T = r-1 , sont triv:.a.les, la premiére résultens da 3?5“@ T T j‘

¢ 7*‘\1’ S ch—s v
m—m@ﬂ%ﬁ est I re uctible,’“‘fT:.’f/ait que _

{ o~ \om e k-\)—\w\-\}-ﬁ?\“ 0\ [N h-—U;a-sE A W-Luﬁgﬂ‘\»’bk“

am»Ys"“\'g‘“im;(‘gIa’E&xiéme du falt que, L &tant £ini sur X, on &

deg tr L/k = degr tr K/k, i.e. timcx¥eiawxsxt dim T = dim Y518 = ro1

Remarque 8.’{3{) Comme on a singalé dans B8.9. , avec les notations de
ce corollaire, on a 'g-l(U) c Ising - YSUP sj.ng'; mais on notera gque
méer si X est fermé dans _P, cette incluéion n'est pas nécessairement
une égalité, en d'autres termes (x;otant lque g-l(U) n'est autre que

l'ensemble des points ol g est étale, alors que Zshrg_zsup Sing st

l2ensemble des points ol g est non ramifié) il peut y avoir des points

d

y de -Y-s:Lng en lesquels g est Exaim non ramifié, mais non étale (ce qui
‘m—-‘-ﬂw )

implique- d'ailleurs que g(y) est un poinf non mxmatx géom normal et méme

non géom unibranche de T).smiixsx En .'t:ermes géométriques, cela corres
pond au phénoméne suivant: on peut avoir un hyperplan tangent non oscul
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:

" feur de X en un point x&X(k), mzts tel qu'il existe un autre point’

x! é X(x) en--lequel le méme hyperplan soit tangent en x.  On en fait de
exemplres évidents avec amsxmmmrkmz P de dimension 2, X une courbe non

singuliére de degré ) 5 , en c:aractéristique quelconque. [NB Lo 49‘-&‘
o el b o X “,,,._,\‘,M;g..._\y‘ R dtbln Ao 0. wav\r\,f. M”

Corollaire 8.91. Supposons k de caractéristique rmmlle. Alors:

X v .
a) L'image de Ysup BINE& 3ans P est. de codimension > 2." -

b) Ia condition (iii) de- 8.5. équivaut aux autres oonditions, i.e
. sw\* 27 Pty ir
ka négation des autres conditiona signifie aussi que 1! image de Ys
v 7
dans P est de codimension & 2. .

Evidemment 1l'assertion b) implique a), coﬁpte tenu de 8.%. Or
par la théorie de la dimension, (iii) signifie qﬂe L/K est une exten:
on finie, mixem (on pourrait le mettre sous forme (iii bis) dans 8.8.
et en car O mataximpiiwme L est de toutes fagons séparable sur K, d'ol

1a condition (i bis) de 8.%.

,.':',.

 Remargues 8.1R.. a) .G‘éométriquement, -l'asser’cion a) siggifie essen:

tiellement que pour un pinceau linéaire assez généra.l de sections hyp

. paanes, tous les membres du pinceau sont l:l.sses ou n‘iont mmmnm |
gx pour s euls points géométriquement des po:l.nts géométriquement

sa.ngu.liers ordina.ires (et enfait, comme on constate aussitat _— et. 1

e

Y a.urai‘b lieu d'énoncer a) en. consequence gsous. une forme un peu plus

précise — ont au plus un tel point géométriquement singulier ). L'a

sertion b) siggd.fiem Ys:Lng Y°1P sing (ce qu:n. 8 exprime
o nullité - .

“analytiquement par l‘anmmi:ﬁm d'une cer‘baine sectlon D d'un Modu.le
inversible '&X/k 2 OY]_(IL 1) sur Yl), alors pour un pinceau linéaire
‘assez généra.l de sections hyperpla.nes, tous les membres de ce fmxxc

pinceau sont. lisses. Cette deuxieme. situation (qu on. sxoi_‘tr.\ dl'aillet

en car.0 ou non ) doit &tre considérée comme tout & fail exceptionne:
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R &n_i‘angage classique, elle s'exprime Emxdisawmt sauf erreur en disant L

i

qﬁé X est réglée pour 1'immersion projective considéré_e [—» et si ¢a no

"chéﬁté, nous avons ici tout ce qu'il faut, grice a 8.5. et sBB coroil

‘; res, pour expliquer et'justi'tﬁer une telle termj.nologie,"au cas 0{1 ce

t'inspirerait de faire le lien avec la taupe). ﬂ" f-xvﬂr L A—'w X—-_L
’ CI_L- \v--\.\. BN X R A OKTGTK Com o~ » 4 @X(k) cAn—v TM““*
Lotsqu car. est p >0 i1 faudrait pour ’bien faire donner

_"des exemples (avec d.ip P =2, X une courbe non singuliére) olr les
condrtions de- 8.6. ne "sont pas vérifides 1i.e. zsing - _tmp sing’. ret ol

Olan e Ls : - . ) B )
néanmoins dim T = r~1 , i.e. {ou; L7E est une extenston finie

inséparable. " J'ai la flemme de construire des exemples, mais je ne

doute guére qu'il y en ait.

s trollairsc @ ld, Dans a), faire un a.ppei' du pied au mEmx® nf suivant,:

) ou on montrera que lorsque le cas exceptionnel "réglé"™ se produit, alc
" N

f"fla.r une modification triviale de l'immersion projective considerée, on-

se retrouve dans la situation "générale" de 8.8. A

n

' La partie du présent n? de 8.4. & ici devrait sans doute faiz

un n? & part, de nature différentielle, ta.ndia que le début du n9 ave

§

J
;3 ce qui va suivre serait bloqué dans un nf sur 13 dimension d‘as -
e - 7;.-\‘ —R -—Q-Q -~
;g exceptlonnels.\‘y- — p—. Ta ﬂ-a—-ﬁ- Y-

LR RER TV - SIS PF =Sy

s SRRV ) ) ( \/\N)-w \F} ' XOQ-L

Proposition 8.13. Nous sruppoE%w's toukjours f: X—»P non ramifié-lﬁm?pe
Ow =~ (L r~ (}“‘" 7( "‘

X\OM(\W T

v e -
nun ,o.o.. xxggz%-éygy  XIWH:
x‘\g\mxl\h (, _)J.
- h ] i rxaYen:
10X DA 1 Ly RXXRA]
v
mRiEnEr L XXX EsE e XY é 1a cond¥y tiox

v
Z/a.ns P (condition aufbmatiqiement

T S VSoitZklé,par

' de P Ry p X G E OO RIS complémentaire de l'ensemble des ?@? tels
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que gf.s soit qu)-réguliére et ‘.(3 satisfasse la condition R, géométa

que. Alors:. :
! v
codimension®>2 dans P , il £xEk s que

k_-ﬁ-__. b M

, . a) Bour que Z soit _de
(;(:f&-’- }Cda.o\:w_{\k sl T lalee t\-ovqt'

touté composante irreductible; ~Ss—elest—
: e e T R =2" e Vevem =S s N
b) Pour que Z, soit de codimension » 2 dans P , il £xes s que
H : k > .7y “AA&A_Q‘%;L;L ol A
‘E toute composante irréductibledTi—eHsdedimensicn > kxk, at-queé
VA Ao A ¢ bl Ja X 3eh  cfaruee Yo ™ ©Cven e X b~ et n‘g_Q_z:‘c_
e eRb-he—sirnerts MO Xt 1A5E o n—pointtimo nve - D
Z . fe. Adhe oo ST Noom \t‘ X'
im X +1 3 e 1% S-S5 soousalras g haque X! es noneregdé
3 £ s 7, ! el —— / e N et oal . L . ¥ e -\7/

ok cnaksre® orEd ' {rem e >
En effet, dﬁaurx'tou‘b z,' 1'ensemble géométriquement singulier

de Y{ extxtaxrénxxtpx (NB on se borne auxg tels que gf? soit x.k-(})-

régulier, ce qui eat inoffensif vu 8.2.) est la réunion de —

s8ing(Y! ) et de 1'image inverse Ti de T dans Yi , donc la codimensic
2 1'inf de
.§"‘ de cet ensemble singulier dans YS est égale & @ﬁm (sing(Y('),'Y.'3 )
( ) .
et de codim (?S »T). Bornons nous aux E tels que X-——-ﬁ%’i’_‘w
& g LY( S yeAe 3 /Q\'u..‘_) o — A : -~ T

/(ce qui est inoffemsfZf, car fm=wsf cela conduii 4 se mettre dans le

complémentaire d'un ensembie de codimmmrion 2. 21) ,_ﬁ,,fea points singuli.

allavy ) .
géométriques de Yi son‘b(i'gg‘lés, La conclusion résulte facilement 4.

12 , et de 8.4. ‘_(Tvral ire, on peut domner un énoncé plus satsi
"alsa.?lt, en disant: il vf et :S‘Kt:ue pour tolte composante irréz

, \
] de X' qui egt réglée rel A f, ait dim X! lor¥ (resp. dim X1,

+l). et gune 1'engemble singuliexr

, et 8.6.
Combinant 8.13. =& 8.5./,_65.)‘31'011178 & la fagon habituelle:

Corollaire 8.14. On suppose £:X—> P non ramifié et X sans pts 1s01és

. _ v
n a) Supposon;a X séparable sur k. Pour que 1l'ensemble ¢ des ;g P

tels que g‘z soit qu) -régulier et Yf goit séparable ait un complé-

mentaire de coglim.e'nsionzz, i1 £ et 8 Tqut

tel que dﬁkl;= 1,
. Mwa “ v N
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b

ded g6nditions (S_,_) e‘b d' équidimﬁﬁéionnalité peu‘b-e‘bre teee .) .

toute composante irréductibleﬁe/ dimension. lﬁé_ de X soit mmxkIwm
et soit
fomée de points lisses de X muxhiem réglée relativement & £, et que
- |

~“pour tout point fermé dm x de X tel que dimix > 2, on ait profxx > 2,

(_c‘onditior-ls‘ automatiquement vérifides si,X estgérggm}ale et toutes ses .

éomposanfes irréductibles sont de dim) 2)e .

< b) Supposons X géom. normale , Pburx que l'ensemble Zxrk des ( € P

tels que gf? soit Xik( )-(-régulier et Y} gt géom norma.le ~aL:L't: un compl

-mentaire de codimension>2,\;il LT et s que pmmx toute compoagnte

irréductible X; de X de amdimension{2¢y soit formée de point lisses

X et soit réglée rel & £, et que de plus pour tout point fermé x ‘de' X
tel que dimx}()/-’j, on ait profxx)/...~3.
f T raixmah T i xxdax s ey x e R xxamd Ty T Ay pE L e
: mmmmmdmxmmpxmxxgmw
SRR

N A
Remarque 8.15. Dans 8.6. » 8. 1’5. et 8.14.  nous avons fafi‘t sur X

A - géom
1'hypothése (S ) (resp. (Rk)' resp. sépara‘nle, resp. norma.l ) que

nous dés:.rions receuillir comme oonclusion pour les sections hy'perplan
saﬂ%ﬁg exceptionnel de codimmnsiony 2. Cela ne restreint
pés_ula.-généralité (et i1 n'aurait pas cotté piﬁs cher “é."ﬂv'.z:éi“':djii;e‘
de se dispenser de cette hypotheése prea::.f.ble), car on. v;dit‘“a‘ussitbt'
34 l'aide des résultats de par. 3.4. ¢que s8i X ne satisfarl: pas A |
1l'hypothése en question, donc (en vertu de par.5) s'il existe un point
fermé x en lequel cette hypothése est en défaut, alors pour tou:l: ? te

qﬁé df soit Zk(?-ségulier (condition n'éléminant qu' un ens de codim;

: et ‘l:el que: X QY{ (condi‘tion qui décrit un ensemble de cod.imension 1

exactement), 3 ne sa‘blsfait pas non plus a ladite hypothése en x ’
iAba¢_1'ensemble exceptionnel Z <‘-P est de- codimension 1 et non 2.
(J'ai peut-&tre charrié un peu dans le cas (R;), &l 11 faut encore
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Remords. Dans 8.13. et 8.14. , il suffit( que £:X—» P s0it non

;-amifié en les points lisses de X; pour le "il suffit", il suffit méme

qu_’il soit&g%ifié sur un ouvert X' de X dont vie complémentaire soit

de codimension > R+l.

{

]?rof)osi‘tion 8.16. Supposons £ I—-* P non ramifié sur un ouver‘c

'complémentaire d'un ensemble de codimension >.Q, X géom. normal et

de profondeur™> J en ses poin‘ts fermés, enfin X géom, inteégre et propre

surk. Alors l'ensemble des ?e P tels que ﬁx:mﬁxXﬁmeégnmxx

Ys soit géom. normal et géom intigre de dimension dim X - 1 (esk

- constructible et) a un complémentaire de codimension > 2.

En effet, par 8.14. b) il en est ainsi pour la propriété

i

" { est géom normal de dimension dim X - X " (1a propriété dimen
sionnelle exprime que ;6‘ est Xk(i)-régﬁ:lier) . Or en vertu de 6.1.

touses les Yi sont géom connexes. Or si Y; - est géom normal, il est

géom intégre sss il est tom connexe,. c stration..
L'hypothése de 8.16. implique dim X> 3.

. Remarques 8.17. a) [EL est possible que, dés que X est géom Bﬁkﬂmlrre

ét dim £(X) > 3 (sans hypd;thése de normali‘l:é ni de non remification )

1'ensemble desz' -tels que I}- soit géom irréd ait un complémentai:
de codimension > 2. On peut montrer en tous cas qu'il ne contidfitpas 7

d'hyperpla.n,‘j_ \-—Q«\H s, o .

b) La conclusion de 8.16. est en défaut si on abandon;ne

>

— 1'hypothdse profo > 3 pour x fermé, par exemple e]_'l.e est en défau't: pou
X — A
une quadrique non singuliér%ans P3 VX’(I Wperpla.na tangents

- - Ramxmemt sont tews réductibles (en fait, formés de couples de‘d?oites

concourrantes), et forment par ailleurs une famille gg dimeﬁsion 2

v
donc de codimension 1 dans P (en fait, la duale de la quadrique Sst g&e

pogesc2 331 guauny

-
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= »Yaq.‘o’\d- e \th) 0-¢-‘?— __ﬂi-_a- Cl\.»—b.b vl . YV L b (/ c:.nd_»\ >2

= ne quadrique de l'espace dual, relative a la forme duale ...f. — Dansg

cas d'une surface non singulidre &m d'un espace projectif, cette situa-
“tion doit cependant &tre considérée comme exceptionnelle, cf n? suivan
5——1?5115 allons examiner de plus preés maintenant le cas des su:c:f'aces

: (1e cas des courbesine se poée évidemment pas du .poin‘l: de vue irréduct:
_1ité des sections hyperplanes % ). ‘ | |

) (NB Je m'apergois avec effroi que la quadri@ue 'n’a. pas droit, 4
1'emploi que j'ai fait du mot "Péglé", & &tre appelée régiée ! Cela d

84tre en désaccord avec nos péres, et il faudra donc inventer um mot pl

adéquat pour la notion utilisée ici).

- Proposition 8.18. Supposons XxgfEmrcmiExx® k alg clos, X mggxm
&t integrd (resp. intdgre et normale) g dhumevins d3l A,
(propre—sur’ls‘,’ibme partie finie fermée de X telle que X-T soit

lisse et £ }I—T soit non ramifié. ZPgur que l'ensemble des g(: P tel
que YT’ soit &#m géom irréd (resp. gdom intdgre) de dimension 1
xa.it un complémentaire de- codimerision > 2, 11 £ et 8 que les deux

conditions suiva.ntes gsoient satisfaites. - L
z) Pour tout x¢ T, il existe une section h.yperplane % ( 5&?(]:)

AA : '

passant par X, de dimension et qui soit irréductible. -

b) § X-T est "réglé™ (sic) pour £, ou il existe une section hyg
- V N - R -— L N . .
plane Y% (5 ¢ P(k) ) de X', simgmixixse qui soit de dimension -1

gingulieére et irréductible.

en effey~ 2 14 réunion de B 3 PeTDIEnS
\ . \ ~\.V - o el
| r -

i

—xmxmx&ﬁf

&mxmm i:m&femmﬁéo%

—————
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- mmwxmﬂmmxxﬁndnxméXXinhxmkﬂxxxaﬁxgém
:Supposona d'abord X géom normale. On sait déja par 8..14.~a) que
~1'en Ex peut trouver un fermé Z' de P de codimmmsitn -»2, tel que

?e P - 2' implique que Yt est séparable sur k( ?) de - diﬂ;' pour
un tel 7 » 11 revient donc au méme que Yi soit géom irréd, ow géom

~ intégre, et les deux problipes (respé et non respé) examinés daﬂ‘s_‘f\

' 8 18. sont donc équiva.lentsL D'autre part, en vertu de 5 6. l'ensemblt
(‘Js ‘2 ¢ P tels que E{ soit géom intégre de d:l.md*]. (l'hypothése-

-

dimensionnelle exprimant que ;6 est X ~( -régulier) est ouvert.
5 nox(m \)rn.de
Nous allons exhiber un ensemble ouvert\évident P - Z conténu dans U,

. L — ~
enp prenant pour Z la réunion de Z(I' smg) et des hyperplans Hx
v . v
de- P définis pa.r les f(x) y X€ T. Xomx Pou.r {e P - Z, Yi esvt lis:
de dimension (1, e‘l: comme il est géom connexe par 6.1l. , il est géom

toute
intégre. Il faut donc exprimer quézamzmmE composante irréductible

N
de®Qimension 1 de Z me&“con’cfé l'ouvert U. Or ces comI;;sa_ntes
ir:réductibles' sont les I\E,j (répétés éventuellement, peu importé), et
d'autre part &(I' 8108y  Jorsque ce dernier est Bien de codim._i,. i.e.
X! -i"nc:n réglée™ pour £, (NB on utilise 1'irréductibilité ae"—z' sing ).
D'ai}!ieurs,_pour qué ce. de:m.ier»ensemble rencontre.. 1'ouvert U,

il.f et 8 que g(l‘smg) (qui erLcont:Lent un ouvér‘t dense) rencontre
T, mxmhhmmmmm Cela prouve 8.18. dans ce
cé.s. Lorsqu'on ne suppose pas X nformal, on appliq_ue le réétiltqt préce-

‘den‘b au normal:.sé de X; le raisonnement es*t: immédiat et -jene le-détail

pas iCi’ Yomh Lomv ‘A=, ok ey QU caa A
- : ‘{.vu‘;w\.\u ‘(c;_‘_ DAy [-T9N - ‘;{ )&ﬁt&ﬂ r(
Il reste & explici‘ber leg condltions a) et bf de 18. Cela con—

dui‘%}' %“_e)aam_'x_ner de fagon générale la szi‘buation suivan‘t:e. On suppose
[OX gL 2 .
X (‘m_gur k E&g—c‘vﬂ on se donne Wne sous-va.:::i.été lineaire L d
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passa.n'b par un point donné x, ou tangent 4 X en un point- s.—m-p&:e donné),
7forma~ donc -des hyperplans contenant.une- sous—varié.'bé lindaire L° de P

(resp. un point, ou l'image d'un espace tangent de X en un point lisse

TEer Ty soreeoo—e

G e g

dans les deux cas envisagés), et on se pose la question de- savoir si

pour le point géﬁérique ‘gd’e{ L (donc pour tous les points d'un ouvert

non vide de L), 1’{ est gﬁummkgxxmhmm géom irréd., de

oy

=

dim dim X ~-1. C'es‘b 12 une variante de Bertini, qui devrai‘b figu.re:
Q_m,_mw
dans le n?3 et se traite par exadement la méme médhodel ILa question |

dimensionnelle s'exprime simplement par £(X)&1°, iixx:xmcmxxxm

i.e. X' = Emmx £72(P - 1°) est un ouvert dense de X, EExIaxgEestimm
Soit mll'espace projectif d es hypérplans 'passa;n‘ﬁ parAI.o (NB si 1° es
défini par un sous-espace vectoriel Fo de E., ona Q=DPEEF°) ) et
‘considérons le morphisme canonique (déduit de Rxxxﬁaéi% I‘o—eb E ,; et
Chap II) ' - | o A,
. u: P-I° —>q |
et considérons : ;
S g=uf': e - 1% = = X' — Q ,

alors mmmxnsmmxmmm -5 c—.Q E et la. fa.mi]le des
X' (?GI.) n'ést autre que la famiSL'Le des "sections hyperplanes" rel
‘cn.f 4 ce morphisme g . D'a.utre pa;"b,. on voit aussitdt qug pour tout
‘?e L "général® X' est dense dana X{ , donc. X'? est géon;'iz;réd_s

%

X l'est.r Ceci posé, le théoreme de Ber‘bini-Zariski nous mon‘bre que

";i nous avons la conclusion voulue gxk 4! uréduetibili‘bé pourvu que

dim g(X') 2. (A vrai dire,. tant qu N fa:i.re on pourrai‘b signaler une

=
réciproque dans 3.l. , savoir H Yxxxxixga- si K est géom irréd, Y est

géom irréd sss ou bien dim £(X); # 2, ou bien dim £(X)=1 , et £(X)
Iz -es8t contenu dans une- droite)(définie sur §' )); cela permet égélement '
&Avn. s»qu»‘- Ja -X—j_bw gk .

i

i
|
i
!
1
]
'
l
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uf;

dans la version présente avec"rL» d'avoir une condition néc et suffisa
te @:irréduc‘tibilité géom. deo 2’ t V2hal do»-. L.

Du point de wvue cunutesque, X et en termes de théorie des
cori)s, il-y a lieu d'exprimer la condition antEX en termes de
degré de transcéndance de la fa¢on suivante: Von choisi:'b un "'hyperpla:.
3 1'infini" ne contenant ni I° ni X, et oﬁ se place Adans son éomplé
mentaire i.e. sur e schéma affine type essentiellement. On choisit
une base de l'ésppce des formes linédaires nulles sur 1° y BAXEIX
Efcmmxregardr soit T, ""TP ( p = codim (L°,P) ), et on considére
liurs imaées inverses ‘bl,..,tp dans le co:;ps des fractions K de X
@fposé intégre). Un au moins des ti’ mettons ‘cl , est # 0,...chonsidé~

rons alors a; = tz/i:l T tp/‘bl . Alors dim g(X') n'est

-au‘l:re que le degré de transcendance de k(al, ..,ap_l) < K sur k. Donc

5i ce degré de transcendance est > 2, O0.K. Rexmi#mexziit S'il qst 1,
alors il fau.t exiger que sur k , £(X) soit contenu dans une sous-var
té linéaire de P contenant L° et de dimension une de plus,. ek qp— A=
&gﬂ_ V““‘“{""‘ s gn X _.?'x‘-"' YA S, ived,

Supposons que 1° so::.t de dimension q, alors les fibres de u:
- : done o a..-y»—\:\a.ud—-— QTH//

P-1° —> Q sont de d::.mmnsion q+l, ht: par suite on a

dim g(X') > dn £(X) - (q+1)

‘donc la condition dimensionnelle sur‘g(X') est vérifiée pourvu que

dim £(X) > > a3 .

:Lorsque q=0, on trouve le fa t signalé dans 8.17. a),, %xmmi

Revenant aux conditions de 8.18.  on voit que la condition a)

. relative & un x ¢ T est satusfaite pourvu que X ne soit pas "conique

en X relativement A ‘f-”, dans un sens évident.

A voir si ces derniers développements Bertinieasques ne viend=z

ent pas mieux au n? suivant _du~ changement d'immersion projective.
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fhg, Changement d'immersion projective.

g.1. Pour tout entier n 0, soit P(n) = P(Sym™(8)), on a une ;

yjmmersion évidente un P— P(n), puisque QP(n) est engendré par

ges sections au dessus de tout ouvert affine de S et que ﬁ*(gP(n))

: mn(g), ou p:P—S. est la projedtion. Se€i§¢ f£:X— P est un morphisme Jd

B non ramifié (resp. une immersion), il en est de méme de uhfrrx-rl’(n) .

I1 y a parfois avantage, dans 1'étude de X, de &= remplacer £ par u f:

pour éviter wun comportement trop particulier et parfois gEmExaX gdnan

de £ & certains égards. Un exemple d'une telle particularité est cell.
8ing 4

=X signalee (sic) dans 8.12. b), Xexmaxp o Y — X a une image de

dimension r-1 mais ESEXXXERXOErRRISWEXIAIERR donne lieu & une extensio

de corps inséparable. Up autre cas est celu.i ‘qui se présente dans le c

AAM—»T“

d'une qua.dr:.que =¥

: % savoir qu.
toutes les sections hyperplanes smgul:l.éres sont géométriquemen‘t

: reductibles (alors que X est cependan‘c géome‘briquement :ereduc‘bible)

Pronosition 9.2. Oo# suppose S=Spec(k), X lisse sur k, et £:X—P non
ramifié. Soit n» 2, et considérons £, ='unf‘. Alors £ : X— P(n)
satisfait aux coﬁditign équivalentes de 8.8. , en particulier

pour ;g E(n) dans le complémen‘ba'ire dfun ensemble de codimensibnzz,

1
la sectiom hypérpbane correspondante YT est lisse m%yadmet gu'un
pombre fini de points non lisses,’ ~ :

PImExarxIERIx pR it xnanxxsxey IWquels Bght géométriqiement singuliers

ordinairesetrxratimmmeixsmodtxxix. 91 £ est ‘une immersion, il ¥ & au

plus un tel point a ngudier, et il estmtionnel sur k(?)
NB Il fallait énoncer 8.8. de fagon A Fzzuzer ne pas exclure le

cas ol £ ne serait pas une immersion. La vérifiaation est essentiel]_e{
ment triviale sur la condition (ii bis) de 8.8. -I.i faudrai‘& sans doute

expliquer dans 9.1l. que les sectionas hyperplanes de'X relativement &

fn ne sont autres que les'sections'de X par des hypersurfaces de degré

B . ——————



:—n gu lieu de xrEXim hyperplans. ..

: N ny 2 |
X géom irréd et
(dim £(X) > 2, =k soit x¢ X(k),' Bx

_ Pronosi‘tion 9.3. ax Supposons
R ( ‘----—“)
: xxﬁ)ﬁ;ops—pm—n—‘r-z &onsidérenﬁ la famille/des secj:ionslhyperplanes

de X relativement & £ =9, T qui passent par x, 8on élément

' générique&z définit une Y(F) qui est géomé‘bra.quement Mirred.

b) Sxxﬁi&mixxtxpmmmimxdmmnxpim&xﬁmnmmmxxﬁx

. Soit L une sous—varié‘bé linéaire de P passant par £(x) e
X SXXH XX EF (linéaire)

ne contenant pas £(X). A.J.ox:s—peam—n}-a (onsidénanj la fam:.].leﬂea_‘
sections hyperplanes den X relativement A Fimmar :E pEtxpx ,. defmis

par des hyperplans de P(n) EEREERAE "tangents 4 L en x" (i.e. définis

V sur L

par desYformes sur P qu:L anmul#nt & l'ordre 2 au moins en x), son

membre générique d.é-ﬁ-iaa—::#: une Y(n) géométriquement irréductible.
? M &b() coahiana d Qlemy iy

c) Supposons X lisse en x,ztxﬁm et soad n> 3, mx;’é?ﬂ's'i'feroz

la famille des sections hyperplanes EERRXIZH Y(T) de X relativement

a £, -qui sont ‘ta.ngen‘bes %X en 1') Alors le membre générique de ladite '

définit une‘ Y(? ) géométr;.quement irréductible. o
La démonstration est essentiellemént triviale en termes des
critares de la fin du n? précéden't_. Prenant ﬁn’modélé‘ affine de P
contenant £(x), - on esf ramené dans a) & trouver mEmEE ‘brois- polyndmes
en les coprdonnées. il,..-,ir , de degré,é,Z,- so'ient_ P,Q,R, tels que
Q(%)/P(t) et R(%)/P(%) soien’c:alg indép sur k dans K (ol K est le
cdzrp-s des fonctions de X, et t = (‘cl, ..,tr) est 1e. systéme 4d'&lé-
ments de K défini par 1les Ti ); dans b), on exige de plus que P,Q,R
s'annuien‘b & l(ofd‘re 2 au moins sur L, qu'on peut d'ailleurs supposer
défin:!. par des équations Tys..Ig = 0 ; enfin dans ) c'est le ménie
pb, mais L étant l'image de 1l'espace tangent & X en x, et on se permet

rz_uo.\ho..ls-u-v-ﬁ‘:,) .
(de prendre- P,Q,R xEmiexenkt de degré 3 y 1.e. un peu plus: de marge.

ISE SRR
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'- L'hypothdse dim f(X)}@ signifie que le degré de transcendance de

o

! ce cas est effectivement exceptionnel (1a trace d'une quadri

*

-3

L TR e Ao

[

—
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PP -_J,.rw,.,_r.._..._..z_yr"-,- e b

FEPUUI
B e A e bt e o o

CCoen, wm
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e : remt—— e eeenmtn < ot
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k(tl”"tr)’ sur k est » 2, i.e. on peut trouver {’1’1’2 disons alg in
- H 7
‘-
Dans a) on prendra alors P = !El y Q = E}lz_, R = 5.‘1572 , Dans b), on

‘fait pareil, mxxmnmﬁx&xxprmxtf en notant qu'on peut c:

dessus. choisir tl

(qui implique qu'il existe un indice i entre 1 et s tel que %, non

provenant bien de T nul sur L, grfice au fait f(X)fé

nul, donc ta non sonstante (car ‘ts s'annule en x) donc ts nbn aig su1

! r

( NB on peut supposer k alg cios ). Le cas c) rdsulte de b), evee—nd

A- B}
B L ) >1
1'image par %»de l'espace tangent & X en x,

sauf dans le cas ou X¥x £(X) est contenu dans

%non ramifié s

2 L L 1 a
e, S0l SeVaPr-e-ge—ITIT

7 . : A
eatre—de—Tde—mome—dimenaion gue

' [I:orsqué dim X=

que tangen

e OV L

3 un plan sur ce plan est en Eénérm_de deux droites concourran-—

tes, donc n'est pas irréductible)}.Mais: pour traiter ce cgs, gpous la

forme P,Q,R explicitée plus haut, on peut renElac

L lui-mé&me, ol la solution est triviale ((prendre Pﬂrmé,' Q=Tr3 ,

2
R= Tr Tr’-l » en notant que

er J_évidmmmen‘ﬁ: X par

/R = 7. »t R/P = T., sont des formes

linégires lin ind sur L, donc alg ind ). varﬁ\signa—}ex—err\}

remargue—que GENE ¢, O POUt ReMme prendre n=J Saul—o% est—contt

-

(au dans un plan .

Conjuguant avec 8.18% on trouve un

Corollaire 9.4. XX P rE P TEXERXXKX

Enfin, il faut encore conjuguer ce dernier avec 9.2. pour

trouver un théortme récapitulatif du "cas excellent':

. X e_;f,v.. {\.'JN e )
‘G‘&wmaé?mg.s. (Lorsque X est lisse e propre] sur k, et £:X->P non

ramifié,Xde dimension 2)/ tm Pgaclosd Lo a3 )ﬁ\gu."l),'
ok X B eian (essed an W pigate TR )

.
—— e
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I’ 2 ‘10. - Pincenux de sections hyperplanes, et fibrations de variétés éclaté
1 7 ’ ’ v ’ .

10. 1. Soit Z 1'ensemble P-exceptionnel da.ns P rala.tivement 4 une

+ ) ’ ?

S certaine propriété constructible/ de sorte que Z est une partie constru
3 ~  Supposons S= SPGC(kS,J

f ' ti'blle de P . (On sa.'L'b (c:f ne)sudorzezrt, ol nous faisans un ra.trappage
¥ J.} Ao YN

qui auraiml sans doute dl venir dans les n®s antérieurs) que pour que

l'cn ait codip@i(z,? )>2, 11 £ et 5 que “Btoute droite assez
[ ¥ -
générale™ L. dans P ne rencontre pas Z, EixiX ou encore Z , — et il suff

qu'il existe une droite L dans P ne rencontrant pas k. Lorsque ziimxmmm

v

k est infini, il £ donc et s qu'il existe une doite T dans P ne rencon
. - . anes de X '
trant pas Z2 . On appelle "pinceau linéaire® fini par ladi®roite

F— TV
L de P, le IL-présthéma Y. (définition valable pour un S quelfonque

Ainsi, les réflexions précédentes, jointes aux résultats des nds 8 et 9

3
b

nous donnent des critdres d'existence de tels pinceaux, ayant des fibre
Z’%’ ( ¥ ¢L) satisfaisant toutes. la propriété P, tout d'abord dans le
. S est un

f  cas dtmw/corps de base mfini. Mxxsxprézgdzrixzemmme Compte tenu de

F 8.2., lorsque % pour tout cycle premier associé 2 X, on a dim £(2}> 0,
on peut (en prenant la propriété P' = P + condition de régularité
pour ;61 .). exiger que 1le pinceau II. soit plaf sur L. Dans le cas .

= ol S est quelconque, on peut encorei souvent,. ‘par le procédé de 7.l.

construire un tel pinceau au dessus d'un voisinage ouvert d'un point

(ce qui sera assuré dans divers cas par ;eg rééulftats du par.5 -et

1'hypothése de propreté pour X— S).

: Pou.r bien i’aire, il oonviendrai‘b, a.prés des explicatlons géné

~ rales de cette eau, de donner - demx énoncés récapitulatifs ol on

applique effectivement les résultats précédents pour un certain nombr

de propriétés de cette nature (y compris bien. sur des propriétés modulé

‘ donné s dé S, -pourvu que k(s) soit infini et qu'on sache que Z est fer

R e

i

GRS e 12 = ¢ Sy

i
gg 2
8

et

P T I e e

e
e y—

R T e X




" Comme minimum dans ce sens, 11 faut donner icl la reformulation de 9.5.

. en termes de pinceaux lindaires - fait constamment utilisé dans les

applicétidns ééométriques.
|6.2. Par polarité, une droite L de P correspond & une sous-variété

linéaire 1° de codimension 2 dans P (8 quélconque). Posons
T = x.mPL°
Uge autre fagéﬁ de décrire T est la suivante: L est défini par un

quotient loc libre de rang 2 de E, ou ce qui revient au méme, par un

" sous-Module locakement facteur direct F de gn,' partout de rang 2}.

Con;sidérons 1'homomorphisme composé

Py — By — 9;(1)

alors T n'est autre que 1le schéma des zéros de cet homomorphisme compo
J

8¢, ou ce qui revient au méme, est défini par 1'Idéal image de 1l'homomo

phisme correspondant (obtenu en tordant par _QX(—IL)):
E (—l) —_— M .
Supposons OX
SnppEETHEXXRERE que cet homomorphisme soit régulier, ce qui signu.fie
que sSi on édcrit localement unm(—l), 2eu¥b imaged dans ClX

3
5.

formeﬁ une suite Q -réguliere, ixondi‘tion qul ne dépend pas de la base

chw peut s'énoncer intrinséquement aussi en disant que S
F(-1) _/J ‘'est un isomorphisme, et V(J)-T —»X est une J.mmersionb‘ "
réguliere (NB :1.1 mrxaxk faudrait quelque part dégager la situation

gﬁnerale a.vec un hom @G— O, , G localement libre sur préschmma X, par

. exemple’ da_ns le par. des immersions réguliéres) Alors on a 1s

impuxn:m Théortme 10.2. Sous l'hypo‘bhése précédente, le pinceau

L
“au préschéma éc:la‘bé de X au moyen de T.

lineaire Y. muni de la projection canonique ZL_> X est X-isomorphe !

A G S




T e rmrmem e v o ey T

v e v ey e

T

Yo T

S = eI e

Pour comprendre la signification de ceziﬁﬁgfizi%,il‘conziendrait
je noter des 1e début du n? (que B8i S= Spec(kk’ alors _pour une droite

1L "assez générale" dans P , la condition de régularité est vérifiée

\‘ﬂo.u-v-qu-d Pb-h
(cf rattrappages signalés au ne . Par suite, dans les condtru
tions de "bons" pinceaux linédaires indiquées au début du n?, on pouvai
imposer que les pinceaux envisagés Efaxent satisfaisaient ladite condit

de méme type mais ,
on (ce qui mE est une condition/distincte de celle qui consiste &

exiger que pour tout Y ¢L, ﬁ' solt -régulier ). Il fallait incl
¢ )

re la condition en question dans les énoncés récapitulatifs préconisés.
RramtxexpaxiyxenxpEaixaztex  D'autre part, pratiquement 10.2. est
utilisé surtout dans la situation 9.5. , ce qui rend désirable de
n'énoncer la réformulation de 9.5. en termes de. pinceaux qu'apres |
10.2. , pour pouvoir inclure dans 1l'énoncé en question également 1l'is
morphisme du pinceau avec un éclaté (i.e. donner une descruption de la

situation permettant une référence commode). On obtient ainsi un A,
(_géom Emmmmxe conn X de dim}2 )
moyen, pour tout schéma projectif lisseYsur un corps infini k, de trou
non vide
ver unkE sous-schéma fermé lisseyxpaximmt de codimensiongz en chacun de
YEIXSEXRITE
ses points ixaanixnixxzixtxpzxxqnixixnx:xxiinixxtxiizmpizguxxxxx

xxntxxxxxxxzxﬁimxf tel que le schéma éclaté admette une fibration
S0 eg, et dont toutes les fibres )

sur Pl ’ dont toutes legklbrés sont lisses sont au plus un nombre fini,

ces derniéres ayant au plus un point mmmxiizzex{Et géom. singulier, et
un tel poiiﬁazzi rationnel sur k et géom.singulier ordinaire . Cela
explique 1'importance de 1l'étude approfondie (g:$$§;i&abordee A l'heur
actueﬁle) de telles fibrations & fibres singuliéres, pour réduire dans
une cértaine mesure l'étude des variétés projectives lisses de dim d

A cell;\&es(familles 4 un paramdtre de) variétés prOJectives de dim d-1
TQWM\MG\* an %‘JAA&GV\HS B o




- Corollaire @.4. (& f2.)

5
X d&Quit de X par éclatement de T. Considéro
z
5

B Bk it
B O st Sad . WOt
- s o »

Ty

qui est tout

t

”’Vs"ézr‘ai‘vt sans ;a.ou‘be mieux & sa place dans ¥m un n® en rabiot aux

@mersions régulidres".

: ‘proposition w.3. Soient X un préschéma, £ G

X, et w: @— Oy un homomorphisme, J = u(G) =V(§); Soit

g d'autre part

[

PR

= P(G), \\ 1'homomorphisme canonique G QP(l) ‘et son noyau

,(de sorte qd¢ nous avons la suite efacte O— H _\QPA 0p(1)— 0)

" 1'homomorphisme upN Gp — Op » 6t 1'Idéad qu coh K = uwp(H) < O

est canoniquement {somorphe 4 un sous-préschéma fermé de

o~

“Alors X

-

V(E) . Lorsque G est Jdcalément libre et u est "#dgulier", alors

1'isomorphisme précéiént est un isdOmorphisme de X avec V(E) lui~méme

de plus dans ¢& cas H est» localemenk libre sur P et 3z E— 0.

P
ND
(dont 1@t ppéschémad es zéros est X ) est épalerent régulier.

He premier énoncé est & peu pres trivial. Id deuxitpe est un -

exextice qui ne peut offrir de difficulté (je ne 1l'ai DPas fait en

détail, pensant que tu t'en tireras aussi bien que moi).
| §: Speck oF X

~ Lorsque dans 10.2. ].e-s—g-b-res—d'e’x?%‘—s-e-rmre dimension {1,

alors l'hypothdse de &mrdégularité faite é&quivaut & T =@ , de sorte

que YL-—) X est un isomorphisme' « On trouve ainsij; en conjuguaht

avec 9.2. . :

Soit X une courbe lisse géom connexe dans

 aimersimExxx  l'espace projectif P sur un corps infini k, et soit n

Alors il existe un pinceau linéaire de n-formes sur P, définissant un

morphisme X -—» Pl ,ayan‘é les propriét—a;s suivantes: ce morphisme es

4 failt indépendant d'histoires de sections hyperplanes, et

un Modulg qué.éi—c ohére:



¢ e o Yok = = 1 b mr e = =

& e yC— N . R
b [ = Yy

de degré d l
t 1: t géométrique s de P X
_génériquement . .étale; et pour ou point gé q a

3

3

L

2 est étale sur le corps @lg clos K‘E(), ?1;. nmtnsnmﬁmxm est
Spec

E gomorphe A le. gsomme de d-2 schémas/ XkBEX et dm du schéma kX

= Spec k' {‘tll(t ) .

En langage de Papa, au dessus de 8 il y a au plus un point de

i— ramifica‘cion, et la ramification en ce point est "quadratique" . M

11. Grassmaniennes. ﬁ/%fé@/ﬁk
= RAVAAS

Comme nous avions courzmment & utiliser des sous-variétés linéai.

res de P , pas seulenent de dimension relative O ou t-1, il est clair

qu'on aura besoin de quelques notions sur les grassmaniennes et\/quelqu

. sorites de nature "géométrie élémentaire" sur les constructions concer—

nant les variétés linédaires, qui devraient venir tout au début du par.

De plus, on aura en pratique & prendre parfois des sections linéaires

[N

quelcohques, pas seulement des sections hyperplanes, et il y a lieu de

revoir dans cet esprit élargi tous les n2s antérieurs.
. ;50

et n un entier> 0.,
Seit E un Module qu coh sur le préschéma ® Tonsidérons le

~ foncteur (Sch)/s<> —— (Ens) défini par

- Grass (B)(S') = ensemb;e des Modules qubtients loc libre

de rang n de ES' .

Ce foncteur est représentable, et le préschéma sur S qui le réprésentef

sera donc noté également Grass (g) . Pour prouver la r eprésentabilité,

considérer 1' homomorphisme de foncteurs na‘cureli

Grass (BE) —> Grass (/\E ) =2 ( {\E) ,
défini en associant & +tout quotient loc libre de rangn G de gs.'
n 4
le Module loc libre demngl /A G , considéré comme un quotient
n . ,
de /\QS, % On prouve comme dans Séminajire Cartan que ce morphisme

est '"représentable par ==& immersion fermées" , de sorte que Grasga(g)




o~ - S

P ra

e e e

-préschéma fermé de P(AB); en particulier, il

T AT o
. . 8 it .

apparait comme un sous

‘est séparé sur S et quasi-compact sur g, et si B est de type fini,

if sur 8. S1 E est de présantation finie, alors

H IERAXEOERK eut
il en ‘est de méme de Grass_(B) : en effet, xsEXx®F on P

il est project

TewTY Y = R

E gupposer S affine, S=Spec(A), alors E provient d'un module de Type 7

*  gur un sous-annean de type fini de A, - or la formation de Grass_(E)

est évidemment compatible avec la changement de base sur S.
- Lorsque' E est localement libre , AEckypExfInExr alors Grassn(g)

‘!\M‘y\,‘\.—. wm__,
est lisse sur S/7 Cela provient du fait plus précis: si E est libre,

VTP Ty

TR

de rang T, alors Grass (E) peut &tre recouvert par (;) ouverts

&—
/{Eggorphes chacun & l'espace affine type de dimension relative

N Y Yy PR

\

n(r-n) sur S. Cette décomposition correspond au choix grfice & la ba’

iR
i
T
i
t
¥
H:;
¥

de E de (z) décompositions de E en smmmexxxiireries suites

exactes

—

(S) o_“ E.— E —E"—. 0_‘ '] i:
avec BE' loc libre de rang n. fExxmmex Une telle suite exacte permet
de définir un sous-foncteur Grassn(s) de Grass (E) , en se bornant
aux quotients G loc libresde rang n de gs, tels que 1l'homomorpl
g1 — Bgi— & soit surjectif (donc bijectif). Or

y : Y .
I'inclusion Grass (s)-4>Grass (E) est représentable par immersions

sme composé E!

1 : y
ouvertes, et d'autreg part Grass (s) est canoniquement isomorphe

au fibré vedtoriel ELERERX V ( (E',E"))

Homgs

Comme conséquence par exemple de cette structure particuliere,

on peut 51gnaler que s8i s ¢S, alors (E étant loc libre de réng fini)

T Y RRSTLEEIAL Y T Oy ety T T R T T W TN G SIS Y e Ty e

tout point de Grass (B) & valeurs dans k(s) se reltve en .une sectior

au dessus 4'un voisinage de s. D'autre part, si S=Spec(k), Zmmk k

un corps fInfini, alors tout ouvert non vide de Grassr(@) contient un




L~

.

-, point rationnel sur k.

Un po:l.n‘c de Grass (E) & valeurs dans S, i.e. un Module quotien

loc libre de rangn G de E, définit canoniquemen‘fg_un sous-présché
4 . Ot

’ (m..'r Mlhu—”oyr- 74-'-2) “‘it.‘
de P(E) , savoir P(G) . Un tel sous-pr ¢ma] est appelé sous-variX ;!

linéaire de P(E) (relativement & S sl une confusion e st possible).
C'est donc un fibré projectif,de dimension relative n-1 si n>1 ,
(et vide si n=0). On vérifie immédiatement que 1la section de '_éra_@s
(E) i.e. G est connu quahd on connait la sous-variété linéaire '~

correspondante de P(E). Dg cette fagon, la grassmanienne peut

s'interpréter c::omme représentant le foncteur "sous-variétés linéaire

de dimension relative n-1 ¥x=xxEapixxYIidzxsx#X de Ps, " pour S'
(n>1)
variablerﬁ est d'ailleurs possible de donner une caractérisation

intrinséque d&e ce dernier foncteur i.e. de la notion de sous-variété

lindaire de dimension relative m : ce sont les sous-préschémas fermé

de P , lisses sur S et partout de dimension relative m, et qui sont

de "degré projectif 1" en tout s ¢S; cette caract®risation sera

donnée dans un Chapitre ultérieur, et nous n'en avons nul besoin ici.

de rang T o _
Supposant de nouveau E loc hbrm son dual. Alors

par polarité nous trouvons un isomorphisme canonique

\¥4
Grass $B) ~ Grass_ _(E ) : -
T T-Nn -

v v v
faisant correspondre au quotient G de E le quoiient E/G de E

Du point de vue variétés linéaires, & la variété linéaire de dim reil

dugle L°

m L dans P, correspond la variété liddaire de dim relative -
e dan wdoar refaAse vwaat Aadae, Q

: A\
fxsxdysmx (r-1)-1 -m de P)J(N'B r-1 est ici la dim relative

commune de P et ¥ sur S), qu'on peut visualiser géométriquement ains

Faisant d'abord n=r-1, on trouve un isomorphisme

v
P(E) = Grass ,(E)

=

) —
S




- A
permettatit d*identifier -Res-points de P)h' valeurs dans <=x2+ S .disc
' comme les sous-variétés linéaires de codimension 1 de P (appeléds enc
S ol hyperplans de P). Ceci dit, 1.° consiste en :les hyperplans qui

cbntiennént la sous-wuriété linéaire L de P (pa.r q_uo:l. bien sur or

entend que les points de 1° damsx 2 valeurs dans un S' 'sont las :

hyperplans dans P qui contiennent I’S' ). Ceci résulte du fait

sl
“(qui aurait di venir en méme temps que le fait qu’uneswc}lalriété lindais
Ldge?P? , - = :
~détermine le quotient loc libre @& de E dont il provient) que si .
G et G' soﬁt deﬁx quotieh‘bs loc libres de E (pas néc de méme rang)

alors P(g' )<= P(G) (en tant que sous-variétés linéaires de P(E))

G' est majoré par G (et 1l'inclusion P(G')—> P(G) n'est alors autee
que le morphisme déduit de G —G' ).
" Voici un minimum de sorites dont on devra disposer. Ia liste

compléte ne pourra de ‘!ﬁoutes fagons 8tre fixde qu'une fois que 1l'ens.

bles des autres n?s qu présent paragraphe seraxkx rédigéx.
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12. Généralisation de résultats antérieurs aux sections linéaires.

Compléments de notations. Si P = P(E), E Module quasi-cohérent
que&conque; on posera aussi Grass (P) = Grass +l(E) , de sorte que
Grass (P) correspond aux sous-variétés linéaires de dimension n dan
P ; ceci vaut pour n » -1, en convenant que dim -1 signifie vi.
Torsque E est localement libre,&nxzxng i1 y a lieu égaleﬁent d'intrb—
duire Grqasn(P) = Grassj (P) = Grass (E) qui correspond aux sous
variétés linéaires de codlmension n dans P. Si B estde réng'r+l i
P de dimension relative r; on a un isomorpuisme canonique
Grass"(P) = Grassr_n(PiA. Par la suite, nous supposons £ixé E loc
libre de rang r , et nous nous intéressons aux sous—variéfés linéai?«
de P de codimension donnée m , donc & Grz = Gr(P) = G;méi(g)

Sur ce préschéma, il & a donc un quotieht \Aoc libre de rang m canoni
de Eér » soit F . Zmxxe¥atimmxdiim Le préschéma d'incidence nature!

sur szGrm » qui représente le sous-foncteur du foncteur produit &,

correspond & des couples d'une section de Ps, et unevgoug-variété

linéaire de codimension m. de P contenant cette derniére, s'explici-

S!
alors de la fagon suivante: Soit T=Px.Gr" (ou si on préfire, un

]
préschéma'quelconque ay dessus de ce produit), alors sur ¥ T on a

ET » le quotient QT(l) , et le sous-Module localement facteur direct
T it ) 0 R
G - Considérons l'homomorphisme composé des hom canoniques

G-—S 0,(2)

qui par transp081tlon correspond aussi é l'hgmomorphisme composé

L LR

dans le quotient G,V

analogue .- da: gous-Module _Té-l) de En v
9(-1) — &y
et peut aussi s'envisager comme défini par une section de QT(I)

Fe (1, gy(1))
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Le préschémad'incidence (resp. son image inverse dans T) n'est alors

. autre que les préschémas des zéros de 1l'un ou l'autre Ahomomorphisme,

ou encore dp lasection gf On pourrait dénoter le préschéma

(m) , pour m=1 on retouve celui du nfl . 51 X est
a,u dessus de- P, on pourra poser X(m) = Xx? §(m) ', “er't définir dc mém

1a notation Ym loquua 2 est un point de Br” & valeurs V‘dé‘:'c{s. un §°

sur
é:l_nsi, les & Yu% sont les"sections linéaires" de X /’G{l—’plutat d

XS’ ) par les sous-varietés linéaires de codimension m de P (ou .

plutdt desPq, ). \/

Je profi‘be de l'occasion pour uneax autocritique notationpcll
q;p.i pcurré.it venirr des le n2l. C'est le fait de faire correspondre
arbitrairement, pour indiquer un objet Y qui correspond & X, la lettr
Y &4 X (de sorte que si X devient 2, on ne sait plus trds bien quoix
prendre). Cet inconvénient m'a déji amené & quelques incohérences de
notati.cns passagéres. Peut-&tre que le-contexte un peu plus genéral
avec un en‘t;ier m comme icl suggére une solution raisonnnable° écrire
g(m) au lieu de I(m) , donc g( 1) agu lieu du 1 du n? 1. De cette
faco:c, on aurait b.icn , & peu de choses pres ..“. ) ,“g(m) (ni')‘; i(m-km

4

Je vais essayer cette notation par la suite. Evideminent, l'é}xpoéan'b ;
lui-méme préte & critique, car c'est une pratiq‘ue courante en géomét'
algebrlque de des:Lgner par un exp osant la dimension des Varlétes qu:L

entren‘b en ;jeu. Ma:l.s comme nous n'avons Jjamais fa,i‘t: usage de ce genre '

kde convention, Je pense que nous gardons "les mains libres & ce sujet.

On vo:l.t aussit&t sur la construction précéden‘te de X(m), que

l‘on a un\i’omorphisme canonigue

X(m) = Grass 5_)

ou Femstxim ( == r*(—ﬂ_?/s )(1))  est le noyau de B —Q (1);




t)\':
‘

: en particulier g(m) est lisse sur X, avec de7éibres géométriquement
. de di n mir-m
intégres (et en fait des variétés rationelles): Bien entendu, la

‘vérificationgse réduit au cas X=P, et & ce titre appartient, tout

[
r *

i'”comme les considératlons précedentes, au n? des généralités sur les

44 grassmanizennes (qui , je le vois déja, vont ffinir par &tre mgghifiés
is?;par toi en un paragraphe séparé). Nous sommes maintenant en posses—
sionwi’ﬁn anﬁlogue parfait du diagramme du nol . Encore un point A
:oublié:;'bomﬁéqpféschéma'auﬁbSSus de Gr"% , g(m) est canoniquemeﬁ% a
isomorphe & PSEGr /é ), ciest donc un excellent £ibré projectif |

(mais on ne peut rien en conclure bien sur en général pour g(m) sur

er™t).

La proposition 2.1. se transpose sans changement. Dans la

: proposition 2.2. , il faut lire: il f et 8 que pour tout x(¢Z, on

ait ZXegxkx dim X \<m—l. Pour la démonstration, on peu‘t par exempl
se ramener & 2.6. en considérant une xe=tiwmm variété linéaire de_én
codimension m générique comme intersection de m.hyperplans génériques

- indépendants, Dimadonné demerdetur. Du point de vue fédaction, gi

~ (comme il me semble préférable) on fait dés le début Q»général, b
semble préférable de prouver en méme temps 2.6. , oh bien entendu
dim X -1 eat~femplacé par dim X -m '(en sous-entendant qu'une dimensio:

{ 0 dens la formule sirgnifie que l'ensemble considéré est vide);

Corollaire 2.3. se lit en remplagant "fini" par "“de dimension £ m¥x

TETT T D RN YT 1 W T e e v T ey e wypee

m-1 " . Corollaire 2.4. - pareil ; ®e méme pour 2.5. , remplacer

dim f(Xi }> 0 par dim f(Xi) m , et méme changement dans 2.7. -

A e

La proposition 2.8.reste valable telle quelle, dans 2.9. remplacer

RN AR T )

fini par dim m-1. Kif kif pour 2.10. , 2.1l. . L'énoncé

2.12. reste valable tel quel, avec une démonstrationgessentiellement
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inchangée (cf-aussi commentaires & n? 8). 2.13. remplacer fini

par dim < m-1. Th. 2.14. reste valable tel quel. , 2.15. en
¢ | N

remplagant fini par dim {m-1. 2.16. valable tel quelk ,dans

2;:2:1'7. remplacer fini par dim < m-l. 2.18.. tel quel.

Pour 3.l. , on peut l'énoncer avec m quelconqgue en supposant
dim £(X) > m+l , mais je propose de garder 1l'srioncé principal dans
le cas des ?xypersu.rface’s, et ‘d'e signaler le cas général en corollaire -
ou en rémarque (11 s'enx déduit aussitét par le procédé habituel de-
prendre ‘des hjpefplans génériques indépendants). A méins qu'il sois
amusant d'expliciter une version généralisée du lemme 3F.l.l. ...
Pour 3.2. lire dim £(X)» m+l , dans 3.3. remplacer dim £(X,) >,'2
par dim £(X,)y m+l, et dens lak définition de (X aim £(2) =

par dim £(Z) < m-1.

Les considérations générales da n? 4 s'appliquent tels que:

4‘1.‘.

au cas m quelconque. Il en e st .de méme de 4.2. , et de 4.3. en rems
¢ant dans b) (v) et (vi) . la condition dimensionelle par

dim f(X)/>WGl. Changement analogue dans 4.4. B). — -

-

“Le lafus 5.1. passe tel quel. Dans 5.2. il faut se mppeler
que P devient une section gf(m) de (l) (o T EsIxEmxErEszRED;
auxdEssuEXiE = XxGT BY  mix¥axpmmdiiies induisant des sec‘blons
g{% des &M Oxk((l)ﬁk(cs) G(i) " (pour ; ¢ Grh). or
de fagon générale, on aura expllqué au par.l9 , lorsqu'on a une
section 95 d'un Module loc ‘libre de rang m sur un préschéma, ce’ que
ce/la veut dire que cette section soit F -réguliére, pour un Modu:
P donné : en termes d'une base locale, cela signifie qu'on a une

Buite F-régulitre de m sections de Oy (et 11 faut vérifier que cels
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inchangée (cf aussi ;commentaires & n? 8). 2.13. remplacer fini

* par  dim Sém-l. Th. 2.14. reste valable tel quel. , 2.15. en

ﬁ;?;remblégapt'fini ‘par dim { m-1. 2.16. ,valable‘tel queli dans

" 25 2.17. remplacer fini par dim { m-l. 2.18. +tel quel.

. Pour 3.1. , on peut l'énoncer avec m quelcongue en sﬁpposant

. @im £(X) > ml , mais ~Je propose de garder 1'#roncé _principal dana
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le cas des %ypersurfaces gt de signaler le cas général en corollaire
ou en remarque (ll.s enx déduit aussitdt par le procédé habituel de
prendre des hyperplans génériques indépendants). A moins qu'il soit
amusant d'expliciter une version généralisée du lemme 3.l.l. ...

Pour 3.2. lire dim £(X)» mtl , dans 3.3. remplacer dim f(xi; >,'2
par dim £(X,)> m+l, et dans lak définition de (=5 dim £(2) =
par dim £(Z) £ n-l.

Les considérations générales da n? 4 s'appliquent tels'atei
au cas m quelconque. Il en e st de méme de 4. 2. , et dé 4.3. en rem;
¢ant dans b) (v) et (vi) la oondition'dimensionelie7pafbw

dim £(X) > wal. Changement analogue dans 4.4. ‘h).A

. _ Le lafus 5.1. passe tel quel. Dans 5 2., i1 faut se:appeler
que P devient une section d(m) de (l) v (ou T Extxnnxnxzsxkxm
ZuxdEEEEEXERE = XxGr ) ntxixxxmnﬁxixnn indulsant des sectlons

ig Oxk (lmk(c}) G‘(i) (pour ;C Gr ) Or

de facon générale, on aura expllqué au par.l9 , lorsqu'on a une
section ¢ d'un Module loc libre de rang m sur un prééchéﬁé, cé que
cela veut dire que cette section soit F -réguliére, pour un Modu i
F donné : envtermes d'une base locale, cela signifie qu'on a une.

Buite F-régulidre de m sebtionsvde QX (et 11 faut vérifier que cela
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est bien indépendant de la baay@hoisie.. Dans le cas m=l, on a
1'interprétation intrins&que évidente signalée dans 5.2. Avec cette

: conventibn de langage, 5.3. reste valable t el quel, de méme 5.4.
FpgREx:

- 'La premiére partle de la remarque S 5. admet une gnnaxax%ytyv
. généralisation au (s.)

. Zx a8 m quelconque: ‘lorsque Fs est ﬁ%x, alors la condition de

‘régularité envisagée pour éi s'exprime de fagon purement dimensionel
- La deuxiéme partie de la remarque 5.5. vaut telle qualle gans le cas

m quelconque. Théorepe 5.6, 8'étend tel quel, de méme 5. 7.‘

'Pvéonggu;on 6.1. : lire dim £(X,} > mHl, et
plus loin dim £(2) { m-1.

Les laius généraux de 7.1l. sont valables tels quels dans le cas
m quelconque. 7T.2. et 7.3. mutatis mutandis (attention dans 7.2.
4 la notgition m, confusante ici),  d'autre part dans la démonstratio

de 7.4. on n'a plus besoin de procéder de proche en proche, mais on

peut prendre directement une section linéaire de codimension m=n .

. Dans 8.2. -, remplacer ldkypmikkxe condition dim > Qim X
par dimI; > dm X - % , et 1l'hypothese dim £(X,)7> O Apar
dimrf(xi)§;> m. Modification analogue dans la suite de 8.2. Comme
8.3.’»présenterun exemple, il n'y a pas lieu ae le changer, ddnc on
: j gardera m=1. Je te laisse le soin de faire l'exercige,demandgntT'
_Ssans dout74n peu plus de soin, de trouver les bons énoncés pour m

50,
quelconque correspondants & 8.4. 8.5. et 8.6, (pagesY?31,32 ),

1y
33 1
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2 - Jde ﬁénse que essentiellement tous les dévaRoppements du n8 a
AU également
partir de 8.6. peuvent s' apdé%f‘f“fﬁﬁ”&gg des sections linésires avec
?fﬁfquelconQﬁe. Le faire en forme constituerait un exercice sans doute
g iassea long et fastidieux. Je dois admettre que je ne connais pas d'appli
chatlon 8 appuyant de fa¢on essentielle sur l'analyse de cette situation.
%?plus générale, dong nous ne sommes pas vraiment obligés d'inclure ces
7développements'dans les Bléments. D'autrey part, l'expériénce prouve que
gf—ie fait de rédiger dans un cadrelplus général oblige parfois A mieux
- dévisser et fait mieux comprendre le fourbié, et souvent sahs beaucoup
i " plus de mal, de plus wun certain nombre d'exercices de syntaxe dans un
f contexte proprement géométrique comme ici -ne ferait pas de mal,~et
ien entendu il n'est pas du tout exclu qu'on en ait quand méme besoin
-un jour et soit content de trouver la chose faite. Aussi- ‘je te 1aiSse
.; ;'entiére décision a cé sujef, et me borne.d esquisser simplement les

gERxExdténoncés qu'on pourrait éventuellement-&onner 4 ce propos.

P EPTEYT R Yy

E- Y comp§8§n% gng encgre %uﬁ f:X —P soit non ramiiié et X soit lisse sur
E” s,.("_"—Q;—z:;iifii\EIQEZZQE; alors le sous-préschéma X(m)81ng Vl
des zéros 81ggulxrs de ﬁm relativement 3 Grass® y qui est aussi forme
geometrlquement des couples (x, ? ) tels que la variété lindaire LF

: coupe -excédentairement l'espacg tangent ‘4 X en x (considéré comme

) sous-variété linéaire de‘P),r;.g. telsrqﬁe les deux espaces n'engeqdrent‘

pas P tout entier. Contfairement 4 ce qui se passe pour m=l, lorsque
est quelconqué

Dhddk ad

a.no.-a«g,-w =
: lisse, car la varlété des L qui(coupent éxcédentairement une sous—varié-

té llnealre donnée Tyx n'est en général pas lisse sur k: cette variété

m 'zxxzixkxnaxﬁxiﬁﬁy le morphisme X(m) sing _a y - n'est en général pa:‘-f‘




t. seulement 1l'adhérence de la sous-variété lisse formé des ? tels que
'H Ja dimension de TnL? soit Jjuste ggg de plus que la dimension
‘;;~"normalé" n:m (n=dim T, m=codim L ). V/Sauf erreur, l'ensemble
Acontenu dans 1l'ensemble supersingulier relatif) V" -introduit dans le pa
*16 (compléments) n'est autre que 1'ensemple formé des couples
L?') tels que la dimension de TxﬁLI goit :} n-m '+ 2/), de sorte qu

. u.dw

Vl V" xktest xmikxexmmm lisse sur X, et sauf erreur est mémefiTEEEE
i; une étude de la filtration dm tx shhéma grassmanien suivant les imimx
rdimensions 4'intersection des I wiables avec une T fixe, sauf erreur «
trouve que le cran suivant de la filtration est formée exactement des
points non lisses du cman précédent - quand on définit la filtbation
non seulement ensemblistement, mais'aussi schématiquement, en utilisant

le lemme de la page 16 des compléments au par.l6 §. Cette étude forme

Az zaia P
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EREIL S SANCA & SAK S 5
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Wi e AT

rait alors un des n®s du paragraphe "géométrique" consacré aux grassmani

INEKG X

w":&!';::l AP KYDEY

nes ). Si on définit de méme Efky V(k) comme le sous-schéma de'i(m)

correspondant & dim T'nL > n-m + k , on trouve par un calcul immédiat

que m?&mxﬁxﬁﬁm’ﬁ% N

k)

dim Grass™(P) - dim.V(— 2

= (k-1)(n-m) + X~ - - __
(du moihs pour les restrictions raisonnables k <m k £ r-m), sauf
_erreur de calcul (NB ceci résulte plus généralement dxx'un“caléul“deg;
dimensions des "cellules" qui interviennent dans la filtration des gra

-

manimennes & laquelle j'ai fait allusion plus haut). Pour k = 2, on

ST TY TR g S AT T T ST R R R Y e e

.

trouve une différence de dimension » 4 , donc l'image de:V".dans.Grass (/{8

est de codimmmsion > donc si on s'intéresse & ce qui se passe dén de}vf’*F“'
- L de Grass' I
d'ensembles e co 1men51onf>-2, on peut =g oublier V" . - = . a5

D'autre part, 'dans XGrassm y Jla situa-

est celle du cas favorable enviaaggb'dans les " compléments au par 16"

- V" gu dessus de Grass®



: “;ela‘ci:ifement -au 8 chéma de base 3: 'Vl- V"' est enrm effet lisse sur S

_:;.(1\' étant sur X) de dimension relative égale &  une de moins que celle a:
rGrassm sur § (comme on voit en faisant k=1 dans la formule plus hawut).
A;_nsn. les résultats d® loc cit s'appliquent, on trouve en particulier
-1e-f-“i‘ait que 1'ensemble des points supersinguliers de g° rel & Grass"
ntest autre que V' {} V2 , o V2 est le sous%éﬁéma de ramification

;‘"de‘ V'l-V" —> G;r;é.ssm . .On peut donc dire encore que, en dehors de V",‘ 1
zéros sgpersinguliers résultent du collapsage de (au moins) deux zéros
:;inguliers ordinaires (mais on n'est pas obligé de le dii'e.\);

De cette fagon, on a essentiellement l'équivalent de 8.7. »a) et b). I
. doit étre possible de donner un équivalent pour 8.7. c), en i:m'h u%iiisa;
i la EIruEImTeE descrlptlon explicite du fibré tangent 2 Grass™ (ana.logue ;

1
s D e géométrique ,
F "“i celle du cas m=l); é-‘iqluf: implique @ﬁé/ pour un point/de % -V" non

s os 2 m . . " m
ram:.fn.e au dessus de Grass , la connaissance de son image dans Grass

T cormary,

L d i i
L A O M M T = e pa e .

implique celle de son image dans P, poum que la premiere image so:Lt un

,.x

point lisse de l'image fermee%’l dans Grass® (on suppose S = spectre d

-J,,am::’v P vt

un COI‘PS)- - Je peux fournir un énancé mqum plus pfééis sur demande.

i

Une fois ce point acquis, on a des corpllaires évidents généralisan

8.8. , 8.9. , 8.11. Il est sans doute tout gussi pdssibfe:d'énoncér da

4
il

le cas m quelconque 1les autres pro;oos:.t:.ons du par.8. Si cela demande a

- efforts de redaction supplémentaires, on peut renoncer & cet'ﬁ,: génera.ll

F e

: tlon‘.) xXe méme si on inclut les developpemen‘ts différentiels preceden‘bs.
Il en est de méme des résultats du n® 9. '

"'”Qué.nt”' au'n? 10, ‘la situation qui‘y est ‘é"tudi'ée"s'e:'"gén'ér‘alis.éi“iali:’*‘

cas m quelconque de 1la fagon suivante. On se fixe une sous—variété llnea“': i

re Cde P de codimension m+l, et on ‘considére l'espace projectif Q ‘des’

sous—v&ra%s lindaires L de P de cod:.mens:.on m passan‘h par C Q est ung

R e e g .
P ST &

)




jgous-préschéma fermé de Grass® , en particulier on peut former X

Q »
fqu" on se propoge d'étudier. Un premier point, qui doit en tout état de
\vc'ause figurer dans le texte, c'est que X(g)'——> X ~ - est encore birationm

(m )

t‘dﬁ. moins lérsque Cc coupe "reguliérement" X, et de fag:on précise X
;é’st dans e cas ca.nonlquemen't :Lsomorphe Au préschema déduit de X en
ffa:.sant éclater Xx?K : la démonstration de ce fait n'est au’cre que cel
_-:de 10. 2. via [@ 3. Un deuxléme point,qu.:. présente un certain :Lntérét,
"ihals que nous ne sommes pas absoclument obliges a: mclu.ref" consuste é,

dlre que 81 on a choisi C "assez general" a.lors ( )-—->Q a certalnec

"',proprietes sympathiques, la plus classique étmnt celle-ci: X étant

o de dim n¥*m %%) .
" supposé lisse sur S= Spec(k)( et eom irréd , Alors pour C "asse

(m) 'Da.S
n'est/lisse de dimer

et de cod:Lm 1l dans Q,
sion n-m s&r (7)) est gdom irréductible sur k( f)r et pEHxX

général", 1'ensemble/es Ze Q pour lesquels X

l'ensemble é ieT pour lesquels X( m) est "supersingulier" en au
moins un point estmre dans T; kmsxxxpmkakxxxﬂx x%mt
xxmnxmﬁ eaxprixtxxge enfin , s8i £f:X-+P est une immersion, alors
quitte & agrandir un peu Tl y pour tout ‘Ie T-‘]!l y 11 y a exactement un
point non lisse dans X( m) , et ce .dern:l.er est rationnel sur kq e J'a:
oublié dans 1'énoncé de spec:.fier qu'on - supposait X &2—-? non- ramlflé_
et que 1l'on devait au préalable remplacer £ par g{ f,n>2 (ou 4 est

n

ble d'utiliser le sous—-schéma Z (noté T dans 8.83) des Grass™ tels
que }S(m) soit expsiSingulier® on sait, sous les conditions dites, gue
"és't"‘géom.’irréd.‘ de codimension 1l et:que:-le »sous-schémaizl correspond - 'I

N T\ N . . - . ' - C
a des g( ) "supersinguliers" y estrare. Il rest alors & - prouver u

- lemme de la nature suivante: soit -Z une partie fermée de Grass™ de cod

f - mension q, alors définissant Q(C) ent ermes de C comme ci-dessus,: pour
E

é tout C "assez general" 1'intersection Q(@)NZ est de codm> q dans
! QL) A ,JA- 2 g,ww. P v, 0 '\‘1‘a\—~ QCC)A'Z N 2 e ?\wml
\‘——"———— -0 - : T . . o ST ot : ..

défini dans 9.1.). Le plus naturel sExmkIE pour prouver cet énoncé se: , lhi -
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5513. Morohismes élémentaires et théoretme de M. Artin.

f;;péfinition 13.1. Un morphisme f:X-er de préschémas est'dit "morphisme
;d iimxx élementaire" s8i X est ux Y-isomorphe & un préschéma de la forme
X -2, ou X'—>X est un morphisme lisse, projectif, & fibres géomé‘-
';'triques connexesy de dimension 1, et ou Z est un sous-préscﬁémé fermd
;;de X', &xzimxsmx tel que le morphismevz-—é Y soit étale, surjectif, et.
g;de'degré constant. Un morphisme est dit mxikxpﬁzxnmxxixixx poly-éleme

ﬁ”taire g ll est un composé de morphismes élémentalres. Un preschéma X

sur un corps k est dit polyélementaire (sur k), si le morphisme structu—

ral X—3Spec(k) est poly-élémentaire.

. (M.Artin) Lg:;m_,_i‘r_reiy parfait infini ,°
Théoréme 13.2. ,Soient X un préschémalsur un corps ki x un point lisse

de X, alors x admet un systéme fondamental de voisinages ouverts

polyélémentaires.

(L ANt ey
Quitte & remplacer X par un voisinage donné de X, OR=EENEXISHDIE—e
Voroa oy O
rameme— montrer qu'il existe un v01s1nage ouvert élémentaire de x dans.
et—=ffore
6n_peut—susposer—videmment—X-lissey—ed Waisonnant par ‘récurrence sur -
que sin>0 »
la dimension n de X, on pEwEXXXXREZSEX est ramené & montrer il exdiste

un voisinage ouvert U de x et un morphisme élémentaife f: T—V,

V étant un schéma lisse sur k (nécessairement géom.”irrggzée dim n—ii.ri
ImrREEExEEY (Ie cas n=0 est évidemment trivial, étant donné qu; alors ..
X est k;iéomorphe-é Spec(k), qui est polyélémentaire sur Spec(k), étant
entendu dans 13.1. qu'on n'exzfut pas le composé de la famille. vide de
morphismes - on aurait dﬁ le signaler sous une forme ou une autre dans 7
13. l‘l)f; La nécessité de supposer k parfalt au préalable apparalt déjé -?
dans le cas n=1: alors . on prend pour X' le - modéle projectif normal _

canonique du corps des fonctions X de X (ef Chap II) par. 7), le fai* qu(
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. ¥.80it parfait assure que X' est lisse sur k (car X' est en tous cas

g régulier), et AT assure également que 2Z = X' -X,, -muni de la structure

P

réduite i.ndu:.%e, est étale sur k. Traitons maintenant le cas général,

J

dansileque;l. :le est lo;s}blevde supposer n% 2.

EammmﬁMMMxmxxﬁpmzxxﬁﬁ On peut évidemment suppo-

. ser X XIsxzeyei affine donc quasi-popjectif, puis, quitte a remplacer X

par une cldture projéctive, on peut supposer X projectif, sous réssrve’
toutesfois de prouver que tout voisinage de x contient un voisinage

ouvert U admettant un morphisme élémentaire U—>V. De méme, remplagant

- X par son normalisé (fini sur X donc projectif, réf ), ce qui ne-le

change pas au voisinage de x, on peut supposer X normal, donc k eta.n‘t.
parfait, 'géométriquement normal sur k. T ————————
bénéfice de cette hypothése est que l'epsemble Z d\es points de X en
lesquels X n'est pas lisse sur k est de cg_dj.m_\,s/Z. | S ¥mirxxgrizn -

Choisissons une immersion projective i: X — P¥ ’ ﬁxxmmmpm”

mm%extxxmﬁmﬁm Comme-~ on obt:n_ent un sys’céme -

fondamental de voismage:s de x dans f en prenant des sections ‘ne
s'annulant pas ‘en X des divers O (n) ., >0, on en conclut qué tout
v01sm;ge de x con‘l::.en‘t un von.s:.nage de la :Eorme X-Y, ol Y est une
par‘bie fermée de X , contenant Z, purement de dimension n-1, et telle que

X'FY' Nous munirons Y de la s‘bructure réduite induite, de sorte que -

(k eta.nt parfait) l'ensemble smgul:.er de Y est de dlmen51on§ n-2. ,7

Quitte a agranda.r l'ensemble Z précédent, on trouve un fermé Z Y, -de

dmens:.on n—2, contenant 1'ensemble géom., singulier de X et de Y.

L'idée de -la démonstration est de fibrer X par-ses intersections

avec les "sous—variétés linéaires L de P , de codimension n-l, contenant

w
I\i




7L

¥ ne sous-variété linéaire donnée C - de codimension n. A cet effet,

b: on aura besoin du

;'Leﬂme 13.3. ¢ Avec les not&giaggegrésgdeRtgslpg%r,iﬁ‘g,Y,Z (X~Y>2
insous schemas‘fermes de P (_XAZ l&asa.da.d;m.n.an—%eas—seﬂ?retn%s
wjlY—Z 1lssesdf—éim—n-&-en—%e&e—ses—pe&nve1 Z de dimen81on.<n-2), et quitt«

‘é‘au besoin (lorsque k est de car p>0) de remplacer 1l'immersion projecti.

fﬁ{ye 1:X—?° par un "multiple" quelconque_ﬁni (ny 2) " comme dans le

K 10 9, i1 existe une sous-variété lindaire L, .de ®" , de codimension

n-1l, et ayant les vertus suivantes: T ,
a) I‘OA'Z=¢'
b) L_AX est lisse de dimension 1.

c) L AY est lisse de dimension 0.

(NB k de51gne un corps infini, pas la peine ici qu'il soit paraalt)
Admettons ce lemme et montrons comment on en déduit l'existence

1

d'un voisinage ouvert U de x, contenu dans X—Y, et admettant un morphis-—

-y

;ﬁl ex1ste une sous-—

oN

'varlete llnealre C de Lo , de codimenéibn ﬁ'aahs Pr i.es de codimgrsion
wa vea wndse A g— (I SUPY FUUR Y &\'—-: %L‘—o’\}/}\){ i’

. pgﬁmensﬂa 801t T = XaC, de =orte que T est un sous-— schema de X
S wa (M%M =%, ;-
etale sur k, non v1de,(*t disjoint de Y. Considerons d'autre part le

{» ”sous—schéma Q de Grass (P) correspondant‘aux sous—varietgs linéaires

.,de P contenant E, de sorte que Q est unrxxpzxxxsxkéﬁx espace proggctif

de dimensiohfn-l;‘ en particulier il est lisse sur k de dim. n-l. ~i-"= o°
Alors Lovébrféépond 4 un point ?o de Q(k). Considérons d'autré paft
(avec les notations générales introduites par ailleurs) 1'image inverse

‘ n-1 N .
X Q de X l. par l'immersion Q — frassB—1 | et de méme les images




" jriverses Xéal‘ et - T

-

o e Ry T LS T I

| Saslemes oy 7>
ghi sont aussi des sous-schémas fermésXde En ’ y

Q'
T
-g-l ,f soient - p,q,r les projections structurales
\ ( \\“\du\d xmv—v{\u&L—M»-Ji

\

'7'\ de ces schémas dans Q. Alors par 'ecrssruedien, D €5t Tisse en les '

pointg au dessus de ?o y et q est e‘cale en les points au dessus de %'0 H

K-

#

-
3

I
:

11 en est de méme de r, car on Vvoit aussita‘b qﬁ.e gnal n'est autre que

"Tku ( Q-isomorphiéme), Enfin, le morphisme p est pr0pre,'v et comp‘ce

tenu que X est géomé‘brlquement connexe, les fibres de p sont géometr:.que

- ment connexes, (th de Bertini). Par suite, 1l ex:.ste un vo:.sinage ouver‘t

V de }-o dans X tel que i:xxmmxg’xzm }_chl[v = X' soit propre et l:x.sse

sur V, 4 fibres géomé‘briquement connexes, et comme la fibre de ?o ’

"qu‘i n'est autre que X,\Lo , €8t die dimension 1, on peut suﬁposer que les

.fibres de X' sur V sont toutes de dim. 1. Enfin, prenant V assez petit,

on peut supposer que _Y_‘nal\v et gna]fv sont étales sur V, donc 1le
préschéma somme, Z' de ses deux (qui s'identifie & un sous-;ﬁ:ﬁschéma
fermé de X' ) est étale sur V. Par suite, I® posant U = X' - Z',=x

% le morphlsme U—)V est un morphisme élémen’calre. Mais =% U est-aus:
Xr=/
un ouvert deﬁgg-l - _Yna -0 Ell , image inverse de X-Y-T dans Xn -1,

et d'au‘b;c'e part X"—-}X—Y—T est év:.demmen‘l: un isomorphlsme (‘ca.r

Xn—l - Tnal —>X-T est un isomorphisme ). Donc U s identlfie 4 un ouve:

de ZX-Y-T, ouvert contenant d'ailleurs & nX et é i’ortiorl X C'est le

vo:n.sinage cherche de % contenu dans X-Y.




Reste & prouver le lemme 13.3. Comme d'habitude, il suffit de proﬁve:

que 1la gous-variété linéaire de .dlmension n-— r x génériocue.

: ~ ..ainsi _que le coniteny dimensionnel de b
I possdd¢ les propriétés a), b) , ¢) . Pour a.chla résulte \ ¢)

pour toute’immersion projective donnée) , ) :
ﬁ'u?Sitot de 2.3. (revu et corrigé dans le n? 12) appliqué (comme dans w

-ra';i.sionnem'én‘c "déja fait dans le n28) & 1l'espace projectif des droites -

* passant par x, et l'image de Z dans ledit .par projection conique &
‘partir de x. [Il pourrait &tre utile d'ailleurs d'expliciter certains

résultats obttenus par cette méthode, concernant les sections lindaires

- par des sous-variétés lindaires assujetties & passer par une Eousfvarié'b
oo . /P‘ Vv dc».n_J

linéaire fixe, au cours du texte ou dans/xén ne i par‘g. Pour;bi et c),

qui sont lisses, et on est ramené & prouver ceci: Soit £f: X—P un
(tel que x n'appartienne & h'image d'aucune composante de X de dim<m ,,
morphisme non ra.mifié,%avec X lisse sur k, et sBoit x ¢ P(k),jalors si

.

&

. ) est le point générique de smmEI* la sous—-grassmanienne de Grassm(P)
formée des variétés linéaires L de codimension m passant par mefafémh
- K .

g . .
IimEairexdEnREEXE EX ERE I RNRN XER XY R }_{.(;)‘ est  lisse sur k, tout au
et dans le cas-c\:;ntraire, a2 condition de rempla

[moins si k est de car O,

{ cer £ par g{ni’- » n entier » 2 quelconque.\ C'est 1i un remords au n29,

qui résulte lui-méme du remords suivant au n? 8: Avec les notations de

~

WY _'_)Eﬁ.\ﬁ,

8.8. , (supposa.nt donc X irréductible, ce qui est loisible pour J_e Pb

.
. 4
|© 43y . . ' . .. . sing
¢t que nous ~traitons), si 1l'on a (edim T 7 £w2 ou si Y- —> T -est
}
"% génériquement "étale (condition automatiquement vérifiée si k estde car C
*

ou & condition de remplacer f par gfnf avec n>2, cf n? 9), alors pour

passant par x-.générigue, m:m*'g(;> est lisse

T PTR vw veme
W':";‘;“‘"“"‘"‘“%‘t‘»alwrtz.. .

7 1'hyperplan gemsfeEsHE HD

R o 1 I Rt

RN
%y,

IR

~de dimension n-1, sgauf dans le cgs ou on aurait Zf(X) =5Lx7§ (donc n=(

Ce résultat admis, ui liquide €videmment le cas particulier m=1 de -

notre remords, on obtient aussitdét le cas m général par récurrence sux

=0




>4 A an

L

- i..‘

on en forme.
‘ Reste & prouver le corollaire annoncé de 8.8. dans le cas m=l .
';
§
}
{

L =iy T - /ﬁ
5 h, en notant qu'd changement de corps de base pres, Z(m) s'obtient en

%&gprenant une L' de codimension m-1 passant par xz, une H de codimmnsio

F© 1 passant paz'x, L' et H étant génériques indépendants pour ces proprié:

i . ;és (i.e. én‘termes orthodoxes, on se place au point générique du %=

gchéma des couples (L',H) yxixex ) et en prenant 1la section lindaire

Lffde X par L'nH : on peut commencer par prendre Ka.sectioﬁ par H,‘qui

ff» cgt lisse par ce qui précdde, gmis par I', qui est lisse par 1'hypothdse

| de récurrence. ' Ce genre de raisonnement, déji utilisée pour généfalisg

2.6. p.ex. aux sections 1liddaires de codimension m queconque, mérite

d'étre explicité une bonne fois en général, pour pouvoir ¥ référer'éans

entrer gmsk chaque fois dans les détaills un peu lourds d'une présentati-

. QA
Lorsque #&im codim T %, 2, comme d'autre part l‘hyperplanfﬁg P des

9 ,
H? tels que xéIH§ est de codimension 1, son point générique[ﬁ; peut

A
étre élement de T, et on gagne. Dans le cas

codim T =1, comme T est

irréductible, on ne peut avoir peT que si Q=T ixnsxmhixsxxmxxz
(supposant k alg clos, ® a

QA_ﬁﬁiLlQLSLleL,/
i.e. entermes géométriques immf pour tout z ¢ X(K=md'espace tangent

de X en z (ou plutdt son image dar £ ) passer par x.

HMontrons que

" ceci ne peut se présenter lorsque 231ng__>{r est gén étalé, i.e.

‘lorsqu'on est sous les conditions de 8.8., sauf si f£(X) = {x} donec X

de dimension 0. En effet, 8.7. ¢) (qui exprime essentiellément la”
- \ ‘
symétrie mmkxe dans la relation entre X et sa‘duale implique alors que

{ . .
{ pour pregue-tout point  z ¢X(k), £(z) est ort gonal '3 l'espace tangent |Bi
4

44 T en un certain point,z& donc (puisque T—Q)ié Q, dtol f(z)=x, d'ou
1 2(X) ={x£ "+ -Cela achéve 1a démonstration de nos remords, donc de 13.Z

A
3
b




THW ) wmromy e - Y

T e ——

e el 0 - g

: !
NB Le raisonnement ne marche plus-si on r?mplace X par une

soﬁs—variété linéaire B de dim.%0 , et qu'on assujettit H & passerh

..par C: en effpt, rien ne s'oppdse (prenant par exemple dim C = r~2, le
ifplus giand pq%sible pour que H puisse encore effectivement varier) que
:‘T contlenne la droite C ﬁztx@mnxxﬂxxxxxxnxxxzmpizxnﬁznuxzxxﬁzxtxxn

f:pxnxnxixXRnxzaxxﬁxxixsmnsxxmnxnzxtx&kxnxxxxmnxxxaxxeixxﬁx&n prendre par'

: non singuliere
! exemple une quadrique(dans Pa en caracteristique quelconque. Mais il

est p0531ble que de tels phenoménes ne pulssent non plus se produlre > <

~

pour des ﬁnf ,1f>2 ; on pourrait poser la question en remargue, au

n?2 9 .

Remarques 13.4. a) Nous avons déja signalé que l'hypothése due k =1

soit parfait-est eésentielle pour la validité de 13.2. Par contre, il

est plamsible que l'hypothese "k infini" est surabondante; ERXEBREXRISR

Nous n'avons pas essayé izx de faire un raisonnement ad hoc pour-le ca:

ol k est fini, et signalons seulement que dans ce cas, _;'appliqgtion d

L]
#
1

13.2. & la cldture algébrique de k et "les raisbnnemgnts habituels

monteént qu’'on peut trouver uneextension finie k! de k telle que

A}

pour . .. o
‘iés points de Xk. au dessus de x . 11 existe des voisinages ouverts

: polyélementaires relativement & k'. - . .- Aot

- Bb) iorsque dans 13.2. on abandonne'l'hypothése que X est géom.
irréductible, la conclusion bien entendu ne subsiste pés_tel;grqgg;;e;**
(puisqu'un schéma-élgébrzque poly-élementai;e est géom irréd !). Elle
subsiste cependant sous la forme plus fqible qu'oh obtiendrait en
omettant dans la définition 13.1. ‘le.mot~g"¢onnecj§" : c'est ce que .

montre la démonstration que nous avons donnée.

dbranse

d) En procédant comme expliqué dans T.l. on peut [aes¢variantes“

de 13.2. dans le cas ol on remplace le corps de base k par un.présché: |

A




m e smpe - oy

gé pbase général. -Signalons la suivante (sans démonstration): Soit f:X—

; un mornnlsme proaectlf et plat, xxxﬂxxizixquxxxi‘é fibres géome‘criquec

BmE 1rreductibles et (R ), S' un sou51ggﬁ4ﬁa de X flni sur S

b

'wcs, supposons que pour tout x¢ S' au dessus de s, X 801t~llsse sur
‘(s) en x . Alors il exmste uﬁ.voislnage ouvert U de 8, et un voisinag

iouvert V de S'lU dana X]U , tels que V—>T soit poly-élémentaire.
. , ne rencontrant pas S' et .

; iSl Y est un sous-préschéma fermé de Xyrtelfque 1! ensemble Z des points
‘ , .}-ﬁ e
en lesauels Y n'est pas llsse sur S zxxxxxxxixhxxsxﬁx % 3

“dim Zs <b dim Xs -2, alors on peut c1-dessus prendre V contenu dans
=X -7T. .
B c) (A &tre éventuellement inclus dans 1'énoncé de 13.2.).. Soit
avec les notations de 13.2. # une partie finie de X fofmée de points
lisses de X, et supposons que P soit contenu dans un xmm ouvert affine
de X. Alors @ admet un systéme fondamentgl de voisinages- puverté

- Evidemment on peut supposer § formé de points fermés.
ﬂ}. polyélémentaires. a demonstration est essentiellement la méme,’gguf
qu'on formule 13.3. sous uné'forme légérement différente, savoir: il
existe une sous—varléte linéaire C de P de codimension n, ne .renconk
trant pas @ UY’, et telle que pour tout X € 5&/)12 sous-variété

~ linéaire Li de codimension n-l1l engendrée par C et X ait les propfiétc

a) , b) , ¢) de 13.3. Pour vérifier ce point, on note qu'il Suffl%JE(

I A Adba,

vérifier que la C générﬁgue a les propriétés envisagees, or (Elors

ImSXE%;chaqié L; est généridue parﬁi les L de codimension n passanf

Mk i o e a o

par x, , de sorte qu'on peut appligquer 13.3. sous la forme initiale
( ou du moins sous la forme ou nous 1l'avions prouvée, qui &tait: toute

L, assez générale paséant‘pa? X a les propriétés a), b),c) ).

 e) Une des raisons de 1l'intérét de 13.2. est la structure"topol‘

) \ schémas alg. (//
gique partlcullerement simple des mEmvexis elementaires Par exemple,




e

T e —

- =l - 7,',\

“’a'es:Lgne l’espace analytique associé & U, alors les groupes d'homotopie

(Uan) son‘p nuls pour izd, et Emmmm T, est une extension successive
.:DML. .

»

Lku_&mnxpxxkxx}iespace K(T_Il ,1) 5 classifian'b pour \\.l ; de fagon plus

‘précise, son revétement universel est homéomorphe a c® et 2 fortiori




flﬁw Projections conigques. [
KB Nous avons déja utilisé les projections coniques a diverses
f;eprises, notzmment A la fin. du n28, formulation de.l1l0.4. et autres, et

t

27 ; .
Iﬁle sorife qui suit devrait venir sans doute plutdt au début du paragraphe

het eventuellement dans le mragraphe auxiliaire "grassmagfnien".

| Somt 'C = P(F) une sous-variété linéaire de P(E)=P, de dimension

: i.e., de codimension m+l dans PA_J

‘vrelative r—-m—-l Bams sur %{’aonc F est un quotient de E, loc libre de

"rang r-m , F=B/G , ou G est loc libre de rang m+l. On a défini
é par voie algébrique au Chap II ‘un morphisme
pp ¢ P-C= P(E) - P(B/G) -———-> r(G) ,
que nous allons interpréter par voie géoéﬁtrique, et qui s 'appelera

(en vertud e la description qui suit) laprojection conigue de centre C.

(NB On suppose 1r-m—=1l compris entre -i et r-1, i.e. m compris entre C
et r, sans plus). Pour ceci, commengons par interpréter gffixx P(G)
. ~fermé
nre ., m o
comme un sous—scﬁem;YGE‘“érass (P)= Grassr_m+l(P), grice i l'homomorphisc
de foncteurs évidents
| A

gxax P(G) — Grass__; 4 (E) ot
otebnu en considérant, pour chaque quotient inversible G/G! de G, le
Module localement libre de rang (r—m)+l E/G! de B (et kif kif apres
tout changement de base). L'homomorphiisme de foncteurs prévédent est un

monomorphisme, et comme 1le premier est propre sur S, le deuxiéme sépart

c'est une immersion fermée, iPlus généralement, il y aurait lieu .d'expli
citer les immersions fermées des grassmaniennes de G, ife. de P(G),

, Eie. st au sens foncteu££1:>
dans celles de(?gﬁfﬁs. Izxy L'image” du morphisme obtenu est formé des
de la dimension voulue)
sous-variétés linéaires @=x¥ L/ de P qui contiennent C . Désignant

par Q(C) cette image dans le cas qui nous occupe (i.e. pour les dimens:
ons précisées plus haut), et identifiant P(G) a Q(¥), 1le morphisme

de projection conique

Pg: P-C —Q(C) <. Grassm(P)

[ T




(T A

fwﬁ'est autre que celui qui associe 4 toute section de P - C 1l'unique

]
f
i‘sous—varleté linéaire L de P, de codlaznsion m, contenant & la fois C Lf

Vg e (

T;Aet 1ad1te section (bien entendu, par "contenir la section" on entendm qu
Boime - ?

?1a sectlon 88 factorise par L).

_. 5S4 maintenant on a un f: X— P, il y a lieu de considérer le g
composé

Cox - — P-c — (o) | i

qu'on pourra %Ppeler progectlon conique de X, relatlvement 4 £ et au cen

reluc g - A E\MWM C .
tre C,(On T ra—atfégf“ﬁ'qu+€iie—n*esttpaé)en géneral déflnie sur X tou

entier, d e fagon précise elle l'est sss P 1(C)=¢ i.e. £(X) ne rencontre

1 pas le centre de projection C. !

Nous allons donner une autre interprétation de ce morphisme, en
termes de constructions utilisées dans les n%s antérieurs. Pour ceci,

.avec les notations introduites par ailleurs, considérons

Ty L T R

¥

X — - g(g)((l') B E(m)XG-:r:za.sst(C) B
¥ ]
Qc) .

Notons d'autre part que q induit un isomorphisme

q’:q 7T (X-271(0)) = X - £7H(c)
et il est immdédiat que pyn'est autre que  p! q'fl., ol p! est la
restriction de p & q_l( -#'l(z))' on peut dire eﬁcore, utilisant g
;pour falre une 1dentif1cat10n pure et simpde, que pC est la restrlctl

du morphisme hs) é X -t l(C) c:. X(g%c) o Pour cette raison, il est

commode dg dénoter encore par pé;7L€€ d'appeler - (mettons) projectic

conigue étendue de X}relativement’é £f:X-»P, de centre C, le morphiss




;ﬁa précédent, gqulir-sera commode de Tioter €galEmEnt Ge lz mbne-fagon

EE *pe_,_;eur—éaééqucr—sa—&épcndance—de—&7 De cette fagon, les propriétés «
AR PN projection conique restreinte ' sont ramenées-dems—une—Jergemesurd i

;celles de la projection conique étendue, qui a été étudiéde systématiqu
7 ent par ailleurs, ou est sensée 1l'avoir §té (cf n2? 10 et n? 12).
“questionx principaleg qui se pose est, lorsque S=Spec(k), quelles sont

”\h?lles propriéiés de la popjection conique de X quand on prend C génériq

ﬁ?dans Grassm+l(B) {ce qui exige . qu'on fasse un éhangement de base
fk-ak()p , i.e. C eziogi fait une sous-variété lindaire de xk(p) ); des
l ? angumehts standart, déji répétés i satidté, permettront d'en conclure
ries ?ropriétés analogues'pour les projections coniques correspondant 2

des points de Grassm+l(P) appartenant & un ouvert non vide de ladite

grassmanienne, et enfih, lorsque k est infini, on conclut & l'existence

d'une(en fait une infinitéJ/&x C définiex sur k , I.e. une sous-varié
linédaire de P lui-m8me (sans changement de corps de base), donnant lieu
é'une projection conique ayant les propriétés en question. Il y‘éﬁrait
lieu de bloquer ce genre d'explications générales avec celles de la mén
eau données dans les nls 4 ét 7, et que nous avons d'ailleurs déji

’ ufilisées plus ou moins implicitement, Dpar exemple au nfl3 iiéﬁixinx
¥3x3x (ef 13.4. ¢c)o Il y a lieu égalemént, 3 ce prgpoé; afékamihefrléé
propfiétés relatives & un faisceau F surnX, en prenant son image inver

(gzc) sur X(ggc) . Il faut d'ailleurs, dans la situation précise

envisagée ici, d es notations plus simplés, je propose X(C) et‘EYS)

- . ~ ~ .

et simplement X et F quand aucune confusion n#en résulte (attgntion,
F'éméégg%at n'est pas celui du début du ne).

Grosgso modo, et lorsque disons on suppose f une immersion, les

propriétés de la projection conique générique sont assez différentes,.
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suivant qu'on suppose dim X > m , ou dim X ( m , voire dim X {m.

. Par la suite, nous regardons 1= CD(_ ?k( y) correspondant au point

générique) +de Grassm+l , et nous dispensons de faire l'interprétatic

des ;‘ésx;lté;ﬁ% obtenus en termes de "presque tous les points" cee

¢

cas général dans n? 12) que (‘p coupe "réguliérement" X; , de fagon

plus préfise et plus générale, pour tout F quasi-cohérent sur X,
) - Module loc libre
la section g‘) du firrFsrrrknrrer de Tang m+l sur XK(P) dont le

schéma des zéros est ZX) j est F-régulidre. En vertu de 10.2. , cela

1mplique par exemple que le morphlsme X((-j)ﬂxifi?entifle X@/bu preschema A

dedult de ¥ par éclatement de f l(Cy— p Riamtxrexpaxty da.ns le ¢

ou dim f(X \<-m , on aura méme l(C =@ , et par suite

I(c ) = Xk()) _est un isomorvhisme , (et en fait, la Projection coniqu

J

. restreinte est alors définie sur X tout entier a priori) Il se pose

ensu.i‘i:ei la question de la dimension des fibres de p, : X(C)) —_ Q(C ),

va . ,i’:,w

et de la platitude de ce morphisme. On trouve:
Prouos:Lt:Lon 14.1.  =xrocStoxiimers Supposons X irréducti’ble,a;:lus

pour toute composante :I..rréd*a.c‘l:ible,.}ti de X, la fibre

généralement, que
- de X.‘en.lé'point f(x.) (x. = point générique de X,) al’c une dimensior
' i (pven A= i i e

- ) =
(indépendante de i), ce qui a lieu par exemple/s:. f:X—P est quasi—f:.nl

Alors : &) Si dim £(X) > m, alors la dimension des fibres de

I~

p~ : X(C.) —#(Cw) sont toutes égales & dim X - m . b) Si dim :
SR )/‘}”'F_‘ZEW_%»%L;EM?W\%MC’—M“,WE

< my(les flbrei-Ie p;,[son‘c toutes de dimension @, &-.-e—r—p—es-v-aﬁag-c ¥

’

au cas o X est irrdduesibie. Dans le cas a), =rxiIxyxaxaixxmaexiihxs
ROXRLGVARERRIXAXRR on =it déja (je l'espere !) que pour tout po_infc‘g

Tout d'abord, nous avons déji noté $&@dans 5:3. (et rattrappage du




P =l s - .

w(m)

|
réssm'(P); -la dirension de X‘_"est au moins égale & dim X-m , il en e:

} k' < Li est ®ZE un hyperplan de Li , 81 1a dlmension de
X(m-*-l) _

A

xxPC} serait dim X - m =, (puisque 1le changement de base k(y)—k

XxP z était :;_ dim X - m + 1 , alors celle de

ransgorme ce dernier préschéma en (XXPLg)xi (C? k,) )s Or on a au

(m+l) _

.eontraire &1mx§x§2 dim dim X - m -1 ﬁxxznxixxxmnxﬁniiﬁﬁkqngmg;'?

(¢ mroinrs—er—supposarrt —oTm 1(1}*;»m —34 en vertu du n22 (revu su n°10)
3 - B
Le bas—G&—ﬂEnr1ﬁi3=m——est—juBtIcIabie—égaiementﬁbrﬁznrﬁﬁ7sqa§-se trait

,de fa¢6n analogue: s8i on avait dim XXPL *;; dibxiﬂxxxxikimagxx&x ou

. ce qui revient au méme ikﬁixxiﬁfx§kx fk,(ik,) N L? de dimension ?,Q,
alors on aurait par le méme argument que plus akmx haut que

(m+l) £g,

contrairement & ce qu'on avait signalé avant 14.1.

‘ {resp quasi-finizﬂg
Corollaire 14.2. Supposons X de dimension m et {:X— P fini| alors
B A A

le morphisme Xk( ) ) est fini surjectif(resp° quasi-fin
dominant). J :

ua51- '
" En effet, ce morphisme est(Tlni et comme dim X = dim Q (q)), il es
Sattey

domlnant EnRIwxdnexgnrFErEify si1 £ est fini, Pg est de plus fini,
gzmsxfeEr car propre, donc surjectif étant déminan®.

4

' Corolléirerl4.3. Sous les conditions de 14.1. a),rsi X est Cohen-Macau
lay, alors le morphisme P, : X(%})-——~ Q(?,) est un morphisme de

Cohen4Macaulay, et & fortiori Dlat.:”

Pour la démonstration, cf remarque en haut de la rage_ 21, avant 5.
:‘;:‘ %Fuv.\.u. USRS SN 3 %“OV“ ( tuduar Aaan 43-) > AnN v - Lo ?} e f( (\)‘- )i
5; 5B5ofiaire devralt &tre module, mais pour simplifier on pourra
;?1- supposer f qua81—f1n1 si F est un hodule de Cohen—Meaulay sur X et si 7” 

pour toute composante irréauuhlble‘z de Supp F,- ona dim 2 > m, alors
£ N - . . . - . -
} F(C/,) est CM (et & fortiori plat)relativement Q(Cp).

On notera qu'on ne peut pas remplacer,xXXhy pour obtenir 1a

s
KN
1

7
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"": ‘jseule conclusion p, plat, l'hypothese Ci sur X par une simple hypothts:
o aimensionelle'.- Supposons par exemple  f une immersion et X irr de dim m,
. de sorte q\;e:pc_ est qu fipi , et comme Xkcﬁ Q(C)) fsont irréd de

_ méme dimenéion, IzxprexiexxgxX et le deuxiéme régulier, Pg ne peut gtre

pla‘t: que sﬁ. Kk( ) est CM. 7 | o El

Des proprlétes plus fines sont les propriétés différent:.elles de

tudiées au n2l2.

{

endehors d'une partie Z de codimension 1 de Q(C ), le morphisme

~ sur X(C,) .
- ﬁ?(?gfzﬁ).sse, Bt une analyse plus détaillée x(esquissée au n2l2) montre

L. . (qu¥® si les dimensions des composantes de X sont > Iri,__aiq_r;/s_j
, L(———'—Kf S d unepar’c:.eZc

ou moncurerait, si nous ne la faisons pas)mor
m)

de Q(C,) de codimmmmion > 2, les fibres 'PC— (?) = E(s ~ ne peuvent

/

avoir au pis que des points dmmk singuliers ordinaires (aus ens
géométrique), et en fait (si f est une immersion et X est géom irréd),
Jmzie au plus un tel point, ce demlereggnz}xxa%ggessalrement EREXEX

rationnel sur k(i), - ces assertions étant valables tout au moins si-

k est de car 0, ou a conditiond de remplacer £ par un gfnf (n>/»2) comme -

de Po 'da.;zs le cas ou dim X‘< m , et ol par sgite p, &st défini sur xk(D
Je me borne & indiquer les propriétés suivantes, dont la démonstration

3 ;)%3/&‘& facile et /fa)issée a4 Dieudonné:

Proposition 14.4. Supposons f:X —> P non ramifié, et dim X L m. -~

Soit T un sous-préschéma fini de X, Alo"rs :IxxrEstx
g (LQ,{\'M \\MMV%MJ) r-JL\-nJ. ot . "SAMCL“T’*" ‘2""‘L‘1
« ~--a) (La restriction de “Bg Y Tk(p) est Axrmoncmorphismery Si de .

N

plus Y est une partie fermée de X de dimension . s m=1,- on a

(PC ( k()))> N Tk(p) = ¢ . ' B |
- b) 51 X est lisse en les points de T, alors D, est non ramifié
en tous point Z=x T )]xmdxssnsxnnmxpxmtx& o= e Lo

M de Pes' P (.&Km)p,

la projection conique, notamment pour X lisse sur k et f: X-*P non rami"f'

au n¢2 9. I1 y a lieu égaleme_nt de donner des propriétés différéntiell :

Vi duaiouiieas.

i i APV L O

fle,‘ 22nxximmxxmkxi:asmmmszﬂxs Ranpelons que nﬁmﬂxgmaximx&g’*~
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"“-"Ppoposi‘tion 14.5. Supposons dim X { m-1l, Saifxx¥xxxxitimazerferxie
x«k £:X — P une immersion, Snix enfin X séparable survk. Soit Yy l'irlzag
» schématique;de Axk()slags Q(C ). Alors le rx}orphisfne induit

. xr,,, bk ot x Xk,“"““""

1
-

P, FJXk s~ Y est blratlonnel
; var (7) o L ™mean b wuks o (
A e et hawe Qa X, PC wht (tall an X @ P da(y ‘1?( ”)\

Signalons la ccfﬁsequence suivante:

et sSénarable FONI VEQU "NV TPV Lot
(de dimension n sur un corps mflnl k. Alors E—est1j rnﬁnne&emm«b- '

A= Ja¥

- rsme-r-phe._a..une hypersurface ders L

On se gardera de croire g=m, méme si X est un sous-préschéma fer:

lisse géom irréd de P, de dimension m-1 =n , T'ia projection conique PC

necessalrement
soitytne immersion . En effet, lorsque k est infini, cela J.mpllqueralt

qu'il existe une C rationelle sur k ayant la méme propriété, donc que X

est isomorphe & une hypersurface non singuliere de RE=wolxxt Pn+l. Or

[V & . 43
méme pour n=l, ((c:'o’u?r'/bj algébriqggoiggs%vgu et connexe sur un corps alg
clos), il est facile de construire des exemples ol X ne peut s! 1mmerger
dans un P2 . De méme, dans 14.4. , on se gardera de confondre 1'énc

cé donné avec l'assertion (en général fausse) que Pg goit lui-méme ur

monomorphiisme (contre—exemple précédentiyxmmxzme, ou contre-exemple enc

TTTTIITRHTI® et e e w e ey v v g

re plus évident si X est lisse de dimension m), - ou que Pg soit non .
E, ramifié. Poﬁr ce dernier point, on prepdra pour s'en convaincre X‘: _
sous-zx#schéma fermé- lisse-dmedimx irréd de dim m (sur k alg clos disc
si Fxxxx®x on avait un X—>Q~P® non ramifié, il serait é"cale pour
ra:.sons de dlmensn.ons, or on peut montrer (cf Chap VIII !) que cela im:
qu X “Pm (P “étant "s:.mp_Lement con.nexe) -La sq.gnhlcatlon géométr:

que intuitive de 14.4. est quey PEUXrXXXYZXIzRIwXZAXS l'ensemble de

I\

7 ramifica‘bion de P; est "variable"’, plus ugrdicisemenu l'ensemble de
WA G
ramificgtion de pc'p pour“j variable dans ('G—r'a—;sm*'l(kjvarle da_ns X(,lt/ et

n a&net aucun éamm "point fj_x coee

" Corollaire 14.6.  Soit X un schéma algébrique projectif xx P e%xg%e 1
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. 3ien entendu, pour justifier dans le.cas uzzxmmx du présent n? le passage

" de D générique. aux points voisins de Grassm+l(P), et pouvoir également
: : .

¥ _le cas échéant reprendre & notre compte les kxplications générales de
L. ’ o -

7.1., i1 y‘a. lieu de considérer 1les diagrammes

X — —— X(c)

S « — Q@) h
R T I - m+1 plus généralement , ~ - -
f¢ obtenus A l'aide des divers C ¢ Graas = (S), €t Geux obtenus de méme

apres ch'angement.de base T— S pour des points z C Grqssmfl(‘v) :

X —— (f(cy) =§;(c{)

PR T
ew’ [' ~
f .. ’ | T o« Q(c}) 7 .
4 comme déduits, par changement¢de base \g :+ T ——7Grassm+l.£2): = T ,
: du digramme universel (relatif au point canonique de Grass®T qans T )
, P —— (c) A

- ' - S

<— q(e)

ou C est la s‘ous'-fvariété linéaire canonique de Pp -  Alors ci-dessus
X(C})——a Q(C,) n'est autre que le morphisme des f:"i.bi'e’s'géﬁérique's. povu

/

~ .
le T-morphisme X(C) —» Q(C) de ce-dernier diagramme, et toute propri

té cons‘tructible pour =Exk le morphisme des Iibres générigues implique

la propriété pour les fibres voisines. -- Du point de vue notationel,
| . de foncteurs
Q.. doit &tre envisagé (et méme introduit) comme le nom du morphisme >

naturél . Grassmf:_l'(P) — ¥xXh Sous—fnréschérhas .(G;'assm(P))_

S B BT TRTTTTR TR e T8 N e v
. - e N O

15. Axiomatisation de certains des résultats précédents.

Je pense surtout aux résultats des- n2s 2 4 8, qui pour la -plupart.

90
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nour

-¢u~ au moins sont valables gous des conditicns plus générales que/’ﬂj

71;:;lle des hyperplans (ou des hypersurfaces de degré donné) de 1'espac:

- projectif. Il me semblerait opportun d'adopter un tel point de vue

'i aziomatique ééme les premiers n2%s de la rédaction en forme. Je n'ai pas
;“tiré;au‘éléir'pbur le moment s'il y a bien moyen de donner une généralis:
‘-tion dans ce sens de Bertini-Zariski (donc des résultats des n¢s 4 et 6{{6
et j'ai écrit aux compééences (Serre, Zariski) pour leur demander s'ils ;,v
. avaient connaigsénce d'une tglle extension; j'ai bien l'impression en T
éffé% Qﬁéﬂdééiﬁfﬁothéses de nature différenfielle simple, du genre de ce!
les env1sagees ci-dessous, d01vent suffire & impliquer Bertihi—Zariski)

Si les ‘compétences ne peuvent nous informer de fagon satisfaisante, il

. faudrait essayer de tirer la chose au clair par nos propres moyens.
mmatatif
On part d'un diagramm € morphismes de présentation finie

P

(D)

N
=
—

Qe |

S e—
[ (dans le cas. d application prlnclpal, P est un fidbré proaectlf G une

grasmanlenne dudit P le préschéma d'incidence). Dans ;pscas lesplus

importants, le morphisme correspondant P —s Px,G sera une immersion-
- SR schéma des paramétres d'une
fermée, et on consideére G comme g&fiRiIIaRITXXUNX 1amille d € Sous-

préschémas fermés des fibres de P sur S, derfa¢on'précise'si.>5 - G,
- est un sous-préschéma fermé de PB k(3) ou 8 est le point de S en

2y

dessous de ; .(D'ailleurs, pour la plupart’des.énoncés dans ce contexte,

TN e ey v g e ——y

on aura sans doute S=Spec(k)) Dans le cqs général, on peut encore con-

51derer G comme schema des parametres d'une famille de preschemas

TREUTTNE TTW g eNenw  arpe et e

au dessus des flbres de P sur S, a 3 correspondant 2_? au desusrde,

s k(z) .. Bien entendu, au lieu de prendre pour z' un point ze (absolu -

~

¢/




G, on peut.¢galement rrendre un point & valeurs dans un prescizcza T,

obtient alors 2_7 _— BT (T-morphisme, qui est une immersicn fert

dans le cas‘fenvisagé d'avord).

_© 8i fiX— P est un morphisme, on pose X = XX.PE , €t on obtient

X ——— X

¥ " tirées dans lesdits n@os .

Nous allons suppeser P _et G plats sur S, G étant & fibres

~r ~vy

géométriquement irréductibles (pour pourvoift en considérer les points

génériq:ues !), de dimension N, le morphisme P —> P est supposé lisse

- : AL
. 4 fibres géométriquesment irréductibles de dimension N-m . Donc Ie

morphisme X — X aura les mémes prépriétés. Toutes les propriétés

= - 2. I . : A
¥ enviaagées MS par chgngment &e base sur S, et s'appliquexrront

P . _en particulier aux fibres.

Supposons d'abord S=Spec(k). Soit Z une partie fermée de X de

dimension d, alors son image inverse Z dans X est une partie fermée de

dimension d + (N-m) = N +d-m . Sid {m, 2 est de dimension (N,

donc Z — G ne peut &tre dominant, donc éiy est le point générique de

G, on a . g} = @§ ; en fait, cé taisonnement montre méme :(en _-remplagant . ..
< Z PaI(‘ ')‘fZZj ) que si dim £(2) < m, alors Z_) =@ . On veut une condi - ! 2

*
Mth que si dim £(2)_2 m, alors ZJ_)# § 3 et—de—fagon—slas
_prme_d&m-ﬁ—-i“&:m-i_ = m Pour—ta—propriésé—f—F~P— il -

TTTREY TR AR
B oo,

M A




= =riE"

zrole qu'elle deive faire un axiome primitif de la situation (dans 1la

- >

i . pour toute vartie fermée Zrréductible Z de P de dimension m, 2,) # ¢ 1z
PrErXERRE XXX X PR X R I X ST X3 AX R I N E R I B X SE XX AX AR KX EARSEEREREEXRZEI T B
i

. &axiikxpztkésaxsx.ixzninxxinxnxmmx&ﬂﬁﬁxﬁniixiixmxixnstﬁissnkxmﬁxﬁx

o —

inx&imanxizxxxgxxxx?x§inmaximmrsimxxxnixpmxtm Reprenant alors la

- partie fermée 2 de X,dmxix telle que dim £(2) > m, on voit que-gj—gg, ¢ 

Ces propriétés permettent de développer dans le contexte présent
les résultats correspondant & 2.1l. a 2.11. Il faut une condition sur (
assurant la validité de 2.12. i.e. que si X est lisse, alors‘}g 1'est

ggalement, en supposant £:X — P non ramifié. Nous supposerons
((B= PG quar-hnr, | (oh nous supposons k alg clos)
mzintenant P 1isse sur k,let la condition suivante vérifié@.’—i&{r
de dimension m)m ,
tout x €P(k), et tout sous—espace vectoriel V (‘de l'espace tangent

g

b

- TxﬁP) de P en x, considérons l’e%s_t&m des gc- G(k) tels que

¥
gz ait un point, Au dessus de x B=

ne satisfaisant pas l'ensemble de conditions suivantes: ._I;T est lisse e

m—

] z, IexmmrphIsmEXPXXXXRXXESEXXAmmX X AnT XX P XX e XXX IMAREX G EXIXESRAREX

ind o

l'application tangente & EK —P enz : Tz(g )ﬁ‘Tx'(P) est injective .

(i.e. gf._.P, non ramifié en z) et son image est "transversale" 4 V
i.e. sa somme avec V est Tx(P)' Alors E(x,V)  (dont nous savons que
.’ .
: o
c'est la trace d'un ensemble xmz%xxﬁxim bien déterminé de G sur G(k))

Rk Rt atek 44

T gy vee g —

est de dimension \< N-n2l . - Moyennant cette coﬁdi‘tion, = l'apr

i cation du ctitére jacobien et -un comptage de dimensions montre que .

\fermg_E / : :
l'ensembleYdes poihts e X tels que X —+ G soit non lisse en x, ou
P — & non lisse en f(x), ou P —> P ramifié en f(x), est de

dimension  n + (N-n%l) = N-1 , (X étant lisse partdut de dimension n>

'-'g:;'dominant, et par suite 2, est de dimension dim Z - dim G = dim Z-m. .
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Ce point acgquis, ..on conclut aussit
‘ ¢

o kit

- penc dim E  N=48im B , donc B = ¢ , et 2 forttori fy est lisse

o

A

2. la validité ‘des variantes

évidentes @e 2.12. & 2.18. dans le contexte actuel. b/
oS ; ) - V
Le passage au n24 d'une section générique & une section généra

ét les développements du ne5, sont évidemment valables dans le cbntexté :

actuel (mais sont & tel point des tautologies ou reditesxxgnimn des

par 8, 9 12 ¥ qu'on hésite 2 les énoncer en forme) De méme lesV ¥

{

'ideveloppements,de 7.1. , valables en tous cas s8i k est imfimi alg clos -

;i(et méme si k est simplement infini, si on suppose G rationellex sur k)

:'¢t les'cqs particuliers 7.2. , 7.3. ; quant aux resultate 7.4. say

fﬁ?est évidem%gntaggl%a% 8nspéc1ale % la gituation des sections
hyperplanes . Comme j'ai dit, les nf%s 3 et .6 sont suspendus & l'ext:

gion du th. de Zariski.

" I1 resterait é étendre également les résulnts du n28 (respris al
n? 12), qui prendront peut étre comme-g¢a une allure plus sympathliae.
Je te conseille méme de commencer par rédiger ces résullats dans ce cadr:

en essayant de pousser aussi loin que possible dans cette voie. J'ai

l'lmpression qu'on doit pouvoir recuperer au m01ns touu ce qul n est Da<

donseouence dlrecte de 8.7. c¢) (exk encore pourrait on. essayer 3

‘d‘abstraire des condltlons ax1omat1ques faisant marcher une varlante de

8.7.¢). Je me borne & ces recommandations, mais suis prét & y reveni:

avec plus de détails si tu as des difficultés particulidres.
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Ensemble singulier et supersingulier d'une fonction,

Un nouveau n? t

ﬂbéi’in.ition 1 Soient X un préschéma régulier, ¢ une section de Gx . Un .

Upoint x€X est dit zéro uﬂminmmngﬁnxxhu;x gglier pour g!
supersingulier si c'est un zéro singulier

si ona g éBx, zér0

,e‘b si de plus _1'élément de no/m ® ~ Sym(m u_ 2y qu'il définit,
,;; :Ln‘terprété comme fine forme quadratique sur le dual £  de &/gxz sur k(x),
¢ est une forme % dégénérée.( Un zéro singulier qui n'est pas supersingu-
i3 . . '
“5 lier est parfois sppelé zéro singulier ordi_naire').
:’ . - : non
;. Remarcues 2 81 x ¢V(§) ,alors x est un zéMngulier de g . sss
‘% ™

g!x #£# 0 et x est un point xEzmix non slngulier i.e. régulier de Y(g‘) ,‘

i.e. 883 x est un point régulier de V(g) et V(4) # X au.voisinage de.

g oy

i . T .
? Définition 3. Soient X un préschéma lisse sur un corps k, § une

section de 0 , x (-V(g!) On dit que x est wun zéro géométriguemen’c

{ singulier dExf (resp.. géoméjrriquement supersingu.liev ) de ;5 rel é, k,

i' . : . .
: si pour toute extension k' de k¥ et tout point ‘ de X é. valeu.ra dans
k )' localisé en x, le ‘mEELr point correspondan'h x' de Ik, est un zéro

gamm singulier (resp. supersingulier) de ﬁk. .

R R e T T I I S i Tt . a——.

A




a) ] :
Remargues 4. Du ix critére qui sera développé tout de suite, il résu

te que dans la définition 3, 11 suffit de tester avec un seul point
7 & valeurs dans un k' - on peu‘c: par exemple piendre k'=k(x) ou k(x), !
le' point " canonique 2 valeurs dans oce k'. b) Il résulte de la ramz.
Jque 2 qu'e' x est géométriquement non singulier pour ¢ as-é‘ ,"5# 7£ 0 e
V(g) est '_]_.iss_'e_ sur k en x. ¢) gupposone que 1'on ai unrééc;héma X 14
sur un éufre g, Anne gection gf-de Oy et une xG V(gf), alors on dit que

est un zéro si.ngulier (resp. supersingulier) rel A ¥ ’ 8'11 l‘es‘b

rel 3,k(s) sur la fibre X, (8 étant 1l'image de x dans ¥). d) Sous

_; les.conditions de déf l, on voit tout de suite que la singularité resp
g supersingularité d'un x ¢V(g) pour 4 n'est pas modifiée, quand on
%‘ remplaée g par g'=ug , ol u est une unité en x. Il s'ensuit aussitdt g

la mxximx définition 1 et par suite aussi'la déf. 3 B'étendent de fag¢
évidente au cas ol § est une section d'un Module inversible L (de fago

4 redonner les définitions initiales pour L = OX)

ﬁmxxizxmxiumﬁm&% ~ Soit Z un préschéma lisse sur un

autre Y, et soit § une section de gx y @'oll une section dX/Y yf de

Py /Y , se réduisa.n’c en la seﬁtion dx e d de PX /Y , laquelle elle-méme

\

se reduit en la section dg‘ de PX/Y OX SIT3 posé, on a la -

. roposrhion 5* TlensSemble des zéros de~ agf ( resp dlﬁ ) !E;E;E
A=st respectivemen‘t égal A _l'ensemble V(d) des zéros de gf (resp. a

L 'ensemble V(;!)Si‘ng des zéros de ¢ singuliers rel & §) m

e

RS 1t o N,

- La premidre assertion est trivialse, la deuxidme n'est autre.

que le critére jacobien, ou si on préfdre résulte de 1l'isomorphisme

-

lcanonique m /m 2 &‘ﬂilfq (x) _Jorsque x est un point rat/k d'un
j \ A} — AY -

\
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préschéma x sur k, nxﬁmixx&xmxrxyuxurituxxanﬁxx&gm@xnuhn

pxﬁnﬁ&ninxuminmnnmpm:nxxxmixxmimgxxxxgxxﬂiﬁiixixxxﬁx

Notona que gr ( X/I &'DI/Y ., par sulite la rgstriction )
lg! \V(g!) peu‘b 8tre :Lnterprété comme une section de _-'Q}]E/Y 2 gv(g{)
5 qui nlest autre d'ailleurs que la restriction de X/Y- g a v(g) . Nous '

pouvons alors conaidérer le préschéma des zéros de cette section , que . il

..

¥ nous noterons V(;ﬁ)gmg , et dont 1'ensemble soue-jacént n'est autre -

que 1'ensemble des zéros de ;5 singuliers rel 4 Y en vertu de prop.5 .‘:;‘ﬁ .3 |
de type fini
( NB si1i # )( est une section d'un Module localement librelE sur un

ig@schéx%]m I, on définit de facon évidente le eoua—préschémades

zéros de ¥ , par exemple comme défini par l'Idéal image de E_ — 0%
a .

‘transposé de £ ; lorsque B = O ot Y= #»éx (,)"l’”’ﬁn)’ ‘alors.cet

idéal n'est autre que _Z)(i Oy ,qui définit V()ll,..,]in) )« Prenant
sing o

maintenant la restriction dzgf ,V(g{) , et notant que

( /Y) 2 Symm (’&X/Y)’ on ftrouve une section canonique M(ff) de

n

S 20
point de Iré. valuars dans des corps ...) cette section est précisément

. On vérifie immédiatement que (prenant des

i celle qui détermine les formes quadratiques envisagées dans déf 1
S _(da.r.}s le cas mommxxam d'un X déduit de X/S par Spec(k)— S).

~en déduit une description de 1'ensemble 'V_(g!)v'srj‘rlrprB:LI18 en termes de

_cette section, de la fagon suivante: interprétant M(g) comme définiss:

‘'homomorphisme -

/ | Qil- o
M : x. O — 2. 0
W e o Riaing ™ /xSy Qparns
i1 faut prendre 1'ensemble des points en lesquels cet homomorphisme . .
sup sing |

n'est pas un isomorphisme. Cela montre en-particulier que v(g)
Ce C‘_LMH

est un ensemble fermé. On peut e préciser,/aﬁ'fntroduisa.nt .
D(F) = aét u(f) € T (ﬂm © ping
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. Proposition 6.

" constante m pour fixer les ddées. De plus, nous supposons gue v(4)

I P

-l
30
wX/yo"\M

en supposant X de dimension relative d sur Y en cﬁaque point. Il y a

lieu de désigner par x32P v(p’)sup sing 4, Bous-préschéma fermé de
donc de X )
m V(p’)smg (Téfini par 1'mmulation de cette section (d'un Module

inversible cette fois gi), dont 1'ens emble soua-jaoent est ce qu'il

faut. I1 y a lieu 'de résumer csette construction dans une

Dans le cas général, on ne peut dixrm dire rien d'e plus ?récis sur
V(£) 8108 o v(g)BuP sing Néus allons examiner maintenant un cas
ﬁartioulieg,intéressaﬁf Qansﬂ:ertaines applications. Nous supposerons

que Y est également lisse sur un préschéma S, avec une: dimension relatis

sing

que nous notons simplement Vl pour simplifier, défini par l'annulation

. ;\A
de la section dlﬁ du Module_f%/Y Gmexxmgrxd loc libre demwx rang &+1,

est 1lisse sur S de dimemmion relative (m+d) - (d+l) = m-1 . (NB Bien
enfendu, les notations V(d)Sing et V(g)5uP 8ing Sont ambigues en ce sens
qu'elles ne font pas intervenir le préschéma de base ¥ auxquélles elles

se rapportent; dans le cas actuel, i1 est sous-entendu que c'est Y,
an_il_résq%te aussitdt .des hypothésesy ﬁ
et on notera d'ailleurs\ que tout,ggiﬁéaitéf)GSt non singulier relative— °

ment & § ). Dans cette situation, nous pouvons écrire le diagramme

suivant 0
< LT

gt
1
o""P/Yﬁovl i/

)

U VLSS U JpUIR S WYL IR

o1
203 — Dpyg — 0

"—%-93 /s & &1 ~

st i e d atald WL
N N 1
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La colonne provient de la suite exacte de transtitivité pour les

‘, . morphismes é.isees X—Y et Y—=S , en mx tensorisant ‘par Qvl (cela reste

b
v

exaé:b, carstous les modules de la suite sont loc libres). Ia ligne

‘ horiion‘cale est un® cas particulier d'une suite exacte obtéime chaque

fois que sur X X¥mxe-sur S, on & une section ¥ d'un module loc libre P

et qu'on prend le schéma W des zéros, on trouve une suite exacten

Fﬁ 0 —_— 2 —_— N — 0
(si, X/8 est lisse) —%/S OW W/S

et| e premier ‘homomorphisme est injectif exactement en les points ol

W es‘t lisse sur X avec la "bonne " dimension relative (i.e. partout dan

prafigmrment
le cas actuel). €mixhmmmmmrphtsme Cette suite exacte est Fxriimxax

PAXCXAXXRARBXIEXEXAXEHXRX XX QY XF XX AX TR TAT X S A XL o0 Xx{AXEETAXXTHR une
conséquence immédiate de la suite exacte
D 77 S -ﬁ-)]i/sﬁo — Nt

— O

X/s
qui figure au par.l6 (on y pourrait mettre en corollaire la version
. : %
signalée ici). Ia caractérisation de l'ensemble des points ou on

peut mettre un zéro y gauche est contenue dans le critbre Bacobien.

-

Notons que 1'on a un isomorphisme canonique
N 4 R '
= ' =
—x/s 'D*x/s“’O ) d'ou By g g +8%
d'autre part on vérifidé que 1l'homomo ﬁ'gmg/ fx—du diagrammejest ‘nul
!
g/se réduit é'
1 Y
X/s)ﬁ l déj
env:l.sagée. Donc en un point x de X, M(g) est non dégénéré i.e. M(g!)'

gur,le facteur oYl » et sur le facteur x/S ovl

1'homomorphisme)/déduit de la section _M(g) de _E_Ixx_:gz

e

eat surjectif sss 'IA est surjectifyY, et on voit sur le diagramme U\
n

que cela équivaut aussi & dire que V est surjectify(car l'un et 1l'aut:

signifi& que l'homomorphisme canonique demxiEmx la somme des deux sol

' 1
Modules envisagés de -—_(_g(/sﬁ gvl dans ce derniers est surjectif en

Ax). On trouve ainsi :




TTIRET T

" x €V(4) est donc supersingulier rel & Y sss "il consiste en au

E
E
i
|
4
b
'3
¥

Proposition 7. Sous les conditions précédentes (& rappeler), l'ensemble ,:!,["*’!lf

gous—jacent & V(g)°%%P 8lNE 1 1est autre que 1l'ensemble des points de
v(g) sing ;eExt® ol le morphisme V(§g) sing__} Y (de préschémas lisses 7[5

5 i
sur S de dimension relative m-1l et m respectivement) est ramffié. uhe

Bn termes de papa (qu'il faudrait signaler en remarque), un point

moing deux points singuliers confondus” ....

On peut et doit préciser prop.7 du point dwgéﬁl%sché-

mas et non seulement de sous—ensembles. En effet, v(ﬁ)app sing a été

défini comme un sous-préschéma fermé de X , or on peut également définir

un Bous-préschéma fermé naturel de V‘l de telle fagon que 1l'ensemble
sous-Jjacent soit 1l'ensemble des points de ramification par rapport 2 Y.

En effet, 11 faut exprimer 1'ensemble des points ou un certain homomor-

phisme de modules loc libres R ( "D'Y/S 2 0,1 ) — R | _‘QVJ-/S )
n'est pas surjectif. Si g-et @ sont les rang respectii’s, c'est .aussi
1l'ensemble d es points ol KB _,RR n'est pas surject:n.f, ce qui est
auséi 1'ensemble des zéros de la section évidente de Hom (/{E N® R)
(q/-;rq) 2 (/I;?aﬁ (/&Q)‘/ , donc l'ensemble sous-jacent ausp%gsdﬁéma
fermé des zéros de cette section, soit R_an;(vl/Y) . Je dié que ce dernier
sous—schéma est identique & V(g)Z"P sing .. C'est un simple exercice
sux; le diagramme plus haut, compte tenu que V(g)ZP 8ing o5t aéfini
par le méme procédé que celui explicité pour Q— R, mais en termes de

20

: v
l'homomorphisme P ( = gl Oyl ) — 3 (=—_Q§/Y 8 gvl) y Comme

X/Y
il résulte de la description de ‘f" donnée plus haut. Op est alors

ramené & la situation générale suivante:

On = sur un p".ﬁ.‘&ecl:rem/w un module localement libreYde rang m,

et deux sous-modules localement libres P et W de rangs reg}gectifs




p et q tels que p+q=m+l , on utilise la construction précédente relat:

vement aux morphismes P—M/Q=8 et Q—M/P =R , pour trouver

) H ’ ' L -
des sections dx & de P @ det SR det P L= P @ det M @ det P 2
= ] } ' :
det Q % et bde ..= QRdetM@detP T 2 detQ ', qu'on peut

. -
M . PR S

aussi envisager comme des homomorphismes de L = det P 2 det Q # det M.

dans P reap. Q'. (NB on dénote, pour un Module loc libre F, par dét F;,

sa puissance extérieure maxima, et on utiliae que, pour une auite
exacte 0 F' F Pn 0O de tels Modulee, on a un isomorphisme
‘ canonique det F det F' @ det P" ). Ceoi posé, on a commutativité

dans 7 ie diagramme

=1 b
detPRdetQRdetM =L Q ’

(évdentuellement au signe preés, cela dépend peut-&tre des conventions
adoptées pour définir certains des isomorphismes canoniques utilisés,
qui comportent le choix d'un signe ...), donc les idéaux Y(a) et X(b)

sont identiques (puisque P et Q sont loc facteurs directs dans M). NG 2
L vg\u\-\ & V(43=V L) oAt exedh weun st !' vy N A Al P oAb (Q Aran, ~

I1 reste, pour claiiffer complétement la sitm(at:;.on pa.r'biculiére
D
envisagée avec X/Y/S et ¢ , décrite dans le diagramme\pius haut, dx

d'expliciter a et b . 6n trouve d'abord S
- o )

detP:mX/Y ﬁQ_Il ’ det Q = ~¢_) QOV;L_

detM:cJ ﬁOvl = X/Yﬂ‘*i'/sﬁ“vl

(le dernier isomorphisme provena.nt de la suite exacte de ‘t:ra.nsitivité

pour les _51 pour les morphismesx lisses X-—Y et Y—-S), dtou

~ -2
L =~ QI/Y f gv]_ ‘
(NB Yy désigne laxm dét _f_)_él('/Y ) . Ceci dit, 1'lomorphisme _a ce

—

factorise par 1la composante Qvl

= ceoa
EiEEEsSdibaanasae s
Ty




REAS: peciusitchr e

'deP

e

=T S T - , o

2y 2 Q-Vl , et en tant qu'homomorphisme dans c ette composante,

11 est déterminé précisément par lasedtion D = dét M(F) déji envisagée

par ailleuz"’s (‘bjrs modulo un signe & déterminer). Bien entendu,

' 1'homomorphisme b) s'en déduit, compte tenu de la comnmtativité énoncée

i

. ; sJes
i dans le lemme. }xzx roints non supersinguliers, sont ‘donc exactement -

o =2 :
ceux en lesquels _a: X/Y 2 °v1 — OIl est un isomorphisme, et en

3 - ces points, mnxxiximxmxnmmxphmexm le faoteur 011 s'iden‘bij i

1
fie donc exactement & l'intersection de X/Y 8 OVl et - "D_Y/S QOvl
dans ..D}Ji/s 2 Q-Vl . Donc sur l'ouvert dex V¥ formé des points non

supersinguliers, on a une suite exacte

0— o — —D-!/sﬁovl —vl/s. — 0 ¥
ainsi que la suite exacte ' 7 b4
Rl

I1 faudrait résumer toute cette situation dans une propositior

récapitulative, et sous une forme légeérement plus générale, en pag§mt

-

d'une section § d'un Module inversible =xmx K dar X - ce qui oblige

34 tordre par XK un certains nombrex des Modules introduits dans les
considérations précédemhes. C'est en effet cette situation qu'on
rencontre dans le par, des sections hyperplanes. Signaler aussi que
V(;&’)Si‘ng mﬂ et V(g)%9P sing changent pas enremplas:a.nt $ par u j
ol u est une unitd, = ah A‘Q\VO{\ W "‘(’) Sk iRy LG W
X ,,_gtﬁx-«w\,uc N AT CUE NEIVERA R By PV ) S S T P4
Remargue Sous les conditions envisagées sur X,Y,S,$ , comme ZZ&HK)
U = V(gf)sms- v(g)5uP Sing g non raunffié sur Y, ses fibres sur Y son

discrétés, oce qui :melique que pour tout y €Y, tout zéro singulier ordi-- i

. naire de §_ dans Xy est iso0lé dans l'ensemblé des zéros singuliers, ==

/

.. Uv\"y

S=Lfortriori—est 18016 dans l’enaemble des points non lisses de V(gf )/ x(x

Raxrxenitws On en conclut ( ssi‘bﬁt que 81 4> 2, c'est un point géométri

2~}




ey

b4 talhhtainians o 4

9

de V(;J) eh ce sens que toute générisation im x' de x dans V(ﬁi) est un

“point régulier de V() (donc si le lieu singulier de V(gf) est fermé, 714

| IV , mais le par. 16 ne semble gu.ére le lieu. Ou le mettre ?) Il i

Ty ‘

ment normal de Yy sur k(y), (puisque de toutes fagons X Vy est CM ). i
- : ; Al

On peut montrer plus généralement, sous les conditiops de déf.l , que
Risihi

x est un zéro singulier ordinaire, alors x est une. singularité isolée

ex. 81 X est "exacellent" , x est himn un point isolé de cré: liéu ‘éingii

er) Eaxsqxn (Pour bien i’aire, 11 fa.udra.it :anlure ce résultat au C’hhp

8'ensuit que si X est lisse sur un corps k, et si x est un zéro géomét: 1h

quement singu.lier ordinaire, alors x est un point is0lé de l'ensemble
Genn . )

‘des points de non lissité de V{P) donc est)normal si d.imx(X) > 2,

nécessaitement ) '
(mais/KoT'ﬁm's‘f)dimx X =1, comme on le %ﬁ‘e par exemple sur

le cas type § = x¥ , x et y fonctions coprdonnées dans le plan affine)

AVTERRS "’“'jﬁﬂ'—v"—. smfegom 2 (M) e
L — )_A.—\KM Q( c)\.' (At We\).h}-- \'V\"\‘l\‘?\.(ﬁu K
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) . s
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E*'i ‘est bijectif, ou ce qui revient au mém? surjectif (car il 8! agit de

DT Y

i

Avrivé A ce point admitable de généralité, je m'apergois. malheureuse—

,i ment qge ces, développements sont encore trop particuliers, et du'au lieu

3& d'un 80 s—préschéma défini par une seule section de QX‘,'il,y”aglieu de

s

f{con91dér?r celuil défini par m sections, ou ce quifevient au.mépe,,par un -

{ homomorphisme E ——*0 , ou E est un Module loc libre de rang m. Je te

=X

‘ﬁ liisse le Soin de décider s'il ya lieu dés le début de commencef avec le L
“cas general guivant le principe qu'il faut procéder du général au parti-isl,

‘*chlier.

ons d'abord une terminologie pour des. anneaux A 2

adgmeﬁtaﬁion A—%/I (qui sera utilisée égaiement dans le contexte
faisceautisé). LX\augmentation est dite réguliére (ou devons nous dire
quasi-régulidre, avec les définitions adoptées au par.l9 ?) si/’f/& st
un A/I -Module projectif de-type fini, et i’homomorphisme<

9:5ym (1/T4 — ery(4) - a\.skfp‘

est un isomorphisme. Nou dirons que l'augmentation est "quadrathue

ordinaire" lorsque a) ci-dessus est vérifié, ainsi que b') l'homomor-

phismesgaggnique précédent un noyau engendré par ;QZ » lequel noyam X

est un/Module inversible "noh degenere" de Symz(I/IZ)"Y“Pdr "non dég

~néré" nous entendons que l'hompmorphlsme correspondant

- re (U —%» U2 }

(deduit en utilisant l'homomorphlsme canonique

Syn?(1/1%) —% \ me (112, ) )

‘t

sur A/I .
Modules projectifs de méme rang en chaque point),. ou encore : prenant

localement une baseYde g ’ ixhnmxmxxpkxsmgxgaxxxspﬂndxni la forme .

quadratique cofrespondante sur (I/I ) o5t on dégénérée. I1 suffit




bt ot acdlih 400 o beads o bie U A dannte A4 SRS 2okl

\

. ofar 7
d'aklleurs de vérifier ces derniéres conditions; xf/les fibres réduites

en les. dl:t‘ferents idéaux premiers (ou méme slemen‘}: maximaux) de A/I .

de by
PrOpositlon 8. Pour que l'augmentation A4 A/I soi’c/"/ratique

'alors le rang de gry 2(A) en ce yme poin'b est égal (ou simplemen‘b

-tion par #

ordinaire, il f et 8 que les conditions suivantes soient vérifiées°é§ a

Les gr—(A) sont , .- :
C1e) B (-p"}afre‘ct—ﬁ'ﬁ':ty :fini sur A/I .

, 29) . 81 d= désigne le rang de ng(A.) = I/I er'irun ggSpec(A/I

) 3 (Il"l’d) - ( D—Z"i'd) G- ) .

3 )« (12 et 22 impligfent déjA que X = Ker gg' est un Module
. . 2 2y \'
inversible localement factefr direct dans M Sym“(I/I°) ). Le sous

2

Module K = Ker 8 de Syg (I/IZ) est non dégénéré.

ALa démonstration fest immédiate & partir du lemme suivant', que—jo—%

. »
= ettt € @, v

Pxmpmritim Lemme 8. Soient B un a.n.ﬁeau, M un B-module projectif de ‘

type fini, 4 ¢ SyA“(M) wun élément f'nonv dégénéré" ‘,\ glors la“mJi'i::i‘.fS:J‘.ica-

> .
S# M)——> Symn@(M)
est 'cm isomo phisme sur un sous-module facteur direct, donc le COnoMFu

est un Mog ule projectlf de rang (n+d) - (" 2+d)

si M est de ra:ng’_d.. ,

\ On est immédiatement ramené au cas ou B est ie isiﬁectre"d’ﬁuﬁ':c'érp

ou c'¢8t trivial l(en fait, le "non dégénéré" nous a servi uniquement

pouy assurer que les g(x), x ¢ Spec(B), sqrft tous # 0, et on "pqurraif“

{ frmuler le lemme plus raisonnablement en remplagant 2 par un entier

VA >1 -quelconque, sans parler de non dégénérescence).

Proposition 9. ‘Soit A un anneau augmenté vers A/I, & augmentation

régu.liére, 1/12. étant projectif de rang n sur A/I . Soit E un A-module

SEIP LRI OIS

e e
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4

gmditinxxigg%}[x B'= A/u(E)A , muni de l'augmen

tique ordinan.re, de rang. n‘&n-l)=,

B est (Celui du Module projectif J/

? phisma naturel K —> §

B “"non dégénéré" .

tique ordins,ir o - - '. . R o o
. . . . . Mt
\/A/

]
}

:;._ l i,rojectif de rang m, u:E — I un homomorphisme, d'ou un ho _"omorphisme

’

uRid : EgA/T — :t/I2 .

A/I .
ion B—B/J = A/I

(ou J = I/u(E)A ). Les deux conditions sulvapfes son‘a équivalentes:

ISR
(1) " L'anneau ugmeEnit B Effocest g’une augmentation B—B/J /qa’a?E;-
+1 (Wugmentahoq
(ii)_' K = AKer‘ uﬁidA/ est -un Module inve;:si"bleé et l.’hémom:oaz
(3/3%) = syn?( (1/1%)/Im BRA/T )  est

s

" I1 serait peut-8tpd plus clair d'introduire une notation Vo= I/I ,

et W= J'/J2 = V / E@A/I . IL'homomorphisme qualifié de naturel

dans (ii) ent en notant que K =8 envoie en ‘cous cas dans

R/t W(IB)) = (1%/1°)/In B ~ syw(1/1°)/ In (1/1%)0(zas
ou  I/T2(B 2A/T) — Syn>(I/I%) 'est défini via 1'homomorphisme
. v . .. . . . ' . ‘ Ah
canonigfie de muikiplication - I/I2 ) I/l'2 —> Symz(I/I‘.2 ) . Ces ®explici .

tat} nsnpose’es, la démonstration de la pfop.9 est é.\p.eu prés. triviale.

Corollalre 10.  Soit A un annea local regu.lier de dlmensz.on n, m son
ST =A/m,

ideal maxlmal B un A-module l:l.b e de rang m, w:E ——-M un homomorph:.sme, B e

ﬁmxmxxnmximgxx B = A/u(E)A, n __/u(E)A l‘idéal maximal de E

V= m 1_11_2'7,’ W=n n ﬁg;f ¥/ Im Egk . Conditions équivalentes'

(1) B est de dimensifn n-m (J..e. , en termes d'une ‘base iz (di) é

"E lesi :Lmages des g!i fns A forment une suitx(-q'é‘g-u\liére. et Est le

xmgmxinqun pomt rmé de Spec(B) est une sin 5& larité quadra‘blque

ordlnaire (par qugi nous entendons que l’augmentation B»Bf{mg B

Zu(;ﬁ)

(11) T¥ existe une base gy ,...., fiy’ de E telle que

104
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fi-(n-1), et b) 1'izmage de u(g_)

 dans A -1 admette le point fermé Spec(lAm_l) comme zéro singulier

_ i
W(cf définition 1).

(:Li bis) Prmrxtmake A Le rang de ~Im(Efk — V) est m-1, et pour

toute base (55 ) <4< e E. telle que les images des g, (1< i'g m-1)
dans V 1¢ i . LR ERE O RE _

gsont linéairement

i
épendantes,x les condi‘bions a) et b) de (ii) sont

~

. satisfaites. 7 o _ S
(:_Lii) . IL¢/noyau & K de EQk—V est ‘de dimension 1, et si écK,.{Of
rerfarme LYolément de Symm (W) défini par '] est une forme quadratique

non dégénérée.

bl A ot iitare dod a0

Notes que l'analogue des conditions (ii) et (ii bis) aurait déja

pu remonter dans la proposition 9. Il y a lieu d'introduire la terminolo

v il omgii 4

gie suivante: si X est un préschéma régulier, E un Module localement libr

émgm sur X, u: E— Qp un homomorphisme i.e. u une section de

E_ , on dira que 1'élément =x de V(u)_:V(u(ljJ_)gX) est un. ZEXEXTEEAEAXIIR

e S

"géro non singulier rpour-"-'u)' 8f u est QX -régulier i.e. &im Qv<u) <

= dim 'Q'X,X

ce quli en termes d'une base , dl,..,yfm de E au voisinage de x s'exprime
o s 3 : .- e S o . . . .

- rang_ E , et si de phus x est un .pon}nt réguliex: de V(u),

- aussi en disant que les u(ﬁi) forment une partie d'un systéme régulier
de para.mé’jtres.“ de QX < 7 -dans le cas ‘contrai're, x est dit un zéro
. Y . 2 N S, .

- singulier. On dit Aque‘-x est un zéro singulier ordinaire s'il satisfait

“'aux conditions équivglentes du corollaire 10 (ce qui implique que c'est

'l bien un zérq singulier), ol évidemment A=OX < etc. On dit encore que
s o LTl . X ) - B

X ‘est un :Zéro' supersingulier s'il est s:.ngulier, sans “dtre singulier

ordlnaire. Donc non supersn_ngulier = non singulier ou singulier ordinai

Enfin, lorsque X est lisse sur un corps k, on introduit les variantes

géometrlques de ces notions de facon évidente. On notera Que dans ces

Tall|
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notions, mis & part m{jt% condition dimensionelle = la condition de
ox—régulari‘bé, le caractére de x se voit mxmx eh fait sur. la nature du

point x dans V(u), i.e. sur l'anneau local gv (éventuellement consi

(w), %
dére comme alg)re ‘sur k). Lorsque (dans le cas d'un corps de base k)y
X est ra‘tionnel sur k la notion relative a k coinc:.de avec la notion -
absolue, comme on voi:c_cogm._g_.g_ans le cas ol E est inversible. Enfih,
1orsque X est 1isse ‘$’ et u: E— OX ea‘b encore un homomorphisme avec
E 1oc llbre de type fini, on definit les notlons correspondantes relative
'men‘b é S, en regardan‘c fibre par fibre. On nemarquera que sj‘. x est -

non supersmguller rela.t:.vement a‘i, alors V(u) es‘l: pla’c sur S miztm €

x {(car u est OX -régulier relativement & ¥ cee)e

Bien entend;u (a signaler tout au moins en r emarque aprés les

‘ f 7définitions en forme) on pouvait tou‘t auss:. bien partir d'une section u

ay:

d'un Module loc libre E y les- deflnn.tlons precéden’ces 8 appl:.quen‘b en

interpre‘tant u comme un homomorphlsme E N OX

Lorsque X est lisse sur ?{, u:E ;_—oOX- est donné avec E loc libre

de rang m, alors 1'ensemble des pm}zt%oslgguilers rel 4 S est l'ensemt

sing

' sous-jacent & un sous-preschéma fermé V(u) Vl bien détermine de

V(u)=v° , obtenu ainsi: on condidére atu sec’cion de PX}’K(E )
restriction ?:1 ;,V,o peut alors s'interpréter comme un homomorph:.sme_
. 1 .
Eg0, —> L 2 Ovo _

X ' =yo - X/X
*&‘ et V(u)smg_vl désignera le preschema des zeros de xxxixmxgmxﬁm
Emn&nxaiﬁnmmmﬁ%mnnxﬁm&gxﬁﬁgﬂlxxxpnxxxx&mxxflxxxﬂx

nmnmthrpknmxxmxm 1‘homomorphisme correspondam:
/\E@ 00 — _Q.X/q,ﬂ %0

i.e. d'une sec‘tion bien de’cerm:Lnée de XN ﬁdét(E)-l@ Qvo .

=




W - Pour caractériser par voie différentielle les zéros singuliers ordinair

»7'» ‘relativement A ‘6‘, on note qu'il faut simplement exprimer iesi conditione

de la pfoposition 9 pour l1l'homomorphisme mzimxrX déduit de u

+

y —u:L se.réduit d'ailleurs & une condition "d'ordre-2" i.e. portant seule- Hell

"inent sur l'homomorphisme correspondant. )
2 2 Lo .
PrmB)yl2>(Pepdyl o .

. KTV OURR g .

Il faut exprimer en premier l:fLeu: que le noyau /Ade -

(=) | Ea— (Q-X/g)vl |

en x est inversible et facteur direct, i.e. que l'homomorphisme enx¥sggé

(qui en vertu de er‘l'es‘t de rang m~l en x) est exactement de rang

m;-l en x (NB lérang d’uh homomorphisme de sdodules loc libres en un
T~ . - '
point est par définition le rang de 'lhomomorphisme de vectprtzls sur k(x

correspogdant), ce qui s'exprime en considérant
c e Qo1 :
N D@ “
le schéma V" des zéros de cet homomorphisme ( V" cVF ) et en écrivant
simplement x qé V" ., La définition de V" assure que K \Vl-V” est un -

Module iz;rérsibie, et que le conoyau W de (x ) est tel que
'ﬂ'[V‘l—V“ est 'localem-ent libre de rang égal & a{—(m—l)’f (ot ol est 1a .

‘dimension relative de X sur S, égale au rang de ..Q}]é/?,). Appliquant la

é‘dn‘s't;u’c”éién.'e;;liquée .av?c la prop.9¥ on trouve mAfakERARE un homomor="
phisme o S - - o=
L s K_' N mg(mz .
| et il reste & exprimer que ce dernier est "non dégénéré" en x. Pour ceci, i
? - :ih'ti'oduisoné'-leu disci‘iminan‘b ' ) T s o
__— D ¢ I (vivr, 220 g ast(w)? )
. (ot les exposants désignent des puissances .'bensorielles d‘e Modudkes

.

FRTE T T
\




. anersibles) Posant V‘2 = V(D) , qui est un sous-?réschéma fermé de

V‘l-V" , on.trouve donc que 1l'ensemble des p=mickR*sX zéros singuliers -

. !
ordmalres rel H n'est autre que V‘l - V" - V2' » 1.e. l'ensemble des

zéros supez‘s:.nguliers ESX rel & S est A V2 . ‘ '

& -

Au moment de l'introduction de V", 'en affiz"man’c que " ¥ et K sont
locglement libres sur Vl-V" J'ai wtilisé enfai’c général, que je dégage

ici en lemme (ol Vl-V" est devenu X)

= -

Lemme :Soitnt viE—TF ‘un homomorphz.sme de Modules 1ocalemen1: libre.
. m
sur le préschéma X, =EIxzmit m un entier > 0, supposons que /Au soit

nul. émhmmmmnmmaxpmmmnAlors

m—-1
/\u ne s'annule en aucun point (du point de wvue flbres réduites, bien
gss

sur)xxxiizes u(E) est wun sous-Module - localement facteur direct de F,

localement libre de rang m-1l, fu o Moon bf* oY Vo w-f A
I1ya l:Leu de résumer ces constructions dans une proposition :

qui genéralise prop.6 . Il faut voir comment on peut généraliser de méme

Prop.Te. Pour-ceci, on suppose que Y lui—méme es’t lisse sur f@n préschéma
de dimension relative N, ,

gtfonc X est lisse sur S, de dimension relatlve N+d$‘ou d est celle de .

sur Y. On supposera de plus.avec les no‘tatlons precedentes V"_ﬁ, i.eca
(c'est tjrs le cas si m=1 }!) -
¥ localement l:.;t}fe de rang- d-m+lf’fn—fm, on supposera les sous-—présché

masfermesi&ﬂ'misses sur S , de dimension relative m:tmx en chaaue :

point minima (pour les données d,N,m) , =ExEEX c'est & dire, comme

! on constate aussit8t, de dimensionsrelatives (N+d) - m et

(Nd) - m - (d-d +1) = N -1 . (Du point de vue rédaction, le mieux
; semble dé .pos.er.‘bru'talement g@es nombres, peut &tre plutht en' tenmes
"fde codimensgion fibre par fibre, celle de v® dans X étant m,i celle de.

Vl dans V° étant d-m+l ; et de signaler en remarque: la justification

de ce choix - par le principe dw la dimension minima e dimension ¥gEmExiz

“ \" ih\




RO 43 "génériquey;. Ceci posé, il faudrait vérifier que 1'ensanble v2

by 2

des points supersinguliers de u rel. & Y n'est autre que l'ensemble des

5
;]
s

points en",lesquels V(l).——, Y est ramifié, et préciser ce point
comme unef;-iden‘t:ité de sous-préschémas fermés de X, V%:“sous-;préSché:
*dé ré.mifi‘cqtion” de Vl—- Y. Je n'ai pas fait l'exercice en dé'ta:\.l,

mais ne doute pas qu'il ne puisse se fgire par essentiellement le méme

genre de dévissage
mEXhmdE que ceITiI‘ développen aprés la prop.7. . e

J Si E —-»F est un homomorph:.sme de Modules localement libres aar

le préschéma régulier s -
(X,de rangs met d (m.\ <3d), et si T est l‘ensemble des poin'ts de X en
on peut montrer que

lesquels le rang de u est <m—l, alors (Z7est de codimension ) d-m+l

"en chacun de ses points, EEmNEXERXYEXILXEXIrx#diizfENENLXRAXXXERNXIEAREXE

myxIxpariiTxeuxExgxmeixxgx

n
[
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v
i
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17.15. Formes liSSeSj#:—C,__,, ot 1T A (

———y
Y

NB Je viens de m'apercevoir &Le la terminologie introduite dans

{ SUP .
rédactién/dﬁlaa Supersingularité est déraisonnable, et conflicte

&%;1en‘;articui1er avec la terminologie recue. (De toutes facons, tu asrdﬁ

1;5 nété? que dans la déf.1l de ce texte, il faut lire "dégénérée" au lieu de
72non<ﬂégénérée"). Le canular provient des variétés de dimension paire

{¥3 en car.2 , EREXtEXYEXYAXLIELE défipie&par exemple par une équation g=0 .
daﬁs une variété ambiante de dim impaire, car a&ec ia terminologie de mes
notes, une telle variété ne peut avoir dexxéxnxxing“point singulier
onhnaire” (= singularité quadratique ordinaire), i.e. g ne peut avoir
de“zéro singulier ordinairez da au fait qu'en car 2, une forme quadratique
4 un nombre impair de variables es£ toujours "dégénérée". Or tout le
monde a toujours considéré que mé€me en car. 2, l'origine du c8ne affine

x2 + yz = 0 est une singularité quadratique ordinaire. Dans les présen-
tés notes, je dégage la notion de fHrme quadratique lisse (ou "oriénairgﬁ

(sur un Module loc libre de type fini), de telle fagon que

non dégépéré =»lisse, la réciproque étaht vraie si E est de rang pair

ou les car résiduelles de la base S sont toutes #2 . Cette notion étant
poséé,.je propose de garder la terminologie7“supersinguliére" (qui ne
conflicte aveé aucune terminologie regue)‘xmmmzx&axxxmmnxtnxxI;‘de spP,
comméNCGIQéSpondant 4 la notion de forme quédratique non dééénéfée;‘on

parlera de méme de point supersingulier d'un préschéma loc noeth. , ou

géodétriquement supersingulier pour un préschéma loc de type fini sur un :
corps, dans le mdme sens (en regardant 1'hom Sym(g/QZ)._;gmﬁ(A) et
ex disant que le noyau ne peut &tre engendré par une forme gquadratique

non dégénérée); donc ce qui dans SUP s'appelait & tort "zéro singulier

‘ordinaire' s'appelera "zéro singulier non supersingulier" , ou "zéro

L S e AL T Ds D) BMIILLN 4 P LS Skt Wi We . By st
T = — b — 7 = ,
S i WA = £ 2.
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singulier quadratigue non dégénéré" sin on tient 2 une terminologie

voisine de la terminologie x# recue en car.0O ; de méme, on pourra I

parler: de "singularité quadratique non dégénérée" d'un préschéma loc

'noeth,g resp. "géommtriquement wuadratique non dégénérée" quand on est
lééid; t&pe fini sur un corps ke Par cont?é la fermiiéiogié
"zéro singulier ordinaire" ou ﬂieux "zéro quadrathue ordlnalre"
et de méme "31ngularite ouadratique ordinaire" "siggularite géometrqque-
ment quadrathue ordinaire", devra s'entendre (conformement é l’usage)
comme correspondant & la notion de forme quadratique lisse. D'ailleurs,
il peut €tre indiqué de remplacer le terme "ordinaire" par "élémentaire’
et d'étendre cette terminologie aux singularités pas nécessairement
gquadratiques, mais de multiplicité quelconque. Tu me diras ton impressic
a cet égard. - I1 semble bien d'autre part que le t exte SUP soit

formellement correct, en particulier dansprop.7 la notion qui s'introdi

vraiment est celle de zéro supersingulier. Cela n'empéche qu'il y aura:

. . . R EInEXEX
lieu, au moins en remarque, d'introduire aussi FEEII X%~ le sous-

{f?é préschéma V(;!)ult sing 4, V(4)SuP Sing;'correspondant'é la considéra-

tion des zéros uwltra-singuligrs, i.e. mmm qui sont singuliers sans &tre

quadratiques élémentaires; il se décrit essentiellement par le méme

sup sing

procédé que V(g) , en prenant le préschéma des zéros du

"discriminant corrigé” introduit plus bas, au lieu du discriminant ordi

:
"
[Y
1
M
3
5
¥
H

naire. Bonc les'seules corrections a apporter 4 SUP semblent d'prdre

terminologique (et elles d ivent porter également, évidemment, sur %%ijm

Qe e yday )

ey —— vy

S YL

) terminologie , B

E manS‘SUP p.10/). Par contre, IV 23.9.2. est faux tel quel
L;; sauf si k est de car # 2 et les composantes irréductibles de X de .

?§~ ‘dimension paire; déns le cas général, il faut supprimer "fn satisfait

;% ‘aux conditions équivalentes de 8.8., en particulier &" ;, le reste de l2

S SRSt

(RSN o
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sroposition semble correct , et devrait se prouver de fagon toute analog

H/
en montrant . que pour xe X§§%ﬁié, il y a une hypersurfacefde degré n 2:2
donne qui est tangente 4 X en x, et telle que x soit un point quadratiqu
elementalre de - XpH , de dimension une de moins .... Bien mettre les

pleds dans le glat, en faisant remarquer que si k est de car.2 et X

connexe(ﬁ— dlmension impaire, alors les conditions de 8.8. ne sont pas

vérifides i.e. L/K est nécessairement inséparable (je crois, de degré

2 exactement si X<P® , mais sans garantie ...).

&

15.1. | Soient S un préschéma, E un Module loc libre de type fini
s;r S, ¢ une séction de §xgmn(§) , i.e. une "n-forme sur i " ol 62;0
La donnée de d équivaut & la donnéde d'une section de QP(n) sur P=P(E)
(réf AIII), et définit donc un sous-préschéma V(#) de P. Nous dirons que
la forme ¢ est lisse 'si V(#) est lisse, et si de plus pouf tout s ¢S,
V(d)s # P, (i.e. #(s)e¢ Sym;(s)Eﬁk(s) est #50 ). On voit aussitdt.
que ¢ est lisse sss pour tout = ¢S5, #(s8) est lisse, mixgmEXxEXIESIEX
grwrxsexps(ce qui nous ramdne au cﬁs'oﬁrs est le spectre d 'un corps) et
que la notion de forme lisse est invariante par changébént de corps de
base (cé qﬁin nous ramene en particﬁlier au cas d'un corps de base alg
ciéé); dhhpéﬁt résumer ces deux proprié?ésren disant que si S's S est .
un morphiéme surjectif, alors g est lisse sss son image inverse g' sur S

l‘est. Bien entendu, si E est un module proaectlf de type fini sur un

anneau A, et é(:SymA(E), on dit que £ est lisse si .... Lorsque E—Aﬁfl

la donnee de d equlvaut a celle d'unxxzxxmx polynbme homogene de degre n

en des varlabkes X ""Xr , et le criteére Jacoblen implique 1mméd1atement

W >0 , 3
que(ﬁzzg;t lisse sss 1'idéal engendré par £ et les ﬂség contient

une puissance de l'ideal d'augmentation (Xo,..., r i.e. contient unc«

.
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puissance de chaque variable Xi .
T L . X 04
de P défini par 1'idéal homogene engendré par Ik £ et les X
L . i

exaqtementgformé des points de V(4) en lesquels V(4) n'est pas lisse sur

Spec(A) avec une dimension relative r—l.qu coh

/ m\}"{‘_.

Plus précisxzénment, lé sous—prEscnéma

est

15.2. Soisnt X un préschéma, J un Idéai?&xxrx sur.X, nous dirons que

1l'homomorphisme "d'augmentation" gx._.gX/g_ est. une "augmentation

€lémentaire de muttiplicité n" si elle satisfait aux conditions suivant:
a) 3/3° = Nypp et loc libre de type fini sur ¥ = V(J).
b). Le noyau de l'homomorphisme canonique
| A : Smy () — eng(Qy)

est engendré par le noggu7d/ ﬂ , lequel est un sous-iiodule inversible

localement facteur direct de §zg0 (N) (i.e. est engendrable localement

sur Y par une section # qui néesk s'annule en aucun point).

c¢) Ladite § (qui n'est définie, localemsnt, que modulo rultiplicati

par une-unité) est une forme lisse . (NB On aurait pu introduire, dans

15.1. ia notion de sous-Module inversiblé lisse de §XQP(E), & vrai dire
géométriquement plus importante que celle de section lisse, car V(g) est
en fait défini par un tel sous-Module ...¥ cela aurgi% l{avantage de
permettre de formuler b) et c) en une seule condition). |

Lorsque n=2, on parlera de "augmentatioiiﬁé%%%géique élémentaire"
Si A est un anneau,inﬁxkxnnﬂrkékixnxx muni d'une augmentation A—A/J,
on conviendra' encore de dire que cette augmentation est élémentaire de
multiplicité A, s8'il eneat ainsi pour .... -Eorsque A est un anneau
local, on dira simplement par abus de langage éue A est "éléﬁeﬁtaire cr““
multiplicité n" si 1l'augEmentation A — A/r(A) est élémentaire de
multiplicité B; noter que cela implique n>2 , et si A esﬁ noethérien,

A est nécessairement non régulier. Si X est un préschéma, n un entier




de Picard, déduit de la section de ce dernier définie par 0,(1), est'un

isomorphisme.

Séit P un fibré projectif sur un corps k. UA Module inversible

e

L sur P‘est dit de degzé n si L est 1somorph a4 0 (n),(lorsque ,

/

dim Pl,l;h cela détermine n enttermes de L ¥ mais i dim P D -
Lorsque P est un fibré projectif sur un base quelconque, un Module -

Cela détermine n, sauf si toutes leg’ fibres de P/S sont de dimg;Q, alo

L est de degré n pour tout n. D} e que L est de degré n signifie auss
la classe
en vertu de et 1.2. , q Iiimzge de L dans Pic(P) est dans

0.5 xi"“k
l'image de!iiﬁomomorphisme (

i.e. que I est isomorphe ¥ un Module de la forme f*(ﬂ)ﬁn) , ol M est .

Pic(S)xZ ——»Pic(P) envisagé plus haut,

inversible sur S. D'aillgurs, lorsque les fibres de P sont non vides

i.e.-E partout de rang/ >1, alors M est déterminé i isomorphlsme unique

pres en termes de L, comme il résulte encore de l.le. et l.2. (A prc

hypotht

‘re sous la forme

pos, je m'apergois qu'il y avait lieu d'énoncer 1l.l. ainsi,
sur le rang de E : tout L inversible sur S peut se me
Ehaiﬁﬁée déné l’énoncéﬁflorsque lés fib}esﬁde P sd6nt non vides*i.e.*lg_~
é é-isém uhlque preés par

e, b Vo I L jpedSd 22
{es de dim )l,'ﬂors la partitio:

e fagon unique par le choix de L. De ce

rang de E partout #£ O , alors B est dét

L ; lorsque les fibres de P sont %
de S est également déterminée

facbn, la remarque ls est éliminée et passe dans la démonstration).

1 = -

Soit P' = P(E‘) un deuxiéme flbré proje 5

tion de Plc(P) permet en prihcipe de déte er les S-morphlsmes

i , S~ s
' g:P-ng, puisque ceux—ci sont défin4s par un Module inver51ble L [sur

127

(i.es D est'vide, ou réduit & un point) alors L est degré n pour tout :

’ alors la determln{.

iﬁversible L sur P est dit de degré n £'il est de degré n sur chaque £i

ST eeTAT IR

I M SR - e s
HEH 3 #

ST

s

T ERii=a
e e e s
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et un homgmorphisme f:jg)e E' (tel que l'homomorphisme asstoié

£HE) o L

g: P—P' es

oit surjectif), modulo isomorphisme en L. On dira que

de degré nei L= gf‘f(gP((l)) ‘est de degrd B. Il suffit

avoir déterminer les homomorphismes de degré n bour tout r
i~ ‘ et P est & fibres de diégedsidn >1__.
.,..'donné. Noter que s8i g est de degré n,( on aura necessairemen‘t n> o

évid emmezft de

(car BUr un copp k,\/g@& si dim P »1, QP(n) n'est engendré par ses
secti’_vq‘r}‘s que sj: n} ); bien entendu, on peuﬁvégepj. sevrestrgi;lﬂvzf‘e gu cas
qh P a ses fibres de >1 (en. procédant comme dans 1.2,). Comme. :c}n a
(£4(8) (m)) = ¥ &£, (0p(n)) = ¥ 8 Syw™(B) ,

on voit que la déterminajion des g-morphismes 8: P —P' est ramenée
: 2 la détermination des couyles (M,u) & isom pres, o M est un Module

inversible sur S et wu: E? M@Sym (E) un homomorphisme tel que

1'homomorphisme correspondant\ $M(E') — £*(M) (n) soit un épimorphisme.
Donc g détermine un premier invwariant de nature globale sur S, savoir

nl(l*_’[_-)' ¢ Pic(S), et cet invariant é par un M choisi, les g correspon-
dants correspondent & un certain so\s-ensemble de l'emsemble quotient

Hom(@_",gﬁmn(g))/l (S,Q_S)*—, le passage gu guotient par le groupe

I (S,QS)* correspondant ault "modulo Agomorphisme” dans la description

‘des g:P—P' via Modules imwersibles (NB\ les endomorphismes resp. autom
phismes d’un L inversible sur un fibré projectif P, correspondant aux

sections resp. sectionsinversibles de QP sur\P,
/

resp sections invessibles de OS (0 ) sur

ou encore des sections

Cas particuliers:}n=0 , alors il faut p ndre les homomorphism

o . Aa Vp o, parmhubim ont,, X
E'__HM qui sont Wié%_:\eﬂlm&e, modulo isomorpRisme en M : on trouve -

- exactement les morphismes g:P— P' de la forme , O0 h est une

~S-/

gont les morphis

section de P! sur S (savoir celle déterminée par lé\\qi)tien‘b inversib.

M de B'). Donc les\'-/éorphrismes de degré O de P dans P

a‘ fidit
Htﬂ it
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~¢s. constants rel. & S. 2) n=1, alors il faut prendre les homomorphi

mes paxiwnixsExjer E'—p PRM qui sont psurjectifs, comme on vérifie

aussi‘tbt', et l'homomorphisme correspondant 2: Pa—) P! n'est au’cre que le

composé ! P(E)~ P(E2M) —)P(E') , ou le premier hom est l'isemorphlsme

.zcanonique envisage dans le Chap II, et le deuxieme l‘ mmers:.on fermee

canonique déduite de 1l'épimorphisme E'-—-5 ERM . Si on appelle linéaires

les hom de P dans P' qui se décr:_ven‘b comme un tel composé on voit dor

que les morphismes g: P—P! quil sont - de degré l aont exac‘tement ceux qm

sont llnealres.
Pour termmer, déterminons les isomorphlsmes de P avec J?' :

"‘heoréme 1.6. Soient S un preschema, P=P(E) et P'—P(E ) deux fibrés
a6 1 A L B Aty b
projectifs sur S ors tout S-isomorphisme B: P=L,P' est définissahle
est un Module inversible sur S,
comme le composé P(B)-"=5>P(EeM)—s P(E"), ouYle premier hom est l‘lso\m’

can de Chap II , et le daaxieme est l’isomorphisme zanERioxE déduit
d'un * isomorphisme wu: B! .L';'E_ﬁg . ‘ﬁé.:csciue les fibres de b3 sont non
vides (resp. de dim »>1) alors M (resp. le coﬁple (Myu)) es’cﬁaétermmn«
a isomerphisme unique pres en termes de g.

D'apres les considérations précédentes, on est ramené.i prouver

que g e%tbggndg%éo% pgstqu pngggrraxfgnﬁ g}ocas ou 3 es%t le spectre 7d'un

corps,,Mals notons que O. (1) est alors caractérisé intrinséquement (i.e

indépendanment de la fagon dont P a été réalisé comme fibré projectif)

. comme® le géndrateur de Pic(P) (parmi les deux générateurs -Q-P(l) et

QH.(—.'L) ) qui est ample ; par suite si g : P—P' est un isomorphisme,

alors g*(gp,(l)) est 'isomorphe & QP<1) , et on gagne. - Sous forme loc:

et moins savante, on peut énoncer:
S~
Corollaire l.7. Sous les conditions de 1l.6. , toutYisomorphisme g:P—P

peut se décrire, au voisinage de tout s €5, & l'aide d'un isomorphisme
u: EJU ~E'|U, ce dernier étant bien détermihé mod mult par un éléme

75




de T (U,Qa)r .

. En particulier:

L7

Corollaire 1.8. Soient S un préschéma, P=P(E) un fibré projectif sur S

deflni rar E 1loc libre de type fini, u un automorphisme de P. Alors u

B

u de EIU ce dernier éta.nt bien déterminé par u modulo multiplicatlon P

: — un élément de IT"(T, OU) /
\ Remargue 1.9. De 1.8. Qﬁm peut déduire @ que le fonct

)m en groupes Autg (P). sur 8 est représentable par un p?eschema affin
b

gﬁ‘ ‘g“"‘f 1

1
1]

“de présentation finie sur S, qui s'interprtte aussi comme le¥ScChéma en
d/ -
~ . groupes guotient du schéma engroupes linégire G1(E) par son centre

Q_m « Ce PL&héma en groupes s'appelle XMXAXSIFURMBREXYIRXXLRXEXERAXAR

L REH el

= G f«:‘k‘% e

le préschéma en groupes projectif, ou simplement groupe projectif, déf

-

T T

= =S ,
. s,_.km preschém_a en groupes GP(r)S déduit par le changement de base
. ’ : P’ -
o 4 -~V R
i¢ S—Spec(z) #tm du schéma en groupes analogue GP(r) sur Spec(Z), appelé
v Ja )
;i’; le Groupe Brojectif absolu.’
i3
i o
i |
. B -
1=

BRI TR L e

DTN

- est determlné au vosinage de tout point s €9 - par un a.utOmorphlsme

[X]

et se note GP(E) ]
par B, [Bﬁrsque B et libre, E ~0 r+l’ alors GP(E ) n'est autre que le .
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et tiprojectifs.

2.4 Soﬁ% comze'au N21 P=P(E), E loc libre sur S de rang > 2 partout.

~1Nou§ ncus';roposons de déteeminer l'ensemble Div(®/S) des diviseﬁrsre;a-
tifsrzﬁglP p.T. 4 S. On sait que 1la donnée d'un tel diviseur revient % 1:
‘donnée d'un Module inversible L sur P, muni d'une section 4 de L 71 |
transversalement réguliére. Or d'apres 1l.1l. (abstraction faite d'une
partition‘éventuelie de S, lorsque S n'est pas connexe) L est isomorph

% un MQQP(n), ol ¥ est un Module inversible sur S, d'ailleurs détermin

A isomorphisme unique prés en termes de L. D'ailleurs, on sait que

l'on a alors des isom cmnoniques
() £,(L)= H e £.(0,(2)) = MeByn" (E)
donc la donnée d'une section @& g de E revient 4 la donnée d'une seftior

de MEBym"(E) . Compte tenu du fait que les fibres de P/S sont inteégres

on voit d'ailleurs que ¢ est transversalement régulidre (i.€: réguli
sur chaque fibre) sss Y(s)#0 pour tout s ¢S, ou ce qui.revient au méme

s$¢ l'homomorphisme
£ B

défini par A est "universellement injectif" i.e. loc un isomorphisme =

r—
ICRS

— Sym"(E).

un facteur direct, ou ce qui revient au méme, si son transposé

P y v -

; n )

; £: Sym (E) — M - -
est surjectif.

Nous dirons-que le diviseur relatif D sur P _est de degré n

si”’gi(g)a L est de degré n au sens du-n? -précédent.. tgrice & I.

= , . ‘ ’ h s 3 : .
peux—D-gonné;,—iIIeXisthe ‘une unigque FHAREE TR en_sonfe dlouverts §

D e
{n' W) tell'

M~
\}
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. Lorsgue D ?O, cela implique n> 0, car .simm‘.e section de
T sur X serait nulle. f&rdce ™ 1.1. , si D est un diviseur relatif

» O sur; P, alors il existe une unique décomposition de D en somme
..disjoirﬁ:e d'ouverts Sn(n&@\:) telle que 'pour tout n¢N , L\P \sn soit de
':‘v.degré‘n.‘Cela raméne la détermination de l'ensemble des diviseurs relal

tifs $ 0 au cas des diviseurs relatifs > O de degré n donné. (Ce

téxte remplacera évidemment le "abstraction faite" plus haut). Ceci p

‘les refexions précédentes établissent la

Propositidn 2.2. Sous les hypothéses précédentes, on a une correspon

ce ‘biunivoque entre l'ensemble Div (R/S) dss diviseurs relatifs » O de
degré n sur P, et l'ensemble des Modules quotients inversibles M de
mn(g)v , (ou ce qui revient au méme, les sous—Modules imversibles loc
facteurs directs ;-,_I_de Spm™(E) ) . Si D et M se correspondent, alors
QP(D) est canoniquement isomorphe & ‘ILIQQP(n), et la section sy s'ide
t:’;fig par c>e;t isomorphisme & ce glfon deviem, compte tenu de ().
Notons que cette d.escrip‘bion est compatible avec Ieut cha':t‘zgemen‘c
base en S. Comp“te tenu cie l'in’cerpré;tation des Modules quotients inv d
gmn(g)v comme les sections sur S de P(_S_mn(g)‘j",‘ on trouve.ceci:
Corollaire 2.3. Le sous-foncteur ﬁ D:I.v];/ls de Div;/s es‘c_;‘?présentg
canoniquement par P(mn(g)v). 7
'Compnte tenu des considérations de 2.1. , il s'ensuit:
Corollaire 2.%. 2_]_._‘]‘_;/8 est représentable cagogiquement xﬁm pe;r
le S-préshhéma somme des P(mg/sm_ﬂ_)v) , MEN .

2.5. _Supposons maintenant donné une famille finie (gi) de Modules

ie I
localement libres dur S, d'ou des Pi = P(Ei)- et un .P= prod:it_fibré de

P, , appelé aussi fibré multiprojectif sur S défini par (E;) .. Pour

simplifier les notations, désignons par Q_i(n) .1'image inverse sur P d

) u
oot

Ilii\ !

L

i

L
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nous RESIXREXZRE pOSerons

e LO (n) =D 0, (n = ﬁos Pi(ni) .

'Ce01 pose, l 1. se genérallse de la fagon suivante:

LProposition 2.6. Supposons les gi partout de rang > 2. Alors pour tout

lodule inversible L sur Re £ibré multiprojectif P, il existe une

 ££££i£imﬁ décomposition de S en somme'disjointe d'ouverts S,» 8 ¢z,

et pmaxximuikgxxx&%xxxxn un Module inversible M sur S, tels que LIPS

soit isomorphe & 0 (n)\P\S . De plus, les S sont déterminés de fagon

iunique, et i=s 1 est déterminé a isomorphlsme unique pres.

207.
///—’ﬁé démonstration xEswitr consiste en une réduction immédiate a 1.1.

Sous les condltlons de 2.6. , on peut donc assdéier 4 tout L inversible

sur P un "multidegré" n = (h ). id ¢ ZfS),qul caractérise L & isomorphi

me prés lorsque Pic(S)=0 . On peut d'ailleurs interpréter n; (appelé

s,

p—tr

"degrd partiel de L par rapport au facteur P d'indice i " ), lorsqu on

se donne pour chaque i une section 84 de Pih sur S (NB de telles sectl«
ns existent en tous cas localement sur S), en notant que ce systeme defln

pour chaoue i un S-morphisme k§

.hi: Pi — P ?

ceci posé, Qn'a

n; =degh *(H)v ;-
On fera attention qu'en général, les n, . ne sont pas des entlers, mais des
applﬂcatlons localement constantes de S dans Z . o s
T Procedant comme au N21, on peut dédulre de 2.6.7lavdéterminatioﬁ'déé

morphismes d'un fibré myltiprojectif dans un‘autre, et en particuiiér.Celi

des automorphismes d'un fibré multiprojectif. Plus iﬁféressant pourrnoué,

ld.
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en vue du par.25 sur le résuliztz et le discriminant des formes, sera la

dé%erhination des diviseurs relatifs ) O sur un fibré-multiprojectif.
208. !
/§§'D est un diviseur rela*tif sur P, on définit son multidegré comme &ta

celul de O (D). Comme plus haut, la détermination de Div+(P/S) est ramen
celle de Divr—l(P/S), pour un multidegré n GQZI donné, qui fournit un
'1somorphlsme

L =0, (D) ~M8, O (n)

, 0

=S .
Or on obtlent, grice au Chap II par.2 (nnvkxxﬁxnnihx
(xx)  £,(D) = lﬂ_ﬁ £,(0p(n)) =M2 @ (E ) .

Proéédant maintenaht comme pour 2.2. on trouve la

Pronosition 2.9. Avec les notations précédentes, & reppaler, on ax une

corr biun can entre l'ensemble Divi=(P/S) des diviseurs relatifs de

IR AR s AL &

multidegré n sur P, et l'ensemble des Modules inversibles quotients M

de §Q§xg l(gi?" (ou ce qui revient au méme ...) . Si D et.ﬂ se corre:
l .

pondent, QP(D) est can isomorphe A gx_ﬁgp(g) » et By s'identifie alors

4 ce qu'on devine, compte tenu de (xx). . : : &

. .+
Corollalre 2.10. Le sous—foncteur Divs P/S de DlVP/S correspondant aw

diviseurs relatifs de multidegré n est can représentable par le fibré ..
proaectlf P( é? (E ) ), et Div;/s est can fép} par le préschéma
somme de ces demigers, pour n ¢} VI | | .
2.11. La détermination précédenteitrés.simp@e.des,DivP/S -est due i la
strﬁcture trés simple de Pic(P/S) '(en-fait, 3 la strgcture"discrété"1dﬁlh”
pféégbémg de Picard ELEP/S ceee)e Noug_pouvdns abstraire le raisonnement - s
fait, qul rev1ent essentiellement é établir une representablllte "relatlve, fﬁ
(par ranport a Plc ).‘ Pour ceci, donnons—nous un morphlsme‘ )
o f: X—5S L o S T

pfbﬁfé“éf plat de présentation finie, et un Module inversible I sur X.
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licus nous proposons de déterniner le sous—groupe DivL(k/S) de Div (X/S)
formé des diviseurs relatifs positifs tels que QX(D)' soit isomorphe 2

un ilodule de la forme Lﬁo M, ou M est un Module inv sur 3 (dépendant de
. : ~X
D). Nous ;supposerons qu'on a

£ (04) 05

ce qui implique que ci-dessus M est déterminé A& isom unique pres en terme:

de D, comme

-1 ' .
M=f (L QQX(D)) .

La donnée d'un D coprespondant & un B donné revient donc & la donnée

&=
d'une. sections g de L@M transversalement régulidre. Or on a Wvu au

. Chap III par 7  Ex{I@MIxxxxExfLI@M:xy qu'il rxxx existe un Module Q de

présentation finie sur S, dont lalformation commute d'ailleurs & tout
changemeirt de base, et un isomorphisme de foncteurs en ¥ (Module qu coh
variaﬁle sur S)

£, (188) == Hom(Q,6) . . ' -
(4 vrai dire, dans loc cit on a supposé S loc noethérien, mais on-se
débarasse de cette hypotheése de facon‘évidente, par le proxcédé Dbréveté
conpte tenu de la commutation de Q au chnngement'deh base). En particulie
la donnéé de ¢ équivaut % mx la donnde d'un homomo;phisme

]t( : Q — M .

Une condition nécessaire pour que g soit tzmansversalement régulidre, . et

qul est suffisante lorsque les fibres de X sont intégres, est que g soit

# 0 xxg fibre par fibre, ce qui en termes de ¥ signifie simplemeht que

Y est surjectif, donc que Mxmmx ¥ correspond & une section du fibré prc i

jectif P(Q) sur S. Oi obtient ainsi 1la- SR
Pronosition 2.1%. égﬁgx%§§xggﬁ'§%gﬁﬁx'précédentes,snxxifﬁ DivL(X/S) es |

en correspondance biunivvuque canonique avec l'ensemble des pmimk section:

de P(g) sur S, correspondant & des Modules quotients M de Q tels que

Vo
R
PR




lx sedtion ¢ de L@ définie par ¥ : Q— M soit transversalement
réguliere. ;
Supposons maintenant que l'hypothése Qg s:.f*(gx) soit encore vre NE

apres téut changement de base, ou ce qui revient au méme gride a III 7,

qu'on ait la condition

(xxx) x(s) 2=HO(X 5% ) |
pour tout s¢S. Alors 2.12. shnplique éﬁalement a tout- XS,/S y Pour un
chnngament de,base quelconque S'-—35. On obtient ainsi le

Théoreme 2.13. Soit f£: X— S un morphisme 4&&& de présentation finie,

propfe et plat satisfaisant & (xxx) ci-dessus, L un Module inversible
. 'f L » + 4 3 K --;

sur X, considirons le sous-foncteur DivX/S de Ple/S défini ci-dessus er

termes de L. €zxfumztrmx Il existe un Module de présentation finie Q sur

S tel que le foncteur précédent soit représentable par un sous-préschéma

ouvert rétrocompact du fibré projectif P(g) ; lorsque 1les fibres de X/S

sont géométriquement 1ntegres, alors Divﬁ/s est reprdésentable par ce
" fibré A

—

xEx#xx projectif lui-méme.

La derniere assertion résulte immédiatement .de ce qu'on avait dit-

‘gvant. Pqur le cas général, on avait déjia noté qu'on.a un moroharphisme
L . * . ) . . .

DivX/S — P(Q) e CoTT e omn

on est ramené a prouver que ce dernier est représentable par une immersio

ouverte quasi-compacte, ce qui nous ramene a prouver que si on se _donne -

une sectionvde'P(g) sur S i.e. un Module quotient inversible M de §~,f

: . _ ous-
d'oll une section § de LM non nulle sur chaque fibre, alors ls\fzﬁgéeur

q du ;oncteur flnal S sur (Sch)/s‘"consistant a rendre ﬁ transversale

S

'ment regullere" est representable par un ouvert retrocompact de S. Or -~

le falt qu 11 est representable par un ouvert prov1eht du fait que f est

EraSALe ~ e~ )

Dropre et oue la regularite transversale est une condltlon ouverte (cf Pa

e D
P

11 ...), la rétrocompacité se voit immédiatement par réduction au cas
noethérien. '

_,

~7
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Sairesy
y : I — —

plat et,loc de présentation finie sur 9, et/T un S-préschém

é/;e xiziexikxs diviseurs (sous—epte ut de Cartier)

'2051t1fs} ]335 étree par S, n sous-préschéma
N 3 . M. B -
ytersection complete Xx EYRXXanE relative de /codimension\ 1 relativemén

rmé d XxST,qﬁi est

% % en chacunh de des points, ou =x¥ ce qui revient au méme, qui est plaf
loc\ de préd finie ] AT

par \rappo aT, e-~indu;t sur cha.ue/;irre dg XT,t =sz k(4 de X gur

T "lelseur de Cartier positif" /é. un sous-preschema qu ,
dang
chaq%; %01n intersection compleéte/degodimension 1.

f3ﬂcteur contravatiant & Xalg s dans (Ens), noté Diw /s - Nous

gh Chap V\ qu'il est repr¢Sentable lorsque Z:X S est projectif.

X = P(E) f\ibr¥ projectdf déAini par B localement libre de type f

11 est possikle avec/les seuls \résulhts du Chgé III de prouver fﬁ\{

DIVP/S est reprégentable par 14 preschéma somme\des P(S E] ?

composangé de -tte somme corresp.ndant aux divise\rs de Aegré relatif lai

‘resulta n'est pas ifddispensable poyt la suite, et L1 suffirs/de !'“

le 1gnaler el Emarque; 8 1'incluron peut étre que e part'@aﬁz/ :J ‘
ItT, etmlmmstaﬂdm1 T

W_,sur X S e el ¥

_Soit D une famille de diviseurs etrée par T (nbus souseenfﬂﬂj

dons par la suite "positif"). Un point x ¢X est dit "paht'fixe"‘poﬁQ

o ——, sy

cette famille.de diviseurs si PTy (x)<:'9/’ae sorte que l'ensemble des

T-—»S ‘est universellement ouvert (par exemple plat loc de prés finie)

l‘ensemble des pointa fixes est fermé. On dit que 1a famllle de diviseu

est "sans points fixes" si l'ensemblejdes points fixes est ‘vide,

,points_non fixes est le complémentalre de prl(xx T - D), par suite,’ s_w‘ipl
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. Earxsxmrxax Lorsque Z est fermé alors X-Z2 est le plus grand ouvert
tel que la famille de diviseurs de K—Z para.métrée par T, induite par 1
fanulle donnée (dans un sens évident) est sans point fixe.

plat
o Si la famille D est sans point fixe, et 81 T es‘b/Ioc de ‘prés fin
' et géom irréd y

sur S é fibres (Sl)falors D est aussi wun diviseur'ﬂe—e'zftrﬂi

relativement & X (pour pryt Xx T — X): en effet, D est défini loéalems
au pomt z ¢ supp D , )

(Par une équation =@ g = 0: et 1'équation induite sur la fibre o

T 1 (x) du point x¢ X' (au dessus de s8¢ S) est non. xienhqnmnxxmmih

nilportente en z (car autrement prl-l(x) D = V(‘dx) x$o0tfendrals, .,
ment u‘.nﬂv_'oisinage de z dans Tx (x) * donc: contiendrait Ts k(x) * j.es
x Berait point fixe, c.e qui n'est pas} yOr comme Ts 1(x) est irréd et (¢

il s'ensuit que p’x est O ( -)-réguliére en z . On obtient ainsi
s kix
EEXmExREIsmE une famille de div de T/S paramétrée par X, i.e. un morg

+

X — DlVT/s ¢

JBans le cas général ou la fanille de divbeurs de X peut avoir des points
fixes, on obtient une famille de diviseurs de T/S paramétrée par X-Z,
ij;e. un morphisme A v -

en rempla¢a.nt dans la &éfinition precedente X pan‘z X—T o D'ailleurs la
) XEIXRXESEEIRIXPAIREIXLIXRRY
Rmkmsxmmmtmmhmdmﬁndxxmgmxmnnxﬂxn
X=Z
iEXﬂSxxnzxmxxamuxxﬁxgsx%d-em soints .L.Lx.es, €t on

BRI e I X I IR R I XA EX XU T T E S pORE AREEX R iy mgue—entre—famildies—de—divisoura—

EAREXpEImE=XRIxEx &.émonstration ci-dessus montre que X-Z est. ‘exactemer -

le plus grand ouvert\ée X el que D[(Ux T) . soit un ‘diﬁseurdé.a_(:az—}e-r
- (%el quebon symétrigue *D

relativement & U, i. Wﬁiﬁ famille de diviseurs de-T/S paramétrée

ﬂpar u/s .

ti:
i
izg

F ®
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:
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_familles de d:Lvn.seurs de X/S para.métrées par T qul son'b sans points fixe

|

~alors la symetrie D-—th donne une correspondance biuniVOque entre

- points de XxST en lesquels D mkest pxs diviseur ge Cawrtied relatif par

On pourra noter aussi en remarque que lorsque X et T sont tous les

-

deux ;ilats loc de présentation finie sur S, & fibres (Sif et géom irréd.

.*.»

et fa.m:.lles de d:.viseurs de T/S para.mé‘brees par X qui sont sans po:.nta
fixes. Si da.ns cet énoncé on désire se débrasser des hypothéses spécif:

ques faites sur les fibres de X/S et T/S , il convient de remplacer

les "points fixeg" par "points fixes au sens lai‘ge" ’ en ehtenda.n‘i: par

loint fixe aux sens large de D un x¢ X tel que D ne soit pas divisews
par rapport &4 X en tous.~
deCartisp relatif e les points de prq (x) . Si W est l'ouvert des

rapport 2 X, alors l'ensemble des points fixes au s ens large de D est
YExzEmpt’ égal & prl(XxST ~ W); lorsque T -— S est propre, c'est donc

une partie fermée Z' de X, mfxmmxskiismkx En tous cas, on obtient une

famille de diviseurs de T/S paramétrée par X-Z' . L'hypothésé%‘que les

fibres de T/S soient (S ) et geOm 1rreduc‘bibles ggxr%m préc:.sement a
assurer que Z=Z‘ (point fixes '&pom‘ts fixes au sens large) ] Geometrli

quement, supposant po%gugl@?%l ig%' que §§Sngék}mle?o§ps algébriquemenj

clos (ce qui est lomlblm changement de base), dire que x& X(k) o
est poin‘t fixe (resp. point f:Lxe au sens large) s:.gnlfle que X ésup;x Dt
pour ‘cou‘b tC’l‘(k) (resp. qu il exls‘te un cycle premier T' associé i -

tel que xeDt pour tout t(._T’(k))., -

nt n's suere—rienr—a voir dansle

I Un oubli: I&ZXXBEX
La formation de l1'ensemble des points fixes Z est compatible é.vec

o355 S i b, o i i i o b A s e v R Erai ey s smEm P
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(supposé ouvert, p ex T/S 13*
autre part, X-Z)%est universellemenf—“‘-_

changement de base en S; d'

. _/
schématiquement dense dans X rel é q/‘ie dernier fait résulte du I=zx=zcm

xthiiiXéxzxamxzhzngxmxnx dexkExxEX par. 1l _et du fait que pour tout s

Z ne contlent aucun point de X associé a OX (en effet, le support
8

divisaxrﬁupeart:n~isur X, ne contient aucun tel point).

Dans le cas ou T de-ent un fibré projectif Q—P(F), Din/s

étant représentable par 1z somme des P(Sym~ (F)) = P(n), on trouve
un morphisme X-Z -;———) P(ri) . On ditm que la famille de diviseurs

‘D " est de degré n, si le morphisme précédent se factorise‘par~P(n);
X#¢, d'ocuX-Z#P, le n en question est bien déterminé par D. D!

leurs pour définir cette notion, on n'a pas besoin & la rigueur duré
tat de représentabilité énoncém plus haut, mais seulement d'avoir déf

les monomorphismes canoniques

P(n) — Di%ri; /s

(NB on pose P = P(F), d'ou Q = P(F)

P avec les notations des n2s pr

dents).

par.lyf. On appelle gystéme linéaire de diviseurs sur X/S , paramétr

R \'4 =
par le fibré projectif Q = P , toute famille de diviseurs sur X/S

‘paramétrée par Q, qui soit de degré 1, i.e. définisse

‘J._.{;:-x-z — P . (gt QA,WQ_FL.‘,;.]%)«J%;EHQ

Ainsi, a un tel systéme‘dk ¥indaire de diviseurs{sst associé canonique

une application rationelle de X d S g& fibré,pr ectlf (en fait, un p
Noas e i aﬁ A aa \'}*1 SJ ’
mieux méme qu'une applicatlon.ratlonelle Par construction méme,

: v .
D ((K—Z)xs?' n'est autre que l'image inverse par fxiqﬁ‘du diviseur

 canonique (le diviseur d'inzidgence )tLBur PxS§ » Donc la connaissan

de f: X-Z —> P permet de réconstituer IaxPx tout au moins la f

le de diviseurs de X-Z induite par D’, — donc 8i la famille est s




S e W ;

. points f\j7es, elle est déterminée mmgmm par le morphisme f:X—s P

associé.V/ Noter d'ailleurs qu'on xXobtient évidemment ainsi une corresp

dance biunivoque entre systémes linéaires de diviseurs de X/S paramét
v ! o .
par P g et morphismes £:X — P tel que i&(fx id) 1( ) -goit un -

e 50

B T P N R T

'divn.seur xmrx relatif sur Xst par rapport a P . Ce
/verii‘le a.ussi fi’bre par fibre, et on obtient :

Pronosrtimh%&On a une corresponda.nce biuniVOque entre les mxpkmmﬂ

sans points fixes v '
systemes lineaires?& diviseurs sur X/s paramétres par P , et les morph

mes -£: X—>P ayant la propriété suivante: pour tout sC 3, dsigna.nt

par k une cldture algébrique de k(s), et pour tout cycle premj.gr assoc

T RETIR FCIV RS RNIPRRRINY WA R L ey e

b B R R AR

X' _de XI':’ , (X< PE n'est contenu dans mucun hyperplan de 'P‘E .
iﬁ(Lorsque X est a fibres géométriquement ix%xgﬁ%, ceci EEXxIXRIIRIE
Ex s'énoncé simplement en disant que f(Xi) n'est contenu dans aucun

hyperplan de P £ )

En général (i.e. ER lorsque Z2 £ P ) on ne peut plus affirmer que
la connaissance de £ determ:.ne Da famille de d:.viseurs. Le. cﬁs le plu
] v . est de dim relative O
trivial est celui ou P = Sm?me/d’un systéme linéaire d.
diviseurs de X/S paramétrée par S équivaut & celle d'un diviseur de

Cartier relatif D sur X par rappor‘b a S; Rmmxxidayxx le morph:.sme

sance de ce morphisme (y compris ‘celle de Vson'dprmame de 'défmln_:_.j__:\:}.pn)
ne détermine pas D. Dans ce cas ggalement, - supposant pour simplifier

réduit, le domaine de définition de :=Eexmmrxhisme f xkeskxpas considér

i)
~J

associé est 1la projection X-D—$S ,',  et on voit ﬁmmxml que la conna:

comme appllca’clon rationelle de X da.ns ‘P'— S . n'est pas: X-B ,; r"mais X. - - itk
Pour éllmlner ce genre de phénomeénes déplalsan‘ts, :Ll -y a lieu d.e ‘se bor- - Wy
ner aux sys‘bémes higéaires de diviseurs "sans cdmposante fixe" .,De . i ;

Qac;on genérale, si S=Spec(k), étaht donné une famille (non néc linéairef

SHoT e

==

Ty sEEees Toiimr:




. r

' de diviseurs de X/S paramétrée par T, on appelle. "composante fixe" de :
famille toute composante irréductible de dodimension 1 de l'ensemble Z
poiﬁ"bs fixes de la famille; on dit que la fz;.mille est "sans composante
fixef? gi elle est sans composante fixe, i.e. si codim (z,X) > 2. Cett

termiriologie g'étend aussitdt au cas o S est quelconque, en regardant

fibre par fibre. Le fait d'8tre sans composante fixe est évidemment sta

par changement de base.

BN e

Proposition@%upposons X —>38 plat loc de présen‘bation finie, & fibres

‘
(SZ) , et soit D un systeéme lindaire de diviseurs sans composante fix: \

v
sur X/S, paramétrée par P . Alors D est uniquement déterminé par la
‘connaissance dr morphisme f: X - 2 —> P correspondant (Z = ensemble

des points fixes), et méme par la connaissance de la classe de f comme
- wav i vaa » domainxe
“i.p;;men-p&:;ene&e m&gg%x%kgxs

-

; X-Z est le pIusXEZramdXEUNRIL
de définition de ladite classe.

Pour le notion et le soriie des "a.ppliea—‘aéene—re—t—i-efwl-lee-

20.10.
rel & S" voir ée-;@-—}?%}*r-n@i

’ Q&Lerpmmmmmm

o . ’ I 3
au dernier nd dn par ] sur la densite—Schemxtigue.

I1 faut prouver que.

t D! est une .

autre syst lin de diviseurs sans comp fixe paramétrée par ¥ y ERXE
‘ définissant £': X-2' — P, et s8i £ et f£' coincident dans un ouvert T
— < (Z=2)A(x-27) schématiquement dense relativement & S, alors D=D® .

En fait, comme P est séparé sur S, om peut prendre U=(X—Z)“(X—Z')
ExaxfZxEFIxyoxaiamtrexpaxt X-2"

anatio Attt

, ou Z" = Zyz' . Comme Z" est de’codim)2

sur chague fibre et que X est & fibres (SZ)’ i1 s'ensuit gque pour tout

X é/Z", la fibre XS est de profondeur >2 en x. On va en conclure (utili-

‘. sant de plus bien sur le fait que X est plat loc de présentation finie

‘&10‘\\. sur S) que tout diviséurJé-&Gerﬁ-e&j‘—pesﬁa‘.—f—/sur X (pas nécessairement
] transversal aux fibres) est connu quand on connait sa restriction & X-Z"




-ce qui entraimera la conclusion voulue. Soit J 1'Idéal qui définit

D , il suffira évidemmant de prouver gque J — i&(_&_F_JK-Z") est un isomo:

phisme (i:X-Z"-—X désilgnant l'immersion canonique), alors l'homomorph:‘

me Q-—;Q_X se reconstruit en effet en applit}uan‘t le foncteur i, &

Jd [X—Z" —_— -QX\ X-z2" Or comme J est inversible, il est plat sur S ¢

Thxesxde x ¢ 2" = prof‘ >, 2. Il suffit donc de prouver le

<

emme §1,Soit X— S loc de\présentation finie, F un Module de présentat:

finie sur X plat rel & S, T une partie fermée de X, supposcns que pour
ou.:b,xeX au dessus de s ¢S,|on ait ./ p:r'o:foS xé 1 (resp'. pro:ﬁ‘x Fs>/2,

Alors 1le'homomorphisme  can¢nique F— i (F |X-7) est injectif (resp.

bijectif), ol 1:X-T —T est 1\limmersion ca.nonlque.

Démonstration du lemme: pn peut supposer S,X affines, et on se

améne par le procédé bréveté ahl cas S noethérien. Alors l"hypothése
implique, en vertu du par.6 , que l'on a profx F \,./ grofx Fs pour tout
x¢ X sur 8 ¢S, donc profos >1 resp.>/2) si x ¢T. On ‘conclut alors

grice au par.5 . (NB Pour bien faire, ce lemme devrait figurer au par

11 sous la rubrique; élimination\des hypothéses noethériennes ...).

X-Z , - : :
que m exactement le domainé de définition de 1"application ratione!:

le rel 4 S définie par f. Soit U >X-Z ce domaine, il résulte alors «

la proposition 1 que U—rP est associé 2 unK%Steme lc]ilél'dlv:.seurs

D' sur UfS paramétré par P , et on-a D! |(X-Z)xg P = D\(x-z)x P . App

v
quant le résultat d'unicité @éjé. démon‘bre)é. D! et D\UxSP , on voit don.

v

" que ces deux derniers diviseurs sont égaux, donc D\ stP n'a pas de

point fixes i.e. Z,U = @ donc U=X-Z , cqfd.

in
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~finie, Q—P P(E) un fibré xmzimxieixsmx projectif sur S défini par

- fe ¥, et soit U un ouvert sur lequel £ soit défini, et tel que z ¢ X-U

i

9.._;3,-... Aoaam

\L 4[ !( v{/-—v \A—ﬁac \-—\'\‘/\aﬂu Ce ‘-;W;“b"-’\ dal cann .Llj.l.wvaq..—v 1;

Je me répens d' avo:.*' donné la proposition ¥ sous une forme éculée et ;
pisseuse, 3 mi chemin entre les hypoth&ses classiques et les hypoth@se: |
naturel_'l.es, et sans donner une réciproque. Aussi je propose l'énoncé:

Pronosrtlon?@ et iorisie. Soit X— 8 plat loc de présentation

un Module loc libre de type fini F = \E/ » considérons l'ensemble

$ des systémes linéai?]:?%de diviseurs smx sur X, paramétrés par Q, tels
que l'ensemble 2 des points fixes de D satisfasse 1lg pz;opriéfcé: z €2
implique profzgzs > 2 (ou s =x@fziyx est l'image de z dans S). XxEmmz

iaJotﬁxaxsmimthxphimxxxmmxpm&mxizxiixﬁxxxxxixxxxxmi&x’xﬁxn

Ara ife = w‘.(h Y\t
rEasidgxexzanme Soit ¥ 1'ensemble des ’!.a.p:p],!ca_t.:.ons-z:a-t&eae&ea rel

b f : -
S ®/de X dans P, telles que léxmaezkmiwxse® domaine de définition h&fnm’(f

£xs5x% satisfasse la condition : zQ—X—U@ =3 prof, Oy )}/ Considég
- 8

rons l'application naturelle D~~~ t, de # dans ¥ . Alors :

-' a) CettAe gpplicatiq_n est injective, et pour D¢ g , l'enigamble; des
points fixes Z n'est autre que l'ensembbe complémentaire du domaine de
définition 24L UEZF de fb’

b) PmrrxmmwimmexxxExzEpariiEmREcrxpraciErmExdimmexBxx@xyxix Soit

implique prof 0. B3 ﬁzixxmn (par exemple U = U(f) domgine de
Ag?
définition de f) Pgur que T provienne at une D¢ ﬁ i1 £ et suffrl: - Queg
V\‘\l“v_: d ) \ - V‘
posant L U(O (1)) (ou. Tyt U-—rP estAle morghlsrne mdult par £),

T T

smxaxk le Module i&<LU) gur X soit inversible (ou 1:U— X est 1'immer-

sion canonigque).
On remarquera que lorsque les fibres de X sur S satisfont & (SZ)’
par exemple sont normales, voire géomé¥réiquement normales, alors la

condition de profondeur envisagée sur une partie fermée Z de X dans =5

la propodsition signifie simplement que pour tout s &S,

40
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. syst lin , .
P est alors l'ensemble des imi; de diviseurs par.par P qui sogt
sans composante fixe, Immdisxmwexx¥xesixiiemsexkirxdex D'autre part, s:
: pour 7
toute application rationelle

) S=Spec(k), et s1 X est normal, alors
f:X-—»f,‘l'ensemble de définition U(f) wérifie codim ‘(X-U(f),X)>2
(11 ';{),' donc dans ce cas ¥ est formé de l'ensemble de toutes les

applications rationelles de X dans P.

La démonstration de a) a déja été donn’é‘e. Pour prouver b), notone

que la formation de i*(l‘U) commute avec toute extension plate de la
waprsckpeltticfawidt—la cond. envisagée est inv. par
S (réf)) donc EFxsmifitdmaxtrmuyErmmnexmsrewesmw F£id plat qu c

ll,{:aée S?

ﬁ:“\ fﬂﬂaixm\:sﬁm@ximtmmmﬁxnﬁmmkxm changement dé baseY.On

prendra S' = P , et on note que l'hypothese i;‘_ (I."I) inversible ne

_/change pas en remplagant I..('J par LI’J.QS,M’,
i;; S* (car i} (Lﬁ@S,M'):: i;(Lﬁ)ﬁs,M' )

orte que la condition envisagée signifie aussi ague

c\)‘yM‘ est un Module inversibl
. On préndra M'= gﬁ(l), de

i—'-(y_') est un Modu
* B
inversible, ol N'= (fosidP)"‘(ngi;(l,l)) . Or 0 (1,1) est.précisémen
P [ d-e 8

™

le Module inversible défini par le diviseur canonique E sur sz

te que N n'e;t autre que le DModule inversible défini par Dt

(foidP) (H) aﬁdﬁﬁx{%ﬁc&ﬁx Lorsque f provient de D ¢§ , EExExmizr
v

D' n'est autre que D|Uxg? , mixtrrdamrsmximcimume donc N' = N(Ux P ,
SP défini par D, et il résulte
Y. o

P qu'on aura

ot N est le Module inversible sur Xx

i ’5}; » Y
du lemme Plus haut mmimmxamxx appliqué & Px P —

7 S
it (¥') > N , done i;_ (N') est inversible. Inversement, si cette condi-

tion est-remplie prouvons que f provient d'unk DG , ou ce qui revient

mantfestement au méme, que le diviseur D' se prolonge en un diviséur de

Lartier relatif par r apport &= 2 P sur XXSP . Il s=2#5k rebient gu mér

de dire qu'il se prolonge en un diviseur We—Czrtiem D sur XX%P, car D

A e o e

. pYy ¥ P> ey .
Z_ est de codimension 2 dans X_ ; mzrEreorexxfezmmsX®EREXIESXXZSXERXL:

= df

Ay

=

SZIZw,l

e
i Tt i ol
i
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. sera automatiquement &e—S=»&ier relatif pour la base P , comme il

résulte du fait que U contient les éléaments assoc1és au -QX y, 858¢8,

conditlon qui est stable par tout changement dej‘b?se et en par'ticu.ller
- par S‘,=P —> S. Or il résulte aussitdt du lemme plus Bhut que D' se

: prolongé en un diviseur Hfe—Eartied D sss }I’ se prolonge en un Module

inversible, ou encore i' (Ij_') est inversiblee. Dene 11 faudrait eedig

mieux la fin de. 1a démonssration en termes de cond néc et suff (sans 3
aller en deux fois comme je 1'ai falt), et degager auss:.’i

Corollalre/ lemme4.l.Supposons £:X—S plat loc de présentation finie,

soit P une partie fermée de X telle que x¢2 dimplique prof OX 2
goit U=X-Z et i:U—X l'immersion c an. 8

(o 8 = g(x)), SextxxFrxmmxMogutzxXaoexiihrexxsRrxx¥xsxXxdxzxainrsxxk’
de t.£ -

ExkxIgomExphkExxiaxIaxxestxizgiion Pour tout Module loc libre(l»/ sur X,
considerons sa restriction L' = L\U o AlorS(.L/ foncteur L~~IL' est

pleinement fldéle, et pour qmnmmgﬁnxxmw tout L, =zmxx

erangn, i1 f et s que L' le soit.
est un isomorphismedf b) Soit L' un
A,

est isomorphe i la restriction d'un

1'hom canonique L— i ;(L’)
Module loc libre sur X, alors L'

HModule loc libre L sss i, (L') est loc libre.

‘e¢) Supposons que L' soi

le Module inversible associé a un diviseur &r@e-r—"&a.—e—z} D's(u* U Alors

/"

c_et _suffisan
que séra alors

soit la restriction d'un diviseur 49—93-1‘45—3:&3{' D sur Xﬂour que D' soit

diviseur H-&-Ga-rt:er( relatif par rapport a s, i1 f. et s/{le sorl:

On utilise simplement le fait gque tout L satisfailt aux z=mm

la condition envisagee dans b) est auis

hypothéses enoncees our F dans le le e3.1....
E = L~
O U Or X (0“’"‘ A< x|

Corollaire /upposons[x reguller) (—pa*%a?&e—s—rerguirer—e*—ﬁrssr
—59 Alors 1l'application g—>¥ est bijective. En particulier,

gi X est

un préschéma régulier loc de type fini sur un corps k, et P un fibré

projectif sur k, i1 y a correspondance biunivoque entre l'ensemble B <

]L m—,\\u’xwu >a\-'w4<\'\'w<-\ A D‘M\Xq.\

£

88*;;&;}
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‘systémes linéaires de diviseurs sans composante fixe sur X parzmétrés

par P , et 1l'ensemble ¥ des applic~tions rationelles de X dans 2, 9=
)v-—-'\& — ¥~ - Gt Qv > AN T o e " l]“"\fj""""- ~P__

.F‘
En effet, XxE Xh %%xlnixgnnxﬁg%z%%%Q dzxm ont cﬁor%zfaﬁtxixf

snzxx;xdmnnxdkx a:x&nxxn%ifnixzf uERsk kqnxxxzzxxxxpx
2 : “”iixxxSZ;nxx AWMXXEE xmnixxﬁaxt;§izxs;_—-

il s'ensuit que tout Module inver31ble sur

f peut se prolonger en uan Module inversible sur X, donc la condltlon .

env;sagee dans b) est‘automathuement satisfaite. D'autee part,,d'apréé
RN Oy - e Zmcrlfor e

g

Auslander—-Buchsbaum (

un annea, u local

régulier est factoriel.

il existé‘ un I&bd

EV}“ L est donn é

.~,‘+~,

\UMJ

s




bt )

Svst@mes lindaires de diviseurs et Modules inversibles.

compléte des systémes linéaires sur X en termes des faiscemux inveérsibl

S\U\ ‘rowouv\ SO VNS X S CCRT g P—‘S 3&0%& Aoy Xur?—- P {Mcu
sur X\X
diviseur ée—Gzrtter D sur XxSP kfikxnxpxmzaxtxfxxnxxﬁi revvként a4 la

' ) v

donnée d'un Module inversible N sur Xx P , et d'une sectlon réguliere
g de ce dernier. Erxyerix L'hypothése que D est une systéme 11nea1re
diviseurs sur X paramétrée par P g'exprime alors par les deux conditic

v
12) 1les ﬁt (te¢P ) induits par g sur les fibres de XsqP au dessus de
sont réguliers (ce qui entraine que g est régulier), et 22) les N, (xeX

induits par N smxk sur les fibres des Xxsg sur X sont de degré 1 .
Or la donnée d'un B inversible sur Xe fibré projectif XxgP sur X,

satisfaisant & la condition 2¢2) ci-dessus, équivaut en vertu du nl fﬁﬁ
2 la donnée d'un Module inversible L sur X, N étant déterminé en fonct: {f

L par | 2

L étant d'ailleurs déterminé en termes de XN par L =pry (E(-l)),
ou (-1) désigne /fénsorasatlon par O*(-l) sur OS . La donnée de §

"revient & la donnee d'une sectlon de Lﬁ Oﬁ(l) , i.e. d'une section

XxExxxx@ or en vertu de III 2 on a
la donnée de 4 equlvaut 3 waxk la donnée d'un homomorphlsme g¥E) =1
ou ce qui revient mu méme, d'un morphlsme//%.—ag (L) (NB g X—+S est

‘ la projection canonlque). I1 reste é exprimer la condltlon l°) plus
haut en termes de u. Comme les constructions faites commutent avec le

changement de base, il suffit d'ekprimer cette conditibh'fibreApar fi

k(s) correspondent exactement aux droites de E(s)@k(s)k, cette

It

Utilisant le résultat du n2l, nous allons. donner une description

ah—eeee%;ra apres les generathes aa g?zosla donnée d'un

g

~

N ~ I8 0“(1) ,

S

v

pr, (I8, _]@) = Lo Wﬁ@

. A4
compte tenu que les points de P & valeurs dans une extension k d

/L
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.condition e'exprime simplement en exigeant que pour tout ¢ E(s),

la sction correspondante u(s) de L, sur X, soit EEguliére, et que L

(

condition analogue soit vérifiéde aprés toute extension du corps de base

On vo;it comme d‘éi'nbitude qu'il suffit de tester cette condition sur une

cloture algébr:x.que de k. Bn résumé:

Proposnion @t 1. So:.dsl‘g X =S un morphisme plat loc de presen‘ca‘bion

f:.nle, P—P(r.) un fibré nrojectif sur X défini par E loc llbre de ’cype
VMM#’O [ Ve wmae
if, P = P(E) , Alors 11 Y a une correspondance ’biunlvoque entre
l‘ensemble des systémes lineaires de drviseurs sur X/S paramé'bres par P
et 1l'ensemble des couples(2 isomorphisime pres) (_I_._,u), ol I est un
Module inversible sur X et u: E— g*(g) un homomorphisme, tel que
pour tout s €S et tout point t de E(s)ﬂk(s)k (pour une extension quel
conquevde k@, qu'on peut supposer &tre la cléture algébrique de k(s)),

la sedtion correspondante u(t) de L,y sur X, soit réguliere.

On no‘bera que lorsque les fibres de X sont iﬂi&xxi:xgvmxxmi
géométriquement intégres, cette condition sur u sign:.fie sn.mplement que
pour tout s €8, u(s): E(s)—)H (xs,gs) est injectif, fait gqu'il faud-
rait également expliciter dans é.lo y B il :Eaudr/ai‘b égarlexﬁ—e;l‘t;réppele:
(pour la commodité de la référence) la construction du div;iseur,D en

termes de (L,u) comme diviseur de la section évidente de';ﬁoa gﬁ(]_)
. L -S ‘

e leeml A

définie par u.
” C.o-rollan.re é 2. m Supposons f: X——*S propre, pla’c de presen‘ba
on finie et 2 :fibres géométriquemeht ir_rtégres, EXx soit L un Module
Vj.:;rwfe:js:i‘blg sur X, ret P=P(E) un _fibrérprojecti_f sur S comme :da.nrs ?5'.1‘. .
Sunﬂnﬁn I1 existe un Module Q de' préserﬁ:étion f:ﬁlie psur S e;c,,uzi -

isomorphisme de foncteurs en le Os—uodule quas:.—coheren‘b Fo:

Hom (Q,F) ==, g,,(LﬁgsF) Ce e A -——

Ceci posé, les Zamixkex systéiies lindaires de diviseurs sur X paramétr

-7
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" par P, et associés & L (dans le sens de 3 1l.) correspondent biunivo-

JL.J: — VR
. quement aux homomorphismes surjectifs Q—> E; modulo/sections de Og -

. | RN &(mco 2y 0 P MRV . PN ¢
L’ex:.stence de Q se ramene’ par le procedé bréveté au cas S noethe

: .en, et dans ce cas n'est autre que III 7.7.6. (1l'hypothese sur les
fibres de. X étant d'ailleurs inutilé). Comme E est loc libre de type fir
la donnée d'un hom E —f(L) équivaut & celle d'une section de |

LQQSE_ , donc 4 celle d'un homomorphisme Q-—E o Il reste & exprimer

- que la condition envisagée dans 45 l. est bien vérifiéde, ce qui (grice a
1l'hypothése faite sur les fibres de X/S) ser éduit & vérifier que

fibre par fibre 1'homomorphisme correspondant E(s)— Qﬁsﬁ/e
HO(XS,LS)’::. Homk(sé(Q(s),k(s)) ‘est injectif, ou encore ,'Q(s}#\é(s)‘ surje

tif, ce qu:. par Nakayama signffie aussi que Q E est surjectif. Le ™
dulo sections, d% r§re" provient du "modulo isomorphisme" dans .l.;e/

On peut xﬂxm Zﬁ.l. par une autre voie, en utilisant le fait
que P(Q) représente le Zmmzkemxx sous-foncteur de DivX/S défini par

- I3 o I3 -, I'd
L, env e’é‘guacshslo%i%‘é .Eaz; suite, unzsyst&me linéaire de diviseurs paramé

v v v A
par‘-}?/$'interpréte comme un morphisme P = P(E) — P(Q)s le~caractére
linéaire de la famille de diviseurs définie 'par'un tel morphisme

i si’”in‘l:'erpré‘ce a;lors par le fait que ce morphisme so&:‘c "lmealre", i.e.

: ]
prec:.sement def:.nl par un morphlsme surjectif R — E .[ On voit aussi
v

danszr ce cas que le morphisme P — DlVX /S ‘est un monomorp"llsme ,

laire plus bas. Gonvenons e dire que daux familles 11nea1res-de divi
;v
seurs de X/S, paramétrées par les fibrés projectifs f,P' sont isomorp
. v
es s'ils sont transformés l'un en l'autre par un S-isomorphisme 5—:-P' 7

(lequel sera d'galleurs unique grice au fait qu'on a des monomorphisme

€

d D .
a.ns lVX/S 2 R e T T EEE s &

(seaee:;"““*m:m T 5ro—prejeettl precise QUi L€ palrame triserarsi—=

) | ,(pulsql;e ?—»P(Q) Cop Div, é l'est), fait d'ailleur genéra}, cx corol
. rs .




l'ensemble des classes

B e Jﬁ 4 isomorphisme prés de systémes lindaires de diviseurs sur K associés a

~ L, ést en correspondance biunivuque canonigue avec l'ensemble Sxax=x

é<3;/' ’ Grass(Q)(Szznm et cette correspondance étant compatible avec da@ changer
?“ de base quelconques, onvoit que le foncteur

5 ; | S' ~~~> ensemble des classes (mod isomorphisme) de systims
;'éf R linéaires de diviseurs de Xq,/S' associés 2 ES'

est representable par le S-préschéma Grass (Q).

‘f\

e 5.3. Soit £:X S un moxphisme fidelement plat loc

f*(O (1)) en un faisceau inversible sur X.

Soit D un systéme linéaire de diviseurs sur X/S

oi g: X— S est == un morphisme plat /de présent

3 tlon flnle‘ ae pd. fove L
Supposons que pour tout s€ S, désignant par k une cllture alg

aho;,_. g. (/ J l—\\J LQ-( Q.Ll'g. da U—-o'A o C—:U“ u-a.\* nt— -~ g_,
j ° ’ A 4~
(S V3 \Q& HCY El)(.')}*zgo <f-—— e )‘_\ — m*_\ \_"

= A7)
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brique de‘k(s), il existe un cycle prerﬁier T associé & X_ tel que
"l_f Z-,HO(I,_QT} soit.un isomorphisme (condition qutométiquement_ga‘tisfaite
si g es:t propre et surjectif). Alors le morphisme D: %-ﬁ\ Divx/s est
.un monémorphisme. ,
: b) - Suppmszmexf Considérons l'application uwua~Dsu de. .
Au“csé ) dans 1l'ensemble des familles de diviseurs sur X/S paramétr

par UP .-Alors si ¢ &t sur;je_ctii’, l'application précédente est injective,

en particulier D = D u implique u = :LcIP (P B ML:H‘ L
e M e o WWH h:ta‘)—)grth“J*“x/g)? e e W MoWAN -

On notera que sous leshypothéses de a), D) est uneconséquence

triviale de a); d'autre part, b) est valable sous d eshypothéses moins
i'estrictives que a). "/On fera attention que a) devient faux si on aband:
ne l'hypothése restrictive qui y & xEx été faite: prendre par exemple
) S=Spec(k), X un ouvert de Pi‘
aetb de Fo(k) , D la famille de diviseurs définie par 1'immersion

ne contenant pas les deux points distin

canonique de X dans %L « Alors les deux mmrykismes points a et b
. A
définissent les mémes diviseurs de X (savoir le diviseur nul), sans &tr

eux-mémes identiques.

K VA cudt-t. INpy
Supposons d'abord que S soit le spectre d'un coers (a.L—c.Los\é-.

[N\ (WS W VTS M (— d

p—. [UIRUIRY Py ¥

Soit T comme dans a)/ on a alors un morphisme “diviseur induit"

D:va/k-—> DlvT/k » €t il suffit de prouver que le compose ?—Dlvﬂ/k

est un monomorphisme. Comme ce.dernier est encore un syst lin de div-, -

on est remené au cas ou X=T , donc au cas ol HO(X;QX)@'T:_ « Blors pour

tout S sur k, on a gsﬁ(gzg)‘_": Oy ; donme (si L sur X et u: E—»Q’é{
sont comme dans 2.1.) si

sont telles que u(g) et u(y) sont des sections de I’S sur XS

diviseur, donc Xxxzmxf déduites l'une de l'autre par multiplication par‘
inv

une section, te R &S, id s'ensuit que ¥ est ddduit de £ par maltiplicat .|

M o ,_.h\.\,...-'wq»—w ..-4."—3\\“" t“. L % 1--4:{_ e “"‘\"S"‘" .

i - : A

o

leux sections p’, yi de S— partout Ton nulle

ayant mém

LI smsmemee oo b AR S At g

e - Chca PEP LTI




par une section inversible de Oy , donc g et ¥ définissent le méme poin

dé \l!> 3 valeurs dans S. Comme <%tout point de f’ a va]:eurs dans S egt défini

‘localgment sur S, par une section g de gs qui.ne s'annule pas (cf ChapI
a) s‘énsui‘c. Pour prouver b), on note le

’ Legge; ‘ So:z.’c D un sys‘b 1lin de diviseurs sur X non v:Lde loc de type f£ini
sur k alg clos, paramétré par P(E), et considérons le morphisme correspo

dant f .X;Z —-> P, ou Z est l'ensemble des pomts :En.xes. Alors xi si
T x; (1€41¢ r31)

r = rang, B 30,11 exis‘bke T+l pothk) -Z(k) tels que les

f(xi) formént une "base projective" de P, i.e. tels que pour toute

par;cié. J de [,l,ri-l_] ayant rz# éléments, les f(xi),i&& s@wt ne sont p

contenus dans un hyperplan de P.

On peut évidemment supposer Z=p ,

le e)
/“ﬁf, la

ar unex‘mmm co os ’ce:.rr‘éml\ct:. 2 strudsy inds
-/ f . f "
Cedulte) Eg;*(mmmn{ -m e igeyx® Comme,/F(X) n'est contenu dan

aucun hyperplan de P, on en conclu‘b d'abord l'existence de r. pom‘bs

(1€ i <r) teks que les f(xl) soient =
x5 iz¥sxgme projectivement indépendants dens P, i.e. soient défini

paf des formes linéairement indépendantes sur E. Reste & prouver qu'il

existe un x = x dans X(k) tel que f£(x) ne soit dans aucun des T

r+l z .
hyperpbans /d"é‘lnis par les ﬁﬁ@ ‘systémes de r-1 parmi les f‘(xi) . Or dan

le cas contraire, compte tenu du sorite Jacobson,' ,on,_aurai’c

£(X) ¢ U H; donc ixmuiﬁmm&nx}cé: si X, est une composante -

1rreduct1ble de X, f(X ) serait contenu dans un des Hi » ceé qui contredi

3.1. -~ Ceci posé, pour prouver b), on peut é&videmment supposer Z=§ ,
u/ v

et utilisant 4§.1. on est ramend 3 prouver ‘qu'un automorphism e Pest

1e _dex son contragrédient u dans Py
de’cermme ‘quand on connait =EK compose(avec f: X~ P , - et que l'asser

tion analogue est vraie aprés tout changement de base S—Spec(k) - -

v
pour un autommrphisme u de Ps + Or cela résulte aussitdt du lemme

=x _pEie
[}

s R gt min 2o iihe SEmoEmes
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A

! v v
,précédent, et de la détermination des automorphismes de P(E) = P(E) fait

aﬁ.nQI gui implique qu'un automorpkisme d'un fibré projectif sur un S

(relatlf a un Module loo llbre de type fini) est connu quand on connait

'son effet sur une famille de sections formant une "base proaectlve"

b(l e. formant une base projective en chaque pnxni fibre).

Esqulssons malntenant le cas général S quelconque. Bien entendu,

qulute A faire un changement de base sur S, on est ramené dans a) a prou

v
que deux sectlons de P sur S qui definissent le méme lelseur sur X sc

v - -
1dent1ques, et dans b) que deux automorphlsmes de P qui sont tels que
On peut supposer S ai’.*f:‘:.ne,gJ
'bou = Dov sont 1dent1ques./’D'-s le cas b) ou on n'a pas supposé exprec

ment g de présentation finie, mais g surjeCuif, on se ramnéne aussitdt
(grice aufait que g est ouvert) au cas ol X est eggalement afflne, donc

de présentation finie sur S. Par le procédé bréveté, on peut malntenant

She
se réduire au cas S noethérien . Or pour un préschéma de baselneethérie’

et un morphisme de foncteurs F—G sur S (F et G-dés~fonctéu;sr
(qui sera explicité"au Chap V

(Sch)/s (Ens) ) , on a dax critérex treés genéraﬁi’permettant d'afflz

mer que si pour tout 8¢S, lex morphlsme correspondant F ‘——éG eét

.un monomorphisme, alors F—~> G est un monomorphisme (NB on pose F FszI’

(k(s)), et de méme pour G )y moyennant des hypothéses 31mples sur F et

(vérlflees par exemple si F et G sont tous les deux representables par ¢

preschemas loc de type fini sur S; mais dans le cas qul nous ocoupe,'sex'

le premler des d eux foncteurs est representable a prlorl) Nous allons
deux '

esqulsser le raisonnement du Chap V dans l&rcas particullers qpl nous

lnteressent 101. On a deux sectloﬁqV/(de P ’ resp. du groupe progectlf

———— Qi —— A

sont egales, pour ceci manlfestement 11 suffit de prouver qu elles sont

egales aprés tout cjangement de base Spec(gs’sﬁgs ) .%,‘g)

e mmmemwoe—e - -

. f . ,
GP (E) ) d'un rschéma de type finI)sur S dont on veut montrer qux 'elles




IR wple T - . -

ce qui nous raméne au cas ol S est artinien local, S=Spec(A). On procede
lppr récurrence sur l'entier n tel que m® l—O y ce qui nous permet de

ngx
supnoser que les deux sections env:.sageesfs'o/n‘t égales mod m « Donc

l’une se déduit de l'autre & l'aide 4’ un é1ément iaxm X- A

~Hom (u (_D.l /k)’ V) , ou k=A/m est le corps rés:.duel, F =FQ k est la

A
flbre rédu:.te, V=n" = mnvmm'l . I i’au't prouver que f 0, moyeman‘b

-l'hypothése h(u)=n(v) . Le pr:an:.pe général de la vérlficatlon est le

sun.va.n‘t: exprlman‘b d'abord que . h(u) et h(v) coinc:.dent mod o, on vorl:

que leﬁr "différence" peut s'écrlre ‘comme un elemen‘c X' de B

Hom [w"'(.QG_ /k.) V) oix w, =h (u. )=h (v ) g5t et ou G = Gﬁ X P
8ompos%tlon ave

cet élément n'est autre que celui qui est dedult degl homomorphlsme nat

: X "
tel ?1 W (D'G- /k)_' u (hF /k dédu:.‘c de h : F —.-G- . Comme
h(u)-h(v) done 3:' = 0, le composé e Y avec l homomorphlsme precedent

#
hé est nul, donc si on sait que ho est surjec‘tif, il s‘ensui‘t que ;:

et ,of; gagne. Or 1le fait que h :F Y G est un monomdrphisme, donc ihd .

un monomorphlsme pou.r d'ensemble des points 2 valeurs dans les ,nombres

duaux sur k, implique ®ien en effet que h:' est surject:.f (son transpoe

. étant injectif). Ce raisonnement est bien va.lﬁhle teil ciuei‘ldi—'s‘qﬁew(}

est représentable, ce qui n'est pas le cas cependant dansle cas qui nous
0\'\ ’\.»J c_..mo—wv—“"

intéresse. = (Eefln:.r un vegtoriel yg sur k, joummnt le ‘T8le - i
“f“‘ 4@)—.3&».1’ Co f Wwos ) °

dud
n 3 s n s .
ﬁr/(_D.G /k) [ pour exprimer la "dév ates.Q&_ de deux points de G- qui

e wan cla Mu—vf da
coingident mod m- /7 C'est essentlellemen‘c Straightforward; et ‘contenu *

da'.n'svles de’veloppemen‘ts systématiques du par. 2{9(? Extensions"'infinite

males), auquel on pourrait renvoyer ici. Dans le cas a), G étant le

foncteur D:.v /S , .wo correspond done A un di:i'i'é‘eur”dé“ Cé;i"fi Sirge Dosu.r

X, Xﬁ k, et il faut prendre __D "° (D » IOy /X ) ouw le n 'eé‘c le :.'

7falsceaux normal de D dans Xo - , ::.somorphe également au faisceau :Lndu:.

surD




.par. (D ) sur D . Dans le cas b), 6n peut supposer~D sans points
.fixes, et il est plus commode d'interpréter la situation en termes de
morphismes dans P (ef 4.1.), de sorte que G dévient le foncteur

Hom (X P), et g sera 1'espace R ox HomO (£ (sz /k)’ QPO).

o
Dans 1l'un et l'autre cas, on aura un homomorphisme naturel

W,k

\gu <) V—a 2V (ou gu = dual de i"(.OJ" /k) ) exprimant le passa
de la dev1atlon X.h la dév1gtion Y; correspondante par application de h,
et 1'injectivité de cette applicatibn " résultems encore de l'injectivit

Wu.-—*'g , qui elle prdvieﬁ%rz du fait que b : F —> G  est un
mg*omorphlsme.

ég Pratiquement, il ne semble guere possible de rédigef cette dernie

partie de la démonstration sans référer aux petits calculs du par.23
(qu'il n'est pas question de refaire ici dans un cas particulier). On
signalera que cela ne donne pas lieu & des cercles vicieux, car le par.
23’ ExX et les calculs qu'on y mkixx développe ne dépend que des sorite

de calcul différentiel du par.l6, et d'allleurs é 3. ne sera plus

utilisé dansg le Chap IV, sauf peut-étre dans les deux n%s qui suivent. %

(.uu\.«ug_,

L'intérét de §.3. ,//st de montrer que sous les condltlons ge—ad,
le fibre projectif parametrlsant peut s 1nterpreter comme un sous—foncte E%
de DlV /S s ce qui permet d'lnterpreter de facon 1ntr1nseque la notlon o
de classe (4 isomorphisme pri&s sur le sxkxmx fibre progectif parametrls
teu;) de systéme lindaire sur X/S, enxixxmnsx&kxn comme etant un sous-

v
foncteur P de va x/s qui satisfalt cerftaines proprletes (33901r est

’ y . ) y T H;<
repreésentable par un fibré projectif, et la famllle de dlviseurs deflnle ;

béf.iiihﬁ;éfionczanonique de ce.rderniér dané Difx/s est linéaire au ser i

eggentigllgmint
$22503500x

du ngg), ce qui est 8%point de vue classique (ol unx

systéme linédaire de diviseurs est défini comme un ensemble de diviseurs |}

i,
==
\' é
ar
o



sauls- isant certaines condlulons, ct 3.4 Y. D'auire part, ‘/ﬁ 3. D) i
lorsque g est surjectif, | N
équivaut EzzEmtie¥rzmems aussi a dire que,S1 deux systémes lin de diviseu

sur X/S =zxXt paramétrés par deux fibrés projectifs 5,5! sont isomorphes E
alorsilexiste un unique isomorphisme de § sur ‘é( compatibles avec ‘D',D';
on peut donc dire qu'une classe (A4 isom prés) de systlmes linéaires sur

X/s 7 détermine son f£ibré projectif paraméirisateur 3 isomorphisme wmnigue

pres . Techm.quement, ceresulta‘b permettra (une fois qu'on disposera

de la teghnique de descente, exposee au Chap V) de faire de 1a d escente

f£id plate pour des systémes linéaires de diviseurs, - sous réserve

NM
toutefois d’admettre%mb}'_—e/,f?brés paramétrisateurs des "fibrés projectifs

tordus", ce qui va &tre fait au prochain pErazzzzmmex nukéro.

Dgscendank a nouveau par terre, et bien bas, pour expliciter en
termes vulgaires la notion de systéme linéaire, en nous plagant pour
gimplifier sur un corps de base (bien que 1l'énoncé subsiste essentielle- |

ment tel quel sur une base affine):
FEROOCERE 58

—>

Provosition Q,.A-‘ Soit X un préschéma Xme de type fini sur un corps k,

tel que k—H° (X 0 ) soit un 1somorphlsme,( A tout systéme l:.nea:.\/de

.. sur X, Y
lelseurs ﬁ'ﬁ)amétre par un fibré progectlf P sur'k, assoclons

l'ensemb'le(')Ens(D) de tous les diviseurs sur X de la f orme D(‘t), ou
- T -~ sur X e
éP(k) Sl Kora D! est un autre systeme ?de d1v1seur parametre par w

flbre projectif B , alors D et D' sont isomorphes sss Ens(D)-Ens(D ).
L Su\\,\,.m-. K Ag, cm an X Saom, \wl-a.suj ,
)(Fur quun ensemble A de diviseurs de Car’c:.er pss:.t:.fs sur X soi‘b de

2 e :
le forme Ens(D), il £ et s qiill seis—ide;—owquiXSEtTISTasSe la comnar

Rgx /XK~ ; S L EREELERE

EEEFEREIYESXTRY X ixxﬁfx \s{esuite }ﬁer (;53._):L e\:i o d%onc’ti&xs 1
I

tionelles rel k supX, tellex que pour tout syst@me d'eléments

3 ' B
e de k )

R

\/\..‘



T s - -3
2 WVOWA-V\M_‘ . 4__,.,
n, sous—-K-—-espace vectoriel e l'espace des fonctions zettemeiies ERXX LXK

>

. e~
sur £, +tel que pour tout ¢ ¢ E-(0), #£ soit B&Q&e&re—d—ws—i—'-mxm}u

—strictes.
anneau—des—fenesions—rationelles rpa¥xadk, i.e. div(4) est défini demme

&iﬁisé‘uz“d"e—ﬂ‘armhl)et que A soit l'ensemble des div(g) pour g ¢ E-(C
: — )
c) Soient E, B' deux sousl-f'espaces vectoriels de l'espace des
fonctions rationelles ﬁ%%ﬁ%f’: sur X, aXmxx satisfaisant la condition
envisagée dans b), alors les ensembles de diviseurs A, At qutils
\w—-.h-—
définissent respectivement sont egaux sss il existe une A’Sﬁﬁlon = F)

< kk""‘ LL.Q
xamneﬂ.e_me%e:sﬁz;srb&e P sur X, telle que E!' = g E . SlE;{O}?{I

telle ¢ est déterminée modulo multiplication par un élément c de .

La démonstration est un exeréice facile, enutilisant é.l. , et Je
me dispense d'en écrire la démonstiration, sauf réclamation de ta part. Il
me sembled'ailleurs que lﬁ .4. viendrait avantageusement dés avant 6.3.,
étunttechniquement nettement plus trivial. Noter d’aill_leuré que lorsque
X: est géom intégre, la condition sur B énoncée dans b) devient vide.

A,
La restriction mise au début de b) tient au fait qu'il se pourrait autre

ment que la condi‘bion enoncee pour b) ne soit plus vérifide aprés passag

4 la cldture algébrique de k (il est facile. d'en donner des exemplesix,

en toute caractéristique, et méme 'lorsque k est séparablement clos en

czz p>0). Pour bien faire, on devrait énoncer b) sans condition suppié
mentaire sur k ou X, mais en énoncant la condition sur E en passant é..vl )
vldture'algébrique de k (et signaler que si X est géom intégre, omtte
condition d evient vide). — Vovr obona Sa QQ*‘ijJ

———

st A de S & aves Bu(D) dev

' o ‘,7 oL \ S WL .- :
W s e e T T
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Fo
pher(Dleudonné e ey T PR
: Merci de ta lettre du 24 et pour la table des matlereo des par.
16 a 19. Je serais content de recevoir i l'occq51on la table des
.matleres prov1301re des par 20 et 21 "id'accord pour les Joindre au

S . cien par.20
.‘fpscicule 4 duAChap IV. Mais comment vaux—tu XEX, subdiviser, e

. Quels seront;les fitres des deux jorceaux 2 Comme je gommence h me
"perdre dans le plan,'et qu'il est qufoms cqmmode de papvoir référer
_‘sapﬁ trop décqnpq? é}gp ne gg garaggaphe%”jq“tg.gonnet;ci ce qui me
‘,semﬁlq‘étreqle planz?ctuel, d%§-gq;:s;;#u.ea,d'achr@ij

20.. 7?22 fr A‘J; L

21. ?é? ¥ S . S

22. 3Systémes linéaires, compléments sur—ie grouée de Picard.

23. Grassmaniennes. A,
Formes lisses, singularités quadratiques ordinaires.
Sections hyperplanes et bordel.

Résultant et discriminant.

oxtensions infinitésimales.

| Le 25. risque d'gilleurs d'étre fort long, et je te vois déji

vouloir le subdiviser en dwax ! Pourtant, 27=3° est un bien joli

nombre ! -

Il n'est pas question que je publie 1'ex-Appendice au par.l8
sous mon nom; ta rédaction n'a & peu preés plus rien de commun avec
les vagues notes manuscriptes que je t'avais passées, si méme je t'e

al j amais passé, et ne me suis borné & te dire: il n'y a qu'A faire



4 B sridita. S K 2nt) i 4 VIR s P A L 2]

'\\ vpa.re:_t'.l que pour les anneaux complets ... Il seralt d'autre part dom-
mage que ton travail de mise au point soit perdu pour les éventuels
u’cilisateurs (i1 finit toujours par s'en t‘rouv!e'r :;.) . Clest pourquoi
je te aema.n:i;- de 'bien vouloir reconsidérer la question &'en faire un
join‘t papar. A TS Lo T o T 1 N 1

;A ,r Pour par 20 ,’E: 10.9.1. ', il faut bie' ntendu 'u'tiliserv le
fart qué l‘ensemble XrExE des pom’cs d . )«‘ en le,:)}luels F) xs;x&
restreln‘c A la fibre est de prof > 4 donﬁe, est con;structible 7

. N T

AT r . - .
(on a méme du’ prouver au par qu"il ‘est ‘ouvert, avec les hypotheés:

.
-y X '

tion fn.nie qu on a faites). Comme son imay

e platitude et' de résey

L

H - F et ae s - ,,r,.,.:" D
mverse dans Z es‘b t, c'es‘t que'n‘:"es’t déja tout un peu plus loin

e

. S0
que A. Clest !

Bien & toi

. . AR PR A @ rees

. o .
. 'R N~
L
c.
. *’L TN
.t R N0 U S PR s
aF e . f'(’r bt RTINS s, PR T vtrae Cer ot s
LI . - o 0 . ] RSP I Y HERSJE S ¢ MEUMAS o Can el
r rore ' =\t . - t T - "o - . . . -
. Tl oo f ¢ [ 4 o~ roeler £’ ool
1 (S
! :
- et DR e , cEdeceen e Sne e I7
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a ; F soqr e ¢ T ‘ v R e - ISRV AR b rre
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IV 21 Feicccaux inversibles et diviseurs relatifs sur les fibrés projec

fs et multinrojectifs; systémes linéaires de div¥iseurs.
1. Faisceaux inversibles sur IEsxZ un fibré projectif; application aux
morphismes d'un fibré projectif dans un autre.
_ 1, ' relatifs _
2. Représentabilité de Divi/s ; diviseurs sur les fibrés projectifs et
multiprojectifs.
3. Systémes lindaires de diviseursy et morphismes dans les fibrés proje

tifs.

4. Systémes linéaires de diviseursy et Modules inversibles.

Les résultats développés dans le présent paragraphe et les suivant
sont déja en partie de nature globale, et donnent notamment des complé-
ments desur les schémas projectifs, utilisant gexfaprrRXesSEEREXEIXRE les
constructions globales du Chap II, et méme ici certains résultats du
Chap III, en plus des résultats purement locaux du présent Chapitre IV.

Un des buts du @ ésent paragraphe est de développer le léhgage des
"systémes lindaires de diviseurs", 1ié d'une pért 3 la classification de
morphismes dans un fibré projectif, d'autre part é«celle des HoduléS'inV
sibles sur un préschéma relatif donné. Notons d;;illeurs ici que les

"schémas de paramétres" vraiment naturels pour les syst&mes linéaires de

diviseurs sont les schémas de Brauer-Sévéri, qui généralisent les Tibrés
projectifs, et peuvent se définir par exemple comme les fibrés qui devie
nent isomorphes a4 un fibré projéctiffaprés extengion étale surjective de
Ala base. Comme_leur étude utilise 1la théorie de la descente, dévelopgée
au Chap V, et que d'ailleurs leuf classification équivaut & celle des 23
L imdExprimei prexxiEMEgENES torseurs de groupe le groupe projectif, nou
renvoyons pour l'édtude de ces schémas et ses liens avec la notion de sy

téme lindaire de diviseurs au Chap VIx de notre savant ouvrage.

o ok e

O

B == E

[A}}
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’ . R déterminant le. srou de
le IE

cizt de vue teclhiicue, le rdsuliat principa
. c
es” théoreme 1.1. PY*JIIKK&X&ETE xzx

du
1

Present parzgree
n

1
1_%rd d'u . .
SYIAIEEEAUXNIRYLEYSIiIExY

sz £ibré projectif en termes de celui de sa base, et ses Premiers.

ccroallaires, développés dans les nos 1 et 2.

\z.
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Jecilo“ hyperplane gémliorue: wroiriétés locazl:i:.
SectiOf .yierplene géndrigue: irrdductibilité et comnexiii gl
3¢ . ln hypérplane vari tle: socticiy "ascez géﬁéralcs".

“refremes dwtfpe Seidenterz.

J¢. . .n... J'une secticn nyperzlilie _.=l20l_.C. : .
' ‘ 7 mulfrsectis
iy ..czizon a des conmstructicnz 3¢ s2cTiors nprperplziaes ev . -
3i .. wlicilales.
oM D2 L.zn de 1'emizzzule des Lyperpler: <icepiionmilis.
CY . _<.zat d'imzersion Diojecstive.

r_sizwax de secvions hy-erplenes, et fiuraziirzde variit.io. ..

( ' .szaniennes.

fatisadiay G celisation Lz résclztats o Tirleall A Lo. £&CTL.aS i -
A,
—

Lty Lo wiismes éiéuzitcires =t Theor:oiz de M. srtin.

[4})

_ . Ircjections cc..icues. : \

-

Ll. silcmatisaticn e ceXteins des résultats précédents. !

. Trzductions en larzzze le srziines llnealres.

-

. s’ - - A A~ . - - ,--a‘\-r"
T~me  ires. Ce=<e r&lzciion donne péle mé€le une esquisc- Jluwaililée

. li:iisemble des r=3ulsat:i cui devraient figurer dzns une rédaction T
:al ... Pour parvenir L ceise dersnigre, il faudrsn wies réorganisation de
.d ... comble adu .résent Isat O, la premieére =l ne .Jsant rrobaklez:

J%. 7 “ssement d'un ncuvecw plo. (dans lequel &1z loate  1:is ace

> 0,12,14,15 v_.rireont Leazcus plus t8t). Je& m'ii pas enccl L.

16 , qui ¢z =rincipe rn: doit offrir aucunc (ifficul<é =i -

o

21 en aucune maniére sur le: nfs précédents, puisqu'il s'egit < .

i e aerOma e s TR Al
-
1]
5
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~ déduit de

(x)

-
Corollaire

. sur le ran »2, 1l résulte de l.2. et 1.3. que 1'homomorphisme precéden;

isomorphe

4 Z resp. & DPig(S)xZ lorsque E est de rang 1, resp. de rang O.

RN s ot 5 2 o0 S E 0§14 RS Sokend
.

£:P—3, le deuxid diéterminé par 1l'élément cl (QP(J.)) de

Pic(P). On en conclut omomorphisme canonigque

)xB&%k 2 — Pic(P) ,

B sans hypotheése restrictive sur S ni sur E.

défini d'aille Ceci: posé:

+ §
l.4.  Sous les conditions de 1l.a. ,9\ &@nﬁxzmmm

‘ tif
xidex alors l'homomorphisme précédent est inlects smEX , et méme

bljec‘bi lorsque S est connexe.kenw—widel
S [ Larsdu'on mmmeﬁmthxzmmxm abandonne l'hypotheése -

8l 3 est connexe, mais )
est encore s\rjectif #tmmizxpas nécessairement Bajectif, le noyau étant -

ez

ESEXXIXBImEE I xZ XXX urE aar xR XX RR kX% EX T ang X I X RS pX X R RARE XL

Démontrons l.l). en commengant par l'unicité. Tout d‘a‘bbrd, si S e:
le spectre dA'un corpy, notons que 0(n) n'est isomorphe & O(m) i.e.

O(m—n) n'est isomorpkRe & O, , que si n=m i.e. n-m=0 . Cmla provient
du fait que 0(1) est ample et dim Psl {d'aprés 1l'hypothese rang’E }2):
on peut en effet supposer \d = m-n»0, si on avait d >0, alors 0(d)

seralt ample, et ne pourraid &tre 'isomorphe 'é. 0P que 81 P est qua.sn.—aff

ne, donc fini (puisqu'il est jropre sur k). Ceci prouve déja l'un:.c:.‘ce

de la i’amlle (s )neZ consid ér¥e dans lc.lo ' Pour l‘u.nlci't;e de M é. isom.

unique prés, on est ramené au cas, ou S='=Sn”, je.dis que dans ce cas on a

M S N

iné en t\/—mes de l':.som P :f*(li’l;) (nj'

un isomorphisme; (unirquemen‘t déte
(xx) ' M=t (B(-n))

En effet l'isomorphlsme L :-\:f*(‘d)( déflnit un isomorphlsme

'L(—n)-.fk(M)/ et ‘par suite un isomorph‘sme du deux:l.eme membré de (xx)
avec £,(f (M)), qui lui-m&me est isomorphe % M étant loc libre) é.

z@f*(g?) y o (réf) £ (05) <2 Qg , d'ol l'isemorphisme (xx)
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Prouvons 1l'exig\tence des (Sn)’ M . Grice & l'unicité déja prouvée,

la question est locale sur S, i.e. on est ramené 4 prouver le

Corollaire 1.5. Soit\E loc libre de rang fini sur S, P=P(E), L un

Module ihi?erﬁble sur \P, 8 ¢S, alors il existe un voisinage ouvert U de s

et un entier n ¢ ; tel que L l (U) goit isomorphe & O (n)\ 1(U)

‘{Bieq ent endu, loryque le rang de E en 8 est ) 2, 1l'entier n est bie
déterminé. D'ailleurs l.H. est trivial lorsque le rang de B en s es‘b < 1}

e, car la' question étant locale, on peu‘b"‘suppos

déja E=0 r+Z’L donc P = rﬁﬁ Par le procédé bréveté du par.8, on est

¢
ramené de plus au cas ou est noethérien. Nous précédons endeux pas:

U R o TE (LI i Seet s kil (o SR ) T T

ST TR T T

a) S est le spectre 4! corps k. Nous savons que L est defini

" par un Module gradué de type fini L sur 1'anneau gradué kft yoesyt ]
L

On sait aussi que la restrictiionyde L & l'espace affine épointé

E}I;g:- "(0) n'est autre que 1!

ge inverse de I par le morphisme de

sible. Soit 1 Er+l-(0)—-> ET 1 1vinmersion canonigque, il resulte

r+1

alors du fait que l'anneau

..,tr} de E est factoriel, . donc &

fortiori son localis® en le point\0 de ol Tl est factorseel, et du fait
'q\ié‘,c;é Vd'ér’nie"r anneau est de dimenkion) 2, que 41, (IL') . est un Module "=~
inversible,mxbctxﬁ donc corréspon 34 un module inversable B sur . . - -
k[‘bo,.r.,tr}. D'ailleurs M = I’ (B~ \-0, H'(L)) - est gradué de fagon natu

relle, enfin ~ 1l'homomorphisme L— M \ est évidemment un Bbmorphisme

entous les mxx¥pExpmiixde points de BT 1

distincts de 0. Donc quitte &
remplacer L par M, on est ramené au cas\ou L est inversible.” Mais =~ 7
k(‘bo,;‘.A,fr] étant factoriel, h est dond libre de rang 1 , d'abord

enfaisant abstraction de sa graduation; ma\is un bemme standard (qui se

en‘canf gue module gradué, ce qui implique qu




TR smmpe T

droit de commencer par considérer un I type fini. Commencer carrément

définissant le Module

-t v .
L= i*(q.f(ls_)) , on sait (Chap L estb un Module gradué qui

détermine précisément I, ¥§ on montre que L est libr%?c&%g—%odﬂe-

gradué par lemisonnenent indiqué?

D) ,"Ca.s général. Il se déduit gd cas a) grécrer a III 4.6.5., ';en
utilisant la relation H-(PL,Quff = O éteblie dans IIT 2 .  6QFD
o e - paiadl

Varianté & l.4. Soit 2 (S) 'l'ensemble des fonctions localemen’

2

constantes & yaleurs entidres sur S, on définit un homomorphisme évident

Z(S) — PiC(P) ’
les

Exume n Z(S) Yorrespondant en efféién % partitions (Sn) en ouve

ned
disjoints (dont dertains peuvent 8&tre vides),&nﬁxzmm et Bx 4 une

telle partition on\ associe le Module inversible QP(E)' dont la %
f-l(Sn) est _QP(n). On trouve donc une variante -

(x bis) ‘ Pic(S)xZ(8) — Pic(?) ,

R

et un énoncé plus géhéral et plus satisfaisant que l.4. affirme que

=1

(sous les conditions dg 1l.l.) c’est 12 une bijection: (NB Lorsque S # @
. resp. connexe
(3I0Ts L'application cajonique Z— Z(8) associant & tout n€ Z *la fonet

RREEL § L7p FRagema

on conatante de valeur n} est injective resp. sarjective, et on retrouve

R i
formellement l.4.", qu'il\y a donc ‘lieu d'énoncer sous .la forme —i)lus R
AR

4

(saggs 1la forme équivalente écédente) s'énogce simplement en disant « l‘a
l'homomorphisme canonique . | - ’
25 —> Ricy, | : ’

du schéma en groupes constant Sxddfinixpax Z sur S dans le schéma ll




. “gour tout Hodule inversible L sur P, on peut trouver une fanille .

Y Y. TPY TR WYY P T wL g 7T

R it el S

IV.2) Coarziimente—sur—les—Faisceswe—inversiplEs, 1IEE Xiviscure—da-
-

Pzrtier, les an i s

nkes xnxixxnxxnxxnxpmxxix P =

e -y

2¥w) (a)5,

T ‘f-—\:‘- PR s e JUE I —_— I

f vev ).'vL A Im—=omanT D O -k*»', V..__ ¢ Q
A Y im = ™ ~? ! e)
A A vVJ\\_x_b, 7)’\\\,._,\4.., C,«\‘\.J v m h ]v_' dey

> \/______)

VL_Q“M\)',.

\

5 - T )
1. Détermination des faisceaux inversibles sur l¢s fibrés projectifs.

d eghutomo phismes d'uh ibré -rowéctif.

'.‘_ -~ . S s T
Applicationx au gosupd

nhéorexhe l.1. Soient S un préschéma, B Module loc libré sur B mEek de
rang §i >2 en tout point,

P(B) 1le fipré projec‘tif qu'il défini‘b. Alos

gXmm (S ) d'ouverts disj01nxs de 9 recuuvrant 3, indexée par g;'et
’ : M : - I
fxux ﬁxx un Module invershhlyg ‘Q§ sur S ’ detelle fagon que
tpx:is 3\,/xPh§_',, "-xﬁxﬁ\_/xxe_—xxxxzmxxtx'la restricti-

ondel & ¢ 1(Sn) soit isomorphe é celle de Mﬁo = £¥(M)(n).
=S

Sn FxExxxIxxxaxxe est uniquement déter-

0,(1)
De plue, la Raxmimhdtwr famille deg
minée par ses conditions, ainsi/que M & isomorphisme unique pres.

Lorsque on ne /fait pas d'hypothése sur le rang de E, S se

A+ présohéma 1
décompdse canoniquement en /Somme de $wois ouverts 8° yS

Remargque 1l.2.
,82 tel que sur
ceux—-ci, le rang de E so¥%t resp. 0,'1, et > 2. Alors la détermination des
Modules inversibles sur/P se raméng 4 celle des f_l(si)’pour i=0,1,2.

Le cas i=2 est justigiable de 1l.1. , d'autre part 7f-l(sl)'éét S*_igomor-
phe 2 st done son g oupe de Picard n'est autre que Pic(Sl), enfin
f_l(So) est vide/donc son groupe de.Picard est nul.:‘ I

Coroliaire 1.3/

non vide
- Sous les conditions de l.l. supposons S connexes Alors

~

tout Module Anversible L sur P est isomorphe & un Module de la f orme

ohn¢Z et M est un Module imversible sur S. De plus n est
uniquémQ.t“aéterminé, et M est d é¢arminé & isom ﬁnique prés,-pérwié“doﬁnée

de L.

ormuler ce corollaire est,la'suivante; Considé-

Pic(S)—Pic(R®),

Une autre fa¢dn

rons les homomo smes naturels Z —Pic(P), le premier

- PO R - -

"“m
Vit M' 8
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X rat. sur x,

k—isomorbbe Y k{T]/TTn) . Si d=1 ,(la notion de poin%-singulier
mrdxmraire §lémentaire de multiplicité n correspond a la terminologie
classiqﬁe’%xzxxha"point singulier ordinaire & n tangente# disctinctes" .
gén aur:i xplicité dans 15.2. que si x est un point de X rat sur k, alor
,ia,notion de singularité élémentaire de mult. n, au sens absolu ou au
sens‘rélatif, ezXw est la méme;' cela feste d'ailleurs vélable si k(x)
,ést une -extension finie séparable de k - sans doute d'ailléurs "finie"
est inutile - et ce fait mérite d'&tre inséré en corollaire mIixmmxarriv
ou en proposition). |
S NB J'avais inclus au par.20 un @9 sur l'éclatemént d'un
préschéma X le long d 'un sous—présdhgzzig/iel que l'augmentation
QX-—*'QY soit élémentaire de mult.n (auquel j'ai fait allusion dans
15.6.). Je signale qu'il s'agit d'un n? court et bien venu, dont les

seuls in aﬁﬁag%a% sont les résuldats généraux & lissité du par.l7,et

—>) \fet encore pourrait-on éviter cette derniére). /
la définition [17.15.2.\("Kien n'em ait dr'incopporer ces résultats

des ici, mmxdamzxm  par exemple immédiatement apres la définition
la "géométriquede 15.2. et la suite
¥%x15.1. ci-dessus; alorsils.z. ax 15.7. pourraient &tre séparés

de_ces zziexxx résuliats, en les groupant dans un N2 17.16, samsxmRXiIxx

XeXxawe De toutes fagons, je m'apersois en cours de rédaction que le
' . . . au . mQi &
nouveau n? 15 prévu sur les formes llsses,eclate,en(dgﬁinﬁﬁméros,assez

distincts et indépendants, l'un contenant des sorites généraux pour

| les trucs "élémentaires de mult n" , n,qﬁelconque, l'autre o= cont@eat

caractérisation des formes quadratiques\lisses,-et‘qui-nﬁemprunte;éu;~

--précédent que le n? 15.1. , i.e. prétiquement la @éfinition de-la lissi -|i

d'une forme.




: wult o, alorq AxixfxCoh. I¥xyesixannr_Nous

un sous-préschéma X" de X, régulier, ixXxzme contenant X, et tel que X

puisse se aecrlre dans X"* par une seule équation % , admettant x com

sing :
z:FE‘gi;aentalre de rmltiplicité n.

y onclu n_varticulier gue, si,A.est.lo cal npeth entaire de
1ixixxxxﬁﬁ>nan§y§nnnzx xnméxxaxxanxaiﬁémam.yz axQx&aYi%xﬁxxx IBERREXERX
mon

O

trerons au _nar. g
EZxX CRLPE nznx/aaxXxxpasxxxaxxxzxxamznxyxafxmxnx .xﬁExﬁ

(par un calcul facile d'éclatement) que le. point fermé de Spec(A) est

le seul poiﬁﬁ singulier de Spec(A); il en résulte qué kixiim A est hdrmal

sss dim A.;;Z, réduit sss dimA };l. Sidim A = O, alors A est élémentair

de multiplicité n sss m/m2 est de ¢&§71 et n est le plus petit entier

tel que g? = O; on notera que ces anneaux sont aussi lesquotients d'annea

de valulizion discrete par lgnﬁuissance n.tme de‘£§¥ggél maximal.

15.7. I1 y a lieu de dégager les variantes "géométriques" de 15.6. ,

on'trouvera'en particulier que si X est un préschéma loc de type fini sur

%e'corbs'k, x€eX, et si 4 = dimxX , alors x est une singularité mxdimax

élémentaire Al

re de multiplicité n de X,lgss il existe un voisinage ouvert U de X

tei que U se plonge comme sous—p?éschéma d'un prééchéma lisse X' sur k,

gmd conrexe et de dimension &+l , défini par une équatibh $=0 , x étant
gé

om.
an zer0/§fﬁguller ordinaie de mult1p11c1te n de £ . On aura dit d'allleL

valeur en x de )
dans 15.5. que cela signifie que la partie & prificipale 44 de § , wesdrs

ekl ox (qui B priori est uneSaSRelde de X’/kﬁ ), et plus "

précisément de son Idéal d’augmentatioh ’l-) est en fait ﬁnm%ﬁ%%%%gmge

+n n 1 - forme . i
de I = SvaU(fgl ' e Qk@%)), et & ce titre est une zEEIIEX lisse en=¥y

{éB Oubli dans 15.1. : l’ensemble des points de lissité d'une forme est

ouverg} On remarquera de méme qu'un tel point est isolé dans liensemble
1

des points non lisses, il est géom normal s=xxx (resp. géom réduit) sss

. i.e. x iso0lé et ,

®»2 (resp. Az1). 51d = 0 et k(x) = k (K rationnel sur k) alors %

point singulier élémentaire de mulk R signifie que OX,x est k—sxamwmr




LT T =

> 2, on dira gque x¢X est un point singulier élémentaire de multiplicité

n, si son anneau local O, est élémentaire de rmultiplicité n. (Signale:

=X,x

" en remarque que cette mmIxzx: terminologie est en accord avec la notion

hﬂ?;generale dé multlplicite due 2 Samuel) Pour n=2, on parlera en particu-

ller de singularité quadratique élémentaire (ou ordinaifé; dans la termin

logie classique). On intpoduit de méme, conformément & l'usage général,

&  les variantes "géométriques" pour X localement de type fini sur un corps:
g q I

3
i
i

e : 7 N , .
X(ﬁg;/dit gsingularité géométriquement élémentaire de multiplicité n, si

pour toute (ou,ce qui revieht au mémé? une)extension K de k, et tout

(ou un) pointZ de XK au dessus de x, rationnel sur K, z est une

éingularité élémentaire de multiplicité n.

15.3. "Généraliser"SUP prop.8 au cas de la multiplicité n.

15.4. "Généraliser"SUP prop.9 et cor.l0. au caé de la multiplicité n.
{(I1 ne s'agit pas vraiment de généralisations, mais de variantes..)

15.5. Introduire la notion de zéro singulier élémentaire de multig}icité

n (pour n=2, zéro siggﬁﬁier quadratigge élémentaire, ou ordinaire) d'une

section ¢' de 0y , ou plus généralement d'un Modulé localament libre, su:

un X localement noethérien, et la notion géométrique correspondante

.(sur un corps de base k).

15.6. Soit X un sous-préschéma d'un préschéma loc nogh régulier X', et

soit x ¢X. Pour que X soit une singularité élé?éntairg'de multiplicité

nde X, i1 f et s qu'il existe une vo;;inage ouvert U de x, et une

Buite Q. -régulitre (dl,..,ﬁa qui soit telle que X|U = V(dl,..,ﬁd) et

que x soit un zéro simgulier ¢lémentaire de multlpllclte n de (ﬁl,..)a,~

En partlculler, si A est anneau local noetherlen qui est elemenualre

de multiplicité n, alors A est un anneau "intersection compléte"; d'ailxmx

leurs, on voit grice 4 1514. que 1l'on peut trouver, au voisinage de x,

16
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5. Tormes auadraticues lisses.

‘J

16.1.50it Q wuBe section de §Igz(§), (E loc libre de rang fini),
de 'sorte que Q &#fixntx (qu'on peut aussi interpréter comme une forme
. V '
gquadratique sur E ) muxExeErEXERIRXEXUXE SEriisx définit une forme biliné-

o v .
aire symétrique B sur E, d'ol un homomorphisme E — E , et passant aux

~s
#odules déterminants on trouve dét E — det E , d'ou enfin une sectio
a(Q) ¢ T°( aés (8)%2)

appelée (sauf erreur) discriminant de la forme quadratique Q. Lorsque

E = OSn y c'est simplement la section de QS déterminant de la matrice
2 n lignes et n colonnes, A coeff dans I'QS , qul exprime Q . Notons tou

de suite:

N

Proposition 16.2. Supposons que pour tout s €S, on ait car k(s)#z ou
rang ERk(s) pair. Alors, pour que Q soit lisse, 11 f et 8 que Q soit
"non dégénérée" i.e. que d(Q) soit inversible. (D’aiileurs la condition e
suffisante sans restriction sur S ni E);

Le derniere assertion n'est mise que pour la commodité des référen
ces éventuelles, car elle est trivialement contenue dans la premieére,
l'hypothese que Q est non dégénérée implique en effet que E est de rang
pair en tout point dont la car est 2. DTailleurs, elle se démontre direc:
tement sans considération de caractéris%ique, car (se plagant sur un cor:

o - 29 iont ' ~
Drenant une base) elle exprime que les 33 n'ont pas de zérox comzw

i
non trivial, a fortiori iks n'ont pas de zéro commun non trivial avec Q.

Si car k £ 2, 1la réciprocue est vraie, car en vertu de la formule

2338
1

on voit alors que tout zéro conmun éux.T%- est aussi un zéro de Q. ZEnfin
i

8i car k = 2 ,efxxixBxEstxfexrangxpairx alors la forme bilinéaire B

"
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pssociée 2 Q (définie par la matrice desig% ) est alternde, donc son | 2?{

v v i
"noyau" NcE est tel que E/N soit de rang pair , donc si E est Tui-"
méme de rang pair, il en est de mlme de N. Donc si N# 0, le rang de N
est au moins 2, d'ol s'ensuit qu'il existe au moins un zéro non banal d: -

Q dans N, i.e. Q est non lisse. NB Ce recours aux coordonnées est déci’ -

ment indigne de nous, 1l faudrait les utiliser uniguement pour prouver

simplement le

16.3. Q¢ Sym (E) . _
Lemméj L vectoriel de rang fini sur un corps k,(X un ¢1ément non nul ar

v
E , teixgzex@{xy x' son image dans P(E), supposons Q(x,x) = 0 i.e.

x' ¢ V(Q). Alors pour quexmixsEiihxworpeizixtissexie V(Q) soit lisse en x:
et de dim xr¥xkixe rang E - 1 (i.e. Q # 0), 11 f et s que x'n'appar-;
tienne pes au noyau de l'homomorphisme %-—;E défini par la forme biline
re symétrique B associéde a Q/

16.4. L'étude qui suit est destinée essentiellement & Zraiferxiexeas
doﬁner un critere de lissité pour une forme guadratigue dans le cas nox%
couvert par 16.2. , i.e. essentiellement dans le cas d'un vectoriel de

Dans ce
dimension impaire sur un corps de car Z.iiiﬁiif/ias toute forme quadra

tigque Q sur E egi «3€ ﬁgg 'Ss mais on voit aisément (prenant notamment

la"forme standart" ) gu'elle peui fort bien &tre lisse.

Introduisons, pour tout entier n>0, la "forme quadratique standa-

n ’ - - 3 -
Qn sur Z , comue une forme & coéfficients entiers en n variables

Xl,..,Xh s en distinguant les deux cas: ' ‘ €f~.£
a) n=2n , Q. (xl,.-., )_x12+x3x4+...
D) no=2ml, QL (Xp, .., ) =(ipRymoix Q, (Xp,..%, ) + X

Lemme 16.5 Soit n un entier impair, et considérons

_ 2 = B
B( m"-,xn) f%?gixi + icd bljxixj bl P

une forme quadratique en n indétermihées X, , & coéff indéterminés

, de sorte que le discriminant d(Q) est un polynlme a

ayy bij



-

coéfficients entlers en les ai’bij . Alors le "contenu" de ce PDlyname>??%.
est g2l 4 2 (i.e. le pged de ses coéfficients est 2).

multiple de 2.
geXa Prouvons d'abord que ce contenu est RE ‘YaxfrrmexSxxyrrxxix

En effet, cela signifie aussi que .iﬁi’loréqu'on spécialise ce polyndme
en e corps 2/55’)8***?139451 il xtest pas identiquement nul, ce qui ms:

résulte du fait gu'une forme quadratique de degré impair sur un cdrps de .

b

car 2 est tjrs dégénérée, i.e. & un discriminant nul. Pour prouver
c ' o
que le conteﬂaYé;t exactement 2, il suffit de faibe le calcul du discri =™

de la forme 4
minant (sTandart de degré n, d'une part elle doit &tre multiple de c,

@'autre part le calcul donne 2, (car c'est 1 pour le degré pair, et 2 poki?pn
le degré 1 ...), ; ' &
@xyrrreIutxixnsdtaieneny I1 y a lieu alors d'introduire le polyndme = s

~ 1 A SN
a¥1Q) = Za(Q)

en les coéfficients de Q, qui est encore a coéffieients entiers, donc

prend une valeur bien déterminée quand on spécialise les ai’bij dans un
q
anneau A guelcongue, i.e. guznd on prend une forme gquadratique 4=de deg

n & coéfficients dans A. On zppela 2¥(Q) le"polvnbme ®aiscriminant

corrigé de la forme ousdratigue indétérminée Q & n variables" , et sa

valeur relativement aux coéfficients dex'une forme quadratique q a coef:

dans un anneau A quelconqgue sera appelé 1le "discriminant corrigé de la -

forme ouadrztioue q". Plus généralement, on déduit de fagon essentiell.: . -.

ment triviale de 16.5. l'énoncé suivant:
et
Pronosition 16.6. On peut,fd'une seple maniére, associéer a toute

préschéma S, muni d'un Module loc libre Be rang fini E et d'une forme V‘ﬁé":
N ‘."'_.\: .
Q ESﬂSVmZ(E), associer une section d(Q) de dét(E)ﬁz, de fagon & satis. .

faire aux conditions suivantes: . i

(4) Compatibilité avec changement de base, ¢ 4§*b““thmur'mxf¥£f_t.

~
(b) Si E est partout de rang pair, on a d(Q) = d(Q) (ou a(Q)

désigne le discriminant de Q).



Corollaire 16.8. Soirnt Q,Q' des formes relatives & E, E' , supposon

(¢) Si zZ est partout de rarg impair, on a 2d(Q)2 = d(Q). fee

. . . ’ ,—j . - 3 - . 3 - ~
PerpirusyrxxiexddiseriniranixeorrIigkixdxra iRz Ixodreauiixsatigfaityexx

%é%&itiuxzxsnixxxtxxx NB Il n'est pas raisonnable d'énoncer la

propfé§{té de compatibilité avec le changement de base, sans énoncer en

méme temps,ou méme avant, la propriété de fonctorialité par isomorpnismes”
‘ o : sur E L
tant donné que le changement de baseﬁﬁ-.éme n'est 3pére défini que

modulo iscmorpphisme; il n'en serait plus de méme si on se restréignait

n . . . o s e
au cas E = Og ,(ce qui ne serait pas commode pour les références). S

-~
foraitxirexifixyx Définition 16.7. La section 4(Q) de dét(E)22

s'appelera le discriminant corrigé de la forme quadratique Q.

la parité des rangs de E (resp. E') constante sur S. Alors
a) SiE et E' ne sont pas tous deux de rang impair, on a

2@ eq) = TQ)Tan)

b) Si E et E' sont tousd eux de rang impair, on a

i 2073 - el
a(Q @ Q') = 27a(Qya(Q") . :
La vérification est triviale.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal du présent

numéro:

Théoreme 16.9. Soient E un iodule loc libre de rang fini sur le préscﬁixf.

ma S, Q¢ I’§xgz(§). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Q est lisse.
g . 22 A .
(ii) Le dsscriminant modifié d(Q)€ I dét(E) est inversible.

(Lorsque E est de rang constant} n) , ‘
(iii)//TI'ex1ste un morphisme surjectif S' S tel que la forme Qg :: - -

déduite de Q par changement de base soit isomorphe & la forme quadral

gue standart en n variables.

(i¥i bis). Comme (iii), mais en supposant S'—»S fideélement plat dé;

présentation finie.



~rr11aire 16.10. Soient kX un corps, B un vectoriel de dimensionfinie

NSRS

sur k, Q¢ Sfmz(E). Conditions équivalentes:
(i)  Q est lisse. -
(11) a(Q) # o. ' | a
(111) Il existe une extension £ixiz k' de k telle gue Qgk' soit

isomorphe & la forme standart.

J

(1ii bis) Comme (1ii), avec k' une extension finie de k.

C'est une conséquence triviale de 16.9. On notera que lorsgue k ef
21gébriquement clos, alors (iii) et (iii bis) se remplacent par la
condition plus frappante: Q est isomorphe & la forme standart. -

Démonstration de 16.9. On axeviiemxerixiazm peut évidegment
supposer E de rang constant n. On aura éviderment )

(1ii bis) = (iii) =>(ii)
compte tenu que pour la forme standart, le discriminant modifié est 1.
Nousgjrouverons maintenant (ii)=3{iii bis), puis (iké;?(ii),
n

Soit B =0

o= O Qg la forme standart sur go » Considérons 1le

foncteur

Isom( (E,.Q,)»(E,Q): (Sch)/so————»(EnS) )

dont la valeur en tout S' sur S est formé de 1'ensemble des iscmorphisme¥5ﬂ"ﬁ

Eo gt — ES‘ compatlbles avec les formes Q et QS' . Il est immédia-:

E w o S! a
(sans condition SurYQ) que ce foncteur est représentable par un préschém -

P 4ffine et de présentation finie sur S, qui est unﬁ%ggﬁﬁhema de W =:34'~3

W(Hom (n ,E)) , et un sous-préschéma fermé de Isez{B 1'ouvert

' |
Isom (E El) de W / IL'implication (ii)==>{iii bis) sera prouvée si

~ k
nous montrons que lorsque d(Q) est inversible, P est fidélement plat ;
sur S: on prendra en effet S'=P. PR

Posons pour simplifier gggi



9(®) =vavm®(2))
et définissons de méme Q(E_o); par 1l'opération de "transport de
structure" on aura donc un morphisme u~Q(u)
Isom(B E) —> Tsom(Q(E),Q(E)),
et, utilisant la sectlon q de Q(B ) correspondan‘t A Q ’ onﬁ trouve un

morphisme W~~~ Q(u)(qo) :

(= Isom(B yE) — Q(E) .
D'autre part, la forme Q £ XE correspond & une section g de _Q(E) sur S,
et P n'est autre que l'image inverse de q(S) par (), comme il résulte
trivialement des définitions, (ce qui, d'ailleurs, établit en passant la
représentabilité annoncée de P momme pr.éschéma affine et de %§§§ finie
sur S). Introddisops maintenant l'ouvert g&fx

o(®)™ = 9(2) |
de Q(g) , corréspondant aux formes gquadratiques de discriminant corrigeé
inversible (représentanzt le foncteur ”/S'M-é ensemble des Permex
sections de _SEQ(}_'JS,) & discriminant corrigé inversibdle). En fait,
par transport de structure on a m(@o,g)q@(g(go)*,g(g)*), et

comme g est une section de Q(L_‘C’);'E (puisque le discriminant mogrigé de

la forme type Q, vaut 1), le morphisme (%) se factorise en fait en” un
morphisme

(% =) Isom(_go,_E) ﬁ>Q(I_3);'E ,

qui est évidemment de présentation finie, puisque les d eux membres sont
présentation finie sur S. I1 suffit maintenaht de prouver 1lea

Texme Propositien 16.11. Avec les notations précédentes (& rappeler),

le morphisme (x %) est fid®lement plat .

W
Il s'ensui%za(e si Q satisfait & (i1), i.e./q est an fait une sect ! ¢
A . Ix : N
de Q(E)®/, alors P (déduit de (xx) par/changement de base q) est encor *°
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ridelenent plat sur S, ce qui prouvera (ii) =>(1ii bis) dans 16.9.

Démonstration de 16.11. Comme les deux membres sont lisses sur

il suffit de prouver la platitude fibre par fibre; ce qui nous raméne g .

cas ou S est le spectre d'un corps alg clos k. On peut zXmxrx supposer

évidemment E =B, donc (s ) prend la forme

’

(sxx) GL(E) — Q(E)™

ce morphisme étant déduit des opérations naturelles du schéma en groupe <
G1(E) sur Q(E)*

pondant & la forme standart,Qo . Or par le théoreme de platitude généra .
comme Q(E) est lisse sur k,donc réduit, il existe un ouvert dense U de ;;

au dessus duquel le morphisme précédent soit platy, Pour tout ;f

wxx 81 {2y

(;pour établir la platitud::

de pI‘OU.VEI) EHEXIREXRKY -

de (EEE))que les u(U) recouvrent Q(E)* . Or pour ceci il suffit de prow

a alors 34 la m€me condition, et 1l suffii

que G1(E) (k)= Aut(E) opere transitivement dans g(g)*(k), ensemble des
1%

formes quadratiques =xxx® sur E a discriminant non nul, ze i.e. que S

{xxx) est surjectif, ce ¢ul prouvera edors 16.11. On est donc ramené &

prouver le

Lemme 16.11.1.

~ e
alg clos, telle que d(Q)#0 , alors Q est isomorphe & la forme standart
(i.e. se met sous forme standart par un- choix convenable de la base).

Lorsque E est de rang pair ou k est de car #2 , alors l'hypothese

signifie que Q est non dégénérée, et la conclusion se trouve dans Bourba

Dans le cas contraire (k de car 2, &ix rang E impair) on sait que Q est §§$?

dégénéréde, dEmx soit Bl une droite dans E qui est dans le noyvau de la

forme associée, E, un supplémentaire, de sorte que Q se met sous forme

,par u~v*u(qo), ou q  est une section de Q(E)® corres

ueGL(E)(kx), i.e. pour tout automorphisme wu de E, u{U) sat

Soit Q une forme quadratique en n variables sur un corpsixfsf




“:‘

“d'une son-e directe de formes Ql @ Q2 , Ql de rang 1 ét Q2 de rang pajlﬁf._
En vertu de 16.8. on voit que .Ql’QZ sont de discriminant corrigé -
#:0, en vertu de ce qui précede il s'ensuit que Q, est isomorphe 34 la Eﬁi
forme standart, et d'autre part Ql est non nulle, donc isomorphe & la
forme standart de degré 1, donc Q est isomorphe & la forme standart, ce
gui prouve 16.11.1. '
I1 reste & prouver l'équivalence de (1) et (ii) dans 16.9. On peu :
et on est
évidemment supposer que S est ehﬁe log, GXautrexp

ramené a prouver dans ce cas ii 58=Q standagj;;)
Bn vertude 16.2. on peut supposer que k est de car 2 et E est de rangr

impair. é%x;aitx&égix%géiﬁg§lxim;iigﬁeanx Q est isomorphe & la forme

standart, oxxpzExxzrXirxzx on vérifie aussitbdt, grice & 16.3. , qu'elle

. v ;
est lisse (le noyau de E — Ev est de dimension 1, et Q n'est pas identfr

gwement nulle sur ce noyau, donc n'y admet que le zéro trivial); dmEmrx
Q lisse |
toujours par 16.3. , £f3¥ implique que kexmzysx la restri.

D'ﬂutre prrt

tion de Q au noyau N de Q n'admet quenle zéro trivial, ce qui évidemment:
s;f¥%£%§ gue N est de dim 1 et que QIN # 0. Or prenant un supplémentaizi

de N, on voit &ggligtlgus cs%a implique que -Q est isomorphe & la forme ?
&

£

standard/ Cela achéve I3 aemonstiration de 16.9.

| NB On aurait pl donner 16.11.2. dés le début en corolléire
16.2. ou 16.3. { qui auraient dff s'interchanger); ainsi la partie du :@ igqff
indépendante du "discriminant co}rigé" serait bloquée au début du n?.
D'ailleurs tu dois mieux savoir que moi dans quelle mesure la notion
de discriminant corrigé et 16.9. étaisnt connus, pour en créditer qui ¢
droit. Peut-&tre y a;til déja une autre terminologie regue ? Je remarc

d'ailleurs que c'est le discriminant podrigé qui mérité vraiment le nom

de discriminant, c'est lui qui se généralise en le discriminant d'une _
forme quelcongue (cf N9 suivant). ILe discriminant d'une forme gquadratic

(dans la terminologie adoptée ici, et qui, si je ne me trompe, est la




~t‘fr:nim:,lOgj.e repue - je n'ai pas Bourbaki sous la main nour vérifier cef',:::"’

hpoint- ) devrait s'anpeler déterminant de la forme quadratique, et non '

discriminant. J'aimerais connaitre ton opinion sur cette question; si
tu es d'accord, jeus profiterions de 1l'occaslon pour rectifier sur ce
point la terminologie regue, qui induit en erreur (puisque jusqu'i ces 7
derniers jours, j'ai sans m'en Iendre-compte confondu discriminant et

déterminant).

Remarques 1b.12. Lorsqu'on fait opérer le schéma engroupes absolu
Gl(n) smxxZ = Aut(gn ) sur g(gn) , le stabtlisateur de la forme

quadratique standart est désigné par O(n), et s'appelle le "groupe ortho

gonal absolu".( Plus généralement, pour toute forme quadratique Q &

— Svmz(g) , on introduit le sous-préschéma en groupes fermé de

G1(E) xgxx stabilisateur de Q , noté O(Q) et appelé schéma en g roupes

or’chogonal relatif a la forme Q; lorsque Q est isomorphe 2 l'image
‘ a 11 variahles
inverse de la forme standar};” O(Q) est isomorphe & O(n)s ). Ceci posé

q,Q’
il est immédiat que deux point%emier membre de (%), & valeurs dan

un S', ont méme image dans le d euxitme membre, sSss IYTXSERIXCORRKEXEEXYE

graxiEmg on a u' = uv , avec veg(n)(s"); compte temu de 16.11. (et

avec la terminologie qui sera développée de fa(;on plus détaillée dans
(uc\.} N | YU O~ EON ; &GA-D (U_)

EGA V ou V:Bﬁ on voit donc que 1es opérations naturelles & droite de

Q(n)S sur le premier membre de (%), et la projection (%x), font de_

Isom(@o,’g) un fibré principal homogéne sur Q(E)™ , de groupe Q(n)g(s)x

plus particuliérement, &iig)&%z:x&i— Gl(n) est un fibré principal

homogéne sur Q(n)* = Q(Z-n)x , de groupe structural 0(n) ()" . I1
C(n

s'ensuit zex d'abord que (avec les notations de la démonstration de 16.9

P est enfait un fibré principal homogéne sous le groupe Q(n)s , associé
cxxarigkenext d'ailleurs canoniquement & la forme Q (de fagon fonctoriel: v..‘

pour les isomorphismes de formes, et de fagon compatible avec les change




r-nts Ge otzse. Des arguments puremcnts formels,zzxxrsmixatcrx joints RS
Ec A
"théorie de la descente plate" de(V % , montreront alors gue 2le foncteu

(’Q_‘,Q)QP établit une équivalence de la catégorie fibrée des formes

quadratiques lisses sur des Modules localement libres de rang n, de base

un préschéma S quelconque, avec la catégorie fibrée des fibrés Drincine‘i"'

homogénes sur un préschéma quelcongue S, .de groupe g(n)s .

16.13. Soit Q une forme quadratique lisse sur un E loc lidbre de
rang fini, alors on vérifie facilement que pour s¢ S, 0(RQ) est lisse

sur un voisinage ouvert de s, zzsxxkfsyxesixdexzgar sauf exactemnt dans

le cas o k(s) est de car 2 et le rang de E en s est impair. Supposci'j'-_ig

gue cette circonstance ne se produis$f pour aucun s S, alors (et alors
seulement) le P envisagé plus haut est lisse sur S (étant un fibré

principal homogiéne sous O(n) donc lisse sss ce dernier l'est). Util

S 14

sant’ le "lemme de Hensel" , il s'ensuit que Zxxsxf lfon peut alors aux’ .

Do

conditions éguivalentes de 16.9. adjoindre la condition £ .équivalente:

(iii ter) Hoemxiskscoresxehivey Comme (iii), en supposant S'— S

€tale surjectif.

En fait, il y a mieux (en gardant toujours les hypothéses précéder
tes), car il résulte de la théorie générale des schémas en goupes_réductff

et fibrés principaux homogénes sur iceux (cf SGAD XXIV) que fzet si Q es

lisse, alors tout point s admet un voisinage ouvert U, et un mppphisme

étale surjectif fini S'_» U, tel que QS' soit la forme staddart. Si par efj, B

ple S est local, on peut dans (iii ter) supposer en plus S', S fini.
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es résultats(({a commencer par la condition (iii ter) pour une Q

lisse)) tombent en défaut quand on abandonne l'hypothése suppkementaire
imparfait

de rang=t de car. , par exemple lorsque S=Spec(k), k corpstide car.2 , et ..

cue E est de rang 1, car la forme quadratique at2 s POUTr maek - ¥ , ng



..znifestenent se mettre snus forme standart aprées une extension Sé};ﬁrnt&_ﬂ_‘,
de k fwvu que k(al/Z) n'est Pas séparable sur k). Cependant, dans le ca ’ )
Ex# général, on peut trouver un morphisme fini ssxgesisf localement ;
1ipre et surjectif S'—>»S (en fait, un fidbré principal homogine sous

schéma en ~2 0(n) ./S0(n) |
cIe groupes/J2 g €8 racines rrées de l'unité sur Si’ntnbcr;nx,—lg ch

genent de base S'— 5 ayant pour effet de réduire le groupe structural

0(n) 2 s0(n), qui est lissg), de sorte que pour Qg le résultat de
locale isotrivialité en¥ksagé précédemment soit vrai. En particulier,

S est local, alors on peut dans (iii bis) supposet S'—S fini .




