EXPOSE XXII

GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS,
SOUS-GROUPES, GROUPES QUOTIENTS

par M. DEMAZURE

Cet exposé comporte deux parties. La premiere (1 & 5.5) rassemble les résultats
techniques nécessaires a la démonstration des théoremes d’unicité et d’existence. La
seconde (5.6 & la fin) ne sera pas utilisée dans cette démonstration; la fin du n°5 sera
utilisée en particulier dans ’exposé XXVI consacré aux sous-groupes paraboliques;
le n°6 établit dans le cadre des schémas les résultats classiques sur le groupe dérivé
d’un groupe réductif.

1. Racines et coracines. Groupes déployés et données radicielles

Théoreme 1.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G, a une racine de G par rapport a T.

(i) Il existe un unique morphisme de groupes & groupe d’opérateurs T
exp, : W(g¥) — G

qui induise sur les algébres de Lie le morphisme canonique g& — g. Ce morphisme
est une immersion fermée. Le morphisme correspondant

T-o W) — G

est également une immersion fermée.

Sipa : Gg,s — G est un monomorphisme normalisé par T avec le multiplicateur o,
il existe un unique Xo € T'(S,g%)* M) tel que po(x) = exp,, (2X4) ; on a Lie(pa)(1) =
X, et les deuz formules précédentes établissent une correspondance bijective entre
I'(S,g%)* et Uensemble des monomorphismes Go 5 — G normalisés par T avec le
multiplicateur .

(Oversion o du 24 mai 09 (et modifs dans 5.10.4-5)

(UN.D.E. : rappeler la définition de I'(S, g®)*.

156

157



158

104 EXPOSE XXII. GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS, ETC.

(ii) Il existe une dualité unique (notée (X,Y) — XY)
9" ®os 97 — Os,
et un unique morphisme de groupes
o :Gps — T,
tels que Uon ait la formule (F) de Exp. XX 2.1. On a
aoa® =2 (—a)" = —a,
et a* est donné par la formule de Exp. XX 2.7.

En effet, un morphisme normalisé par T avec le multiplicateur « se factorise né-
cessairement par le sous-groupe fermé Z, = Centr(T,,) de G (cf. Exp. XIX 3.9). Or
(Za, T, ) est un S-systeéme élémentaire (Exp. XX 1.4), et on est ramené aux résultats
de lexposé XX (1.5, 2.1 et 5.9).

Remarque 1.2. — La partie (i) du théoréme 1.1 reste valable si on suppose seulement
que « est un caractere de T, non trivial sur chaque fibre. En effet, on a alors une
décomposition S = S’ II S”, telle que a|ss soit une racine de Gg/ par rapport a Tg
et g%|ls» = 0. Si S =15, on est ramené & 1.1; si S = S” le résultat est trivial; le cas
général s’en déduit aussitot.

Notations 1.3. — Comme dans l'exposé XX, on note P, 'image de W(g®); c’est un
sous-groupe fermé de G, muni canoniquement d’une structure vectorielle. On dira
que c’est le groupe wectoriel associé a la racine a. On dit que a* est la coracine
associée a a. Des sections X, € I'(S,g%) et X_, € I'(S,g~) sont dites appariées si
XaX_q =1. Alors X, € T'(S,g*)* et de méme pour X_,. Les morphismes p,, et p_,
correspondants sont contragrédients I'un de 'autre et on a

Pa(®) p—a(y) = P-a (1 fxy) a* (1 + 2Y) pa <1 f$y> .

Proposition 1.4. — Sous les conditions de 1.1, soit w € Normg (T)(S). Alors 8 =
aoint(w)™ : T — Gy, s est une racine de G par rapport a T, 3* = int(w) o o* est
la coracine correspondante, et le diagramme suivant est commutatif :

W(ga) L G
)

Ad(w)

int(w)

expg

W(g”
Trivial : transport de structure.

Définition 1.5. — Sous les conditions de 1.1, on note s, 'automorphisme de T défini
par
so(t) =t-a*(a(t) .
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On note (, ) I'accouplement canonique
Homg o, (G, s, T) x Homg ,, (T, Gy s) — Homg o, (G, s, Gm,s) = Zs.

Alors s, opere dans Homg ,, (T, Gy, s), resp. Homg . (G, s, T) par les formules sui-
vantes, olt m (resp. u) désigne une section arbitraire de Homg ,, (T, Gy, s) (resp. de
H()JSH (Gm, S T)) :

Sa(m) =m — (a*,m) a,
Sa(u) =u— (u,a) a”.
Onas,os, =1d et s_, = s4.
Si X € I'(S, g*)*, alors automorphisme intérieur w,(X) de T défini par
wa (X) = expy (X) exp_q (—X71) exp, (X)
(cf. Exp. XX 3.1) coincide avec s, (loc. cit. ) On conclut alors de 1.4 :

Corollaire 1.6. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G, « et B deux racines de G par rapport a T. Alors

Sa(ﬂ) = ﬂ - (a*vﬂ)a
est une racine de G par rapport a T, la coracine correspondante étant

5a(B)" = sa(B%) = B* — (B, a) a*.

* amplique o = (.

Corollaire 1.7. — Sous les conditions précédentes, a* = 3
En effet, si o = 0%, on a cf. XXI?7?
sgla) =a—2B,  sa(B)=pB-2a,
et on en déduit aussitot
(s8Sa)" () = a + 2n(B — «).

Si B # a, il existe un s € S avec oy # (5. Mais alors la formule précédente
montre qu’il existe une infinité de racines distinctes de Gz par rapport a Ts, ce qui
est impossible.

Siu: Gy, g — T est un morphisme de groupes, on dira que u est une coracine de
G par rapport a T, s’il existe une racine a de G par rapport a T telle que a* = u.
Considérons le foncteur Z* des coracines de G par rapport a T défini comme suit :

%#*(S') = ensemble des coracines de Gg/ par rapport a Tgr.

Si Z est le foncteur des racines de G par rapport a T (Exp. XIX 3.8.), on a un
morphisme canonique Z — Z*. En vertu de 1.7 et de Exp. XIX 3.8, on a :

Corollaire 1.8. — Le morphisme canonique Z — Z* est un isomorphisme. En parti-
culier, Z* est représentable par un S-préschéma fini constant tordu qui est un sous-
préschéma ouvert et fermé de Homg (G, s, T).

Ceci conduit a poser la définition suivante :
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Définition 1.9. — Soient S un préschéma, T un S-tore. On appelle donnée radicielle
tordue dans T la donnée :

(i) d’un sous-schéma fini # de Homg ,, (T, G, s),
(ii) d'un sous-schéma fini #Z* de Homg ,, (G, s, T),
(iii) d'un isomorphisme Z —— %Z* noté a — a*,
vérifiant les conditions suivantes :
(DR 1) Pour tout S’ — S et tout @ € Z(S'), on a a0 a* = 2.
(DR 2) Pour tout S’ — S et tous «, 3 € Z(S'), on a
a—(B)BeA(S), o —(a"p)p" € A(S)
De plus, si a € Z(S') (S' # &) entraine 2a ¢ Z(S'), on dit que la donnée radicielle

est réduite.

Proposition 1.10. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maxi-
mal de G, Z (resp. #*) le schéma des racines (resp. des coracines) de G par rapport
aT. Alors (Z,2%*) est une donnée radicielle tordue réduite dans T.

Le seul fait qui reste a vérifier est que cette donnée radicielle tordue est réduite.
C’est ce qu’on a fait en Exp. XIX 3.10.

1.11. Soit T = Dg(M) un tore trivialisé. Si on note M* le groupe abélien dual de M,
on a des isomorphismes canoniques (cf. Exp. VIII 1.5) :

Homg ,, (T, G s) — Mg
Homg ,, (Gm,s,T) — Mg,
donc des isomorphismes de groupes :
Homg g (T, Gy, s) — Homige const. (S, M),
Homg_ g, (G, s, T) — Homioe const. (S, M¥).

Un caractére de T (resp. un morphisme de groupes G,, s — T) sera dit constant
(relativement & la trivialisation donnée) si 'isomorphisme précédent le transforme en
une application constante de S dans M (resp. M*).

1.12. Sous les mémes notations, soit (M, M* R,R*) une donnée radicielle (Exp.
XXI). Alors (Rg,Rg) est une donnée radicielle tordue dans T. Réciproquement, si
(%#,2%*) est une donnée radicielle tordue dans un tore T, on appellera déploiement de
cette donnée radicielle la donnée d’une donnée radicielle habituelle (M, M*, R, R*) et
d’un isomorphisme T ~ Dg(M) qui transforme (%, Z*) en (Rg,R§).
Définition 1.13. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G. On appelle déploiement de G relativement a T la donnée

(i) d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme T ~ Dg(M),

(ii) d’un systéme de racines R de G par rapport & T (Exp. XIX 3.6),

vérifiant les deux conditions suivantes :
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(D7) S est non vide et les racines a« € R (resp. les coracines correspondantes)
s’identifient & des fonctions constantes de S dans (resp. M*).

(D2) Les g (o € R) sont des Og-modules libres.
On dit que G est déployable relativement a T s’il existe un déploiement de G rela-
tivement & T. On appelle déploiement de G la donnée d’un tore maximal T de G
et d’'un déploiement de G par rapport a T. On dit que G est déployable s’il existe
un déploiement de G. On appelle S-groupe déployé un S-groupe réductif muni d’un

déploiement ; on le notera par un symbole du type (G, T, M, R), ou simplement G §’il
n’y a pas de confusion possible.

La condition (D 1) entraine que R (resp. R*) s’identifie canoniquement & une partie
de M (resp. M*).

Proposition 1.14. — Soient S un préschéma (non vide), (G, T, M, R) un S-groupe dé-
ployé, alors
%(G7 T’ M7 R) = (M7 M*7 R7 R*)

est une donnée radicielle réduite (Exp. XXI 1.1 et 2.1.3) ; ¢’est un déploiement de la
donnée radicielle tordue de 1.10.

C’est une conséquence triviale de 1.10 et de Exp. XIX 3.7.

Nous noterons parfois pour simplifier Z(G,T,M,R) = #(G). Nous utiliserons
systématiquement les notations V, ¥ (R), W, ... de Exp. XXI.
Remarque 1.15. — a) Si S est connexe non vide (resp. si Pic(S) = 0) la condition
(D 1) (resp. (D 2)) est automatiquement vérifiée.

b) Si (G,T,M,R) est un S-groupe déployé, alors pour tout S’ — S, S’ # &,
(Gs, Ts/, M, R) est un S’-groupe déployé et Z(G,T,M,R) = Z(Gg, Ts/, M, R).

1.16. Soit T = Dg(M) un tore trivialisé. L’algebre de Lie t de T s’identifie canoni-
quement (Exp. IT 5.1, cor.) &

t~M"® Os.
Pour tout morphisme de groupes u : T — G, g, ZLie(u) est une forme linéaire

Zie(u) : t — Os = Zie(Gy,, 5/9).

En particulier, si u est défini par un élément o € M, alors Zie(u) est la forme linéaire
a sur M* ® Og définie par « :

am®z) = (m,a).

Symétriquement, pour tout morphisme de groupes h : G, s — T, Zie(h) est un
Os-morphisme Og = Zie(G,,,s/S) — t, défini canoniquement par la section

H = Zie(h)(1) e T'(S,¢).
En particulier, si h est défini par un élément m € M*, on a

H=Zie(h)(1) =m® 1.
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Comparant les deux définitions, on trouve en particulier
a(H) = (h,a) -1 €T(S, 0s).

1.17. Ces définitions s’appliquent en particulier au cas ou T est le tore maxi-
mal d’'un groupe déployé. Toute racine o € R définit une racine infinitésimale
@ € Homg, (t, Os) avec
am®z) = (m,a).
Chaque coracine « € R définit une coracine infinitésimale
H, €T (S, 1), Hy=a"®1.
On a pour a, 8 € R, la relation

a(Hg) = (8%, a) -1,
et en particulier
a(H,) =2.
En particulier, si 2 est inversible sur S, alors @ et H,, sont non nuls sur chaque fibre.

2. Existence d’un déploiement. Type d’un groupe réductif

Proposition 2.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G. Supposons T trivial. Alors G est localement déployable par rapport a T : pour
tout sy € S, il existe un voisinage ouvert U de sq tel que le U-groupe Gy soit déployable
relativement a Ty.

En effet, écrivons T ~ Dg(M) et

o= ] o™
meM
Soit R={m € M | m #0, g™(so) # 0}. Quitte & restreindre S et & le remplacer par
un voisinage ouvert de sp, on peut supposer les g%, a € R, libres, et les g™, m # 0,

m ¢ R, nuls. On a alors
o=t@ [] o

a€R
les g étant libres de rang 1. Il en résulte que R est un systéme de racines de G par
rapport & T (Exp. XIX 3.6). Les coracines o* correspondant aux o € R s’identifient
alors a des fonctions localement constantes sur S a valeurs dans M*. En restreignant
encore S, on peut les supposer constantes et on a terminé. 2

Notons que la démonstration donne aussitot :

Proposition 2.2. — Soit S un préschéma connexe non vide tel que Pic(S) = 0, par
exemple Spec(Z) ou un schéma local (en particulier le spectre d’un corps). Si G est
un S-groupe réductif possédant un tore maximal trivial T, alors G est déployable
relativement a T.

(2IN.D.E. : Comparer ceci & la démonstration de 18.7 dans : A. Borel, Linear algebraic groups, Second
enlarged edition, 1991.
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On déduit aussitot de 2.1 et du fait qu’un groupe réductif possede localement des
tores maximaux pour la topologie étale (Exp. XIX 2.5) :

Corollaire 2.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif (resp. et T un tore
mazimal de G). Alors G est localement déployable (resp. localement déployable rela-
tivement a T) pour la topologie étale sur S.

Corollaire 2.4. — Soient k un corps, G un k-groupe réductif. Il existe une extension
séparable finie K/k telle que Gk soit déployable.

Remarque 2.5. — En utilisant 2.1 et Exp. XIX 2.9, on prouve aussitot le résultat
suivant : soit G = (G, T,M, R) un S-groupe déployé; il existe un recouvrement de S
par des ouverts U; tel que chaque groupe déployé Gy, provienne par changement de
base d’un groupe déployé sur un anneau noethérien (et en fait une Z-algebre de type
fini). Nous prouverons d’ailleurs que tout groupe déployé sur S provient déja d’un
Z-groupe déployé (Exp. XXV).

2.6. Soient k un corps algébriquement clos et G un k-groupe réductif. On sait (2.4
par exemple) qu’il existe des déploiements de G. Soient (G, T, M, R) et (G, T/, M’, R/)
deux déploiements de G; les données radicielles Z(G,T,M,R) et Z(G,T',M',R/)
sont alors isomorphes.

En effet, on voit d’abord qu’on peut se ramener au cas ot T = T’ (car il existe g €
G(k) tel que T" = int(g)T, et on vérifie facilement que si on transporte un déploiement
par un automorphisme de G, on trouve une donnée radicielle isomorphe a la donnée
initiale) ; mais S = Spec(k) étant connexe, I'isomorphisme Dy (M) — T — D, (M’)
provient d’un unique isomorphisme M ~ M’ ; pour la méme raison, il existe au plus
un systeme de racines de G par rapport a T.

Définition 2.6.1. — ) Si G est un k-groupe réductif (k un corps algébriquement clos),
on appellera type de G la classe d’isomorphisme de la donnée radicielle définie par un
déploiement quelconque de G; si G est un tore, de type M au sens de Exp. IX 1.4,
alors le type de G comme groupe réductif est donné par la donnée radicielle triviale
(M,M*, &, @).

Par 1.17, le type est invariant par extension (algébriquement close) du corps de
base.

Définition 2.7. — Si G est un S-groupe réductif et si s € S, on appelle type de G en s
le type du s-groupe réductif Gs.

Pour tout S’ — S et tout s’ € S’ se projetant en s € S, le type de Gg: en s’ est égal
au type de G en s.

Si G est déployable, et si (G, T, M, R) est un déploiement de G, alors le type de G
en s est la classe d’isomorphisme de Z(G, T, M, R) en vertu de 1.17. Il résulte alors
aussitot de 2.3 la

(3)N.D.E. : On a ajouté le n°2.6.1, pour références ultérieures.
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Proposition 2.8. — Soit G un S-groupe réductif. La fonction
s— type de G en s

est localement constante sur S. En particulier, il existe une partition de S en sous-
préschémas ouverts non vides tels que sur chacun d’eux G soit de type constant. Plus
précisément, soit E ’ensemble des types des fibres de G; pour tout t € E, soit S;
Uensemble des points s € S ot G est de type t ; alors (Si)icr est une partition de S et
chaque S; est ouvert et fermé (et non vide).

3. Le groupe de Weyl

3.1. Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G. Alors
We(T) = Normg (T)/T

est un S-groupe étale fini (Exp. XIX 2.5). Par passage au quotient & partir de n —
int(n), on a un monomorphisme canonique (c’est d’ailleurs une immersion ouverte)

Wal(T) — Autg . (T).
3.2. Supposons maintenant que G soit déployable relativement a T. Choisissons un
déploiement, soit (G, T,M,R). On a alors un isomorphisme canonique (Exp. VIII 1.5)
Autg ,, (T) ~ (Autg. (M))s.

En particulier, si W est le groupe de Weyl de la donnée radicielle Z(G) (Exp. XXI
1.1.8), on a un monomorphisme

Wg — Ms—gr. (T)

3.3. Pour chaque racine o € R, la symétrie s, € W opere dans M par
sa(z) =2 — (0, 2) a,

donc dans T (par le morphisme précédent), par
so(t) =t-a*(a(t)) "t

D’autre part, comme g* est supposé libre, il existe un X € T'(S,g®)*. Considérons
alors wy,(X) € Normq (T)(S) (Exp. XX 3.1). On a (loc. cit. )

int (we, (X)) (t) = sa(t).

Comme W est engendré par les s,, a € R, il résulte des remarques précédentes
que si on considere W et Normg (T)(S)/T(S) comme des groupes d’automorphismes
de T, on a

W C Normg (T)(S)/T(S) € Wa(T)(S)-



4. HOMOMORPHISMES DE GROUPES DEPLOYES 111

Par définition du groupe constant Wg associé a W, on a donc un diagramme commu-
tatif

A

We(T)
Ms—gr. (T) .

Proposition 3.4. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, W le
groupe de Weyl de la donnée radicielle Z(G). Alors le monomorphisme canonique

Ws — Wq(T) = Normg (T)/T

est un isomorphisme.

Ce sont en effet des groupes étales sur S; il suffit donc de vérifier que pour tout
s €8S, Ws(3) = W (T)(5) est un isomorphisme. Or cette derniére assertion résulte,
par exemple, de Bible, §11.3, th. 2.

Remarque 3.5. — En utilisant 2.3, 3.4 donne une nouvelle démonstration du fait que
le groupe de Weyl d’un tore maximal d’un groupe réductif est fini (Exp. XIX 2.5 (ii)).

3.6. Sous les condition de 3.1, pour tout w € W (T)(S), on note Q,, le produit fibré 170
suivant :

Qu — Normg(T)

| |

S “ > We(T).

C’est un sous-préschéma ouvert et fermé de Norm(T), qui est un fibré principal ho-
mogene sous T & gauche (resp. a droite) par la loi (¢,q) — tq (resp. (¢,t) — qt). Si
n € Qu(S), on a

Quw =1 Qur, Qurw = Qu - 1.

3.7. En particulier, si a est une racine de G par rapport a T, Qg n’est autre que ce
qui avait été noté Q en Exp. XX n® 3. Si g est libre sur S, on a donc Q,_(S) # @.

Par 3.4 et la condition (D 2) du déploiement, on en déduit le
Corollaire 3.8. — Sous les conditions de 3.4,
MG(T)(S) - WG(T)(S) = Homloc.cons.(sa W)

est surjectif. En particulier, pour tout w € W, il existe un n,, € Norm(T)(S) tel que
int(ny)|r = w.
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4. Homomorphismes de groupes déployés

4.1. La « grosse cellule ». —

4.1.1. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Choisissons un systéme de racines
positives (Exp. XXI 3.2.1) R4 de la donnée radicielle Z(G). On pose R_ = —R;..

Choisissons un ordre total sur Ry (resp. R_) et considérons le morphisme induit
par le produit dans G

u: H Pa>§T>S< H P, — G.

acR_ a€Ry

C’est une immersion ouverte. En effet, comme les deux membres sont plats et de
présentation finie sur S, il suffit de la vérifier sur chaque fibre géométrique (SGA 1,
I 5.7 et VIIT 5.4); on est donc ramené au cas ou S est le spectre d'un corps algé-
briquement clos; mais, par Bible, §13.4, cor. 2 au th. 3, u est radiciel et dominant;
comme 'application tangente a u & 'origine est un isomorphisme (définition d’un sys-
téme de racines), u est birationnel ; mais G étant normal, on peut appliquer le « Main
Theorem » de Zariski (EGA III;, 4.4.9) et u est une immersion ouverte. Montrons
que l'image () de cette immersion ouverte est indépendante de I'ordre choisi sur Ry
(resp. R_). Comme il s’agit de comparer des ouverts de G, on est ramené & prouver
qu’ils ont mémes points géométriques, donc on peut supposer encore que S est le
spectre d’'un corps algébriquement clos. Mais alors 1’assertion n’est autre que Bible,
8§13, prop. 1 et th. 1.

On a donc prouvé :

Proposition 4.1.2. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Soit Ry un systéme de
racines positives de R. Il existe un ouvert Qr_ de G tel que pour tout ordre total sur
Ry (resp. R_), le morphisme induit par le produit dans G

H P, >§ T >S< H P, — G
a€R_ a€Ry
soit une immersion ouverte d’image Qg .
Remarque 4.1.3. — On peut traduire 4.1.2 de la facon suivante : choisissons pour tout

a € R un isomorphisme de groupes vectoriels p, : G, s — P, (cf. 1.19); alors le
morphisme (on pose N = Card(R4) = Card(R_))

GlgxTxGYg — G
SgTg Ta
défini ensemblistement par

(@a)aer_t, (Ta)acr,) — ] Pal@a)-t+ ] palza)
a€R_ a€Ry
est une immersion ouverte, dont I'image ne dépend que de Ry (et non du choix des

Do €t des ordres sur Ry et R_).
Notation 4.1.4. — On note Qr, = [[,er Pa T [l er, Po-
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Proposition 4.1.5. — Le préschéma Qg est de présentation finie sur S (donc rétro-
compact dans G) et relativement schématiquement dense dans G (Exp. XVIII 1).

La premiere assertion est triviale, la seconde résulte de ce que Qr, contient la
section unité, donc coupe chaque fibre de G, et de Exp. XVIII 1.3.

Corollaire 4.1.6. — Sous les conditions de 4.1.2, on a
Centr(G) = ﬂ Ker(a)
a€R

On peut invoquer Exp. XII 4.8 et 4.11; on peut aussi le démontrer directement
comme suit. Il suffit évidemment de prouver que Centr(G)(S) = (), Ker(a)(S). Si
t € T(S) et si a(t) = 1 pour tout o € R, alors int(¢) induit I'identité sur T et chaque
P4, a € R, donc aussi sur {2r , , donc sur G par densité schématique. Réciproquement,
si g € G(S) centralise T et les Py, c’est une section de T (Exp. XIX 2.8) qui annule
les o € R.

Corollaire 4.1.7. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Alors le centre
de G est représentable par un sous-groupe fermé de G, de type multiplicatif; c’est
aussi « lintersection des tores mazimauz de G » au sens suivant : Pour tout S’ — S,
Centr(G)(S') est l'ensemble des g € G(S') dont l’image réciproque dans G(S"), pour
tout S” — S', est contenue dans tous les T(S"), ot T parcourt l’ensemble des tores
mazimauz de Ggr.

La premiere assertion est triviale par descente. Démontrons la seconde. Soit H
« 'intersection des tores maximaux de G » au sens précédent. On a évidemment
Centr(G) C H. Pour prouver Centr(G) = H, il suffit de prouver que si G est déployé,
Centr(G) est U'intersection des tores maximaux de G (au sens habituel) ; cela résulte
alors de la remarque suivante : si X € I'(S, g*)*, alors int(exp, (X))(T)NT = Ker(a),
comme le montre un calcul trivial. (Cf. aussi Exp. XII 8.6 et 8.8 pour un énoncé plus
général).
Remarque 4.1.8. — Dans la suite, nous identifierons systématiquement dans le cas
déployé T & Dg(M). Alors Centr(G) n’est autre que Dg(M/To(R)), ou (Exp. XXI)
I'y(R) est le sous-groupe de M engendré par R. Si {a1,as,...,a,} est un systéme de
racines simples de R, on a aussitdt (cf. Exp. XX 1.19) :

Centr(G) = N Ker(a;) = () Centr(Zy,).

Proposition 4.1.9. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Q un
S-tore, ag un caractére de Q, & un Os-module inversible,
f:Q—T, p: W& — G

des morphismes de groupes vérifiant la relation ensembliste

plao(q) x) = int(f(q)) - p(),
pour tous ¢ € Q(S'), x € W(ZL)(S'), S" — S. Supposons que f sépare les éléments de
R au sens suivant : si o, € R et si m,m’ € Z alors ma o f = m'a’ o f entraine
ma=m'd". Soit enfin s € S tel que (a)s # € et ps # e.
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1l existe alors un ouvert U de S contenant s, un entier ¢ > 0 tel que x — x? soit
un endomorphisme de G, y, une racine o € R et un isomorphisme de Oy-modules

h: (Zv)® —g"lu

tels que

(i) (ao flu =q(ao)u,
(ii) p(X) = exp, (h(X9)) pour tout X € W(Z)(S'), S’ — U.

De plus, une fois U choisi, q, a et h sont uniquement déterminés.

Quitte a restreindre S, nous pouvons supposer que g est non nul sur chaque fibre
de S. Choisissons un systéme de racines positives Ry de R et soit U = p~!(Qg, ).
C’est un ouvert de W(.¢) contenant la section nulle et stable par multiplication par
tout ap(q), ¢ € Q(S'), S — S. Comme « est non trivial sur chaque fibre, il s’ensuit
immédiatement que U = W(.Z), donc que p se factorise par Qg,. Choisissons un
ordre quelconque sur R et R_ ; tous les produits seront supposés pris dans cet ordre.
On a donc des morphismes uniques

ag : W(Z) — Py, a €R,
b: W) — T
tels que

p(e)= ] aal@)- (@) ] aal).

acR_ acR 4

Ecrivant la condition de covariance sous Q, on obtient aussitot

aalao(q) z) = r(f(g)) aa(z), a€R
b(eo(q) ) = b()

pour tous z € W(Z)(S'), ¢ € Q(S'), S’ — S. La seconde condition donne aussitot
b=e.

Soit maintenant « € R tel que (aq )z # e (nous savons qu'’il existe un tel «, car pz est
supposé # e). Appliquant Exp. XIX 4.12 (a), on en déduit qu’il existe un entier n > 0,
tel que (ao f)z = n(ap)s. Quitte a restreindre S, on peut supposer (ao f) = nag
(Exp. IX 5.3). Mais alors, pour tout o/ € R, o/ # «a, on a (o’ o f)s # may pour
tout entier m > 0 en vertu de 'hypothese faite sur f (et du fait que les seules racines
proportionnelles & « sont « et —a). Appliquant de nouveau Exp. XIX 4.12 (a), & aq
cette fois, on en déduit que a, est nul au voisinage de S; R étant fini, on peut, quitte
a restreindre encore S, supposer les a, nuls pour ' € R, o/ # «. On a alors p = aq,
et on peut lui appliquer Exp. XIX 4.12 (b), puis (c), qui donne le résultat annoncé
(les assertions d’unicité sont évidentes).

Remarque 4.1.10. — La condition imposée a f en 4.1.9 est vérifiée en particulier si f
est surjectif (= fidélement plat).

Proposition 4.1.11. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de ra-
cines positives de R, Qr, la « grosse cellule » correspondante.
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(i) Soit H un S-foncteur en groupes, séparé pour (fppf). Si f,g: G = H sont deux
morphismes de groupes qui coincident sur Qg , alors f = g.

(ii) Soient H un S-faisceau en groupes pour (fppf) et f : Qr, — H un S-morphisme
vérifiant la condition suivante : pour tout S’ — S et tous x, y € Qr (S') tels que
xy € Qr, ('), on a f(xy) = f(x)f(y). 1l existe alors un (unique, par (i)) morphisme
de groupes f : G — H qui prolonge f.

En effet, par 4.1.5, (i) (resp. (ii)) résulte aussitot de Exp. XVIIT 2.2 (resp. 2.3 et
2.4).
Remarque 4.1.12. — Si a € R4, on a
Or, NZa=P_o-T-P,.
En particulier, si X e I'(X,g%) et Y € I'(S,g™%), on a
expy, (X) exp, (Y) € Q(S) <= 1 + XY inversible.

En effet Z,, = Centr(T,), et o et — a sont les deux seuls éléments de R s’annulant
sur T,,.

4.2. Morphismes de groupes déployés. —

Définition 4.2.1. — Soient S un préschéma (non vide), (G, T,M,R) et (G', T/, M’,R/)
deux S-groupes déployés. On dit que le morphisme de groupes f : G — G’ est com-
patible avec les déploiements, ou définit un morphisme de groupes déployés, si la res-
triction de f & T se factorise en un morphisme fr : T — T’ qui soit de la forme
fr =Ds(h), ot h : M — M est un homomorphisme de groupes vérifiant la condition
suivante :

il existe une bijection u : R — R’ et pour chaque « € R un entier ¢(a) > 0
tel que  — 29(®) soit un endomorphisme de Ga,s et que

h(u(@)) = q(a)r, *h(e”) = g(a) u(a)*.
Remarque 4.2.2. — 11 est immédiat que h, u, g(a) pour @ € R, sont uniquement
déterminés par f. On note h = Z(f). Les q(«) sont les exposants radiciels de f (ou

de h).

Soit p le nombre premier (s’il existe) qui est nul sur S; posons p = 1 s’il n’existe
aucun nombre premier nul sur S. Alors Z(f) est un p-morphisme de données radicielles
réduites au sens de Exp. XXI 6.8. On a donc défini un foncteur Z de la catégorie des S-
groupes déployés dans celle des données radicielles réduites (munie des p-morphismes).
Proposition 4.2.3. — Sous les conditions de 4.2.1, on a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout o € R, il existe isomorphisme unique de Os-modules
fo: (ga)®q(a) -~ g/u(a)

tel que

f(expa(X)) = expu(a)(fa(xq(a)))
pour tout X € W(g®)(8'), ' — S.
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(ii) Pour tout o € R, on a q(—a) = q(«a) et fo et f_o sont contragrédients 'un de 178
Uautre.

(iii) Pour tout o € R, tout Z € W(g*)*(S'), S’ = S, on a
f(wa(z>) = Wy(a) (Zq(a))

Par hypothese le diagramme

Gm,S - T - GmA,S
q(a) fr q(a)
G u(a) T u(a) G5

est commutatif. Il en résulte que f applique Ker(a) dans Ker(u(«)), donc T,, dans
T;(a), donc Z, dans Z;(a). Il n’y a plus alors qu’a appliquer Exp. XX 3.10 et 3.11
aux groupes Z, et Z;(a).

Proposition 4.2.4. — Le morphisme [ induit un morphisme fx de Norm(T) dans
Normg, (T'), donc un morphisme f, de Wa(T) dans Wq/ (T') ; celui-ci est un iso-
morphisme. Plus précisément, si on note © : W(Z(G)) = W — W = W(Z(G))
lisomorphisme qui prolonge so +— Sy(o) (Exp. XXI 6.8.4), on a un diagramme com-
mutatif d’isomorphismes :

W (T) —L = W (T)

Wg
Cela résulte aussitot de 3.4, Exp. XXI 6.8.4, et (iii) ci-dessus

179  Remarque 4.2.5. — Avec les notations de 4.2.3, la restriction de f a Qr, (pour un
systéme de racines positives R,) s’écrit explicitement : elle applique Qg dans €/, (Ry)

(u(R4) est un systeme de racines positives de R’ par Exp. XXI 6.8.7) et est donnée
par la formule ensembliste :

FUIT expaXa)-t- [] expa(Xa)

ac€R_ a€R4

= IT e (0x073) 10 I s (56587)

a€R_ a€Ry
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Proposition 4.2.6. — (i) f est surjectif (= fidelement plat dans le cas présent, cf. Exp.
Vig (4)) si et seulement si fr [est.

(i) On a Ker(f) C Qg, .

Prouvons (i) : si f est surjectif, alors f(T) = fr(T) est un tore maximal de G’ (en
effet fr(T) est un sous-tore de T’, Exp. IX 6.8; pour vérifier qu’il est maximal, on
est ramené au cas d’un corps algébriquement clos, ou c’est Bible, §7.7 7, th.3 (a)),
donc fr(T) = T’. Si fr est surjectif, alors la formule précédente montre que f|q est
surjectif, ce qui entraine que f est surjectif (Exp. VI).

Prouvons (ii) et pour cela admettons un résultat qui sera démontré ci-dessous
(5.7.4) : choisissons pour chaque w € W un n,, € Norm(T)(S) qui le représente;
alors les ouverts n,,Q (w € W) forment un recouvrement de G. Il suffit de prouver
que Ker(f) Nn,Q # @ entraine w = 1. Si x € Q(S'), S — S et f(nyr) =e, on a
f(z) = f(ny) b or f(z) € V() et f(ny,)~! € Normg, (T')(S'). En vertu de 4.2.4,
on est ramené & prouver :

Lemme 4.2.7. — Sous les conditions de 4.1.2, on a
QN Norm(T) =T.

Soit 180

x = H Pa(Ta) - H Pa(T0) =viu € Q).

acR_ a€R 4
Si 2 normalise Tg/, on a pour tout t' € T(S'),

zt'z7t =1 € T(Y),
c’est-a-dire zt' = t" x, ce qui s’écrit
v (tt) (' Tut’) = (" vt ) (') u,

ce qui donne ¢'~'ut’ = u, donc u € Centrq(T)(S") = T(S'), soit u = e. De méme
v=ce.
Corollaire 4.2.8. — On a

Ker(f) = H K, - Ker fr - H K,

a€R- @Ry

ot pour chaque a € R, K, désigne le S-groupe fini

K, = Ker(P, — P21)) ~ a,,) s.

Pour appliquer ce lemme, posons :

Définition 4.2.9. — Soient S un préschéma, G et G’ deux S-groupes réductifs. Un
morphisme de groupes f : G — G’ fidelement plat et fini (i.e. surjectif et & noyau fini
sur S) est appelé une isogénie. Si Ker(f) est un sous-groupe central de G, on dit que
f est une isogénie centrale.

(4)N.D.E. : référence & préciser. . .
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Proposition 4.2.10. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes déployés. Pour que
f soit une isogénie (resp. une isogénie centrale) il faut et il suffit que fr soit une
isogénie i.e. que Z(f) soit injectif de conoyau fini (resp. et que pour tout o € R, on
ait g(a) = 1).

En effet, par 4.2.8 Ker(f) est fini sur S si et seulement si Ker(fr) est fini sur S,
et Ker(f) C T si et seulement si chaque ¢(«) = 1 (Ker(f) alors central car de type
multiplicatif et distingué, cf. Exp. IX 5.5).

Remarque 4.2.11. — a) On voit donc que f : G — G’ est une isogénie centrale si et
seulement si Z(f) : Z(G’) — Z(G) est une isogénie au sens de Exp. XXI 6.2 ; de plus
on a dans ce cas (avec les notations de loc. cit. ) :

Ker(f) =Ds(K(Z(f))),  K(Z(f)) = Coker(Z(f))-

b) Si G et G’ sont semi-simples, tout morphisme de groupes déployés G — G’ est
une isogénie.

c) Si f: G — G’ est fidélement plat et fini et si G est réductif (resp. semi-simple),
alors G’ Pest aussi. Il est en effet de présentation finie sur S (Exp. V 9.1), affine sur
S (EGA II 6.7.1), lisse sur S (Exp. VI), a fibres géométriques connexes et réductives
(resp. semi-simples) par Exp. XIX 1.7.

La définition 4.2.1 peut sembler arbitraire. Elle est justifiée par la proposition qui
suit (que nous énoncerons, pour simplifier, pour des groupes semi-simples).

Disons qu’un morphisme f : G — G’ de S-groupes réductifs est déployable s’il
existe des déploiements de G et G’ avec lesquels f soit compatible. On a alors la

Proposition 4.2.12. — Soient S un préschéma, G et G’ deux S-groupes semi-simples,
f : G — G’ un morphisme de groupes. Soit s € S. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Ker f5 est fini (< e est isolé dans Ker f(3)) et f5 est surjectif, i.e. f5 est une
isogénie.

(i) f5 est déployable.

(iii) Il existe un morphisme étale 8" — S couvrant s tel que fsr : G — Gg, soit
déployable.

On a évidemment (iii) < (i) ; (ii) & ©® (i) résulte de 4.2.10 (b) (c’est ici qu'inter-
vient ’hypothese que G et G’ sont semi-simples — les autre implications sont valables
pour des groupes réductifs).

Prouvons maintenant (i) = (iii). On peut supposer G et G’ déployés de telle sorte
que f induise un morphisme fr : T — T’ (2.3 et Exp. XIX 2.8); quitte a restreindre
S, on peut supposer que fr = Dg(h), ot h est un morphisme de groupes M’ — M.
Soit a € R, considérons le morphisme composé

p:W(g) 226 Loa,

(®)N.D.E. : corriger 'un des < en implication. ..
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Comme Ker pz est fini, ps # e. D’autre part frz est surjectif; on peut donc appliquer
4.1.9 et il existe un ouvert U, de S contenant s, une racine o’ € R/, un entier g(«) tel
que z — z4(® soit un endomorphisme de Gq, v et un isomorphisme de Jy-modules

fa: (821 |y, — ¥ |,

tel que f(exp,(Xa)) = expy(q) (fa(XZ(a))) et o' o fr = h(a') = g(a)a . On peut
remplacer S par lintersection des U,, a € R. Posons o/ = u(a). Il est clair que
u: R — R/ est une bijection, car le noyau de h est fini (fr. étant surjectif). Il ne reste
plus qu’a prouver que fr o a® = g(a) a’*, ce qui se fait par une modification triviale
de 'argument utilisé en Exp. XX 3.11.

De toutes fagons, comme on l’a vu au cours de la démonstration, on a (i) = (iii).
On a donc :

Corollaire 4.2.13. — Soient S un préschéma, f : G — G’ une isogénie de groupes
réductifs. Alors f est localement déployable pour la topologie étale.

4.3. Quotients centraux de groupes réductifs. — Considérons d’abord un cas
particulier.

Proposition 4.3.1. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, N un
sous-groupe de M contenant R, Q = Dg(M/N) C Centr(G). Alors :

(i) G' = G/Q est un S-groupe réductif, T = T/Q en est un tore mazimal ;

(i) si on identifie T' 4 Dg(N), alors R C N est un systéme de racines de G’ par rap-
port a T/, (G', T/,N,R) est un déploiement de G, et Z(G') s’identifie canoniquement
a la donnée radicielle induite (Exp. XXI 6.5) Z(G)n ;

(iii) le morphisme canonique G — G’ est compatible avec les déploiements, d’ex-
posants radiciels 1, et donne par fonctorialité le morphisme canonique (loc. cit. )

Z(C)x — 2(G).

On sait que G’ = G/Q est représentable par un préschéma en groupes affine sur S
(Exp. VIII 5.7), lisse sur S (Exp. VIg (9)), & fibres géométriques connexes et réductives
(comme quotients de groupes réductifs, cf. Exp. XIX 1.7); G’ est donc un S-groupe
réductif.

1l est clair que T/ = T/Q ~ Dg(N) en est un tore maximal. Remarquons ensuite
qu’en choisissant un systeme de racines positives Ry de R, 'ouvert Qg de 4.2 est
stable sous Q et que 'on a un isomorphisme canonique

Or./Q~ [] Pax(T/Qx [] Pa
a€R_ S S acRy

Qr, /Q étant un ouvert de G’, contenant la section unité (Exp. IV 4.7.2 et 6.4.1).
Il en résulte que si on note g’ lalgebre de Lie de G’ et « le caractere de T/Q
induit par « (ou, ce qui revient au méme défini par & € N dans 'identification

()N.D.E. : réf. & préciser ...
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T/Q = Dg(N)), le morphisme canonique g — ¢’ induit pour chaque @ € R un
isomorphisme

ga ;)g/r-
On a donc prouvé que R est un systéeme de racines de G’ par rapport a T’, et on
termine la démonstration sans difficulté.

Corollaire 4.3.2. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, Q un sous-groupe
invariant de type multiplicatif de G. Alors Q est central dans G, le quotient G/Q
est représentable par un S-groupe réductif. Le morphisme canonique G — G/Q est
localement déployable pour la topologie étale (avec des exposants radiciels égauz d 1).

La premiere assertion résulte de Exp. IX 5.5; les autres sont locales pour la topo-
logie étale et on est ramené a 4.3.1.

Définition 4.3.3. — Soit G un S-groupe réductif. On dit que G est adjoint (resp. sim-
plement conneze) si pour tout s € S, le type de G en s est donné par une donnée
radicielle adjointe (resp. simplement connexe), i.e. (Exp. XXI 6.2.6) telle que M soit
engendré par R (resp. M* engendré par R*).

Proposition 4.3.4. — (i) Un groupe réductif adjoint (resp. simplement connezxe) est
semai-simple.

(ii) Si T est un tore maximal du groupe réductif adjoint (resp. simplement conneze)
G et si a est une racine de G par rapport a T, alors la racine infinitésimale @ est non
nulle sur chaque fibre (resp. a* est un monomorphisme et la coracine infinitésimale
H, est non nulle sur chaque fibre).

En effet, (i) est trivial, (ii) se vérifie sur les fibres géométriques et résulte aussitdt
de Exp. XXI 6.2.8.

Proposition 4.3.5. — (i) Pour que le groupe réductif G soit adjoint, il faut et il suffit
que Centr(G) = {e}s.

(ii) Pour tout groupe réductif G, le groupe quotient G/ Centr(G) est un groupe
réductif adjoint.

En effet, on peut supposer G déployé, alors (i) est trivial (car Centr(G) =
Ds(M/To(R)), (ii) résulte de 4.3.1.

Définition 4.3.6. — Soit G un S-groupe réductif. On appelle groupe adjoint de G et on
note ad(G) le groupe G/ Centr(G). On appelle radical de G et on note rad(G) le tore
maximal (unique Exp. XII 1.12) de Centr(G). On appelle groupe semi-simple associé
a G le quotient G/ rad(G).

Les définitions précédentes sont compatibles au changement de base. Si s € S,
rad(G)s est bien le radical de Gz au sens habituel (Exp. XIX 1.6).

4.3.7. — Si (G, T,M,R) est un groupe déployé, alors rad(G) = Dg(M/N), ou N =
MN ¥ (R), donc le groupe semi-simple associé & G (comme d’ailleurs le groupe adjoint
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de G) est muni d’un déploiement canonique (4.3.1) et on a un diagramme de groupes
déployés

G — s3(G) — ad(G)
correspondant au diagramme canonique de données radicielles (Exp. XXI 6.5.5)

ad(Z(G)) — ss(R(G)) — Z(G).

Remarque 4.3.8. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé, adjoint (resp. simplement
connexe), A un systéme de racines simples de R. Alors la famille {a},ca, resp.
{a*}aca, induit un isomorphisme

T = ((G’m,S)A , Tesp. ((Gm,S)A —T.

En effet, M = I'o(R) (resp...) et A est une base du groupe abélien libre I'g(R)
(Exp. XXI 3.1.8).

Remarque 4.3.9. — Le radical d’un groupe réductif est un sous-groupe caractéristique
(i-e. stable sous Autg ., (G)), vu sa définition.

5. Sous-groupes de type (R)

Nous nous intéressons spécialement aux groupes réductifs, mais certains des résul-
tats que nous allons établir sont valables plus généralement pour une classe de groupes
plus large : les groupes de type (RR).

5.1. Groupes de type (RR). —

Définition 5.1.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes. On dit que
G est de type (RR) §'il vérifie les conditions suivantes :

(i) G est lisse et de présentation finie sur S et & fibres connexes.

(ii) G possede localement pour la topologie (fpqc) des tores maximaux.

(iii) Pour tout s € S, tout tore maximal T de Gz et toute racine de Gz par rapport
a Ts (Exp. XIX 1.10), Zie(Gs)® est de rang 1 (comme espace vectoriel sur K(s)).

(iv) Pour tout s € S, tout tore maximal T de Gz, notons R ’ensemble des racines
de Gz par rapport a T et T'g(R) le sous-groupe de Homs. g, (T, Gy, 5) engendré par R ;
alors le contenu (7) de toute racine o € R dans le groupe abélien libre To(R) (qui est
donc entier > 0) est inversible sur S.

Remarque 5.1.2. — a) En vertu de Exp. XII 7.1 (ou 'hypothese G séparé est inutile
car automatiquement vérifiée, Exp. VIg ®)) (i) et (ii) entrainent que G possede loca-
lement pour la topologie étale des tores maximaux (resp. des sous-groupes de Cartan)
conjugués localement pour la topologie étale.

b) Les sous-groupes de Cartan de G sont a fibres connexes (Exp. XII 6.6).

c) Si G est affine sur S, (i) et (ii) sont équivalents respectivement &

()N.D.E. : rappeler la définition = le générateur positif de I'idéal {f(c), f € To(R)*} de Z = le plus
grand entier ¢ > 0 tel que a/c € T'o(R).
(8)N.D.E. : & préciser ...
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(i") G est lisse sur S et & fibres connexes.
(ii") Le rang réductif des fibres de G est localement constant. (Exp. XII 1.7).

d) Par Exp. XII 8.8 ¢), G possede un centre réductif Z ; sous les conditions de (iv),
on a Zg = (g Ker(a) (loc. cit. d)), donc

Homsz g ((T/Z)5, G, 5) ~ To(R).

e) La condition (iv) est vérifiée en particulier dans les deux cas suivants : 1°) S est
de caractéristique 0; 2°) toute racine est un élément indivisible du groupe engendré
par les racines.

f) Le fait d’étre de type (RR) est stable par changement de base et local pour
(fpac).
Des remarques c) et e), il résulte aussitdt la

Proposition 5.1.3. — Un groupe réductif est de type (RR).

Proposition 5.1.4. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR), Q un sous-
groupe central de G de présentation finie sur S tel que le quotient G/Q soit représen-
table (par exemple G affine sur S et Q de type multiplicatif ou bien S artinien) ; alors
G/Q est un S-groupe de type (RR).

En effet (i) est clair (G/Q est lisse sur S (Exp. VIg (), de présentation finie sur
S (Exp. V 9.1), a fibres connexes) ; (ii) résulte de Exp. XII 7.6; il reste & vérifier (iii)
et (iv).

Notons G’ = G/Q, soit u : G — G’ le morphisme canonique, T = u(T) le tore
maximal de G’ image de T (Exp. XII 7.1 e)); pour chaque « € R, notons également
par « le caractere de T’ défini par a (en effet QNT C Z = [,y Ker(a)).

Prouvons d’abord :

Lemme 5.1.5. — Sous les conditions de 5.1.4, soit T = Dg(M) un tore mazximal trivial
de G, supposons que la décomposition de g = Lie(G) sous Ad(T) soit de la forme

g=o"®J[e* . RCM-{0},
a€ER

ot pour tout s € S, g¥(s) # 0 pour a € R (donc g* est un Os-module inversible pour
tout « € R et R est l'ensemble des racines de Gz par rapport @ Tz pour tout s € S).

Alors Ualgébre de Lie g’ de G' se décompose sous AA(T’) de la maniére suivante :

g/ — 9/0® H g/a

acR

et Lie(u) induit un isomorphisme de g* sur g’'® .

(ON.D.E. : & préciser ...
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En effet, soit p = Zie(u) : g — g’. On a aussitot p(g®) C g’* pour tout a € R, et
p(g®) C ¢’°. Comme
Ker(p) = Zie(Q) C Lie(Centry(T)) = g°,

p induit un monomorphisme de g* dans g’® , pour tout « € R.

Pour démontrer le lemme, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d’un corps
algébriquement clos, et en vertu des remarques précédentes, il suffit alors de prouver
que rg(g’) = rg(g’’) + Card(R). Or posons C = Centr(T), ¢/ = Centrg, (T'); par
Exp. XII 7.1 e), u induit un morphisme fidélement plat C — C’ de noyau Q. On a
donc

dim ¢’ 4 dim Q = dim C.
Mais G, G’, C et C’ sont lisses, donc
dim G = rg(g) = rg(g®) + Card(R) = dim C + Card(R)
= dim Q + dim C’ + Card(R) = dim Q + rg(g’°) + Card(R)
rg(g’) = dim G’ = dim G — dim Q
ce qui entraine
rg(g’) = rg(g’) + Card(R),
c’est-a-dire la relation cherchée.

Revenons a la démonstration de 5.1.4; on peut supposer que S est le spectre d’un
corps algébriquement clos. Soit T un tore maximal de G; appliquant 5.1.5, on a
aussitot (iii) et (iv) pour G/Q.

Pour utiliser la proposition précédente, introduisons une définition :
Définition 5.1.6. — On dit que le S-préschéma en groupes G est de type (RA), 8’il est
de type (RR) et s'il vérifie en outre la condition (iv’) (plus forte que (iv)) :

(iv') Pour tout s € S et tout tore maximal T de Gg, toute racine de Gz par rapport
a T a un contenu dans Homg g, (T, Gm,5) qui est inversible sur S.
Remarques 5.1.7. — a) Un S-groupe réductif adjoint est de type (RA).

b) Si S est de caractéristique 0, tout groupe de type (RR) est de type (RA).

¢) Le fait d’étre de type (RA) est stable par changement de base et local pour
(fpqc).

La remarque (a) précédente se généralise par :

Proposition 5.1.8. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR), Z son
centre réductif, supposons le quotient G/Z représentable (par exemple G affine sur S,
ou S artinien) ; alors G/Z est de type (RA).

En effet, cela résulte aussitot de 5.1.4, 5.1.5 et 5.1.2 d).

Remarque 5.1.9. — Si G est de type (RR) et si T est un tore maximal de G, on peut
appliquer Exp. XIX 6.3. En particulier W (T) est étale, quasi-fini et séparé sur S.
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5.2. Sous-groupes de type (R). —

Définition 5.2.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse de
présentation finie et a fibres connexes, H un sous-préschéma en groupes de G. On dit
que H est de type (R) si

(i) H est lisse, de présentation finie sur S (= rétrocompact dans G (19)) et & fibres
connexes.

(ii) Pour tout s € S, Hz contient un sous-groupe de Cartan de Gs.
Cette notion est stable par changement de base et locale pour (fpqc).

Rappel 5.2.2. — (Exp. XII 7.9). Sous les conditions précédentes :

a) H = Norm, (H)°.

b) Si G contient localement pour la topologie étale des sous-groupes de Cartan
(resp. des tores maximaux), il en est de méme de H, et les sous-groupes de Cartan
(resp. les tores maximaux) de H sont des sous-groupes de Cartan (resp. des tores
maximaux) de G.

Exemples 5.2.3. — a) Sous-groupes de Borel : un groupe de Borel de G est un sous-
groupe de type (R) dont les fibres sont des sous-groupes de Borel des fibres de G.

b) Sous-groupes paraboliques : un sous-groupe parabolique de G est un sous-groupe
de type (R) dont les fibres géométriques contiennent des sous-groupes de Borel.

D’autres exemples sont donnés par les propositions suivantes.

Proposition 5.2.4. — Soit G comme dans 5.2.1, K C H deux sous-préschémas en
groupes de G, H étant supposé de type (R). Alors K est un sous-groupe de type (R)
de H si et seulement si c’est un sous-groupe de type (R) de G.

Trivial.

Proposition 5.2.5. — Soit G comme dans 5.2.1, T un tore mazimal de G, Q un sous-
tore de T, Z = Centr(Q). Si H est un sous-groupe de type (R) de G contenant T,
alors HNZ est un sous-groupe de type (R) de Z.

Rappelons d’abord que Z est un sous-préschéma en groupes fermé de G, de pré-
sentation finie (Exp. XI 6.11), & fibres connexes (Exp. XII 6.6), lisse sur S (Exp. IX
3.3), donc vérifie les conditions imposées dans la définition 5.2.1. De méme, HN Z
est de présentation finie, lisse et & fibres connexes (car HNZ = Centry(Q)) ; de plus
HNZ D Centr(T).

Proposition 5.2.6. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR) (resp.
(RA)), H un sous-groupe de type (R) de G. Alors H est un S-groupe de type (RR)
(resp. (RA)).

En effet (i) est clair, (ii) résulte de 5.2.2 b), (iii) et (iv) (resp. (iv’')) sont & vérifier
lorsque S est le spectre d’'un corps algébriquement clos. Alors H contient un tore

(10)N.D.E. : préciser cette égalité. . .
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maximal T de G (et donc aussi C = Centr (T)) et les assertions & démontrer résultent
aussitot de :

Lemme 5.2.7. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR), T = Dg(M)
un tore maximal trivial de G ; supposons que

s=0"®[] o

a€R

les g étant inversibles. Soit H un sous-groupe de type (R) contenant C = Centrq (T)
(i.e. contenant T). Alors b = ZLie(H/S) est localement sur S de la forme

o'+ ] 0% = or;
acR/

de maniére précise, soit pour chaque s € S, R'(s) = {a € R | g*(s) C h(s)}. Alors
R/(s) est une fonction localement constante de s; si U est un ouwvert de S sur lequel
R'(s)=R/, on a

bu =@ [] ot

acR/

En effet, h est un sous-module de g, localement facteur direct, contenant g° et
stable par T.

5.3. Transporteur strict de deux sous-groupes de type (R). Applications.

Proposition 5.3.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RA) (5.1.6), H
un sous-groupe de type (R) de G, g 2§ leurs algébres de Lie.

Alors Norme () (qui est de toutes fagcons représentable par un sous-préschéma
fermé de G de présentation finie sur S) est lisse sur S le long de la section unité et
on a

H = Norm(h)".

Comme H est lisse et de présentation finie sur S, la proposition est équivalente
(Exp. VI (1)) au fait suivant : pour tout s € S

Normg(s) (h(s)) = [)(S)

On est donc ramené par 5.2.7 a prouver :

Lemme 5.3.2. — Sous les conditions de 5.2.7, si G est de type (RA), on a, pour tout
s€S,

Normg(s)((s)) = b(s).

(IDN.D.E. : & préciser. . .
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En effet, on est ramené au cas ou S est le spectre d’un corps, donc ou h = gr/ pour
un certain R’ C R. Mais on a déja

Transp,(t, h) = b.

En effet,siHe tet X € g* on a [H,X] = @(H)X, ot @ : t — Js est le morphisme
dérivé de a. Or la condition (iv’) dit justement que @ # 0 pour tout a € R.

Corollaire 5.3.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RA), H et H'
deuz sous-groupes de type (R) de G, b et b leurs algébres de Lie. Alors

H=H < hH=4.
Corollaire 5.3.4. — Sous les conditions de 5.2.7, G étant de type (RA), les applications
H+— Zie(H/S), b+ Normg (h)°

réalisent une correspondance bijective entre l'ensemble des sous-groupes de type (R)
de G contenant T, et ’ensemble des sous-algébres de Lie de g contenant g° et stables
par T, et dont le normalisateur dans G est lisse le long de la section unité.

Corollaire 5.3.5. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR) (5.1.1.), T
un tore mazimal de G, H et H' deuz sous-groupes de type (R) de G, contenant T.
Alors

H=H < hH=4.

En vertu des hypotheses de présentation finie, on se rameéne comme d’habitude au
cas ol S est noethérien; il suffit alors de vérifier que h = §’ implique Hgs = Hg, pour
tout S’ spectre d’un quotient artinien d’un anneau local de S; on est donc ramené au
cas ou S est artinien et ol on peut appliquer 5.1.8.

Posons G’ = G/Z et soit T/ = T/Z le tore maximal de G’ correspondant & T.
En vertu de Exp. XII 7.12, il existe des sous-groupes de type (R) H; et H} de G/,
contenant T’, tels que H = u~1(Hy) et H' = u~1(H}), ot u : G — G’ est le morphisme
canonique. Il suffit de prouver H; = H}. Mais par 5.2.7 et 5.1.5, on a

Zie(Hy) = ZLie(H)),
et on est ramené a 5.3.3.
Remarque 5.3.6. — Le fait que H et H' contiennent le méme tore maximal est essentiel

pour la validité de 5.3.5 lorsque G n’est pas de type (RA). Exemple : tores maximaux
de SLg 1, pour k de caractéristique 2.

Corollaire 5.3.7. — Soient S un préschéma, G un S-groupe de type (RR), T un tore
mazimal de G, H et H' deux sous-groupes de type (R) de G, contenant T. L’ensemble
U des s € S tels que Hy = HY, est ouvert et fermé dans S et Hy = Hy;.

En effet, cela résulte aussitot de 5.3.5 et 5.2.7.

Corollaire 5.3.8. — Le « foncteur des sous-groupes de type (R) contenant T », ou T
est un tore mazimal donné dans un groupe G de type (RR) est formellement non

ramifié (Exp. XI 1.1).
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Théoréme 5.3.9. — Soient G un S-groupe de type (RR) (5.1.1), H et H' deux sous-
groupes de type (R) (5.2.1). Soit Transt (H,H') le transporteur strict de H dans H’
défini par

Transtq (H, H')(S") = {g € G(S') | int(¢9)Hs = Hg/ }.
Alors Transt (H,H') est représentable par un sous-préschéma fermé de G, qui est
lisse et de présentation finie sur S.

Le fait que Transt (H, H’) soit représentable par un sous-préschéma fermé de G,
de présentation finie sur S résulte de Exp. XI 6.11 a). Pour démontrer qu’il est lisse
sur S, il faut prouver que si S est affine et si Sy est le sous-préschéma fermé défini
par un idéal nilpotent J, et si go € G(Sp) et int(go)Ho = Hj, il existe un g € G(S), se
projetant sur go et tel que int(g)H = H'. Comme la question de lissité est locale pour
la topologie étale, on peut supposer que H contient un tore maximal T de G.

Alors Ty est un tore maximal de Hy, donc int(gg) Ty un tore maximal de Hj,. Par
Exp. IX 3.6 bis, il existe un tore T” de H’ tel que T = int(go)To; par Exp. IX 3.3
bis, il existe donc un g € G(S), se projetant sur gg et tel que int(g)T = T’. Quitte
a remplacer H par int(g)H, on peut donc supposer que H et H’ contiennent le méme
tore maximal T et que Hy = H,. Mais alors H = H’ par 5.3.7. C.Q.F.D.

Corollaire 5.3.10. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R) de G. Alors Normg, (H) est représentable par un sous-préschéma en groupes fermé
de G, de présentation finie et lisse sur S.

Raisonnant maintenant comme dans Exp. XI 5.2 bis = 5.4 bis, on obtient :

Corollaire 5.3.11. — Sous les hypothéses de 5.3.9, les conditions swivantes sont équi-
valentes :

(i) H et H' sont conjugués localement dans G pour la topologie étale.

(i bis) idem pour la topologie (fpqc).

(ii) Pour tout s € S, Hy et Hy sont conjugués par un élément de G(3).

(ii bis) Le morphisme structural Transte (H,H') — S est surjectif.

(iii) Transtq(H,H') est un fibré principal homogéne sous laction du S-préschéma
en groupes lisse et de présentation finie Norm (H).

Remarquons simplement que lassertion non triviale (iii) = (i) est le lemme de
Hensel.

Utilisant maintenant Bible, § 6.4, th. 4 (= [C05], §6.5 th. 5) et §9.3, th. 1, on obtient
par 5.3.10 et 5.3.11 :

Corollaire 5.3.12. — Soient G un S-groupe de type (RR). Les sous-groupes de Borel
de G sont fermés dans G, leur propre normalisateur, et conjugués localement pour la
topologie étale.

Définition 5.3.13. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse de
présentation finie et a fibres connexes. On appelle couple de Killing de G un couple
T C B, ou T est un tore maximal de G et B un sous-groupe de Borel de G contenant
T.
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Utilisant maintenant la conjugaison des tores maximaux dans B (5.1.2 a) et 5.2.6,
par exemple), on a :

Corollaire 5.3.14. — Soit G un S-groupe de type (RR). Les couples de Killing de G
sont conjugués localement pour la topologie étale.

Corollaire 5.3.15. — Soit G un S-groupe de type (RR). Soit T un tore mazimal de G,
We(T) = Normg (T)/ Centr (T) le groupe de Weyl correspondant (Exp. XIX 6.3).
Le « foncteur des groupes de Borel de G contenant T » est formellement principal
homogéne sous Wa(T).

Cela résulte aussitot de 5.3.14 et du fait que si B est un sous-groupe de Borel de
G contenant T, on a
Norm (T) (B = Centrq (T),
cf. Exp. XIV 4.4.

Proposition 5.3.16. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R), N = Norm (H) son normalisateur (5.3.10). Soient T un tore mazimal de H,
Wu(T) et Wn(T) les groupes de Weyl correspondants (étales quasi-finis séparés par
Exp. XIX 6.3). On a la suite exacte de faisceaux (pour la topologie étale) suivante
(les morphismes sont induits par les morphismes évidents) :

e — Wg(T) — Wn(T) — N/H — e.

Le seul point non trivial est le fait que la derniere fleche soit un épimorphisme. Soit
donc n € N(5'), S’ — S. Les deux tores maximaux T et int(n)T de H sont conjugués
dans H localement pour la topologie étale. Il existe donc une famille couvrante {S; —
S’} et pour chaque i un h; € H(S!) tel que int(h;)T = int(n)T. On a donc nh; ' €
Normy (T), ce qui entraine le résultat cherché.

Remarque 5.3.17. — On peut décrire Wn(T), de la maniére suivante : supposons-
nous ramenés & la situation de 5.2.7, avec h = grs. Alors Wy (T) égale Norm,y, (R'),
le faisceau des sections de W = W (T) qui, opérant sur R, normalisent R’. En effet,
par 5.3.5, on a

Normy (T) = Normq (H) N Norm (T) = Normg (h) N Norm (T).

Corollaire 5.3.18. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R). Supposons « les groupes de Weyl de G finis », i.e. que pour tout S’ — S et
tout tore mazimal T de Gg/, le S'-préschéma étale Normg, , (T)/ Centrq,, (T) soit fini
(cf. Exp. XIX 6.3 (iii)). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est fermé dans G.

(ii) Normg (H)/H est représentable par un S-préschéma fini étale.

(iii) « les groupes de Weyl de H sont finis ».

En effet, on peut supposer que H posseéde un tore maximal T. Comme Wy (T) est
fermé dans W (T), Wn(T) est fini sur S. On a évidemment (i) = (iii), (iii) = (ii)
par la suite exacte de 5.3.16, et (ii) = (i) car si N/H est fini, il est séparé, donc H est
fermé dans N.
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Remarque 5.3.19. — Lorsque G est réductif, les conditions précédentes sur H semblent
toujours vérifiées. Nous les démontrons ci-dessous dans la plupart des cas.

5.4. Sous-groupes de type (R) d’un groupe réductif déployé (généralités).

5.4.1. — Si H est un sous-groupe de type (R) du groupe réductif G, H contient locale-
ment pour la topologie étale un tore maximal de G. Par 2.3, on peut, localement pour
la topologie étale, supposer G déployé par rapport & ce tore. Soit donc (G, T,M,R)
un S-groupe déployé, H un sous-groupe de type (R) de G contenant T. Par 5.3.5 un
tel sous-groupe est caractérisé par son algebre de Lie, laquelle (5.2.7) est localement
sur S de la forme ggr/ :

or =t@ [] o>

a€cR/

Définition 5.4.2. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. On dira que la partie R’
de R est de type (R) si grs est l'algebre de Lie d’un sous-groupe de type (R) de G
contenant T. Ce sous-groupe, uniquement déterminé par R/, est noté Hg:.

Lemme 5.4.3. — Sous les conditions précédentes, on a les équivalences suivantes :
HNZ,=T<=a¢R, —-a¢R,
HDP, < a€cR/,
HNP,=e<=a¢R/,
HDZ,+=acR, —-acR.
En effet, H N Z, est un sous-groupe de type (R) de Z,, par 5.2.5; mais un sous-

groupe de type (R) de Z,, contenant T, est localement égal & I'un des sous-groupes
suivants : T, T -P,, T-P_,, Z,, par 5.3.5.

Lemme 5.4.4. — Sous les conditions de 5.4.2, soit Ry un systéme de racines positives ;
choisissons des ordres sur R’ MRy et R’ N —R.. Le morphisme
Or, = ] Po X T x I P«.—¢C
a€R/N—Ry a€R/NR4

induit par le produit dans G induit une immersion ouverte

Qr, rr — Hr/.

En effet, par 5.4.3, ce morphisme se factorise par Hgr/ et induit donc une immersion
Qr, r’ — Hg/. On raisonne alors comme dans 4.1.1.

Proposition 5.4.5. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Soient R’ et R” deux par-
ties de R, de type (R).
(i) Hrr NHg est lisse le long de la section unité, R’ N R/ est de type (R) et on a

(HR/ N HRN)O = HR/QRN,
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(ii) On a léquivalence
Hr C Hr» <— R’ - R”.

En effet, (ii) résulte aussitot de (i). Pour prouver (i), il suffit de prouver que
Hgs NHg est lisse le long de la section unité : sa composante neutre sera alors
un groupe de type (R) contenant T, donc égale & Hr/nr~ ; mais Qr, r N Qr, v =
QR ,rR'nr~ est un ouvert de Hr; N Hr~ contenant la section unité et lisse sur S.

Corollaire 5.4.6. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maxi-
mal de G, s un point de S. Si H et H' sont deuz sous-groupes de type (R) de G
contenant T tels que Hy C H., il existe un ouvert U de S contenant s tel que Hy C Hy;.

On peut en effet supposer G déployé par rapport a T. L’assertion résulte alors
aussitot de 5.4.5 (ii).

On est conduit & se demander quelles sont les parties R’ de type (R) de R. On
peut supposer le groupe adjoint ; il faut alors vérifier que ggr/ est une algebre de Lie
et que son normalisateur est lisse le long de la section unité. Le cas le plus important
est donné par le

Théoréme 5.4.7. — Toute partie close R’ de R est de type (R). (On rappelle, cf. Exp.
XXT 3.1.4, que R’ C R est dite close si o, 8 € R, a4+ 5 € R entraine a + 8 € R’).

Remarque 5.4.8. — Nous verrons plus tard (Exp. XXIII 6.6) que si S possede une
caractéristique résiduelle distincte de 2 et de 3 (i.e. si 6 n’est pas nul sur S), le fait
que grs soit une algebre de Lie entraine déja que R’ est close, donc R/ est de type
(R) si et seulement si elle est close. Le théoréme 5.4.7 donne donc toutes les parties
de type (R) « indépendantes de la caractéristique ».

Démontrons d’abord :

Lemme 5.4.9. — Choisissons pour chaque a € R un X, € T'(S, g%)*. Soient o, 5 € R,
avec a+ (3 # 0 et soit q le plus grand entier i tel que a+1i 8 € R. Il existe des sections
Ma g, € I'(S, Os), uniquement déterminées, telles que

q
Ad(exp, (2X4))(Xg) = Xg + Z Ma,g,i " Xgtias
i=1

pour tout © € G,(S'), ' — S.

En effet, z — Ad(exp, (7Xq4))(Xp) définit un morphisme G, s — W(g) ~ G}'g. 1l
existe donc des sections Y,, € I'(S, g), uniquement déterminées, telles que

Ad(exp, (2Xa))(Xg) = Y 2" Y.
n>=0
Faisant opérer ’automorphisme intérieur défini par une section ¢t de T, on trouve
aussitot
Ad(t)(Yn) = B(t) a(t)" Y,

ce qui entraine Y,, € I'(S, g?*t"). Comme « et 3 ne sont pas proportionnelles, aucun
des 8 4+ no n’est nul; on a donc Y, = 0 pour n > ¢, Y, = Mag.n Xgtna pour
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0 <n < g ot Mygn € Go(S) est uniquement déterminé. Faisant z = 0 dans la
formule obtenue, on trouve Yy = Xz, ce qui acheve la démonstration.

Remarque 5.4.10. — FEn dérivant pour x = 0 la formule précédente, on trouve
[Xa,Xg} = Na“@*XaJrg, ou Na’g = Ma,ﬁ,h si a+pB€R,
[Xa,Xg] =0 sia+0B8€R, a+8#0.

Démontrons maintenant 5.4.7; si R’ est une partie close de R, alors gr: est une
sous-algebre de Lie de g, par 5.4.10 et Exp. XX 2.10, formule (3). Par 5.4.9 et Exp.
XX 2.10, formule (2), P, normalise gr- pour chaque o € R’. Choisissons un systeme
de racines positives R4 et considérons I'ouvert Qr, de 4.1.2; soit Qr, r/ le sous-
préschéma fermé de Qg défini comme suit :

Or, g = II po)-T-{ J[ Pa

a€R'N—Ry @€R’NR4
L’immersion canonique Qr, r© — G se factorise par i : Qr, 2 — Normg(gr/).
Supposons G adjoint ; ’application tangente & ¢ en les points de la section unité
est bijective par 5.3.2; en particulier, le morphisme ¢ est lisse le long de la section
unité (Exp. VIg (!2)), donc est une immersion locale le long de la section unité, donc
Norm, (gr/) est lisse le long de la section unité, ce qu’il fallait démontrer.

5.5. Sous-groupes de Borel d’un groupe réductif déployé. —

Proposition 5.5.1. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Pour tout systéme de ra-
cines positives Ry de R, Hr, (qui existe par 5.4.7) est un sous-groupe de Borel de G
et, pour tout ordre sur Ry, le morphisme induit par le produit dans G

T x I] P — G
acR4
est une immersion fermée d’image Hg, . On note Br, = Hg, .
Par définition des sous-groupes de Borel, la premiére assertion peut se vérifier en
remplacant S par le spectre d’un corps algébriquement clos. Soit alors B le sous-groupe

de Borel de G contenant T et correspondant au systéme de racines positives Ry (Bible,
§10.xx, prop. 9) ; l'algebre de Lie de B est gr, ; on a donc B = Hg, par 5.3.5.

Démontrons la seconde assertion : le morphisme de 1’énoncé induit une immersion
ouverte i : T xs][,er, Pa — Hr, (5.4.4). Or i est surjectif (Bible, §15.xx, cor.1 a
la prop. 1).

Corollaire 5.5.2. — Choisissons un ordre quelconque sur Ry et pour chaque o € Ry
un Xo € I'(S,g%)*. Soient o, 8 € Ry. Pour chaque couple (i,7) € N* x N* tel que
ia+j0 €R, il existe une section unique

C¢,j7a,5 S F(S, ﬁs)

(I2)N.D.E. : & préciser ...
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telle que, pour tous x,y € G4(S'), S' — S, on ait

eXpa (wXOt) eXps (yX,B) eXpa (xXOé ) ! =
exp,(yXp) H eXPmH,@(Ci,j,a,,B ! yj XiaJrjﬂ)'

3,jEN*
ia+jBER

Si a = (3, lassertion est triviale. Supposons donc a # (3; alors, en vertu de la
proposition, il existe des morphismes uniques

F03G275—>T7 FW:G37S—>GQ7S (v € Ry)
tels que 'on ait
exp(vXa) exp(yXp) exp(aXa) ™' = Fo(z,y) [] exp(Fs(z,9)X,).
YER
Soit t € T(S), S’ — S. Faisons agir int(¢) sur cette formule ; on a aussitot les relations
(1) FO(a(t) xaﬂ(t) y) :FO(‘r7y)7
(2) Fy(a(t)z,B(t) y) = (1) Fy(z,y).

Comme « et § sont deux caracteres linéairement indépendants (sur Q) de T, on
conclut comme d’habitude de la premiere relation que Fy est constant, donc Fo(z,y) =
e. Ecrivons ensuite

Fy(z,y) = Zaijxiyj, avec a;; € I'(S, 0s).

Reportant dans la relation (2) et identifiant les polynémes des deux membres on
trouve

aij (a(t)'B(t)” —~(t)) = 0.
Si vy # ir + js, on sait (Exp. XIX 4._13) qu'il existe un S’ — S fidelement plat quasi-
compact et un ¢t € T(S’) tel que a(t)’B(¢)? —v(¢) = 1. On a donc a;; = 0 sur §’, donc
sur S. Si v =ia+ jB, on pose a;; = C; j o . Faisant x = 0 (resp. y = 0), on trouve
CO,l,a,ﬁ =1 (resp. Cl,O,a,ﬁ = 0)

Remarque 5.5.3. — Dérivant pour y = 0 et comparant a 5.4.9, on trouve
Citap =Mag.i

Corollaire 5.5.4. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maxi-
mal de G, a et B deux racines de G par rapport a T telles que o + (B soit non trivial
sur chaque fibre. Ordonnons l'ensemble des ia+ 33 (i,j € N*) de maniére quelcongue.
Pour tous i,j € N*, il existe un unique morphisme de Os-modules

fopi s (8% ® (g7)% — g1/’
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tel que pour tout S — S et tous X € W(g®)(S'), Y € W(g®)(S") on ait (les exp au
second membre étant pris au sens de 1.2 (13)) :

exp,, (X) exps(Y) exp, (—X) = expg(Y) [ [ exprajp(fas. (X @ Y7)).
(4,4)
L’assertion est locale pour (fpqc). On peut donc supposer G déployé relativement

a T, a et B constantes dans le déploiement. Comme « + 8 # 0, il existe un systéme
de racines positives Ry contenant « et § (Exp. XXI 3.5.4) et on est ramené & 5.5.2.

Corollaire 5.5.5. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

(i) G posséde localement des sous-groupes de Borel pour la topologie étale. Si T
est un tore mazimal de G, G posséde également localement pour la topologie étale des
sous-groupes de Borel contenant T.

(ii) Si T est un tore mazimal de G, le « foncteur des sous-groupes de Borel de G
contenant T » est représentable par un fibré principal homogéne sous W (T).

(iii) Si (G, T,M,R) est déployé, tout sous-groupe de Borel B de G contenant T est
localement sur S de la forme Br_, ot Ry est un systeme de racines positives de R.

(iv) Si T C B est un couple de Killing de G, il existe une famille couvrante {S; —
S} pour la topologie étale, et pour chaque i un déploiement (Gs,, Ts,,M;,R;) et un
systeme de racines positives R;y de R; tel que Bg, = Bg,, .

En effet, (i) résulte de 2.3 et 5.5.1, (ii) de (i) et 5.3.15, (iii) de 5.5.1 et (ii), (iv) de
2.3 et (iii).

Lemme 5.5.6. — Choisissons sur le groupe T'g(R) engendré par les racines une struc-
ture de groupe totalement ordonné telle que les racines > 0 soient les éléments de
R, (cf. Exp. XXI 3.5.6) 4. Soient ay < --- < an les éléments de R.. Considérons
l’isomorphisme

f:T>s<P°”>s<”'>s<PaN — Br,

induit par le produit dans G. Posons pouri=1,...,N,
U; = f(Py, X >S<PQN).
(i) Chaque U; est un sous-groupe invariant de Br_ .
(ii) Pour 1 <i < N —1, U; s’identifie au produit semi-direct
U; =P;- Uiy
(iii) Br, s’identifie au produit semi-direct
Bg, =T Uj.

(iv) Pourl < i< N—1, les automorphismes intérieurs de Uy opérent trivialement
dans U; /U, 11 (qui s’identifie a P; par (ii)).

(13)N.D.E. : Clarifier ce point : est-ce que les i + 7B sont non triviaux sur chaque fibre, de fagon a
pouvoir appliquer la remarque 1.2 7
(14)N.D.E. : Noter qu'un tel ordre est nécessairement compatible avec ordg, ott S = . (R).
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Prouvons d’abord par récurrence sur i ’assertion suivante :
U; est un sous-groupe invariant de Br_ , produit semi-direct de P; et de U; ;.

L’assertion est vraie pour ¢ = N ; supposons-la vraie pour ¢ 4+ 1 et prouvons-la pour 3.
On a (comme préschémas)

U; =P, - Upy;
il est d’abord clair que U; est stable par les automorphismes intérieurs de Br, . C’est
clair pour int(t), ¢ € T(S), il suffit de le vérifier pour int(z), © € P,(S), @ € Ry.

Or U,11 est supposé invariant, donc il suffit de voir que int(x)P; C U;. Par 5.5.2, si

y € Pi(S'), on a y~loyx=! € U;41(S'), ce qui entraine int(x)y € U;(S).

Prouvons maintenant que U; est un sous-groupe de Br_ . Si z,y € U;(S), on peut
écrire x = px’, y = qy’, avec p,q € P;(S), et ',y € U;11(S). On a
vy = pa'qy’ = pa(q~'2'q)y’ € Pi(S")Usr1(S);
de méme 71 = p~L(pax’~tp~t) € P;(S')U;11(S). Nous avons donc prouvé (i) et (ii),
ainsi que (iv) chemin faisant. Quant a (iii), c’est une conséquence triviale de 5.5.1.

Lemme 5.5.7. — Avec les notations précédentes, choisissons pour chaque 1 < i < N
un X; € I'(S,g*)* et considérons l'isomorphisme

a: Ggs — Uy
défini ensemblistement par
a(zy...,oN) = exp,, (21X1) - - - exp,, (8 XN).
Il existe une famille unique (Q;), i =1,...,N, de polynémes
Qi =Qi(x1,. ., TN, Y1, - -+, YUN)
a coefficients dans T'(S, Os) telle que l'on ait ensemblistement
a(z1,...,eN)a(y1, ..., YUN) = a(Ql(ajl, Ce YN, Q. ,yN)).

De plus, les Q; sont a coefficients dans le sous-anneau de T'(S, Os) engendré par les
Cijap de 552 (a, 8 € Ry, 1,5 € N*) et chaque Q; est de la forme

Qi(w1,. - yn) = i +yi + Qi1 - i1, Y1, -+, Yi1)-
L’existence et 'unicité des Q; résultent aussitot du fait que a est un isomorphisme
de préschémas. Notant z, z’, 2" des sections de U;11, on a
a(xy,...,eN)a(yt, ..., yn) = a(x1,...,2;-1,0,...0) exp(z;X;) 2 X
a(yi, - %i-1,0,...,0) exp(y:Xi) 2';
utilisant 5.5.6 (i) et (iv), ceci s'écrit
a(ry, ..., 2i-1,0,...,0)alyr .., ¥i—1,0,...,0) exp((x; + v:)X;)2";
ce qui donne, réutilisant 5.5.6,
Qi(z1,. 2N, Y1, YN) = @+ Y + Qi1 T, Y1, - Vi),

avec
Q;(J;lv"'axi—lvyh'"ayi—l) = Ql(xu "axi—hoa" '7an15' a0)7
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soit la forme précise demandée.

Démontrons enfin I'assertion sur les coefficients des polynémes Q;. Soit A le sous-
anneau de I'(S, O5) engendré par les C; ;o5 (o, B € Ry, i,j € N*). Démontrons par
récurrence 1% sur i quesiz; =...=z;_1 =0et y; =ys = ... = y;_1 = 0, c’est-a-
dire si a(x1,...,2N) et a(y1,...,yn) sont des sections de U;, alors les polyndmes

Rj(.’l?i,...7.’13N,yi,...,yN) = Qj(.i(}l,...7$N,y1,...7yN)),

sont & coefficients dans A. C’est trivial pour ¢ = N et aussi pour j < ¢ (car R; =0
pour j < 4). Soit @ < N, supposons ’assertion vérifiée pour 7 + 1 et prouvons-la pour
i(etj>=1i).Ona

a(0,...,0,z;,...,2n) = exp(x;X;) a(0,...,0,2;41,...,2N) = exp(z;X;) Z;.
Ecrivons de méme
a’(07 e Yis e ayN) = exp(ylxl) Ti-
On a
a(0,..., 2., on) a0, ..., yis ... yn) = exp((z; + v:)Xi) int(exp(—yiX;))(Z;) - Ts.
Or
int(exp(—y;X;))(Z;) = int(exp(fini))(exp(zH_lXH_l) . ~exp(xNXN)>

est un produit de N—i—1 sections de U;;; dont les coeflicients dans la décomposition
Uiy1 = Pa,,, -+ - Pay sont des polynomes en y; et x;11,...,zx a coefficients dans A
(par 5.5.2). Appliquant I'hypothese de récurrence, on en déduit que les coeflicients de

1nt(exp(flel))(Zl) . Tz
sont également des polyndmes a coefficients dans A, ce qui termine la démonstration.

Remarquons que la récurrence précédente donne aussitét une démonstration du

Lemme 5.5.8. — Avec les notations de 5.5.6, soit pour chaque i = 1,... N, un mor-
phisme de groupes
fi:Po, — H,
ou H est un S-foncteur en groupes. Pour que le morphisme
f:Uy —H
défini par
fexp(z1Xy) - exp(enXn) ) = fi(exp(z1X1)) - fr(exp(anXn))
soit un morphisme de groupes, il faut et il suffit que pour tout couple i < j, on ait
filexp(x;X;)) fi(exp(2:X;)) fj(exp(—2;X;)) =
f(exp(achj) exp(z; X;) exp(—ijj)).

(15 N.D.E. : décroissante
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5.6. Sous-groupes de type (R) a fibres résolubles. —

Proposition 5.6.1. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R’ une partie de R de
type (R) (5.4.2), Hr/ le sous-groupe de G correspondant. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Hg est a fibres géométriques résolubles.

(ii) Il existe un systéme de racines positives Ry tel que R" C Ry, donc Hr C Bg,
(cf. 5.4.5).

(iii) R’ N -R' = 2.
(iv) Pour tout ordre sur R/, le morphisme induit par le produit dans G
Tx [[ Pa — Hr
a€R/

est un isomorphisme.

(v) Hr' N Norm (T) = T.

(vi) Pour toute partie R” de R, de type (R), on a (cf. 5.4.5)

Hg/ (\Normg (Hr) = Hrnre-

Nous allons démontrer ces équivalences selon le schéma logique

(iii) (i) (vi)

(iv)

T~

(i) ().

On a évidemment (ii) = (iii) et (vi) = (v) (prendre R” = @). Par 5.4.6, il suffit de
vérifier = (ii) sur les fibres géométriques; or si S est le spectre d’un corps algébrique-
ment clos, Hr est contenu dans un groupe de Borel contenant T, donc de la forme
Hg, (5.5.5 (iii)).

De méme (iii) = (i) se vérifie sur les fibres géométriques; supposons (iii) vérifié;
si Hgr/ n’était pas résoluble, il existerait un sous-tore Q de T, de codimension 1 dans
T tel que Centry_, (Q) ne soit pas résoluble (Bible, §10.4, prop. 8) ; or Centry ,(Q) a
comme algebre de Lie gr, ol R” est 'ensemble des racines de R’ s’annulant sur Q,
donc R” = @ ou {a} (en vertu de (iii)) ; donc Centry_,(Q), qui est un sous-groupe
de type (R) de G, est T ou T - P, donc résoluble contrairement & ’hypothese.

De méme (ii) = (iv) se vérifie sur les fibres géométriques (car il s’agit de S-
préschémas plats et de présentation finie) ; par Bible, §13.2, th. 1 d), le morphisme en
question est bijectif; il induit un isomorphisme sur les espaces tangents a l'origine, et
on conclut comme d’habitude (cf. 4.4.1).

On a (iv) = (v) par 4.2.7. Pour prouver (v) = (i), on est encore ramené au cas ol
S est le spectre d’un corps algébriquement clos et on conclut par Bible, §10.3, cor. a
la prop. 6 et §9.3, cor. 3 au th. 1.
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11 ne reste donc a prouver que assertion (ii) = (vi). On peut se ramener au cas
ot G est adjoint. On a alors, par 5.3.3 (16)

Normg (Hp) = Normg (gr) € Transpg (6 ge). 07

Par 5.4.5, il suffit de prouver

(x) Hg/(S) N Transpg ) (t, gr7) € Hreare (S).

Démontrons d’abord un lemme.

Lemme 5.6.2. — Dans les notations de 5.5.7, soit
u=exp(x1X7)---exp(enXN)

ot x; € G4(S). Soit m un entier, 1 < m < N, tel que x; = 0 pour i < m. Si
X eTI'(S,t), la composante de Ad(u)X sur g™ est

— 0 (X) T X
SiY € T'(S,g7*m), la composante de Ad(u)Y sur t est (avec les notations de ? ?)
T X Y)Hy,, -
Notons en effet h = g*m+t 4 ... + g*N. En vertu de 5.4.9, on a
Ad(exp(z;X;))h C b, pour i > m.
Par Exp. XX 2.10, on a
Ad(exp(z; X)X =X — @;(X) z; X;.
Cela donne aussitot, modulo b,
Ad(u)X = Ad(exp(mXm))X,
ce qui entraine le premier résultat.
De méme, notons u = g** + --- + g*=. Pour ¢ > m, on a a; > a,y,, donc (5.4.9)
Ad(u)Y =Y eu.
Appliquant Exp. XX 2.10, on a donc
Ad(w)Y =Y — 2 (X, Y) Hy,, €1, (18)
Revenons & la démonstration de la formule (x). Supposons qu’il existe un h €
Hr/(S), h & Hrnr# (S), tel que
Ad(h)t C g

On peut écrire
h =texp(z1Xy) - exp(znXN).

(16)N.D.E. : vérifier cette référence : ajouter 5.3.17
(IT)N.D.E. : vérifier les notations Tran, Transt, Transp, etc.
(I8)N.D.E. : correction & faire ici, sinon (X, Y) Hq,, € u...
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Comme h € Hg/qr~ (S), il existe un plus petit m tel que
texp(x1Xy) - exp(Tm—1Xm—1) € Hrnr (9),
am €R”, x, #0.

Alors b/ = exp(x,Xy,) - -exp(anXn) vérifie aussi les conditions imposées & h ci-
dessus. Mais par 5.6.2, la composante de Ad(h')X sur g®m est —a,(X) xm X, si
X € T'(S,t). En vertu de I’hypothese sur h et sur m, on a donc @,,(X) = 0, ce qui est
impossible (car G est supposé adjoint et @, est donc non nul sur chaque fibre).

Remarque 5.6.2. bis. — Reprenons les notations de 5.6.2. Si Ad(u) est I'identité sur t
et g~%, on a x,, = 0. En effet, on a x,, @, = 0 et 2, Ho,, = 05 81 oy, &€ 2M, @,
est non nul sur chaque fibre; si o, € 2M, alors o, ¢ 2M* et H, , est non nul sur
chaque fibre; dans chaque cas, cela entraine x,, = 0. Il en résulte que u = e si Ad(u)
opere trivialement sur g.

Remarque 5.6.3. — Si H est un sous-groupe de type (R) du groupe réductif G, a fibres
géométriques résolubles, alors H est fermé dans G et Norm, (H)/H est représentable
par un S-schéma fini étale.

Trivial par 5.3.18.

Corollaire 5.6.4. — Soient (G, T, M, R) un groupe réductif déployé. SiR’ C R est close
et si R'N—R' = @, alors R’ est contenu dans un systéme de racines positives.

En effet, R’ est de type (R) par 5.4.7.

Corollaire 5.6.5. — Sous les conditions de 5.6.1, le produit dans G induit un isomor-
phisme

I Po = Ur,

a€cR/

ou Ugs est un sous-préschéma en groupes fermé de G, lisse sur S, a fibres géométriques
connexes et unipotentes, indépendant du choiz de l’ordre sur R'. De plus, Hg: est le
produit semi-direct T - Urs (Ur/ invariant).

En effet, si R’ C Ry, alors Hg: N Uy (notations de 5.5.6) est un sous-groupe fermé
de G de présentation finie, invariant dans Hg/. Par 5.6.1 (iv), on a Hgs = T - Ug/, ce
qui entraine les autres assertions.

Remarque 5.6.6. — En particulier, U est le groupe U; de 5.5.6.
Dégageons certains corollaires des résultats précédents concernant les groupes du
type Ur.
Corollaire 5.6.7. — Soient (G, T,M, R) un groupe réductif déployé, R' et R” deux par-
ties de R de type (R), avec R’ N —R/ = @.
(i) On a
UR/ N MG (HRH) = UR'ﬂR”-

(ii) Supposons R’ clos. Sia € R/, B € R”, a+ B € R entraine a + 8 € R/, alors
Hg/ normalise Ug.
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En effet, (i) résulte aussitot de 5.6.5 et 5.6.1 (vi). Pour prouver (ii), il suffit, vu
5.4.4, de montrer que T et chaque Pg, 8 € R” normalisent Uy, ; pour T, c’est trivial,
pour Pg, cela résulte de 5.5.2 et Exp. XXI 2.3.5.

Corollaire 5.6.8. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de ra-
cines positives, a une racine simple de Ry (i.e. un élément de Ry tel que Ry — {a}
soit clos). Notons

Us = Ur, —{a}-
Alors
(i) Ug est un sous-groupe invariant de Bg, .
(i) Ur, est le produit semi-direct de Ug par P,.
(iii) P_, normalise Ug.
(iv) Zq normalise Ug.

Si on définit de méme U_g =Ugr__{_q) (00 R_=—-Ry), ona
Or, =U_5-P_o-T-P,-Us

En effet, (i) est trivial par 5.6.7 (i), (ii) est évident par 5.6.5, (iii) résulte de 5.5.2
(en effet, si § € Ry, B # a , aucune combinaison i(—a) + j3, avec i, j > 0 ne peut
étre négative car [ contient au moins une racine simple # « ), (iv) résulte aussitot de
(i) et (iii), car P_, - T - P, est schématiquement dense dans Z,. La derniére assertion
est triviale par (ii).

Revenons a la situation générale.

Proposition 5.6.9. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
groupe de type (R), a fibres géométriques résolubles.

(i) Ds(H) = Homg ,, (H,Gyy,s) est représentable par un S-groupe constant tordu,
dont le type en s € S est 2'¢°4Gs) | Le morphisme de bidualité (Exp. VIIT 1)

f:H — Dg(Ds(H))

est lisse et surjectif

(ii) Le noyau H" de f est le plus grand sous-préschéma en groupes invariant fermé
de H, lisse sur S, a fibres géométriques connexes et unipotentes. On dit que c’est la
partie unipotente de H. On note aussi H* = rad" (H).

Alors H* est aussi le faisceau des commutateurs de H : tout morphisme de groupes
de H dans un S-préfaisceau en groupes commutatifs, séparé pour (fppf), s’annule sur
H" et se factorise donc par H/H* = Dg(Dg(H)).

(iii) Si T est un tore mazimal de H, le morphisme T — H induit des isomorphismes
Ds(H) = Dg(T) et T — Dg(Ds(H)). De plus, H s’identifie au produit semi-direct
de H* par T.

(iv) Dans la situation de 5.6.1, si H = Hg/, alors H* = Up-.
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Les assertions de la proposition sont locales pour la topologie étale, (Exp. X 5.5).
On peut donc se ramener au cas de 5.6.1. On sait (5.6.5) que Hgs est le produit
semi-direct de Ug: par T. Montrons que Ugr: est le faisceau des commutateurs de
Hg/ : comme Hg//Ug = T est commutatif, il suffit de prouver que tout morphisme
de groupes ¢ : Hgs — V comme dans (ii) s’annule sur Ug/. Il suffit de prouver que g
s’annule sur chaque P,, a € R/. Orsi t € T(S), X € W(g®)(S'), on a

e = g(texpa(X) 1™ exp, (X)) = g(expa((a(t) - 1)X)).
Comme o : T — Gy, g est fidelement plat, on en déduit aussitot que h s’annule sur
P} ; mais toute section de P, est localement somme de deux sections de PS. On a
donc
Homg .. H,V) = Homg . (H/Ur/, V)

pour tout V comme ci-dessus. Appliquant ce résultat a V. = G,, s, on en déduit
aussitot (i) et (iii), puis (iv) et la seconde assertion de (ii). Il nous suffit maintenant
de prouver la premiére assertion de (ii) ; le seul fait non trivial est que tout sous-groupe
U fermé invariant de H, lisse sur S a fibres géométriques connexes et unipotentes est
un sous-groupe de H*. Or on a d’abord :

Lemme 5.6.10. — Soit G un S-groupe réductif, T wun tore mazimal, U un sous-
préschéma en groupes de G, lisse sur S, a fibres géométriques unipotentes, normalisé
par T. Alors UNT =e.

En effet, comme T = Centrs(T), on a UNT = UT (invariants sous int(T)).
Appliquant Exp. XIX 1.4, on en déduit que UN T est lisse sur S, mais il est aussi
radiciel sur S : pour tout s € S, U(3) N T(3) est formé d’éléments & la fois unipotents
et semi-simples. Ceci prouve le lemme.

Si U est un sous-groupe invariant de H comme ci-dessus, le produit semi-direct
T - U est donc un sous-groupe de type (R) de G, a fibres géométriques résolubles. On
peut donc le supposer de la forme Hg//, avec R” C R’. Il suffit de prouver U = Ugn
et on est donc ramené au cas ot H = T - U; mais le quotient H/U étant commutatif,
U est un sous-faisceau du faisceau des commutateurs de H, qui est H*. C.Q.F.D.

Remarquons que nous venons en fait de prouver :

Proposition 5.6.11. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maxi-
mal de G. Les applications

H— HY, U—sT-U

sont des bijections inverses l'une de ’autre entre I’ensemble des sous-groupes de type
(R) de G, contenant T et a fibres géomélriques résolubles, et l’ensemble des sous-
groupes fermés (ou rétrocompacts) de G, lisses sur S, normalisés par T, a fibres
géométriques connexes et unipotentes.

En particulier, si (G, T,M,R) est déployé, Hr: et Ugrs se correspondent.

Corollaire 5.6.12. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé (resp.
et Ry un systéme de racines positives de R définissant le sous-groupe de Borel B).
Tout sous-préschéma en groupes lisse et de présentation finie de G, a fibres géo-
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métriques connexes et unipotentes (resp. tout sous-préschéma en groupe lisse et de
présentation finie de B*) normalisé par T est localement sur S de la forme Ugr/, ot
R’ est une partie de R contenue dans un systéme de racines positives (resp. une partie
de Ry) de type (R).

Pour le cas « respé », il suffit de remarquer que les fibres géométriques du groupe
donné sont unipotentes et connexes par Bible, §13.2, th. 1 d).

La proposition 5.6.9 a d’autre part le corollaire suivant :

Corollaire 5.6.13. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
groupe de type (R) a fibres géométriques résolubles, Tor(H) le foncteur des tores
mazimauzr de H :
Tor(H)(S') = {tores marimauz de Hg/}.

Alors Tor(H) est représentable par un S-préschéma affine et lisse, qui est un fibré
principal homogéne sous H* pour la loi (h, T) — int(h)T.

En effet, si T et T/ sont deux tores maximaux de Hg/, il existe une unique section
h € H*(S') telle que int(h)T = T’. L’unicité de h résulte aussitot de I’égalité

Norm(T)NH" =e

(cf. par exemple 5.6.1) ; il suffit de prouver P'existence de h localement pour la topolo-
gie étale et on peut supposer T et T/ conjugués par une section de H ; mais on conclut
alors par H = H* - T (19 11 s’ensuit que Tor(H) est un faisceau principal homogene
sous H*, qui est affine et lisse sur S, ce qui entraine aussitot 1’énoncé.

5.7. Théoréme de Bruhat. —
Rappel 5.7.1. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe réductif, B un
sous-groupe de Borel de G, T un tore maximal de B, N = Norm/(T). Alors

G(k) = B(k) N(k) B(k);
c’est le théoreme de Bruhat (Bible, §13.x, cor. 1 au th. 3); plus précisément, avec les
notations de 3.6, les ensembles

B(k) Qu (k) B(k) = B*(k) Qu (k) B* (k)
forment, lorsque w parcourt (N/T)(k) une partition de G(k). Si B’ est une autre sous-

groupe de Borel de G contenant T, les ensembles B’ (k) Q. (k) B(k) forment aussi une
partition de G(k). En effet, si y € N(k) est tel que int(y)B =B’, on a

yB(k) Qu (k) B(k) = B' (k) Qyu (k) B(k).

Définition 5.7.2. — Soient (G, T, M, R) un S-groupe déployé, R_ un systéme de racines
positives de R, B’ = Br_ le groupe de Borel qu’il définit. Pour w € W, on note

RY =R_nw(R-)

B, =Urv = [] Pa (cf. 5.6.5).
aeRY

(19)N.D.E. : préciser ceci. ..
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Si n,, € Norm (T)(S) est un représentant de w (3.8), on peut aussi écrire
BY = B™ Nint(n, )B™.
Lemme 5.7.3. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de racines
positives de R, R_ = =Ry, B (resp. B') le sous-groupe de Borel de G défini par Ry

(resp. R_). Soient w € W, Q. et BI¥ les sous-préschémas de G correspondants (3.8
et 5.7.2).

(i) Le faisceau B’ - Q,, - B, image du morphisme
B'XQuxB— G
S S
induit par le produit dans G, est représentable par un sous-préschéma de G (et en fait
un sous-préschéma fermé de l'ouvert n,Qr, ).

(ii) Le morphisme
BlY x Qu x B* — G,
S S

induit par le produit dans G, est une immersion d’image le sous-préschéma précédent.

Montrons d’abord que le morphisme de (ii) est une immersion. Par définition,
int(n,,) ! induit une immersion fermée de B/* dans B’*, donc le morphisme

(,b) — Ny uny b
induit une immersion fermée
u
B'w >S< B— QR+.

Cela entraine immédiatement que le morphisme de (ii) induit une immersion fermée
du premier membre dans I'ouvert n,,Qg, . Pour prouver (i), il suffit de voir que

B'(S) Qu(S) B(S) = BL;(S) Qu(S) B“(S).
Or, si a € R, on a int(ny)Pa(S) = Pya)(S), donce si w™!(a) € Ry,
Pa(S)Qu(S)B(S) = Pu(S)n,T(S)B*(S)
= anw—l(a) (S)T(S)BU(S)
nwB(S) = Qu(S)B*(S).

Cela entraine aussitot, vu la définition de R¥, I'assertion cherchée.

Théoréeme 5.7.4. — Soient S un préschéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, B le
sous-groupe de Borel défini par le systéme de racines positives Ry, B’ le sous-groupe
de Borel défini par R— = —R.

(i) (Théoreme de Bruhat) Les sous-préschémas Bl - Q. - B forment, pour w par-
courant W, une partition de l’ensemble sous-jacent a G.

(ii) Soit pour chaque w € W, un représentant n,, de w dans Normg(T)(S) (3.8);
les ouverts n,Q = n,,B™ - T -BY forment, pour w parcourant W, un recouvrement de

G.

Les deux assertions se vérifient en effet sur les fibres géométriques, ou on conclut
par 5.7.1 et 5.7.3.
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Remarque 5.7.5. — (i) entraine que si S est le spectre d’un corps, G(S) est la réunion
disjointe des B’} (S) - T(S) - B¥(S). L’assertion correspondante pour un S quelconque
(méme local ou artinien) est évidemment fausse. Remarquons cependant que (ii) en-
traine que si S est local, G(S) est bien la réunion des n,,€(S). En fait :

Corollaire 5.7.6. — Soit A un systéme de racines simples du groupe déployé G sur le
schéma local S. Alors G(S) est engendré par T(S) et les Po(S), a« € AU —-A.
Si G est simplement connexe, G(S) est déja engendré par les Py (S), a € AU—A.

En effet, soit H le sous-groupe de G(S) engendré par les P,(S), a € AU —A.
Remarquons d’abord que H contient un représentant de chaque s, (o € A) dans
Norm (T)(S) (Exp. XX 3.1), donc un représentant n,, de chaque w € W.

Comme tout a € R s’écrit w(ag) avec w € W, ap € A, on a

Po(S) = int(ny)Pa, (S) C H.

Le sous-groupe engendré par H et T(S) contient donc Q(S) et est donc G(S) tout
entier, par la remarque faite antérieurement.

Si maintenant G est simplement connexe, prouvons que H O T(S). Par Exp. XX
2.7, H contient o*(G,,(S)) pour tout o € A, et il suffit d’appliquer 4.3.8.

Remarque 5.7.6.1. — Au lieu de prendre, pour chaque a € A, P,(S) et P_,(S), on
peut se contenter de prendre P, (S) et un représentant w,, de la symétrie s, ou bien
P,(S) et une section de P*

—y e

Corollaire 5.7.7. — Si G est de rang semi-simple 1, choisissons un u, € PX. Alors §2
et unS) forment un recouvrement de G.

En effet, si u_, est la section de P_,, appariée a u,, on a, par 5.7.4 (ii),
G=QUu tuu”lQ,
d’out
G=u_,G=u_,QU uau:}xﬂ = QUuu0.

Corollaire 5.7.8. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Alors G est es-
sentiellement libre sur S (Exp. VIII 6.1).

En effet, 'assertion est locale pour la topologie (fpqc), on peut supposer G déployé.
Alors G admet un recouvrement par des ouverts isomorphes a GES xs Gy, g donc
essentiellement libres.

Lemme 5.7.9. — Sous les conditions de 5.7.4, soit a une racine simple de Ry et u, €
PX(S). Pour tout v € P_,(S), on a

Q- vCQUu, -

On a a comparer deux ouverts de G, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d’un
corps k. Il faut donc prouver

Q(k)o C Qk) UuaQ(k).
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Or
Q(k)v = B™(k)T(k)B"(k)v = U_z(k)P_a(k)T(k)Py(k)Ug(k)v
C U_a(k)Za(k)Ug(k)v.

(On utilise la décomposition de 5.6.8). Appliquant maintenant 5.6.8 (iii) et utilisant
5.7.7 pour le groupe Z,, on obtient

QK)o C U_a(k)Za (K)0Us (k) C U_a(k)Za(k)Ua(k)
C U_a(k)P_a (k)T (k)Pa (k) U (k) U U—a (k)uaP_ o (k) T(K)Pa (K)Ua (k).

Utilisant de nouveau 5.6.8 (iii) (pour R_ au lieu de R ), on obtient le résultat.

Proposition 5.7.10. — Sous les conditions de 5.7.4, choisissons pour chaque racine
simple o un ug € PX(S). Soit Uy le sous-monoide de B%(S) engendré par les u, . Les
ouverts uf), pour u € Uy, forment un recouvrement de G.

Encore une fois, on peut supposer que S est le spectre d’un corps k; en vertu de
5.7.6, il suffit de prouver que |J,cy, uS2(k) est stable par multiplication & droite par
T(k), Pa(k), P_o(k) (pour « simple). Dans les deux premiers cas, c’est trivial. Dans
le dernier, cela résulte du lemme.

Remarque 5.7.11. — Signalons un cas particulier de 5.7.2. Si w = s, est la symétrie
par rapport a la racine simple «, alors

R_Nsa(R2) =R_ —{—a}
(Exp. XXI 3.3.1), et, dans les notations de 5.6.8, on a donc
B =U_j.

Remarque 5.7.12. — En fait, la démonstration de 5.7.10 donne aussitot 1’énoncé sui-
vant : sous les conditions de 5.7.10, soit I un sous-monoide de G(S); pour que les
ouverts ¢ (g € T') forment un recouvrement de G, il faut et il suffit que pour tout
s € S et toute racine simple «, on ait

(ua)sB™(5) ST - B"™(5) - T(5) - B(3).

Remarque 5.7.13. — Par 5.5.5 (iii), raisonnant comme dans 5.7.1, on obtient aussitot
la variante suivante de 5.7.4 : soient (G, T, M, R) un S-groupe déployé, B et B’ deux
sous-groupes de Borel de G contenant T ; pour tout w € W, le faisceau B’ - Q,, - B
est représentable par un sous-préschéma de G; ces sous-préschémas forment, pour
w € W, une partition de ’ensemble sous-jacent a G. On peut aussi donner 1’analogue
de 5.7.3 (ii) : il faut poser
B/“ = B"“ (N int(n,)BY,
olt B est le sous-groupe de Borel « opposé » & B relativement a T (cf. 5.9.2).

Proposition 5.7.14. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, et
Ad: G — GLg,(g)
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sa représentation adjointe. Alors Ker(Ad) = Centr(G), (en d’autres termes, I’homo-
morphisme canonique déduit de Ad par passage au quotient :

Ad: G/Centr(G) = ad(G) — GLg,(g)
est un monomorphisme.

On peut supposer G déployé. Choisissons sur I'g(R) une structure d’ordre total
compatible avec la structure de groupe et soit R4 I'ensemble des racines positives.
En vertu de 5.7.4 (ii) et de 4.1.6, il suffit de prouver que si n, est un représentant
de I'élément w de W, si u € U(S), t € T(S), v € U (S), et si Ad(n,vtu) = id, alors
w=e, v =e, u=e. Pour chaque m € R U {0}, posons

o=l =]
n>m n<m
Soit X € I'(S, g™) ; écrivons Ad(tu)X = Ad(v—'n,')X. Or
Ad(t) Ad(u)X —m(t)X € T(S,g7™),
Ad(v g )X — Ad(ny )X € T(S, g<v (™),

Si w # e, il existe un @ € R tel que w™(a) < « , et faisant m = « , on en tire une
contradiction car

Ad(tu)X € (S, g% + g~ *) N T(S, gwfl(a) + g<w71(°‘)) =0.
On a donc w = e, et on peut choisir n,, = e; on a alors
Ad(v ™ HX - X eT(S,g~™ N (g™ +g"™)) =0,

d’ott Ad(v)X = X pour tout m et tout X € I'(S,g™), donc Ad(v) = id. De méme
Ad(u) =id. On conclut alors par 5.6.2 bis.

5.8. Schémas associés & un groupe réductif. —

Théoréme 5.8.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Soit 2 le fonc-
teur des sous-groupes de type (R) de G : pour tout S — S, H(S') est l’ensemble
des sous-groupes de type (R) de Gg' (cf. 5.2.1). Alors F est représentable par un
S-préschéma quasi-projectif, de présentation finie sur S.

En vertu de Exp. XII 7.12, on peut supposer que G est adjoint. Considérons alors

le morphisme
u: H — Grass(g)

qui associe & chaque sous-groupe de type (R) son algebre de Lie (qui est un sous-
module localement facteur direct de g (20)). C’est un monomorphisme par 5.3.3. 11
suffit de prouver qu’il est représentable par une immersion de présentation finie, au-
trement dit de prouver l'assertion suivante : étant donné un sous-module localement
facteur direct b de g, les S’ — S tels que hg soit Palgebre de Lie d’un sous-groupe de
type (R) de Gg/ sont exactement ceux qui se factorisent par un certain sous-préschéma
de présentation finie de S. On peut évidemment supposer S noethérien et b de rang

(20)N.D.E. : Donner une référence ici. . .
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constant r. On doit d’abord écrire que hg est une sous-algebre de Lie de Gg/, i.e. que
si on considere le produit fibré du diagramme

hoh———g

| T

y —————,

vy est un isomorphisme. (1)

Comme h est localement libre, cette condition s’exprime par le fait que S’ — S se
factorise par un certain sous-préschéma ouvert de S. On remplace donc S par ce sous-
préschéma et on doit maintenant écrire (5.3.1) que si on note H = Normq (h) (qui est
un sous-préschéma en groupes fermé de G), Hg  est lisse le long de la section unité.
Introduisant 'image réciproque ng/q du faisceau conormal Af;,q par le morphisme
ey : S — H, on doit exprimer (SGA 1, IT 4.10) que le morphisme canonique

. 1
w.nH/G —>wG/S

est universellement injectif sur S’ (i.e. que wgs est universellement injectif) et que
w%l/s ®es Os est localement libre de rang r = rang(h).

La premiere condition est encore équivalente au fait que S’ — S se factorise par un
certain sous-préschéma ouvert de S; remplacons S par ce sous-préschéma. La seconde
condition s’exprime par le fait que S’ — S se factorise par un sous-préschéma 7 de S
(TDTE IV 3.6). Remplagant S par Z, il ne nous reste plus qu’a exprimer que, pour
tout s’ € S/, on a

rgred Normg (h)°) s = rgred G,

ou, ce qui revient au méme, que Hy est de méme rang réductif que G en tout point
s de 'image (ensembliste) de S’ dans S. Or cette condition définit un sous-ensemble
ouvert de S (Exp. XIX 6.2).

Remarque. — Fn général, le préschéma 7 n’est pas lisse sur S. Il I'est cependant si
6 est inversible sur S, ou §’il existe un nombre premier p tel que p-1g =0 (i.e.si S
est de caractéristique p > 0).

Corollaire 5.8.2. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-groupe
de type (R) de G. (On rappelle (5.3.10), que Norm, (H) est représentable par un sous-
préschéma en groupes fermé de G, lisse sur S).

Alors le faisceau quotient G/ Normg (H) est représentable par un S-préschéma
quasi-projectif, lisse et de présentation finie sur S (qui est en fait un owvert de J).

En effet, considérons le morphisme

f:G— 7,

(2)N.D.E. : Détailler ce point. ..
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défini ensemblistement par f(g) = int(g)H. En vertu de 5.3.9, ce morphisme est lisse
et de présentation finie, donc ouvert. Soit U = f(G) muni de sa structure de sous-
préschéma ouvert de J#. La morphisme G — U est couvrant et de noyau Norm (H)
ce qui prouve que G/ Normg (H) est représentable par U.

Corollaire 5.8.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Considérons les
foncteurs Tor(G), Bor(G), Kil(G) définis par
Tor(G)(S') =
Bor(G)(S’) = {sous-groupes de Borel de Gg'},
Kil(G)(S") = {couples de Killing de Gg/, (cf. 5.3.13)}.

(i) Tor(G), Bor(G), Kil(G) sont représentables par des S-préschémas lisse et de
présentation finie, 4 fibres géométriques integres, et respectivement affine, projectif,
affine sur S.

(ii) Le morphisme canonique Kil(G) — Tor(G) (resp. Kil(G) — Bor(Q)) est étale
fini surjectif (resp. affine lisse surjectif).

S") = {tores maximaux de Gg },

(iii) Soit T un tore mazimal de G (resp. B un sous-groupe de Borel de G, resp. B D
T un couple de Killing de G). Le morphisme

G — Tor(G), resp. G — Bor(G), resp. G — Kil(G)
défini par
g — int(g)T, resp. g — int(g)B, resp. g — (int(g)B,int(g)T)
induit un isomorphisme
G/ Normg, (T) — Tor(G), resp. G/B — Bor(G), resp. G/T — Kil(G).

On voit d’abord que (iii) résulte du théoréme de conjugaison des tores maximaux
(resp. sous-groupes de Borel, resp. couples de Killing) et du fait que

Norm (B) = B, Norm, (B) N Norm(T) = T,

tous résultats établis précédemment (5.1.2, 5.3.12, 5.3.14, 5.6.1).
Il s’ensuit d’abord que les morphismes canoniques

Tor(G) — 4,  Bor(G) —

sont représentables, localement pour la topologie étale, par des immersions ouvertes
(5.8.2 et 5.12 (2, resp. 5.5.5), donc par descente que Tor(G) et Bor(G) sont représen-
tables par des ouverts de . De méme Kil(G) est localement (pour la topologie étale)
représentable par un préschéma affine sur la base (Exp. IX 2.3), donc représentable
par un S-préschéma affine, par descente des schémas affines.

Les assertions de (ii) résultent aussitét de 5.5.5 (ii) et 5.6.13. Il s’ensuit déja que
Tor(G) est affine sur S (EGAII 6.7.1). Il ne reste donc & prouver que le fait que
Bor(G) est projectif sur S. On sait déja qu’il est quasi-projectif, reste & prouver qu’il
est propre; or il est a fibres connexes, donc, d’aprées EGA IV3 15.7.10, on est ramené
a le prouver sur les fibres géométriques; si S est le spectre d’un corps algébriquement

(22)N.D.E. : réf. & corriger
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clos, on a Bor(G) = G/B par (iii) et on conclut par Bible, §6.4, th. 4 ou [C05], §6.5,
th. 5.

Remarque 5.8.4. — Sous les conditions de 5.8.3, soit Q un sous-groupe central et de
type multiplicatif de G. Les morphismes évidents définissent des isomorphismes

Tor(G) ~ Tor(G/Q),  Bor(G) ~Bor(G/Q),  Kil(G) ~Kil(G/Q).

Corollaire 5.8.5. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, P un sous-
préschéma en groupes de G, lisse et de présentation finie sur S. Les conditions suwi-
vantes sont équivalentes :

(i) Pour chaque s € S, P5 est un sous-groupe parabolique de Gz (i.e. le préschéma
quotient Gz/Ps est propre sur s, ou encore Pz contient un groupe de Borel de Gs,
cf. Bible, §6.4, th. 4 ou [CO5], §6.5, th. 5).

(ii) Le faisceau quotient G/P est représentable par un S-préschéma lisse et projectif
sur S.

De plus, sous ces conditions, P est fermé dans G, a fibres connexes et P =
Norm, (P).

On a évidemment (ii) = (i). Si (i) est vérifié, Ps est connexe et Normgs) (Ps) =
P(3), comme il résulte aussitot de la conjugaison des groupes de Borel (pour le se-
cond point, cf. Bible, §12.3, lemme 4); il s’ensuit que P est de type (R), et que
P = Norm, (P), donc est fermé dans G. Par 5.8.2, G/P = G/ Norm, (P) est représen-
table par un S-préschéma quasi-projectif. Ses fibres sont connexes et propres, il est
donc projectif par le raisonnement de 5.8.3.

Remarque 5.8.6. — Les énoncés 5.8.1, 5.8.2, 5.8.5 sont évidemment valables pour un
S-groupe de type (RA), ou pour un S-groupe de type (RR) vérifiant 5.1.8.

Remarque 5.8.7. — Par I'intermédiaire des automorphismes intérieurs de G, on a des
opérations canoniques :

G — Autg(Tor(G)),
G — Autg(Bor(G)),
G — Autg(Kil(G)),
qui, dans la situation de 5.8.3. (iii), s’identifient aux opérations canoniques
G — Auts(G/ Normg (T)),
G — Autg(G/B),
G — Autg(G/T).
On en conclut en particulier que

Ker(G — Autg(Tor(G))) = Ker(G — Autg(Bor(G)))

= Ker(G — Autg(Kil(G)))
= Centr(G).
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11 est en effet clair que Centr(G) opére trivialement sur chacun des trois schémas.
Réciproquement, le noyau de G — Autg(Kil(G)) est « I'intersection des tores maxi-
maux de G » au sens de 4.1.7, donc Centr(G) (loc. cit. ). Pour Bor(G), on remarque
que « l'intersection des sous-groupes de Borel de G » est aussi « 'intersection ses tores
maximaux » (voir n° suivant). Pour Tor(G), on utilise Exp. XII 4.11.

5.9. Propriétés particuliéres aux sous-groupes de Borel. — La plupart de
ces propriétés seront généralisées dans Exp. XX VI aux sous-groupes paraboliques.

Définition 5.9.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B et B’ deux sous-
groupes de Borel de G. On dit que B et B’ sont en position générale (ou que B’ est
en position générale relativement & B) si BNB’ est un tore (nécessairement maximal)
de G.

Si T est un tore maximal de G contenu dans B et B’, on dit que B et B’ sont
opposés (relativement & T) si BN B’ = T.

Proposition 5.9.2. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B un sous-
groupe de Borel de G, T un tore maximal de B. Il existe un unique sous-groupe
de Borel B' de G, opposé & B relativement o T.

Si (G, T,MR) est un déploiement de G par rapport a T et si B = Br, (5.5.1),
alors B' = B_g,, .

Par descente fidelement plate, il suffit de prouver la proposition dans cas déployé,
B =Bgr, (5.5.5 (iv)). Alors B_g_ est bien opposé a B (4.1.2) ; montrons que c’est le
seul sous-groupe de Borel de G contenant T qui est opposé & B. Si B’ est un sous-
groupe de Borel de G contenant T, B’ est localement sur S de la forme BR;, ou R/,
est un deuxieme systéme de racines positives de R (5.5.5 (iii)). Si R/, # —R4, il existe
a € R, NRy, donc tel que P, € Bg, N BR;.

Proposition 5.9.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B un sous-
groupe de Borel de G.

(i) Si B’ est un sous-groupe de Borel de G, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) B’ est en position générale par rapport ¢ B (5.9.1).

b) B*NB" =e.
b)) B“*NB =e.
¢) Le produit dans G induit une immersion owverte B xgB — G.
(¢") Le morphisme canonique B™ — G/B est une immersion ouverte.

(ii) Le foncteur Opp(B) :

(
(
(
(

g/, Jsous-groupes de Borel de Ggr en
position générale par rapport a Bg

est représentable par un sous-préschéma ouvert de Bor(G) (5.8.3). Le morphisme

Opp(B) — Tor(B)
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défini par B' — BN B’ est un isomorphisme. En particulier (5.6.13) les automor-
phismes intérieurs de B* munissent Opp(B) d’une structure de fibré principal homo-
géne sous B™.

Examinons d’abord (i). On a (a) = (c), en effet, (c) est local pour la topologie
étale; par 5.5.5 (iv), on se ramene au cas out G est déployé par rapport 4 BN B’ et B
de la forme Bgr, ; par 5.9.2, on a alors B = U_g_ et on est ramené a 4.1.2.

On a trivialement (¢’) < (c) = (b’) = (b). Il reste donc & prouver (b) = (a). Dé-
montrons d’abord (ii) ; la seconde assertion est une conséquence formelle de 5.9.2, la
troisiéme en résulte aussitot par 5.6.13 ; démontrons alors la premiere ; elle est locale
pour la topologie étale et on peut donc supposer que B possede un tore maximal T ;
soit Bf, 'opposé & B relativement a T (5.9.2).

D’apres qui précede le morphisme B* — Bor(G) induit par le morphisme canonique
G — G/Bj — Bor(G) (5.8.3) induit un isomorphisme B* — Opp(G). On a donc un
diagramme commutatif

B: — > G/B,

N
Opp(B) —— Bor(G).

Or le morphisme B* — G/Bj, est une immersion ouverte (par (i) (a) = (¢)), ce qui
acheéve de prouver (ii). Notons tout de suite le corollaire

Corollaire 5.9.4. — Soient G un S-groupe réductif et B et B’ deux sous-groupes de
Borel de G. Si s € S est tel que Bz et BL soient en position générale, il existe un
ouvert U de S contenant s tel que By et By soient en position générale.

Il ne nous reste donc qu’a prouver (b) = (a). En vertu du corollaire précédent, il
suffit de le faire lorsque S est le spectre d'un corps k algébriquement clos. On peut
supposer G déployé par rapport & un tore maximal T de B. Soit B{, le groupe de Borel
opposé a B. Les sous-groupes de Borel de G sont conjugués, donc il existe g € G(k)
tel que int(g)By = B’. Par le théoréme de Bruhat (5.7.4), on peut écrire g = bnb’,
avec b € B(k), v/ € Bj(k), n € Norm (T)(k). On a donc

B’ = int(b) int(n) By,
et B'NB = int(b)(int(n)Bj N B). Si n € T(k), int(n)B'§ N B* # e (cf. preuve de
5.9.2); il en résulte que (b) entraine B’ N B = int(b)(B; N B) = int(b)T.  C.Q.F.D.
Proposition 5.9.5. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, B un sous-
groupe de Borel de G, B" sa partie unipotente. Il existe une suite de sous-groupes
de B :
Up=B*2U;2---2U, D
possédant les propriétés suivantes :

(i) Chague U; est lisse, a fibres connezes, caractéristique dans B ; les automor-
phismes intérieurs de BY opérent trivialement dans les (faisceauz) quotients U;/U;yq.
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(ii) Pour chaque i > 0, il existe un Os-module localement libre &; et un isomor-
phisme de S-faisceaux en groupes

Us/Uiis 5 W(E).
(iii) Pour tout s € S, (U,)s = e pour n > dim(BY).

Supposons d’abord qu’il existe un déploiement (G, T,M,R) de G et un systéme de
racines positives Ry de R tel que B = Bgr, . On note A I'ensemble des racines simples
de R4 ; pour chaque o € Ry, on note ord(a) la somme des coefficients de « sur la
base A de I'g(R), c’est I'ordre de « relativement & Ry. On a ord(a) < Card(Ry ).
Pour tout i > 0, soit R(Y) Pensemble des racines d’ordre > i, c’est un ensemble clos
de racines positives, on peut donc construire (5.6.5)

UIL' = UR(i) .

Sia € RyetfeRD a+ 3 e ROHFD. I sensuit, par 5.5.2, que chaque U; est
un sous-groupe invariant de B et que les automorphismes intérieurs de B" opeérent
trivialement dans U;/U; 1. Ce groupe s’identifie d’ailleurs a

II »

ord(a)=i+1

et est donc muni d’une structure vectorielle.

Si B est de la forme Bgrs pour un autre déploiement (G, T',M’,R’) de G, mon-
trons que les groupes U} construits comme ci-dessus & ’aide du nouveau déploiement
coincident avec les U; et que les structures vectorielles sur les quotients successifs
coincident également. Par 5.6.12, il existe b € B¥(S) tel que T’ = int(b)T ; Passertion
& démontrer est locale sur S et on peut donc supposer que I'isomorphisme T — T’
induit par int(b) provient par dualité d’un isomorphisme de données radicielles

h: (M, M™* R R™) = (M,M*,R,R").
Il est clair que les racines de R/, sont les oo int(b) = h(«), @ € Ry ; que les racines
simples de R/, sont les o o int(b) = h(a), a € A, donc que ord(h(«)) = ord(ar) pour
a € Ry. D’autre part, il est clair par transport de structure que les groupes vectoriels
P}, () ne sont autres que les int(b)Po. On a donc int(b)U; = U}, or U; étant invariant,
cela donne U; = Uj.
De méme I'isomorphisme de groupes vectoriels

int(b) : Ui /Ui — Ui /UL,
est l'identité, en vertu de ce qu’on a déja démontré.

Traitons maintenant le cas général. Il existe une famille couvrante pour la topologie
étale {S, — S} et pour chaque 7 un déploiement (G;, T;, M;,R;) et un systéme de
racines positives Ri; de R; tel que B xgS; = Bg,, (5.5.5, (iii)). Pour chaque i, on a
donc une famille

Bs,=Uio2U;1 2---2U;; 2+
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et des structures vectorielles sur les U; ;/U; ;1. Par descente, il suffit de prouver que
pour tout couple (,4") et tout j, on a

Uij X Sir = Uy j X Sy
Si Sy

i

(on note S;;» = S; Xg S;/) et que les structures vectorielles sur les quotients
(Uij/Uije) X Siar et (Uir.j/ Ui j+1) X S

coincident. Or si S;y = &, cest trivial; si S;» # &, alors on est dans la situation
étudiée précédemment : B xgS;;» est défini par le systeme de racines positives R,
(resp. Ry4 ) dans le déploiement (Gs,,,, T xs, Siir, My, R;) (resp. dans le déploiement
(Gsii, y Til Xsi, S“‘/, Mi/, RZ/))

Corollaire 5.9.6. — Si S est affine, H' (S, B%) = e : tout fibré principal sous B* posséde
une section.

En effet, S se décompose en somme directe de sous-préschémas sur chacun desquels
B" est de dimension relative constante. On peut donc, par (iii), supposer qu’il existe
un n tel que U,, = e. Comme, par TDTE I, B.1.1,

HY(S,Ui/Uigr) = H'(S, W(&)) =0,
on a H'(S,B%) = 0.

Corollaire 5.9.7. — Si S est affine, B posséde des tores mazrimauz. Si T est un tore
mazimal de B, on a H'(S,T) = H(S, B).

La premiere assertion résulte aussitot de 5.9.6 et 5.6.13; la seconde s’en déduit de
maniere standard.

Corollaire 5.9.8. — Si G est un S-groupe réductif, le morphisme canonique (cf. 5.8.3)
Kil(G) — Bor(G)
posséde des sections au-dessus de tout ouvert affine.

Corollaire 5.9.9. — Sous les conditions de 5.9.5, supposons S affine, alors il existe
un Os-module localement libre & tel que B" soit, comme préschéma, S-isomorphe a

W(&).

Montrons par récurrence sur ¢ que B*/U; est S-isomorphe & W(&p @ -+ - @ &—-1).
C’est clair pour 7 = 0; supposons 7 > 1. Alors B%/U; est un fibré principal homogene
de base X = B“/U;_; sous le groupe (U;_1/U;)x. Comme B“/U,_; est affine, par
I'hypothese de récurrence, et comme U;_1/U; = W(&;_1), ce fibré est trivial. On a
donc (au moins) un isomorphisme de S-préschémas

On conclut aussitot par la condition (iii) de 5.9.5.
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Corollaire 5.9.10. — Soit S un schéma semi-local, {s;} ses points fermés, B un sous-
groupe de Borel du S-groupe réductif G. L’application canonique

B“(S) — H B*(Spec (s;))

est surjective.
En effet, si S = Spec(A), x(s;) = A/p; et si & est donné par le A-module E, on a
B“(S)=E®A, B“(Speck(s;)) = E®a A/p;.

L’assertion résulte alors aussitot du fait que A — ], A/p; est surjectif.

5.10. Sous-groupes de type (R) a fibres réductives. —

Proposition 5.10.1. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R’ une partie de R de
type (R) (5.4.2), Hg/ le sous-groupe de G correspondant. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Hg est réductif (i.e. a fibres géométriques réductives).

(ii) On a R = =R/, i.e. R’ est symétrique.

De plus, sous ces conditions, (Hg/, T,M,R’) est un déploiement de Hg, ; pour tout
systeme de racines positives Ry de R, R/, = R' N Ry est un systeme de racines
positives de R/ et

BRJr NHg = HRQ_

est un groupe de Borel de Hg/, dont la partie unipotente est

URJr NHg = UR;.

On a évidemment (i) = (ii) (il suffit de le vérifier fibre par fibre et R’ est un systéme
de racines de Hgs par rapport & T). Pour prouver (ii) = (i), on remarque par 5.4.3,
que

Hr/ NZo = Centry , (Ta) = Za

pour tout a € R’ et on applique le critere de Exp. XIX 1.12.

Si R4 est un systeme de racines positives de R, R/, = R4 NR’ est évidemment une
partie close de R’ telle que R/, U —R/, = R’ et R/, N =R/, = @, donc un systeme de
racines positives de R’. Les deux autres assertions résultent respectivement de 5.6.1
(vi) et 5.6.7 (i).

Corollaire 5.10.2. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
préschéma en groupes réductif tel que pour tout s € S, Gg et Hg aient méme rang
réductif. Alors H est fermé dans G, Normg, (H) est lisse sur S, Normy (H)/H est re-
présentable par un S-préschéma fini étale.

Si T est un tore maximal de H et B un groupe de Borel de G contenant T, alors
BNH est un groupe de Borel de H, dont la partie unipotente est (B NH)* = B N H.

Les premieres assertions résultent aussitot de 5.3.10 et 5.3.18, via le fait que les
groupes de Weyl de G et de H sont finis (Exp. XIX 2.5). Les autres assertions sont
locales pour la topologie étale et se ramenent au cas étudié dans 5.10.1.

241

242



243

154 EXPOSE XXII. GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS, ETC.

Proposition 5.10.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

a) Si Q est un tore de G, Centr(Q) est un sous-groupe de type (R) de G 4 fibres
réductives. Si Q C Q' sont deux tores de G, Centr(Q) 2 Centr (Q’).

b) Si H est un sous-groupe de type (R) de G d fibres réductives, rad(H) (4.3.6) est
un tore de G. Si H C H' sont deuz sous-groupes de type (R) de G 4 fibres réductives,
rad(H) D rad(H’).

c) Si Q est un tore de G, on a

rad(Centr(Q)) 2 Q et Centry(rad(Centr (Q))) = Centr (Q).

d) Si H est un sous-groupe de type (R) de G a fibres réductives,
Centrg(rad(H)) DH et rad(Centrg(rad(H)) = rad(H).

En effet, a) résulte aussitdt de Exp. XIX 2.8. Pour prouver b), il suffit de remarquer
que rad(H') C H, car H contient (localement pour (fpqc)) un tore maximal de G,
donc de H'. La premiere assertion de c) (resp. d)) est triviale, la seconde s’ensuit par
le raisonnement habituel.

Cette proposition conduit & la définition suivante : (23)

Définition 5.10.4. — Soient S un préschémas, G un S-groupe réductif, H un sous-
groupe réductif de type (R) de G

1) On dit que H est un sous-groupe critique s’il est le centralisateur de son radical.

2) Soit Q un sous-tore de G. On dit que Q est C-critique sl est le radical de son
centralisateur.

Il résulte alors de la proposition 5.10.3 :

Corollaire 5.10.5. — (i) Pour tout sous-tore Q de G, Centry(Q) est critique.
(ii) Pour tout sous-groupe de type (R) a fibres réductives H de G, rad(H) est un
tore C-critique de G.
(iii) Les applications
Q- Centrg(Q),  H - rad(H)

sont des bijections inverses l'une de l’autre entre ’ensemble des tores C-critiques de
G et celui de ses sous-groupes réductifs de type (R) critiques.

(iv) Si Q est un tore de G, rad(Centr(Q)) est le plus petit tore C-critique de G
contenant Q.

Si H est un sous-groupe réductif de type (R) de G, Centr (rad(H)) est le plus petit
sous-groupe réductif de type (R) critique de G contenant H.

Remarque 5.10.5.1. — 1) Un tore T de G est un sous-groupe critique de G si et seule-
ment si c¢’est un tore maximal.
2) Dans la suite, « tore critique » signifie « tore C-critique ».

(23)N.D.E. : On a modifié 'original dans ce qui suit, en introduisant la terminologie « tore C-critique »,
afin d’éviter des confusions dans des références ultérieures (cf. Exp. XXVI, 3.9). On a aussi détaillé
I’énoncé de 5.10.5 et ajouté la remarque 5.10.5.1.
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Proposition 5.10.6. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R’ une partie de R.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R/ est de type (R), Hr est réductif et critique.

(ii) Il existe un systéeme de racines simples A de R et une partie A’ de A telle que
R’ soit I’ensemble des éléments de R combinaison linéaire des éléments de A'.

(iii) R/ est clos, symétrique, et tout systéme de racines simples de R’ est Uinter-
section avec R’ d’un systéme de racines simples de R.

En effet, d’apres Exp. XXI 3.4.8, (ii) et (iii) sont équivalents et équivalent aussi au
fait que R’ soit I'intersection de R avec un sous-Q-espace vectoriel de M ® Q. Or cette
derniére condition est entrainée par (i) : si Hgr = Centr(Q), R’ est 'ensemble des
éléments de R qui s’annulent sur Q (Exp. II 5.2.3 (ii)). Enfin, cette condition entraine
(i), car (Hg/) est le tore maximal de [,/ Ker(c), donc Centrq (rad(Hg-)) n’est autre
que Hg~ ot R” est I'intersection de R avec le sous-espace vectoriel engendré par R’.

5.10.7. — Résumons certains des résultats précédents : soient (G, T,M,R) un S-
groupe déployé, A un systéme de racines simples de R, Ry le systéme de racines
positives correspondant ; choisissons une partie A’ de A, notons R’ I’ensemble des é1é-
ments de R combinaison linéaire des éléments de A’ et posons R/, = R’ N R,.. Soient
Tar le tore maximal de (), Ker(a) et Zar = Centrg(Tar).

Alors Z s est un sous-groupe réductif de G, de radical Tas; (Zas, T,M,R’) est un
S-groupe déployé; Br, NZas est le groupe de Borel de Za+ défini par le systeme de
racines positives R’ (ou bien le systeme de racines simples A’) et sa partie unipotente
est URJr NZa = UR;.

Remarque 5.10.8. — Sous les conditions de 5.10.4, soit Q un tore critique de G,
L = Centry(Q) son centralisateur. Comme Q = rad(L), Q est un sous-groupe ca-
ractéristique de L ; il s’ensuit aussitot que

Normg (L) = Normq (Q),

donc aussi
Normg, (L)/L = Norm (Q)/ Centr (Q) = W (Q).

Par 5.10.2, on en déduit

Proposition 5.10.9. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, Q un tore cri-
tique de G. Le groupe de Weyl W (Q) est (étale) fini sur S.

Remarque 5.10.10. — Sous les conditions de 5.10.7, on peut expliciter
Wg(TA/) = NOI‘mG(ZA/)/ZAr.

C’est le groupe constant associé au quotient Wy /Wy, ot Wy est le sous-groupe de W
formé des éléments qui normalisent le sous-groupe de M engendré par A’ et Wy le
sous-groupe de W engendré par les so, a € A'.
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5.11. Sous-groupes de type (RC). —

Définition 5.11.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif. Un sous-
préschéma en groupes H de G est dit de type (RC) s’il est de type (R), i.e. (5.2.1)
vérifie les deux conditions suivantes :

(i) H est lisse et de présentation finie sur S, & fibres connexes;

(ii) pour tout s € S, Hz contient un tore maximal de Gz;
et s’il vérifie en outre la condition suivante :

(iii) pour tout s € S et tout tore maximal T de Hz, ensemble des racines de Hz
par rapport a T est un sous-ensemble clos de I’ensemble de toutes les racines de Gz
par rapport a T.

Remarque 5.11.2. — Comme nous 'avons déja signalé en 5.4.8, la condition (iii) est
conséquence des autres lorsque 6 est inversible sur S.

Lemme 5.11.3. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé et R’ une partie close de
R. Soient

Ri={a€eR, —aecR} et Ry ={a€eR/, —a¢gR'}.

Alors Ry et Ra sont clos. Considérons les groupes Hg/, Hg, et Ugr, (5.4.7 et 5.6.5)
qui sont lisses et a fibres connezes.

(i) Le groupe Ug, est invariant dans Hg/, et Hg/ est le produit semi-direct de Ug,
par Hg, .

(ii) Hg, est réductif, Ur, est a fibres géométriques unipotentes; tout sous-groupe
invariant lisse et de présentation finie sur S, a fibres géométriques connexes et uni-
potentes de Hr: est contenu dans Ug,, tout sous-groupe réductif de Hg, contenant T
est contenu dans Hg, .

(iii) On a Ug, N Norm (Hg,) =e.

On a d’abord (iii) par 5.6.7 (i). La premiere assertion de (i) résulte de 5.6.7 (ii).
Comme Ug, NHg, = e par (iii), le produit semi-direct Hg, - Hg, est un sous-groupe
de Hg’; mais ce sont deux sous-groupes de type (R) de G, contenant T, et ils ont
méme algebre de Lie gg: ; ils coincident donc par 5.3.5, ce qui acheve de prouver (i).

Démontrons maintenant (ii) ; les deux premiéres assertions ne sont autres que 5.10.1
et 5.6.5. Soit U un sous-préschéma en groupes de Hp/, lisse et de présentation finie,
invariant (donc normalisé par T), a fibres géométriques connexes et unipotentes;
par 5.6.12, on a, localement sur S, U = Ugrr, ot R” est une partie de R’ telle que
R"N—-R"” = @. Si U € Ug,, alors R” Z Ry, donc il existe « € R” tel que —a € R/.
Alors Z,, C Hg (5.4.3), donc Z,, normalise U. Mais U contient P, et Z, possede une
section w telle que int(w)P, = P_, ; cela entraine —a € R”, contredisant I’hypothese
R'n —-R"=a.

Enfin, si L est un sous-groupe réductif de Hr: contenant T, on a localement sur S,
L = Hg~, avec R"” symétrique, donc contenu dans R.

Proposition 5.11.4. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, H un sous-
préschéma en groupes de G de type (RC).
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(i) H est fermé dans G, Norm (H)/H est représentable par un S-préschéma en
groupes fini étale.

(ii) H posséde un plus grand sous-préschéma en groupes invariant lisse et de pré-
sentation finie sur S, d fibres géométriques connexes et unipotentes; on dit que c’est
le radical unipotent de H et on le note rad“(H). Le faisceau-quotient H/ rad®(H) est
représentable par un S-groupe réductif.

(iii) Si T est un tore mazimal de H, H posséde un sous-groupe réductif L contenant
T de type (RC) possédant les deux propriétés suivantes :

(a) Tout sous-groupe réductif de H contenant T est contenu dans L.
(b) H est le produit semi-direct H = L-rad"(H), i.e. , le morphisme canonique
L — H/rad"(H) est un isomorphisme.
De plus, L est l'unique sous-groupe réductif de H, contenant T et vérifiant l'une ou
Uautre des deux conditions précédentes. Enfin, on a les relations suivantes :

Normy (L) =L, Normy (T) = Norm, (T), W (T) = WL(T),
en particulier Wy (T) est fini sur S.

Démonstration. Notons d’abord que (i) est local pour la topologie étale. Donc, d’apres
le corollaire 5.3.18, (i) est une conséquence de la derniere assertion de (iii).

Les assertions de (ii) sont locales pour la topologie étale. On peut donc supposer
étre dans la situation de 5.11.3, olt on conclut aussitét par (i) et (ii).

En vertu des assertions d’unicité qui y sont contenues, (iii) est également local pour
la topologie étale et on peut encore se ramener a la situation de 5.11.3, ot les propriétés
(a) et (b) ont été vérifiées. L'unicité d'un L vérifiant (a) est triviale; 'unicité d’un L
vérifiant (b) est évidente, vu (a). La relation Normy (L) = L n’est autre que 5.11.3
(iii) ; si une section de H normalise T, alors elle normalise L, par unicité de L, donc est
une section de L par ce qu’on vient de démontrer, ce qui prouve la deuxieéme relation ;
la troisieme est alors triviale.

Proposition 5.11.5. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, 7. le foncteur
des sous-groupes de type (RC) de G, qui est un sous-foncteur du foncteur ¢ de 5.8.1.

(i) A est représentable par un sous-préschéma ouvert de J, lisse, quasi-projectif
et de présentation finie sur S.

(i) Il existe un S-préschéma fini étale CL. et un morphisme
cl . ., — Cl,,
lisse, quasi-projectif, de présentation finie, surjectif et a fibres géométriques connezes,
ayant la propriété suivante :
Pour tout S — S et tous H,H' € .(S), cl(H) = cl(H') si et seulement si H et H’

sont conjugués dans G localement pour la topologie étale (ou, ce qui revient au méme
d’apres 5.3.11, si pour tout s € S, Hg et HL sont conjugués par un élément de G(3)).

(iii) Cl. et ¢l sont déterminés (a un isomorphisme unique prés) par les conditions
précédentes.

248
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(iv) Si (G, T,M,R) est un déploiement de G, soit E l’ensemble des classes de conju-
gaison modulo W de parties closes de R ; alors il existe un isomorphisme Cl, —— Eg

tel que, pour toute partie close R’ de R, cl(Hg/) corresponde a l’image canonique de
R’ dans Eg(S) = Homjoe.const. (S, E).

Il est d’abord clair que JZ, est un faisceau pour la topologie étale et que (ii) entraine
que Cl. n’est autre que le faisceau-quotient de .77, par la relation d’équivalence définie
par la conjugaison.

Cela entraine d’abord (iii), ainsi que le fait qu’il suffit de vérifier (i) et (ii) localement
pour la topologie étale. On se rameéne donc & la situation de (iv) ; construisons d’abord
un morphisme

f: 9 — Es.

Il suffit de construire une application J%.(S) — Eg(S) fonctorielle en S; soit donc H un
sous-groupe de type (RC) de G ; comme H possede localement pour la topologie étale
des tores maximaux, et comme les tores maximaux de G sont conjugués localement
pour la topologie étale, il existe une famille couvrante {S; — S} et pour chaque i un
gi € G(S;) et une partie close R; de R tels que int(g;)(H xg S;) = Hg, Xs S;; chaque
R; définit une section n; de Eg, i.e. un élément de Eg(S;); il suffit maintenant de
prouver que la famille (7;) provient d’une section n = f(H) de Eg sur S, et que celle-ci
ne dépend que de H.

Pour ce faire, on est ramené & prouver que Hg, et Hr~ sont conjugués localement
pour la topologie étale si et seulement si R’ et R” sont conjugués par un élément du
groupe de Weyl W, ce qui est trivial.

Pour tout n € E, il existe un Hy € J2.(S) tel que f(Hg) = n : il suffit de prendre
Hy = Hgr: ot R’ est une partie close de R dont I'image dans E est n. Si H € J4(S’),
S’ — S, H est conjugué & Hy localement pour la topologie étale si et seulement si
f(H) = n (comme on le voit aussitot par Pargument précédent), ce qui montre que
f~1(n) s’identifie au quotient G/ Normg (Hp), qui par 5.8.2 est un ouvert de 7, lisse,
quasi-projectif de présentation finie sur S, a fibres connexes et non vides. Comme Eg
est la somme des sous-préschémas ouverts images des sections correspondants aux
n € E, . s’identifie & la somme des f~1(n), n € E, ce qui prouve (i) et (ii). Enfin
(iv) est vérifié par construction.

Corollaire 5.11.6. — Siu € Cl.(S'), S — S, cl=(u) est un S'-préschéma lisse quasi-
projectif de présentation finie a fibres connexes non vides ; ¢’est un ouwvert de F, et un
préschéma « homogéne » sous Ggr (par automorphismes intérieurs). En particulier,
si H € e~ (u)(S'), le morphisme Gg: — (H.)s défini par g — int(g)H identifie
Gs'/Normg, (H) @ el (u).

Exemples 5.11.7. — En particulier, on a deux sections canoniques uy, up de C£. corres-
pondant respectivement aux tores maximaux (R’ = &) et aux sous-groupes de Borel
(R’ = systeéme de racines positives). Les S-préschémas cf~1(u;) et ¢f=1(up) ne sont
autres que les S-préschémas Tor(G) et Bor(G) introduits en 5.8.3. Nous verrons dans
Exp. XXVI d’autres exemples.
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Remarque 5.11.8. — On peut construire un S-préschéma C/, de présentation finie et
non ramifié et un morphisme 7 — C/ lisse et surjectif, a fibres géométriques connexes
jouissant des propriétés analogues a 5.11.5 (ii) et (iii).

6. Le groupe dérivé

6.1. Préliminaires. — Dans ce numéro, on se fixe un préschéma S, un S-groupe
déployé (G, T,M,R), un systeme de racines positives R4 de R, et on note

B=Bgr,, B =Bz, U=BY U =(B)"
Q=Qg, =U"-T-U.

6.1.1. — On note T’ le sous-tore de T « image de la famille a*, a € R » ; autrement
dit T/ est I'image du morphisme de groupes

le}L,s—’T

défini par (2a)acr = [[aer @*(2a). On voit aussitot que si A désigne 'ensemble des 252
racines simples de R, le morphisme

A /
Gm,S — T

défini de la méme maniére est surjectif et de noyau fini. Si on identifie T & Dg(M),
alors T” s’identifie & Dg(M/N), ol

N =Mn7¥(R*)*
(on note ¥ (R*)* I'orthogonal de ¥ (R*) dans la dualité entre V et V*).

Lemme 6.1.2. — Le morphisme défini par le produit dans T
rad(G) x T" — T
S

est une isogénie.

En effet, le morphisme canonique rad(T) — T/T’ provient par dualité du mor-
phisme de groupes commutatifs

MN ¥ (Rt — M/MN 7 (R),
que l’on voit aussitdt étre injectif de conoyau fini (cf. Exp. XXI, 6.3.).

Définition 6.1.3. — On pose ' = U~ - T' - U; c’est un sous-préschéma fermé de Q =
U-.-T-U.

Lemme 6.1.4. — Soient o une racine simple et w, € Norme (T)(S) relevant so. On a

int(w,)Q' NQ C Q.
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11 nous suffit de prouver que si g € Q/(S) et si int(wq)g € Q(S), alors int(wy)g €
Q'(S). Par 5.6.8, écrivons

g=uaexp_,(Y)texp,(X)b,
avec a € U_5(S), Y € I'(S,g7%), t € T/(S), X € T'(S,g%), b € Uz(S). On a alors 253
int(wa)g = int(wa)a - int(wa) (exp(Y)t exp(X)) - int(wq )b.
En vertu de 5.6.8 (iv), on a
int(wy)a € U_z(8), int(wq)b € Ug(S).

Il en résulte les équivalences suivantes (en posant h = exp(Y) texp(X)) :

int(wy)g € Q(S) < int(wy)h € Q(S)

int(wy)g € ' (S) < int(wy)h € Q'(S).
On est donc ramené au cas ot g = h. Comme on a (4.1.12)

Z.NQ=P_,-T-P,, Za N =P_, - T - P,
on est ramené a prouver l’assertion suivante :
int(wa)h € (P_q - T-Py)(S) = int(wa)h € (P_q - T - Pu)(S).

Or cette derniere résulte aussitot de Exp. XX 3.12, qui montre que la composante sur
T de int(w, )h est de la forme ¢ - a*(2) € T/(S).

Lemme 6.1.5. Pour tout w € Norme (T)(S), il existe un ouvert V,, de G, contenant
la section unité, tel que

int(w)Q' NV, C Q.

Choisissons pour chaque racine simple o un n, € Normg (T)(S) relevant s,. Pour
tout point s € S, il existe un ouvert U de S contenant s, un ¢t € T(U) et sur U une
relation

W= Ny Nyt avec les a; simples.
On peut évidemment se contenter de faire la démonstration pour U = S; elle se fait
par récurrence sur p. Si p = 0, alors w € T(S) et on prend V,, = G ; supposons donc

w =n, -w', w vérifiant la conclusion du lemme; il existe donc un ouvert V,, de G,
contenant la section unité, tel que int(w’)Q' NV, C Q. On peut alors écrire

int(w)Q" Nint(n,) Ve NQ = int(n,) (int(w)Q NV, ) NQ
=int(n,) Q' NQ C O,
par 6.1.4. On prend alors V,, = int(n,)V,y N Q et on a terminé.

Lemme 6.1.6. — i existe un ouvert Vg de G, contenant la section unité, tel que pour
tout " — S, on ait

U(S)U—(S) N Vo(S) € (S)).
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Soit en effet ng un élément de Norm, (T)(S) relevant la symétrie wy du groupe de
Weyl, 24 c’est-a-dire tel que int(ng)U = U~ (cf. Exp. XXI 3.6.14) ; alors n3 € T(S).
Montrons que l'ouvert Vo = V,,, de 6.1.5 répond a la question. En effet

U(S")U(S") = int(no) (int(ng) "'U(S') - int(ne) U (S"))

= int(no) (U~ (S) - U(S')) C int(no)Q'(S").

D’ou
U(SHU(S) NV(S") Cint(ng)'(S") NVo(S') C Q(S).
(25)
Lemme 6.1.7. — Considérons le morphisme 255

f:Q=U"-T-U—T/T

composé de la seconde projection et du morphisme canonique de T dans T/T'. Alors
f est « génériquement multiplicatif » : il existe un ouvert V. de 2 xg 2, contenant la
section unité (et donc relativement schématiqguement dense, Exp. XVIII 1.3) tel que
pour tout S — S et tout (z,y) € V(S'), on ait xy € Q') et f(zy) = f(x)f(y).

Soient en effet = et y deux sections de Q sur S'. Ecrivons
T = utv u,u’ € U~ (S), ¢t e T(Y),
y=u't'v v,v" € U(S).

Soit Vo Touvert de 6.1.6 et V louvert de Q xgQ défini par «vu’ € Vo(S) »
(c’est I'image réciproque de V par le morphisme € xg ) qui s’écrit ensemblistement
(z,y) — vu'). Alors V répond & la question. En effet, pour (z,y) € V(S'), on a

xy = (utv)(u't'v') = (ut)(vu)(t'v").
Mais vu’ € Q'(S), d’out
xy € UT(S)tQ (S US") CU(S) e’ T'(S")U(S),
ce qui montre que zy € Q(S’) et que
flay) = f(tt)) = O F(t) = f(2)f ().
Proposition 6.1.8. — I existe un morphisme de groupes
f:G—T/T

induisant sur T la projection canonique. Le noyau Ker f de f est un sous-préschéma

en groupes fermé de G lisse sur S et a fibres connexes. Tout morphisme de groupes 256
de G dans un préfaisceau en groupes commutatifs sur S, séparé pour (fppf), s’annule

sur Ker f.

(249)N.D.E. : renvoyer & la définition de wy. ..
(Z5)N.D.E. : La page qui suit ne figure pas sur le scan de SGA3, vérifier I'original. . .
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La premiere assertion résulte aussitot de 4.1.11. On a immédiatement Ker f N =
', ce qui prouve que Ker f est lisse sur S. Tout morphisme g de G dans un préschéma
en groupes commutatif séparé s’annule sur U et U™, par 5.6.9 (ii). Il s’annule donc
aussi sur T’ par Exp. XX 2.7, donc sur . Prenant les notations de 5.7.10, on voit
que U; C Ker f(S), ce qui montre que

Ker f = U ufY,
ueUy

donc que Ker f est a fibres connexes et que tout g comme ci-dessus s’annule sur Ker f.

6.2. Groupe dérivé d’un groupe réductif. —

Théoreme 6.2.1. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif.

(i) Ds(G) = Homg ,, (G, G, s) est représentable par un S-groupe constant tordu,
dont le type en s € S est 7+ered(Gs)—ress(Gs)

(ii) Notons corad(G) = Dg(Dg(G)), qui est donc un S-tore. Le morphisme de bi-
dualité

fo: G — corad(G)

(Exp. VIII 1) est lisse et surjectif.

(iii) Le morphisme composé

rad(G) — G — corad(G)

est une isogénie.

(iv) Le noyau de fo, noté

dér(G) = Ker(fo)

est un sous-préschéma en groupes fermé de G, semi-simple sur S, que l’on appelle le
groupe dérivé de G. Si G est semi-simple, dér(G) = G.

(v) Tout morphisme de groupes de G dans un S-préfaisceau en groupes commuta-
tifs, séparé pour (fppf), s’annule sur dér(G) et se factorise donc par fo.

Démonstration. Toutes les assertions du théoreme sont locales pour la topologie étale ;
on peut donc se ramener au cas ou G est déployé sur S. Considérons alors le morphisme
f de 6.1.8. Par la derniere assertion de 6.1.8, on a aussitot un isomorphisme

@S-gr. (G7 Gm, S) ;) @s-gr. (T/T/; Gm, S)7

ce qui démontre (i), puis (ii) et donne un diagramme commutatif

G L. corad(QG)

T

T/T.

On a alors (v) par 6.1.8, (iii) par 6.1.2. On a aussi Ker(f) = Ker(fy), ce qui par 6.1.8
entraine que dér(G) est lisse sur S et a fibres connexes ; il reste a vérifier que ses fibres
sont semi-simples; or elles sont réductives par Exp. XIX 1.7, comme sous-groupes
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invariants de groupes réductifs. Par (iii), rad(G) Ndér(G) est fini, ce qui entraine bien
que les fibres de dér(G) sont semi-simples.

Remarque 6.2.2. — a) Par construction, dans le cas o G est déployé, dér(G) est le 258
sous-faisceau (fppf) de G engendré par les P,, o € R. (Il suffit méme de prendre les
P,, a € AU—A, ol A est une base de R).

b) Par (v), dér(G) est bien le faisceau (fppf) des commutateurs de G (et méme le
préfaisceau séparé (fppf)...). (26)

c¢) Lorsque S est le spectre d’un corps k algébriquement clos, dér(G)(k) est le groupe
des commutateurs de G(k) (Exp. VIp).

6.2.3. — Considérons maintenant les deux suites exactes
e —rad(G) — G — s3(G) — e,
e — dér(G) — G — corad(G) — e.
Comme rad(G) est central dans G, le produit dans G définit un morphisme de groupes
u : rad(G) >S< dér(G) — G
qui est couvrant en vertu de 6.2.1 (iii), donc surjectif, donc plat (Exp. VI (7). Son

noyau est isomorphe a rad(G) Ndér(G), qui est aussi le noyau de rad(G) — corad(G),
donc est un sous-groupe fini de type multiplicatif de rad(G).

On raisonne de méme pour le morphisme
G — corad(G) X ss(G),
dont le noyau est dér(G) Nrad(G). On a donc la
Proposition 6.2.4. — Soit G un S-groupe réductif. Les morphismes
rad(G) >S<dér(G) — G, G — corad(G) x ss(Q), rad(G) — corad(G)
sont des isogénies centrales, leurs noyaux sont isomorphes. 259

Corollaire 6.2.5. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est le produit d’un groupe semi-simple et d’un tore.
(i) rad(G) xgdér(G) — G.

(ili) G — corad(G) xgss(G).
(iv) rad(G) N dér(G) = e.

(26)N.D.E. : Faire référence & VIg ?
(27)N.D.E. : & préciser. . .
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6.2.6. — Revenons provisoirement au cas d’un groupe déployé. Gardons les notations
de 6.1. Posons N = M N7 (R*)*. On a donc T/ = Dg(M/N). On a vu que U~ - T"- U
était un voisinage ouvert de la section unité de dér(G). On a donc

Lie(dér(G)/S) =t @ [] o™

a€R

Comme les caracteres induits sur T/ par les & € R sont non nuls et distincts (cf. Exp.
XXI 1.2.5 — on a d’ailleurs déja utilisé ce fait en 6.1.2), R est un systeéme de racines
de G par rapport a T. Il est alors immédiat (car P, C dér(G)) que les morphismes
exp de dér(G) « sont » ceux de G et de méme pour les coracines.

Il en résulte :

Proposition 6.2.7. — Dans les notations précédentes, (dér(G),T’,M/N,R) est un
groupe déployé de donnée radicielle dér(#(G)). Le morphisme canonique dér(G) — G

)
donne par fonctorialité le morphisme canonique de données radicielles Z(G) —
dér(#(G)) de Exp. XXI 6.5.

N. B. Le lecteur pourra a titre d’exercice construire le diagramme de groupes dé-
ployés correspondant aux trois colonnes de gauche du diagramme de données radi-
cielles de Exp. XXI 6.5.7.

Proposition 6.2.8. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, dér(G) son
groupe dérivé.

(i) Pour tout tore mazimal T de G, T N dér(G) est un tore mazimal de dér(G).
Pour tout tore mazimal T' de dér(G), Centrg(T') = rad(G) T’ est un tore maximal
de G. Les deux constructions précédentes sont inverses l'une de l’autre et établissent
une correspondance bijective entre tores mazimaux de G et de dér(G).

(ii) Pour tout sous-groupe de Borel B de G, B N dér(G) est un sous-groupe de
Borel B’ de dér(G). On a B™ = B". Pour tout sous-groupe de Borel B’ de dér(G),
Norm, (B') = rad(G) B’ est un sous-groupe de Borel de G. Les applications précé-
dentes sont inverses l'une de l'autre et établissent une correspondance bijective entre
sous-groupes de Borel de G et de dér(G).

Par le théoreme de conjugaison locale des tores maximaux et la construction du
groupe dérivé, la seule assertion qui reste & prouver dans (i) est la suivante : si T est
un tore maximal de G, alors

T = (T Ndér(G)) - rad(G) = Centr (T N dér(G)).

La premiére égalité est triviale (car on se raméne au cas déployé) ; la seconde en résulte
aussitot, car rad(G) est central dans G, donc T = Centrg (T) = Centr (T N dér(G)).
On raisonne de méme pour (ii).
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6.3. Sous-groupes a quotients commutatifs. —

6.3.1. — Soit G un S-groupe réductif. Si H est un sous-faisceau en groupes de G, les
conditions suivantes sont équivalentes :

— H contient dér(G).
— H est distingué et G/H est commutatif.

Dans ce cas, le morphisme canonique fy : G — corad(G) envoie H sur un sous-faisceau

fo(H) de corad(G); on a
G/H ~ corad(G)/ fo(H), H/dér(H) ~ fo(H),
dér(G) = dér(H), H = fo (fo(H)).

Comme dér(G) est lisse sur S et a fibres connexes, H — fo(H) établit une corres-
pondance biunivoque entre sous-préschémas en groupes fermés (resp. rétrocompacts)
de G, contenant dér(G), lisses sur S et & fibres connexes et sous-préschémas en
groupes fermés (resp. rétrocompacts) de corad(G), lisses sur S et & fibres connexes.
Or corad(G) est un tore, donc tout sous-préschéma en groupes lisse, & fibres connexes

et rétrocompact de corad(G) en est un sous-tore (Exp. X 8.2), donc est fermé dans
corad(G).

6.3.2. — Si H est un sous-préschéma en groupes fermé de G, lisse sur S, a fibres
connexes et distingué dans G, alors H est réductif. Si de plus H D dér(G), alors
dér(H) = dér(G) et fo(H) s’identifie & corad(H). On a donc démontré la

Proposition 6.3.3. — Soit G un S-groupe réductif. Tout sous-préschéma en groupes H
de G, distingué dans G, a quotient commutatif (i.e. contenant dér(G)), lisse sur S, a
fibres connexes et rétrocompact dans G est fermé et réductif. On a dér(H) = dér(G),
fo(H) s’identifie & corad(H) ; on a

G/H ~ corad(G)/ corad(H), H = (HnNrad(G)) - dér(G).

De plus, H — fo(H) définit une bijection entre ’ensemble des sous-groupes H de G
possédant les propriétés précédentes et l’ensemble des sous-tores de corad(H).

Par une nouvelle application du théoreme d’isomorphisme de Noether, on en déduit
la

Proposition 6.3.4. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif, T un tore maxi-
mal de G. Pour tout sous-groupe H de G comme ci-dessus, TNH est un tore mazimal
de G et on a

G/H~T/TNH, H=(TNH)- dér(Q).
De plus, H — TNH est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes H de G comme
ci-dessus et l’ensemble des sous-tores de T contenant T N dér(G).

262






