EXPOSE V

CONSTRUCTION DE PRESCHEMAS QUOTIENTS
par P. GABRIEL

L’objet de cet exposé est de démontrer les théorémes énoncés dans TDTE IIT (U, Si
X et T sont deux objets d’une catégorie € nous écrivons X(T) au lieu de Home (T, X).
De méme, si ¢ : Y — X (resp. T) est une fleche (resp. un objet) de €, ¢(T) désigne
Papplication g — ¢ o g de Y(T) dans X(T) :

T
AN
N
Y 25X,
et T(p) désigne 'application g — g o ¢ de T(X) vers T(Y) :

Yy —2-x

Enfin, si P est un préschéma, on note P I’ensemble sous-jacent a P.

Exceptionnellement, nous ne suivons pas dans le présent exposé la convention énon-
cée dans IV 4.6.15 sur la notation des quotients (loc. cit. haut de la page 227 de
Poriginal) car nous désirons donner ici une construction de quotients qui s’applique
également & des « pré-relations d’équivalence » (2) qui ne sont pas des relations d’équi-
valence.

(O version 1.0 du 18/1/09 : Th. 7.1 & reprendre...

(UN.D.E. : & savoir, les théorémes 5.1, 5.3, 6.1, 6.2 et 7.2 de TDTE III. Les deux premiers (resp. les
deux suivants) correspondent au théoréeme 4.1 (resp. aux théorémes 7.1 et 8.1) de cet exposé. Le
théoreme 7.2 de TDTE III est démontré dans 'Exp. VI, 3.2 et 3.3.

(DIN.D.E. : c.-a-d., & des groupoides de base X, cf. la terminologie & la fin de la section 1. Lorsque
€ est la catégorie des préschémas, le quotient p : X — Y d’un groupoide X, de base X existe sous
certaines hypotheses (cf. 4.1, 6.1, 7.1); si, de plus, X« est une relation d’équivalence, p est, sous les
mémes hypotheses, fidelement plat et quasi-compact, donc un épimorphisme universel, cf. loc. cit.
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230 EXPOSE V. CONSTRUCTION DE PRESCHEMAS QUOTIENTS

1. ¥-groupoides

a) ¢ est une catégorie ot les produits et produits fibrés existent. Rappelons d’abord
qu’un diagramme
dy

—_—
) Cpum————. €
do

Y

de € est dit ezact si pdy = pd; et si, pour tout T € €, T(p) est une bijection de T(Y)
sur la partie de T(Xp) formée des fleches f : Xg — T telles que fdy = fd;. On dit
aussi que (Y, p) est le conoyau de (do,d1) et on écrit

(Y,p) = Coker(do, dl)

b) Soit € la catégorie(Esp. An) des espaces annelés. Dans ce cas, il existe toujours
un conoyau (Y, p), dont on peut donner la description suivante : 'espace topologique
sous-jacent & Y est obtenu & partir de X en identifiant les points do(x) et di(x) et
en munissant Y de la topologie quotient. L’application canonique 7 : Xg — Y et dy,
dy induisent alors une double-fleche de faisceaux d’anneaux sur Y :

do
W*(ﬁo) - > 77*(d0*ﬁl) = 7"'>|<(d1>¢<ﬁ1)7

01

ou O; est le faisceau structural de X;. On choisit pour faisceau d’anneaux sur Y le
sous-faisceau de 7, (0p) dont les sections s sont telles que dp(s) = d1(s). La fleche p
est définie de fagon évidente.
dy
() Soit X, Z Xo un diagramme dans (Esp.An) et soit (Y,p) son conoyau.
do
On dit qu'un ouvert U de Xj est saturé si U D dodl_1 (U), ou, ce qui revient au méme,
si U= p~!(p(U)). Dans ce cas, comme Y est muni de la topologie quotient, p(U) est
un ouvert de Y.

Lemme 1.1. — Soient U un ouvert saturé de X et V.= p(U). Si l'on désigne par Uy
Uouvert dgl(U) = d; Y (U) de Xy, et par do, di, et p les restrictions de do, dy & Uy,
et dep a U, alors (V,p) est un conoyau dans (Esp.An) de : ()

d1

U ——2U
do

P

V.
La vérification est facile.

(3)N.D.E. : On a explicité les lemmes qui suivent ; ils sont utilisés & plusieurs reprises dans les sections
5a09.

(ON.D.E. : Ceci n’est pas le cas dans (Sch). Soient, par exemple, S = SpecC, di : Gy, 5 X3 A% — A%
l'action de G, 5 par homothéties sur A%, et do la projection sur le second facteur. Alors le conoyau
de (do,d1) dans (Sch) est S, tandis que si I'on se restreint a I'ouvert saturé U égal & A2 privé du
point (0,0), le conoyau dans (Sch) et dans (Esp. An) est I'espace projectif P{.
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dy
Lemme 1.2. — Soit X, Z Xo un diagramme dans (Sch) et soit (Y,p) son co-
do

noyau dans (Esp.An).

(i) Si'Y est un préschéma et p un morphisme de préschémas, alors (Y,p) est un
conoyau de (do,d1) dans (Sch).

(ii) Supposons que tout point de Xy posséde un voisinage ouvert saturé U tel que,
notant dy et dy les restrictions de do et dy a dy*(U) = d;H(U), et (Q,q) le conoyau

de (50,671) dans (Esp.An), Q soit un préschéma et ¢ un morphisme de préschémas.
Alors (Y,p) est un conoyau de (do,dr) dans (Sch).

(i) est démontré au §4.c; la démonstration étant courte, répétons-la ici. Soit f :
Xy — Z un morphisme de préschémas tel que fdy = fd;. Par hypothese, il y a
un morphisme d’espaces annelés r : Y — Z et un seul tel que f = rp. 1l s’agit
de montrer que, pour tout y € Y, 'homomorphisme &) — &, induit par r est
local. Cela résulte de ce que p est surjectif, donc y de la forme p(z), et de ce que
I’homomorphisme O,y — O induit par f est local.

(ii) résulte de (i) et du lemme précédent.

¢) Dans cet exposé, nous étudions l'existence de Coker(dy,d;) lorsque la double
fleche (dp, d1) se trouve insérée dans un contexte plus riche ; de fagon précise, désignons
par Xy = X X4, .d, X1 le produit fibré du diagramme

X1

(%) -
do
Xy —Xo )

par df, et d les deux projections canoniques de X5 sur X;; on a donc par définition
un carré cartésien

d.
0
Xy —= Xy

) “

do
X1 O XO

De plus, donnons nous une troisietme fleche dj : Xo — Xjp; nous disons que 253
(do, d1 : X1 = Xg,d})) est un €-groupoide si pour tout objet T de €, X(T) est l'en-
semble des fleches d'un groupoide X, (T) dont ’ensemble des objets est Xo(T), l'ap-
plication source dy(T), Papplication but dy(T) et dont I'application composition est
d1(T) (on identifie comme d’habitude (X x4,,4, X1)(T) & X1(T) X g, (1),do () X1(T)
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on rappelle aussi qu'un groupoide est une catégorie dont toutes les fleches sont inver-
sibles). ()

Si ¢ est une fleche du groupoide X, (T), 'application f — @ o f est une bijection
de I'ensemble des fleches f dont le but coincide avec la source de ¢ sur l’ensemble
des fleches ayant méme but que ¢. On voit facilement qu’on peut traduire ce fait en
disant que le carré

d

Xy

(1) dgi l
d,

X; —— X

est cartésien.

De méme, I'application g — g o ¢ est une bijection de I’ensemble des fleches g de
X«(T) qui ont pour source le but de ¢ sur ’ensemble des fleches qui ont méme source
que . On peut encore traduire ce fait en disant que le carré

d'1
Xy —> Xy

@) d;l .
X; —2 > X

est cartésien.

D’autre part soit s : Xg — X; l'unique fleche de € telle que, pour tout T, s(T) :
Xo(T) — X1 (T) associe & tout objet de X, (T) la flache identique de cet objet (©). La
fleche s satisfait aux égalités

(3) dys = idx,,
et (3 bis) dos = idx, -

Enfin, Passociativité des applications de composition d)(T) se traduit par la com-
mutativité du diagramme

dy xX1q
X4 Xdy,do X1 Xdy,do X1 —> X1 Xg,,dp X1

(4) Xy xd, ,

X Xdy,do X1 Xy

(®)N.D.E. : Donc, dans ce cas, Xo(T) est 'ensemble de couples (f2, f1) de fleches composables, c.-a-d.,
telles que do(f1) = d1(f2), et df), di et di, envoient (f2, f1) sur fa2, f2 o f1, f1 respectivement.
(6)N.D.E. : T ~ s(T) définit un élément de Hom(hx,, hx, ), et ce dernier égale Hom(Xo, X1), d’aprés
le lemme de Yoneda.
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Réciproquement, les conditions (1), (2) et (4) et I'existence d’une fleche s satisfaisant
dy

a (3) impliquent que (X Z Xo,d}) est un €-groupoide. La condition (3) est bé-
do

nigne ; elle assure simplement que l'application di(T) : X1(T) — Xo(T) est surjective
pour tout T € . Dans la suite de cet exposé, nous nous servons surtout des carrés
cartésiens (0), (1) et (2) que nous résumons dans le diagramme

d
Xo X ——>X,
dy
(0,1.2) d; @
dy
Xl _ XO
do

Dans ce diagramme les deux carrés de gauche (i.e. les carrés (0) et (2)) sont carté-
siens ; la premiere ligne est exacte et Xy s’identifie au produit fibré Xy X g4, 4, Xi1.

Nous n’utilisons 'associativité que de facon détournée, par exemple pour assurer
Pexistence d’une fleche s satisfaisant & (3) et (3 bis), ou bien pour assurer 'existence
d’une fleche

(1) o:Xy — Xy telleque dyo =d; et dio=dy
(on choisit o de telle maniere que o(T) : X;(T) — X1 (T) envoie toute fleche de X, (T)
sur la fleche inverse) (7).
Par abus de langage il nous arrivera d’appeler ¢-groupoide un diagramme
dyy,d’ ,db do,dy
D ——p S pE— ()
tel que (0), (1) et (2) soient cartésiens, que (4) soit commutatif et qu’il existe s

satisfaisant & (3). L’objet X3 pourra donc étre « un » produit fibré de (%) sans étre
«le » produit fibré de () ),

Terminologie. Au lieu du ¥-groupoide X, nous parlerons aussi du groupoide X, de
base Xg, ou de la prérelation d’équivalence X, dans Xg.

2. Exemples de ¥-groupoides

a) Soient X un objet de € et G un %-groupe opérant a gauche sur X. Nous
désignons par dyp : G x X — X la fleche définissant l'opération de G sur X, par
dy : G x X — X la projection du produit sur le deuxieme facteur, par u: G x G — G

(MN.D.E. : I résulte du lemme de Yoneda que o est un automorphisme involutif de X ; ceci sera
utilisé, par exemple, dans 3.e) et dans le théoréme 4.1.
(8)N.D.E. : voir I'exemple 2.a) qui suit.
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la fleche définissant la structure de €-groupe de G, enfin par pr, 53 la projection de
G x G xX =G x (G xX) sur le deuxiéme facteur. Alors

Pra s
dy
puxX - 5
GXGXxX—F>GxX_— =
—_—
Gxdo do

est un ¢-groupoide.

b) Soit dy, d; : X1 — Xg un couple d’équivalence, c.-a-d., sido K dy : X1 — Xo X Xg
est la fleche de composantes dy et dy, nous supposons que (do X dp)(T) est, pour
tout objet T de %, une bijection de X;(T) sur le graphe d’une relation d’équi-
valence de X((T). L’ensemble X;(T) s’identifie par conséquent & l’ensemble des
couples (z,y) formés d’éléments de Xo(T) tels que  ~ y; de méme, l'ensemble
Xo(T) = (X1 Xay.do X1)(T) s’identifie & Pensemble des triplets (z,y,z) d’éléments
de Xo(T) tels que z ~ y et y ~ 2. Il y a donc une et une seule fleche df : Xy — X
rendant commutatifs les carrés (1) et (2) : d}(T) doit envoyer (x,y,z) € Xo(T) sur
(z,2) € X1(T). Pour ce choix de d}, (do,d1 : X1 = Xo,d}) est un €-groupoide.

Réciproquement, considérons un %-groupoide X, tel que dy X d; : X1 — Xg x X
soit un monomorphisme. Alors (do,d;) est un couple d’équivalence et X, peut étre
reconstruit a partir de (dp, d;) comme cela est expliqué quelques lignes plus haut. )

c) Sip: X — Y est une fleche quelconque de € et si pr; et pry sont les deux projec-
tions de X x, , X sur X, alors (pry,pry) : X X, , X = X est un couple d’équivalence.

On dit que p est un épimorphisme effectif si le diagramme
pry

X—2 v

XXppX

pry

est exact, c’est-a-dire si (Y, p) = Coker(pry, pry).

Soit par exemple S un préschéma noethérien et soit € la catégorie des préschémas
finis au-dessus de S. Montrons qu’'un épimorphisme de & n’est pas forcément effectif :
on choisit S égal & Spec k[T?, T?], ot1 k est un corps commutatif, Y égal a S et X égal
A Speck[T]. Si i est 'inclusion de B = k[T, T°] dans A = k[T], p est choisi égal &
Speci. Dans ce cas X x,, , X s’identifie & Spec(A ®p A) et Coker(pr,, pry) & SpecB’,
ol B’ est le sous-anneau de A formé des a tels que a ®3 1 =1 ®p a. Or

T"®pl=(T*T)@pl=T>@ T° =T?@p (T*T?) =T @ T> = 1@ T".

Donc T7 appartient & B’, n’appartient pas & B et Spec B est distinct de Spec B, d’out
le contre-exemple. (19)

(9N.D.E. : En particulier, si G est un ®-groupe opérant & gauche sur un objet X de ¥ et si X
est le ¥-groupoide défini en a), alors (do,d1) est un couple d’équivalence si et seulement si G opére
librement sur X, cf. Exp. ITI, 3.2.1.

(1ON.D.E. : Le méme argument s’applique pour B = k[T37 T4] et T? ®p 1; plus généralement, pour
B = k[T", T"t"] et I’élément T"+2" ®p 1, pourvu que n ne divise pas 2r.
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3. Quelques sorites sur les ¥-groupoides
Voici péle-méle quelques remarques utilisées dans la suite :
a) Soient

!
do,dy,dy do,d1
X, X, X,

un %-groupoide et fy: Yo — Xy une fleche de €. Nous allons définir un ¢-groupoide
de base Yy

e(),e/l,e; €0,€1
Yo———= Y1 T—— Y
qu’on dira induit par X, et fo. On dira aussi que Y, est limage réciproque de X, par
le changement de base fj.
Nous choisissons pour Y; le produit fibré du diagramme

doXd;

fox fo

\i
YO X YO Xo X XO s
pour ey et e les fleches composées de la fleche canonique Y1 — Yo X Yo et des 258
premiere et deuxiéme projections de Yy X Y. Le morphisme Y; — Yo X Y est alors
eoXeq, et 'ona fooe; =d;o f; pour i =0,1, oul'on a noté f; la projection de Yy
sur Xj.

On pose Yo = Y1 Xeye, Y1, cf. 1.c). On peut dire que le couple (eq, e1) est défini
de telle fagon que, pour tout T € ¥, et pour tout couple (y,x) d’éléments de Yo(T),
il y ait une certaine correspondance biunivoque 1 +— 1, entre les fleches ¢ de X, (T)
de source fo(x), de but fy(y) et les fleches 1, de Y, (T) de source = et de but y.
On détermine donc €} : Yo — Y7 en définissant pour tout T € % la composition des
fleches de Y. (T) a laide de la formule

Py 0 ypr = (Yo p)a.
Il est clair que cette définition fait de chaque Y.(T) un groupoide.

b) Connaissant le @-groupoide X, et le changement de base fy : Yo — Xp, on
peut reconstruire le couple (eg,e;) : Y1 = Yo d’une autre maniere : (') construisons
Yo xx, X1, pr; et pry de telle facon que le carré

Pry
Yo xx, X1 —> X
pry do

fo

Yo ———>X)

(IDN.D.E. : ce second point de vue sera utilisé en 3.f).



259

236 EXPOSE V. CONSTRUCTION DE PRESCHEMAS QUOTIENTS

soit cartésien. On vérifie alors sans peine par réduction au cas ensembliste qu’on a le
carré cartésien :

eoX f1
Y, Yo xx, X1
el dyopry
fo
Yo Xo )

ot f1 désigne la projection canonique de Y1 = (Yo X Yo) X (x,xX,) X1 sur X;.

¢) Nous allons donner deux exemples d’image réciproque d’un €-groupoide. Pre-
nons Yo égal a Xy, fo égal & dy. Pour tout objet T de €, Y1(T) s’identifie alors a
I’ensemble des diagrammes de la forme

©
—_—

b d
a c
de X, (T). La source d’'un tel diagramme est la fleche f, le but est la fleche g. Ces

diagrammes se composent de fagon évidente.

Posons maintenant Y}, = Xy, fj = d; (nous ajoutons les primes (!?) pour éviter
toute confusion avec l'exemple précédent). Dans ce cas, Y| (T) s’identifie pour tout
T € € a ’ensemble des diagrammes de la forme

b d
! g]
P
a———>¢
du groupoide X, (T). La source d’un tel diagramme est f, le but est g; la composition
de ces diagrammes est évidente.

Ceci dit, il est clair que Papplication identique de Yo(T) et 'application

p—2F

d b d
f ’ o f] gT
9 ef
a ¢ a———c¢
de Y(T) sur Y} (T) définissent un isomorphisme du groupoide Y, (T) sur Y. (T). De

plus, cet isomorphisme dépend fonctoriellement de T de sorte que les % -groupoides
Y, et Y. sont isomorphes. (1%)

(I2)N.D.E. : « accents » dans l'original.
(13)N.D.E. : Ceci jouera un rdle crucial dans la démonstration du lemme 6.1.
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d) Proposition 3.1. — Nous conservons les notations de a) et nous supposons que 260
fo est un épimorphisme effectif et universel. Alors, Coker(dy,dy) existe si et seulement
st Coker(eg,e1) existe. 49 De plus, dans ce cas fo induit un isomorphisme

Coker(dy,d;) — Coker(eq, €1).
Rappelons d’abord qu’un épimorphisme fy : Yo — X est dit universel si, pour

tout carré cartésien

Y/

Yo
i fo

X—>Xo

f' est un épimorphisme. Ceci étant, désignons par C(dy,d;) le foncteur covariant de
% dans les ensembles qui associe & tout T € % le noyau du couple T(dy), T(dy) :
T(Xp) = T(X;). Définissons de méme C(eg, e1). Pour tout T € ¥, on a donc un
diagramme commutatif

T(d1)
C(dp, dp)(T) ———— T(Xo) T(o) T(X;)
T(f) T(fo) T(f1)
T(e1)
C(eg,e1)(T) T(Yo) T T(Y,) ,
€o

ot T(f) est I'injection induite par I'injection T(fp). Si nous montrons que T(f) est une
surjection pour tout T, on aura un isomorphisme fonctoriel f : C(dg,d;) — C(eg,e1)
de sorte que la représentabilité de I'un de ces foncteurs équivaudra a celle de 'autre ;
ceci prouvera notre proposition.

Pour prouver la surjectivité de T(f), considérons le diagramme

f1

Y ————=X;

€0 €1 do dq
pry fo
—_—
Yo xx, Yo —— = Yo ————>Xo 7
1

ot A est la section de Y1 — Y x Y définie par le morphisme so foopr; : Yox Yo — X;, 261
la fleche s : Xo — X satisfaisant aux égalités (3) et (3bis) du paragraphe 1. Si la
fleche g : Yo — T est telle que goeg = goej,ona goeyoA = goey oA, donc
g opr; = gopry. Comme fy est un épimorphisme effectif, g est composé de fy et

(14)N.D.E. : On a modifié l'original pour mettre en évidence I'isomorphisme ci-dessous.
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d’une fleche h : Xg — T, c’est-a-dire qu'on a g = T(fo)(h). Il reste & montrer que h
appartient & C(dy, d1)(T), c’est-a-dire satisfait a I’égalité hdy = hd; ; or on a

hdo f1 = hfoeo = geo = gex = hfoer = hdy f1,

d’ou légalité cherchée grace au fait que f1 est un épimorphisme (car fy est un épi-
morphisme universel).

e) Considérons maintenant un préschéma S et choisissons ¢ égal a (Sch/s). La
donnée d’'un %-groupoide

dy
_— >
d; d1
Xa - X4 Xo
dO d()
_—

permet de définir une relation d’équivalence dans l’ensemble Xy sous-jacent au pré-
schéma Xg : si z, y € Xp, on écrira & ~ y lorsqu’il existe z € X; tel que x = dy2
et y = doz. La réflexivité et la symétrie de cette relation sont évidentes (**) ; prou-
vons la transitivité : si @ ~ y et y ~ 2z, il existe u, v € X, tels que * = dju,
y = dou, y = dyv, z = dov. Il s’ensuit que (v,u) appartient au produit fibré en-
sembliste X; x4, 4, X1. Comme "application canonique Xy X4, 4, X1 — X1 Xg, 4, X1
de I'ensemble sous-jacent au produit fibré dans le produit fibré des ensembles sous-
jacents est surjective, (v,u) est 'image d’un certain w € Xy. On a alors x = dydjw et
z = dodjw, d’ot  ~ z.

f) Conservons les notations de a) et b), ¢ étant toujours égal a (Sch/g). Si z, y
sont des points de Yy, nous allons voir qu’on a « ~ y si et seulement si fo(x) ~ fo(y)
(Pimage réciproque de la relation d’équivalence définie par un groupoide est la relation
d’équivalence définie par I'image réciproque du groupoide).

En effet, supposons x ~ y. Il existe donc z € Y, tel que x = e1(2) et y = ep(2).
Comme fgoe; = fiod; pour i = 0,1, on a alors fo(z) = dy f1(2) et fo(y) = dof1(2),
d’ou fo(x) ~ fo(y)-

Réciproquement, supposons fo(z) ~ fo(y) et soit z € X; tel que fo(y) = di(z) et
fo(x) = do(2). Utilisant la construction et les notations de b), il y a alors un point ¢
de Yo xx, X1 tel que pry(t) = x et pry(t) = z. De méme, comme fo(y) = dipry(t), ily
aun s € Y, tel que y = e;i(s) et (egX f1)(s) =t. On a alors eg(s) = pri(eo X f1)(s) =
pri(t) =z. Dou x ~ y.

(I5N.D.E. : La réflexivité résulte de Pexistence de s : Xg — X1 qui est une section de dg et de di,
la symétrie résulte de I’existence de 'involution o de X1 qui « échange dog et di », c.-a-d., qui vérifie
doo = dj et dijo = dp, cf. §1, (3), (3bis) et (}).
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4. Passage au quotient par un groupoide fini et plat (démonstration d’un cas

particulier)
Théoréme 4.1. — On considere un (Schg)-groupoide :
dy
A @
_ >
Xy ———= X, do Xo
dg _—
_ >
On suppose vérifiées les conditions suivantes : (16) 263

a) dy est fini localement libre,
b) pour tout x € Xg, 'ensemble dod;*(z) est contenu dans un ouvert affine de Xg.
a7 Alors :

(i) 1l existe un conoyau (Y,p) de (do,d1) dans (Schyg) ; de plus, un tel (Y,p) est
un conoyau de (do,d1) dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) p est entier et ouvert, et Y est affine si Xq est affine. (*®)

(iii) Le morphisme X1 — Xo Xy Xo de composantes dy et dy est surjectif.

(iv) Si (do,d;) est un couple d’équivalence, X; — X Xy X est un isomorphisme
(19 et p: Xg — Y est fini localement libre. 29 De plus, (Y,p) est un conoyau de
(do,dr) dans la catégorie des faisceaux pour la topologie (fppf) et, pour tout change-
ment de base Y' — Y, Y’ est le conoyau du groupoide X, xv Y' déduit de X, par le
changement de base Xg xv Y’ — Xg.

En particulier, pour tout changement de base " — S, Y =Y xg S’ est le conoyau
du S’ -groupoide X! = X, xsS’. Donc, dans ce cas, « la formation du quotient commute
au changement de base ».

11 résulte évidemment de (i) que 'espace topologique sous-jacent & Y est le quotient
de I'espace topologique sous-jacent a Xy par la relation d’équivalence définie par le
(Sch/s)-groupoide X..

Nous allons d’abord prouver ce théoreme lorsque Xy est affine et que dy est loca-
lement libre de rang constant n. Nous verrons ensuite comment on peut se ramener a
ce cas particulier.

Dans le cas ou nous nous sommes placés, Xg, X; et Xs sont affines. Nous pouvons
donc supposer qu’on a

X; =SpecA; , dj=Specd; et dj =Specdy,

(16)N.D.E. : Comme do = d1 o, ou o est un automorphisme involutif de X1, ces deux conditions sont
symétriques en dy et dp ; de plus, on a dodfl(x) = dldgl(a:).

(I7)N.D.E. : On ne peut omettre I'’hypothese b). En effet, H. Hironaka a donné un exemple d’une
action du groupe fini G = Z/2Z sur une C-variété propre Xo, telle que le quotient Xo/G soit un
espace algébrique qui n’est pas un préschéma ([Hi62], voir aussi [Mumé65, Chap. 4, §3]).
(18)N.D.E. : On a ajouté que p est ouvert, en reprenant la démonstration analogue donnée en 6.1.
(19)N.D.E. : Noter que, dans ce cas, X; — Xo Xg Xg est donc une immersion (EGA 1, 5.3.10) ; voir
aussi VIB, 9.2.1.

(20)N.D.E. : On a explicité les conséquences qui suivent ; voir [Ray67a, th. 1 (iii)] et la démonstration
donnée plus loin, a la fin de la section 5.
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les A; étant des anneaux commutatifs, les d;, ;. des homomorphismes d’anneaux. On
peut alors remplacer le diagramme (0, 1,2) par le suivant

51 5
Ay Ay - Ao
80
(07 L, 2)* 85 31
01
Ay Ay
do

ou les deux carrés de gauche sont cocartésiens.
Désignons par B le sous-anneau de Ay formé des a € Ag tels que dp(a) = d1(a).

a) Ag est entier sur B :
Si a appartient a Ag, soit

Ps, (T, 50(&)) =T" — UlT"_l + o (=)0,

le polynéme caractéristique de dp(a) lorsqu’on considére A; comme algebre sur Ag
au moyen de "homomorphisme §; (Bourbaki, Alg. VIII, §12). Comme les carrés de
gauche de (0, 1,2)* sont cocartésiens, on a

do (P51 (Ta 50(&))) = P5’2 (Ta 6650(&))
et 61(Ps,(T,d0(a))) = Ps; (T,0100(a)).
Comme 6{dg = §1dp, on a

d0(P5, (T, d0(a))) = 01(Ps, (T, d0(a)))

c’est-a-dire do(0;) = d1(0;) pour tout 7. Hamilton-Cayley nous enseigne d’autre part
qu’on a

(SO(G/)n - (51(01)60((1)”_1 + -+ (—1)”61(0’n) =0.
Comme 01 (0;) est égal & dg(0;), on a aussi

8o(a)™ = do(o1)do(a)" " + -+ + (=1)"do(0n) =0,
d’ou

a" — ot (=1)"0, =0,

car il existe un homomorphisme 7 : Ay — Ay tel que 769 = idy,, donc dy est injectif.
Il s’ensuit que Ay est entier sur B.

b) Considérons maintenant deux idéaux premiers x et y de Ag. Nous allons montrer
que [’égalité x N B = y N B entraine [’existence d’un idéal premier z de A; tel que
x=do(z) et y=di(2).

En effet, si I’assertion n’était pas vraie, x serait distinct de d, 1(t) pour tout idéal
premier ¢ de A; tel que §; ' (t) = y. Pour un tel ¢ on aurait 6, ' (t)NB = 6, ' (t)NB =
y N B = xNB, d’ou il résulterait grace a Cohen-Seidenberg que x ne serait contenu
dans aucun 5 *(¢) ; il y aurait donc un a € = qui n’appartiendrait & aucun 5 *(¢) (car
il y a au plus n idéaux premiers t de A; tels que 67 '(t) = y). Par conséquent, do(a)
n’appartiendrait & aucun de ces t de sorte que la norme Ny, (dp(a)) n’appartiendrait
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pas & y (on calcule cette norme en considérant A; comme algebre sur Ay au moyen de
I’homomorphisme 47 ; on a Ng, (dp(a)) = o0, avec les notations de a)). Or cette norme
appartiendrait a BNz = BNy, d’ou la contradiction.

c) Démonstration de (i) :

Posons Y = SpecB et p = Speci, ou 4 est 'inclusion de B dans Ag. D’apres a), le
morphisme p : Xg — Y est surjectif. Nous allons d’abord montrer que (Y, p) est un
conoyau de (dg, d;) dans la catégorie de tous les espaces annelés : il résulte en effet de
b) que I'ensemble sous-jacent & Spec B est obtenu & partir de 'ensemble sous-jacent
a X en identifiant les points x et y tels qu'il existe z € X1 avec d1z =y, dgz = x. De
plus, comme i est entier, p = Speci est fermé de sorte que Y est muni de la topologie
quotient de celle de Xy. Il en résulte que p est ouvert. En effet, soit U’ un ouvert
quelconque de Xg; comme dy est surjectif et fini localement libre, donc fidelement
plat et de présentation finie, et donc ouvert, alors le saturé U = dy(dy ' (U’)) de U’
pour la relation d’équivalence définie par X, est ouvert. Alors p(U’) = p(U) est ouvert,
puisque Y est muni de la topologie quotient.

Il résulte enfin du choix de B et du fait que p, dy et d; sont affines, que la suite
canonique de faisceaux d’anneaux

Px (51)

2 pu(do. (0x,)) = pildr.(0x,))
P« (d0)

est exacte. C.Q.F.D.

11 reste & montrer que (Y, p) est aussi le conoyau de (dg,d;) dans la catégorie des
préschémas (plus généralement dans celle des espaces annelés en anneaux locaux).
Soit donc g : Xg — Z un morphisme de préschémas tel que qdy = qdy. D’apres ce qui
précede, il y a un morphisme d’espaces annelés r : Y — Z et un seul tel que ¢ = rp.
Il s’agit de montrer que, pour tout y € Y, ’homomorphisme &,y — 0, induit par r
est local. Cela résulte de ce que p est surjectif, donc y de la forme p(x), et de ce que
I’homomorphisme &,y — O induit par ¢ est local.

d) Démonstration de (ii) : Résulte de a) et c).

e) Démonstration de (iii) :

Oy ——p.(0x,)

Lemme 4.1.1. — V) Soient (A, m) un anneau local, k son corps résiduel, et K une
extension du corps k. Alors, il existe une A-algébre locale et plate B telle que B/mB
soit k-isomorphe a K ; de plus, on peut choisir B finie et libre sur A si K est de degré
fini sur k.

Ceci est démontré dans EGA Orpp, 10.3.1, ou il est de plus montré qu’on peut choisir
B noethérien si A 'est. Pour la commodité du lecteur, indiquons la démonstration.

Posons A’ = A[T], ol T est une indéterminée. Si K = k(T), soient p = mA’ et
B = Aj. Alors B/mB = k[T]g) = k(T), et B est plat sur A’ qui est un A-module
libre, donc B est plat sur A.

(2UN.D.E. : On a inséré ce lemme, utilisé & plusieurs reprises dans cet exposé et dans des exposés
ultérieurs (VIp, VIg). Il figurait comme Lemme VIg, 4.5.1 dans I’édition originelle de SGAD (1965).
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Si K = k(¢t) = k[t], ou t est algébrique sur k, posons B=A’/(F), ou F € A’ est un
polynéme unitaire dont I'image dans k[T] est le polynéme minimal f de ¢ sur k. Alors
B est un A-module libre, de rang fini deg(F) = deg(f). En particulier, B est entier
sur A, donc tout idéal maximal de B contient m. Comme B/mB = k[T]/(f) 2 K, il
en résulte que B est local, d’idéal maximal mB. Ceci montre déja que si [K : k] < oo,
on peut choisir B finie et libre sur A.

Dans le cas général, soit (¢;);c1 un systeéme de générateurs de K sur k, et munissons
I d’un bon ordre (c.-a-d., un ordre total < tel que toute partie non vide de I possede un
plus petit élément). Pour tout 7 € I, notons k; (resp. k<;) le sous-corps de K engendré
par les ¢, pour j < ¢ (resp. j < 7). Quitte & rajouter un élément, on peut supposer que
I possede un plus grand élément &, de sorte que K = k¢. Considérons le sous-ensemble
J de I formé des indices i tels qu'il existe un systeme inductif (A;),<; de A-algebres
locales et plates, telles que A;/mA; = k; et que A; soit plate sur A, pour tout £ < j.
Supposons I\ J non-vide ; soit ¢ son plus petit élément et soit A’ = li_H)lj<i A;. Puisque
le produit tensoriel commute & la limite inductive, A’ est plate sur A et sur chaque
Aj, pour j <i,etlona A'/mA’ =2 A’ @4 (A/m) = k. De plus, A’ est locale, d’idéal
maximal mA’. En effet, si z = f;(x;) est non-inversible, alors z; n’est pas inversible,
donc appartient & I'idéal maximal mA; de Aj;, d’ot € mA’. Il résulte alors du cas
monogene, traité plus haut, qu’il existe une A’-algebre locale et plate A;, telle que
A;/mA; = ko;(t;) = ki ; alors A; est plate sur chaque Aj;, pour j < i, et donc i € J,
contrairement a I’hypothese. Cette contradiction montre que J = I, et donc A¢ répond
a la question. Le lemme 4.1.1 est démontré.

Démontrons maintenant 4.1 (iii). Rappelons qu’on désigne par P 1’ensemble sous-
jacent a un préschéma P, par d : P — Q T'application induite par un morphisme
d : P — Q. On peut alors traduire b) en disant que 'application

dy K dy 5&%&6&

de composantes d;, et d, est surjective; or cette application se factorise comme suit

do®d; q

q étant 'application canonique; 'image de do X d; contient donc tous les points v
de Xg xy Xp tels que {v} = ¢~'(¢q(v)). Cette derniére condition (*?) sera réalisée en
particulier si v est rationnel au-dessus de Y, c’est-a-dire si le corps résiduel x(v) de v
s’identifie au corps résiduel x(w) de I'image w de v dans Y.

Si v € Xgxy Xp n’est pas rationnel au-dessus de Y, soit toujours w I'image de
v dans Y. D’apres le lemme 4.1.1, il existe un anneau local C de radical m et un
homomorphisme local et plat f : &,, — C tel que C/m soit isomorphe & x(v) comme
k(w)-algebre. Si on pose Y/ = SpecC et si 7 : Y — Y est le morphisme induit par
f, il est clair que la projection canonique de (Xo Xy Xg) Xy Y’ dans Xy Xy X envoie

(22)N.D.E. : Noter la permutation des pages dans le Lecture Notes 151, l'ordre réel est 265-266-268-
269-267-270-271.
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sur v un point v' de (Xp Xy Xg) Xy Y’ qui est rationnel au-dessus de Y’'. Comme
(XO X Xo) X Y/ = (XO X Y/) X (XO X YI),
Y Y Y Y’ Y
et comme les hypotheses du théoreme 4.1 et les résultats précédents, en particulier le
point b), restent valables apres le changement de base 7 : Y’ — Y, alors v’ est 'image
d’un élément v’ € X; Xy Y’ par le morphisme déduit de dg X d; par changement de

base. Si u est I'image de v’ dans Xj, on a bien v = (do X dy)(u). C.Q.F.D.
) Démonstration de (iv) : (33
Lemme 4.1.2. — Si un monomorphisme de préschémas f : T — Z est un morphisme

fini, c’est une immersion fermée.

En effet, en recouvrant Z par des ouverts affines Z;, et en remplacant f par les
morphismes induits f~1(Z;) — Z;, on se rameéne (f étant fini, donc affine) au cas o
Z = SpecB et T = Spec A. Comme f est un monomorphisme, le morphisme diagonal
T — Tx7T est un isomorphisme (EGA 1, 5.3.8),1.e. AQgA — A est un isomorphisme.
Par conséquent, pour tout idéal maximal m de B, on a un isomorphisme

(A/mA) ®; (A/mA) = (A/mA)

ot 'on a posé k = B/m. Comme A est fini sur B, A/mA est un k-espace vectoriel de
dimension finie d, et I'isomorphisme ci-dessus entraine que d = 0 ou 1, de sorte que le
morphisme k = B/m — A/mA est surjectif. Donc, d’apres le lemme de Nakayama (A
étant fini sur B), le morphisme B, — Ay, est surjectif. Il en résulte que le morphisme
de B-modules B — A est surjectif (puisque son conoyau C vérifie Cy, = 0, pour tout
m, donc est nul). Ceci prouve le lemme.

Démontrons maintenant (iv). Par hypothese, Xo = Spec Ag, X; = Spec Ay, et,
pour ¢ = 0, 1, le morphisme §; : Ag — A; fait de A; un Ag-module de type fini; donc,
a fortiori, le morphisme Ay ®p Ay — A; est fini.

On suppose de plus que d = dyg X d; : X1 — Xg Xy Xg est un monomorphisme;
donc, d’apres le lemme précédent, le morphisme Ag ®p Ag — A; est surjectif.

On va montrer que c’est un isomorphisme (on prouvera en chemin que p: Xg — Y
est fini et localement libre). Il suffit de montrer que, pour tout idéal premier p de
B, ’'homomorphisme (Ag), ®p, (Ao)p — (A1), de composantes dgp et d1, est bijectif.
Autrement dit, il est loisible de supposer B local. Il résulte alors de b) que (Ag), est
semi-local ; en effet, si m est un idéal maximal de (Ag),, les autres idéaux maximaux
sont de la forme d; *(n), o1 n parcourt les idéaux premiers de A; tels que 6; ' (n) = m;
Passertion résulte donc de ce qu’il y a au plus n = [A; : Ag] tels idéaux premiers n.
Quitte & faire un changement de base fidélement plat (3%, on peut aussi supposer que
le corps résiduel de B est infini de sorte qu’on peut utiliser le lemme suivant :

(Z3)N.D.E. : On a ajouté le lemme suivant, tiré de [DG70], I, §5, Prop. 1.5 (voir aussi la démons-
tration de EGA IVs, 8.11.5), utilisé de fagon implicite dans l'original, et de fagon explicite dans
[DGT70], 111, §2, 4.6. Il est de plus utile dans le th. 7.1 plus loin.

(2Y9N.D.E. : cf. Lemme 4.1.1.
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Lemme 4.2. — Soient B un anneau local de corps résiduel infini, A un anneau semi-
local et i : B — A un homomorphisme qui envoie l’idéal mazimal n de B dans le
radical v de A. Soient M un A-module libre de rang n et N un B-sous-module de M
qui engendre M en tant que A-module. Alors N contient une base de M sur A.

On rappelle en effet qu’une suite myq,...,m, d’éléments de M est une A-base de
M si et seulement si les images canoniques de my,...,m, dans M/tM forment une
base de M/tM sur A/r. On peut donc remplacer M par M/tM, N par N/(NNtM), A
par A/t et B par B/m. Dans ce cas le lemme est facile (si A est un produit de corps
Ki x---xK,, on peut identifier M au module K¢ x - -- x K} ; si x; est alors un élément
de N dont la j-ieme composante dans K} x --- x K" n’est pas nulle, montrer qu’une
certaine combinaison linéaire = des x; a coefficients dans B a toutes ses composantes
non nulles ; remplacer ensuite M par M/Ax et procéder par récurrence sur n).

Nous appliquons le lemme précédent dans la situation suivante : B = B, A = Ay,
1 est Uinclusion de B dans Ay, M = A; considéré comme Ajp-module au moyen de
I’homomorphisme 61, N = do(Ag). En effet, comme dy K d; : X; — X xy Xg est une
immersion fermée, ’homomorphisme Ay ® Ag — A7 de composantes dg et d1 est
surjectif ; cela signifie justement que do(Ap) engendre le Ag-module A;.

Soient donc aq, ..., a, des éléments de A tels que dp(ay),...,dp(a,) forment une
base de A; sur Ag. Si nous montrons que ai,...,a, est une base de Ay sur B, il
s’ensuivra que 'homomorphisme Ay ®g A9 — A; applique la base (1 ® a;)i<i<n
sur la base (dp(a;))1<icn, donc est bijectif. Par conséquent, si € : Z" — Ag est
I’homomorphisme de groupes abéliens qui envoie la base naturelle de Z" sur a4, . . ., ay,
il suffit de prouver que ’application B®zZ"™ — A de composantes i et € est bijective.
Or le diagramme (0, 1,2)* considéré au début de cette preuve, induit le diagramme
commutatif suivant :

e
[

Ay Ay - Ao

3o

u2 uy | = Uo
N QL™ N YA N
A1®ZZ <—Ao®ZZ <7B®ZZ B
SoRZ™

oll ug, u1 et ug ont pour composantes respectivement ¢ et €, d1 et doe, 95 et §doe. Nous
savons que u; est un isomorphisme. Comme les deux carrés de gauche de (0, 1, 2)* sont
cocartésiens, ug est bijectif. Or les deux lignes horizontales de notre diagramme sont
exactes; donc ug est bijectif. (3®) Ceci montre que Ag est un B-module localement
libre de rang n, et, d’apres les réductions précédentes, ceci entraine que d§y ® dy :
Ao ®p Ag — A; est un isomorphisme. Ceci acheve la preuve du théoréeme 4.1 dans le
cas particulier considéré (X, affine et dy localement libre de rang constant n).

(25)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
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5. Passage au quotient par un groupoide fini et plat (cas général)

a) Soit U™ le plus grand ouvert de Xy au-dessus duquel d; est fini localement
libre de rang n. On sait que Xg est la somme directe des U, II résulte d’autre part
des deux carrés cartésiens

) d

1
X, ——= X Xy ——= X
A dy et A dy
X1 T- Xo X1 T> X

que les images réciproques de U™ par dy et d; coincident toutes les deux avec le
plus grand ouvert de X; au-dessus duquel d} est localement libre de rang n (9 ; on
a donc dy H(UM) = d;H(UM) de sorte que le groupoide X, est la somme directe des

groupoides X\ induits par X, sur les ouverts et fermés U™, 11 suffit par conséquent,

. . ’ N n
comme on le voit aisément, de prouver le théoreme 4.1 pour chacun des Xi ). on est

ramené au cas ou dy est fini localement libre de rang n.

b) Nous sommes maintenant en mesure de prouwver notre théoréme dans le cas 270
général.

D’aprés a) on peut supposer que d; est localement libre de rang n. Soit alors (Y, p)
un conoyau de (dy, d;) dans la catégorie de tous les espaces annelés. Le raisonnement
de la fin du paragraphe 4.c) montre qu’il suffit pour démontrer 4.1 (i) de prouver que
Y est un préschéma et p : Xg — Y un morphisme de préschémas. D’apres le lemme
1.2, la question est locale sur Y : soit y € Y et soit z € Xy tel que p(z) = y; si
x posseéde un voisinage ouvert affine et saturé U, p(U) sera un ouvert affine de Y
d’apres le §4 et p|y sera un morphisme de préschémas. Il suffit donc de prouver que
tout x € X possede un voisinage ouvert affine et saturé U. Voici comment on procede
(la démonstration est tirée de SGA 1, VIII, cor. 7.6).

N

h(dy (@) € U=(Vy) € vy ViV oC X

ouvert affine

spécial de V ouvert affine

plus grand plus grand
ouvert saturé ouvert saturé
de V¢ de V

(26)N.D.E. : en effet, comme dg (resp. d1) est surjectif, plat et fini, donc fidélement plat et affine,
alors d/, est de rang n au-dessus d’un voisinage d’un point & de X; si et seulement si d; est de rang
n au-dessus d’un voisinage de do(z) (resp. d1(z)).
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D’aprés la condition b) de 4.1, il existe un ouvert affine V de X, contenant
di(dyt(z)) @75 si F = Xo \ 'V, di(dy*(F)) est fermé car d; est entier et V' =
Xo \ d1(dy*(F)) est le plus grand ouvert saturé contenu dans V. Comme V' est un
voisinage de I'ensemble fini d; (dy ! (x)), il existe une section f du faisceau structural
de V qui s’annule sur V'\ V' et est telle que d;(dy*(z)) soit contenu dans 'ouvert V;
de V formé des points ou f ne s’annule pas. Nous allons voir que le plus grand ouvert
saturé (Vy)' de Vy est affine, donc répond & la question.

Soit en effet Z(f) = V/\ V. Alors dy ' (Z(f)) est 'ensemble des points de dy ' (V') =
d; (V') ot s’annule 'image dji(f) de f par I'application induite par dy. D’autre part,
comme d; induit un morphisme localement libre de rang n de dy *(V’) = dy *(V’) sur
V', di(dg ' (Z(f))) est Pensemble des points ot s’annule la norme N de dj(f) pour le
morphisme d;. Il s’ensuit que (V) est I'ensemble des points de V; ol N ne s’annule
pas; par conséquent, (V) est affine.

Ceci prouve 4.1 (i) ; les assertions (ii), (iii), et la premiere partie de (iv) sont alors
claires. Montrons enfin les conséquences signalées & la fin du point (iv) (cf. [Ray67a,
th. 1 (iii)]).

Par hypothese, le groupoide X, provient d’une relation d’équivalence ¢ : R —
Xo x Xo (¢ étant donc une immersion, cf. N.D.E. (19)), et on a établi que R est
effective (cf. Exp.IV, 3.3.2) et que p : Xg — Y = Xo/R est un morphisme surjectif
et fini localement libre donc, en particulier, fidelement plat et de présentation finie.
Par conséquent, notant (M) la famille des morphismes fidelement plats localement de
présentation finie, R est (M)-effective. Donc, d’apres Exp. IV, 6.3.3, (Y, p) représente
le faisceau quotient de X, par R pour la topologie (fppf), et les assertions relatives
au changement de base découlent de IV, 3.4.3.1.

Corollaire 5.1. — (®) On conserve les hypothéses et notations de 4.1. Soient Y' un
ouvert de Y et U =p~1(Y’). Notons p: U — Y’ la restriction de p a U, et do et dy les
restrictions de dy et di a dy*(U) = dy*(U). Alors (Y',p) est un conoyau de (do, dy)
dans (Esp.An) et dans (Sch).

La premiere assertion découle du lemme 1.1, la seconde du lemme 1.2 et du fait
que p : X — Y étant un morphisme de préschémas, il en est de méme de sa restriction
p:U—=Y.

6. Passage au quotient lorsqu’il existe une quasi-section

Nous allons maintenant prouver un lemme de caractére technique qui nous ser-
vira dans la démonstration des deux théorémes que nous avons en vue. Soient S un
préschéma et

o 2 do,dx
_—
X2 > Xl —_— XO
_—

2TON.D.E. : on a d1(dy ' (z)) = do(d] ' (z)), cf. la N.D.E. (16) dans le théordme 4.1.
(28)N.D.E. : On a explicité ce corollaire, utilisé dans la preuve du lemme 6.1.
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un (Sch/g)-groupoide. Nous appellerons quasi-section du groupoide X, tout sous-
préschéma U de X; tel qu’on ait (1) et (2) :

(1) La restriction v de d; & dy*(U) est un morphisme fini, localement libre et
surjectif de dy*(U) sur X.

(2) Toute partie E de U formée de points deux & deux équivalents pour la relation
d’équivalence définie par X, (§3.e)) est contenue dans un ouvert affine de U. (29)

Si U est une quasi-section de X, le (Sch g)-groupoide

u/ ’LL/ u/
0°%1>%2
up,u1

U

Uy ——>TU,
_—

induit par X, et I'inclusion de U dans Xq (cf. §3.a)) vérifie les hypotheses du théoreme
4.1. Posons en effet V = d;, 1(U) et soient u et v les morphismes de source V induits
respectivement par dg et d :

v u

Xo A% U.

D’apres le paragraphe 3.b), on a un carré cartésien

U, \Y

inclusion

U —nelusion, v

donc uy est surjectif et fini localement libre d’apres (1). Avec (2), la condition (1)
assure donc que le groupoide U, vérifie les hypotheses du théoreme 4.1. En particulier
Coker(ug, u;) existe dans (Sch/g). De plus, dy possede une section de sorte que u est
un épimorphisme effectif universel (cf. I11.1.12) ; il s’ensuit, d’apres la proposition 3.1,
que Coker(ug,u1) coincide avec le conoyau Coker(vg, v1) du groupoide V, :

Vo
_
vy U1
Vo ———V; A%
0 Vo
_

image réciproque de U, par le changement de base u : V — U, c’est-a-dire aussi image
réciproque de X, par le changement de base :

inclusion do

\% X1 Xo

(29N.D.E. : Si 2,y € E, il existe z € X3 tel que di(z) = = et do(z) = y, c-a-d., z appartient &
I'ensemble v=1(z), qui est fini d’aprés (1). Donc E est contenu dans I’ensemble fini do(v—'(z)) =
dod ! (z) N U.
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(30) D’apres le paragraphe 3.¢), V, est isomorphe au groupoide V', image réciproque

de X, par le changement de base :

inclusion di

v A% X1 Xo )

et donc V, admet un conoyau dans (Sch g). Or, étant plat, surjectif et fini, v : V — Xg
est fidelement plat et quasi-compact, donc un épimorphisme effectif universel, d’apres
I11.6.3.2. Par conséquent, d’apres la proposition 3.1, le groupoide X, admet un conoyau
Coker(dp,d;) dans (Sch/g). Nous avons donc prouvé la premiere assertion du lemme
suivant :

Lemme 6.1. — Supposons que le (Schg)-groupoide X, posséde une quasi-section.
Alors :

(i) 1l existe un conoyau (Y,p) de (do,d1) dans (Schyg) ; de plus, un tel (Y,p) est
un conoyau de (do,d1) dans la catégorie de tous les espaces annelés.
(") p est surjectif, et est owvert (resp. universellement fermé) si doy lest.

(ii) Supposons S localement noethérien et Xo localement de type fini (resp. de
type fini) sur S. Alors p et Y — S sont localement de présentation finie (resp. de
présentation finie).

(iii) Le morphisme X1 — Xg Xy Xo de composantes dy et dy est surjectif.

(iv) Si (do,dy1) est un couple d’équivalence, X1 — Xo Xy Xo est un isomorphisme.
De plus, si dy : X1 — Xg est plat, p est fidelement plat.

Avant de prouver la deuxiéme assertion de (i), nous allons démontrer (i), (ii) et
(ii).

a) Démonstration de (') et (ii) :

Nous venons de voir que (Y,p) s’identifie & Coker(vg, v1) et Coker(ug,u1). Soient
donc g et r les épimorphismes canoniques de U et V dans Y :

v u

Xo A% U

Y

Par hypothese, v est surjectif et fini localement libre, donc ouvert. D’autre part, si
dp : X1 — Xq est ouvert (resp. universellement fermé), alors u, qui en est déduit par
changement de base, l'est aussi. Comme, d’apres le théoreme 4.1, q est surjectif, entier,
et ouvert, alors r est surjectif, et ouvert (resp. universellement fermé) si dy l'est. Il en
est donc de méme pour p, puisque v est surjectif. Ceci prouve (i').

(30)N.D.E. : On a modifié légérement la suite ; en particulier, dans le lemme 6.1, on a déplacé en (iv)
I’hypothése additionnelle que dg soit plat, et I'on a séparé (ii) en : (i’) + (ii), et ajouté la deuxiéme
assertion de (1').
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Supposons maintenant S localement noethérien et X, localement de type fini au-
dessus de S, de sorte que X est localement noethérien.

Montrons que Y est localement de présentation finie au-dessus de S. Soient S’ =
Spec R un ouvert affine de S, Y’ = Spec B un ouvert affine de Y se projetant dans S’
et U' = Spec A I'image réciproque de Y’ dans U. Comme R est noethérien, il suffit de
montrer que B est une R-algebre de type fini; or, d’apres les paragraphes 4 et 5, B
est contenu dans A qui est une R-algebre de type fini; ’assertion résulte donc de ce
que R est noethérien et A entier sur B.

Enfin, comme X — S est localement de type fini, p 'est aussi (EGA I, 6.6.6), donc
p est localement de présentation finie puisque Y est localement noethérien.

Reste & montrer la derniére assertion de (ii). Supposons de plus Xy de type fini
sur S. Alors, comme p est surjectif, Y est de plus quasi-compact sur S, donc de type
fini sur S. Comme S est localement noethérien, alors Xg — S et Y — S sont de
présentation finie, et donc p : Xo — Y lest aussi (EGA IVy, 1.6.2 (v)).

b) Démonstration de (iii) :

Comme le groupoide V, de base V est isomorphe a la fois a I'image réciproque de
U, par le changement de base u et a I'image réciproque de X, par le changement de
base v, on a un double carré cartésien

X1 Vi Uy
doXd; voXvq woXuy
VXU uXu
Xo xy Xo <20 Vxy V""" o Uxy U

Comme ugXu; est surjectif, il en va de méme pour vgXwv;. Comme v X v est surjectif,
il en va de méme pour le morphisme composé Vi — Xy Xv Xg, donc pour dg X d;.

c) Démonstration de (i) :

Il reste a prouver que (Y, p) est un conoyau de (dp, d;) dans la catégorie de tous les
espaces annelés. Nous montrons d’abord que Y est obtenu a partir de X, en identifiant
les points x et y tels qu’il existe z € Xy avec dg(z) = x et di(z) = y. En effet p est
surjectif et on a pdy = pdy ; en outre, si p(x) = p(y), il y a un point 2’ de Xy Xy Xg
dont la premiere projection est x, la deuxieme y. Si z est un point de X; tel que
(do®dy)(2) =2/, on a bien do(z) = z et d1(2) = y.

D’autre part, si W est un ouvert saturé de Xg, W N U est un ouvert saturé de U ;
d’apres 4.1, ¢(WNU) est un ouvert de Y. Comme g(W NU) n’est autre que p(W), on
voit que Y est muni de la topologie quotient de celle de Xj.

Il reste a démontrer que la suite canonique de faisceaux d’anneaux

Oy — p*(ﬁxg) = p*do*(ﬁxl) = p*d1*(ﬁxl)

est exacte.
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Soit donc Y’ un ouvert de Y et posons U’ = ¢~ (YY), X{, = p~*(Y’), etc. 3V Alors,
U’ est un ouvert de U saturé pour la relation d’équivalence définie par le groupoide U,
et il résulte du corollaire 5.1 que Y’ est le conoyau, dans (Sch/g) et dans (Esp.An),
du groupoide induit par U, sur U’. De méme, X{ est un ouvert de X, saturé pour la
relation d’équivalence définie par X, et on le diagramme commutatif suivant, ou les
deux carrés sont cartésiens :

Xy < V' = dg (U) — 2 U

L

Xo —— V =d; (V)

U/

Alors, 31 est surjectif, et fini localement libre. D’autre part, soit x € U’. Comme U
est une quasi-section, ’ensemble E := dod] ' (z) N'U est fini et contenu dans un ouvert
affine W de U. Alors E' = EN U’ est un ensemble fini, contenu dans 1’ouvert quasi-
affine W N U’. Par conséquent, il existe un ouvert affine W' de W N U’ contenant E'.
Ceci montre que U’ est une quasi-section du groupoide X/, induit par X, sur Xj. La
premiére assertion de (i), appliquée & X/, et U’, montre alors que Y’ est le conoyau
dans (Sch/g) de X.
En particulier, pour tout S-préschéma T, on a la suite exacte

T(plx;) Tldilxy)
0 Xll

T(Y')

Or, si T est la « droite affine » G, g (1.4.3), cette suite s’identifie & la suite :

01
L(Y', 0y) = T(p~ ' (Y'), Ox,) —ZT(dy 'p ' (Y'), Ox,) = T(d; 'p ' (Y'), Ox,)
S

0

qui est donc exacte pour tout ouvert Y’'. Ceci acheve la preuve de 6.1 (i).

d) Démonstration de (iv) :

Si (dp,d1) est un couple d’équivalence, il en va de méme pour (ug,uq). Il s’ensuit
que ug K uy : Uy — U xy U est un isomorphisme (théoréeme 4.1), donc aussi vy X vq
(confer les carrés cartésiens de b)) ; comme v X v est fidélement plat et quasi-compact,
dp X d; est un isomorphisme (SGA 1, VIII 5.4).

De plus, si dy est plat, u 'est aussi. Or ¢ est plat, d’apres le théoreme 4.1, donc
r Pest aussi. Comme v est fidelement plat, alors p est plat, et donc fidelement plat
puisque surjectif.

(BUN.D.E. : On a détaillé ce qui suit, en particulier le fait que U’ soit une quasi-section du groupoide

induit sur X{.
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7. Quotient par une prérelation d’équivalence propre et plate

Théoréme 7.1. — 32 Sojent S un préschéma localement noethérien et
4
_ >
d, di
_
Xo —>X; 7 X
dO

. o do

un (Sch g)-groupoide tel que d; soit propre et plat, que Xo soit quasi-projectif sur S
(33) et que le morphisme d : X1 — X xs Xo de composantes dy et di soit quasi-fini.
Alors :

(i) 1l existe un conoyau (Y,p) de (do,d1) dans (Schyg); de plus, un tel (Y,p) est
un conoyau de (do,d1) dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) p est surjectif, ouvert, et propre, et p et Y — S sont de présentation finie. (34)

(iii) Le morphisme X1 — Xg Xy Xg de composantes dy et dy est surjectif.

(iv) Si (do,dy) est un couple d’équivalence, X1 — Xo xy Xq est un isomorphisme
(35) et p est fidelement plat. 39 De plus, (Y,p) est un conoyau de (dy,d,) dans la
catégorie des faisceaux pour la topologie (fppf) et, pour tout changement de base
Y' — Y, Y estle conoyau du groupoide X, Xy Y' déduit de X, par le changement
de base Xg xv Y' — X.

En particulier, pour tout changement de base ' — S, Y' =Y xg S’ est le conoyau
du S’ -groupoide X! = X, xsS’. Donc, dans ce cas, « la formation du quotient commute
au changement de base ».

Soit (Y, p) le conoyau de (do,d;) dans la catégorie de tous les espaces annelés. Le
lemme 1.2 montre que, pour prouver (i), il suffit de démontrer que tout point z de Xq
possede un voisinage ouvert saturé U, tel que, notant dy et dy les restrictions de dy

(32)N.D.E. : Signalons ici l'article de S. Keel et S. Mori ([KM97]), oll est établi le théoréme suivant.
Soient X un espace algébrique de type fini sur une base localement noethérienne Set j: R — X xgX
un groupoide plat dont le stabilisateur j ' (Ax) est fini sur X; il existe alors un espace algébrique
qui est un quotient géométrique de X par R et un quotient catégorique uniforme; de plus, si j est
séparé, ce quotient est séparé. En particulier, si un S-schéma en groupes G plat agit proprement sur
X, avec stabilisateur fini (i.e. le morphisme G xg X — X xg X, (g,2) — (z,g - =) est propre et le
stabilisateur de la diagonale est fini sur X), alors il existe un quotient géométrique X — X/G. Dans
le cas d’un S-schéma en groupes réductifs G, il s’agit d’un résultat de J. Kollar ([Ko97]).
(33)N.D.E. : Cette hypothese sur X¢ est nécessaire, cf. la N.D.E. (17) dans le Th. 4.1.

(349)N.D.E. : Peut-on ajouter que Y est séparé sur S? Dans TDTE III, Th. 6.1, il est indiqué que Y
est quasi-projectif, au moins si S est noethérien.

(35)N.D.E. : Dans ce cas, d : X1 — XgxgXp est une immersion fermée et Y est séparé sur S. En effet,
dy est propre et X séparé sur S, donc d est propre. D’autre part, d est quasi-fini donc de type fini,
et Xo localement noethérien, donc d est de présentation finie. Ainsi, d est un monomorphisme propre
de présentation finie, donc, d’aprés EGA IV3, 8.11.5, c’est une immersion fermée. Par conséquent,
d’apres VIB, 9.2.1, Y est séparé sur S.

(36)N.D.E. : On a explicité les conséquences qui suivent; voir [Ray67a, th.1 (iii)] et la fin de
la démonstration du théoréme. Signalons aussi qu'une autre démonstration du th. 7.1 (dans le cas
d’une relation d’équivalence), basée sur I’existence des schémas de Hilbert, est donnée dans [BLR90],
Ch. 8, Th. 12; il y est de plus montré que Y est quasi-projectif sur S.
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et dy & dy(U,) = d;*(U,), et (Q,q) le conoyau de (do,dy) dans (Esp.An), Q soit
un préschéma et ¢ un morphisme de préschémas.

D’apres le lemme 6.1 (i), il suffit donc de montrer que tout point z de Xg possede
un voisinage ouvert saturé U, tel que le groupoide induit sur U, par X, possede une
quasi-section. On peut méme supposer que z est fermé dans la fibre de z au-dessus de
S (nous dirons que z est fermé relativement a S) 37). L’existence de U, résulte alors
des lemmes qui suivent :

Lemme 7.2. — Soient T un schéma affine noethérien, X, Y, et Z des T-préschémas
de type fini, X étant quasi-projectif sur T, et

Y —4=X
|
vl |
Y
Z——>T

un diagramme de (Schr). Soit d’autre part z un point de Z N v(Y) qui est fermé
relativement a T et tel que v soit plat aux points de v='(z). Alors, il existe un sous-
préschéma fermé F de X tel que u(u™1(F) Nv=1(2)) soit fini non vide et que la
restriction de v a u=*(F) soit plate auz points de v=1(2).

Soit T = Spec A. Il est loisible de supposer X de la forme Proj.”, ou . est I'algebre
symétrique d’'un A-module de type fini E.

Si u(v~1(z)) est fini, on peut choisir F égal & X. Sinon, nous désignons par 1, . . ., ¥n
les points de la fibre v=1(2) associés au faisceau structural @,-1(z) de v=1(2) (les y;
sont donc tels que, si &; désigne I'anneau local de v~=!(z) au point y;, I'idéal maximal
de O; soit formé de diviseurs de 0). Si ¢ est I'image de z dans T, u(v=1(2)) est une
partie constructible infinie de la fibre de ¢ dans X. Il existe donc un point x fermé
dans cette fibre, appartenant a u(v—'z) et distinct de u(y1), ..., u(y,). Alors X\ {z}
est un voisinage ouvert de u(y1),...,u(y,), donc contient un voisinage ouvert de la
forme Dy (f), ot f est un élément homogene de degré d de . (les notations sont
celles de EGA II, §2.3).

Par conséquent, le sous-préschéma fermé X; = V(f) défini par f contient x
et évite les points u(y1),...,u(y,). Il s'ensuit évidemment que I'image réciproque
Y1 =u"Y(V4(f)) de ce sous-préschéma est distincte de Y et rencontre v=!(z). Nous
allons méme montrer que la restriction v; de v & Y; est plate aux points de v=1(z);
si u(v;(2)) est fini, on n’aura donc qu’a choisir F égal & X;; sinon, on répetera
I’argument qu’on vient de développer en remplagant Y par Y;, v par vy, u par le
morphisme u; induit dans Y; par u ; on obtiendra de cette facon une suite décroissante
X, X1, ... de sous-préschémas fermés de X ; comme une telle suite s’arréte, u(u~1(X,)N
v~1(2)) sera fini non vide pour un certain n et on choisira F égal & X,,.

Il reste donc & montrer que v; est plat aux points de v=1(z); soient donc y un

point de Y; au-dessus de z, 0, l'anneau local de y dans Y, &, I'anneau local de y

B)N.D.E. : En effet, si 'on a construit un tel voisinage ouvert U, pour tout point z fermé rela-
tivement & S, alors la réunion de ces U, recouvre Xp, car chaque fibre au-dessus de S du fermé
complémentaire est un préschéma noethérien sans points fermés, donc vide.
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dans v™1(z), Oy, I'anneau local de v(y) dans Z. Si g € .#] est tel que D (g) soit un
voisinage de u(y) dans X, soient o l'image de f/g? dans Oy et p I'image de f/g¢ dans
ﬁy. Il résulte alors de la construction de f que @ ne divise pas 0 dans ﬁy ; comme O
est plat sur &, ¢ ne divise pas 0 dans 0, et 0, /Oy est plat sur 0, (SGA 1,IV.5.7).
Or 0,/ 0y, p n’est autre que 'anneau local de y dans Y.

Lemme 7.3. — Nous conservons les notations et les hypotheses de 7.1. Tout point z
de Xg qui est fermé relativement a S posséde alors un voisinage ouvert saturé U, tel
que le groupoide induit par X, sur U, posséde une quasi-section.

L’énoncé étant local sur S, on peut supposer S affine noethérien et appliquer le
lemme précédent au diagramme

Xli)XO

|
dll |
N
XO_ - >S5

de (Sch/g). Soit donc F un sous-préschéma fermé de Xo tel que do(dy M (F) ndyt(2))
soit fini non vide et que la restriction de d; & dy ' (F) soit plate aux points de dj*(z).
Notons F; et Fy les images réciproques de F par dy et par dydf, = dod], et notons 507
Jl, etc., les morphismes induits par dy, di, etc. On a donc un diagramme commutatif

dy ~
do

R
F2 _ > F] >

do
dy

_
X4 ZXg———— >
do

d;

F
|
(s
|q
N
S ;

ol les deux carrés de gauche sont cartésiens et la premiere ligne exacte (confer (0,1,2),
§1), et ou g et g désignent les morphismes structuraux.

Montrons d’abord qu’il n’y a qu’un nombre fini de points de F; au-dessus de z.
(38) Soit en effet s I'image de z dans S ; comme F est de type fini sur S, la fibre g~ *(s)
est un préschéma noethérien. D’autre part, comme dy est propre, %(Jfl(z)) est un
sous-préschéma fermé de ¢~ '(s), formé d'un nombre fini de points. Par conséquent
(cf. EGA T, 6.2.2), les points de cet ensemble sont fermés dans ¢~ (s) et aussi (puisque
F est fermé dans Xy) dans la fibre ¢~!(s) de s dans Xy. Soit y un de ces points;
comme la fibre ¢~ 1(s) est de type fini sur x(s), elle contient des voisinages ouverts
affines Spec B et Spec C de y et z, respectivement, ot B et C sont des x(s)-algebres de
type fini. Alors y et z correspondent a des idéaux maximaux p C B et q C C, les corps
B/p et C/q sont de degré fini sur x(s), et donc (B/p) ®,(s) (C/q) est une r(s)-algebre
de dimension finie, dont les idéaux maximaux correspondent exactement aux points

(38)N.D.E. : On ajouté des détails, et mis en évidence le role de hypothese de propreté de dg et dy
dans le théoréme 7.1. (On pourra comparer avec I’énoncé et la démonstration du théoreme 8.1, ol
cette hypothese de propreté est omise.)
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de XO xg Xo dont la deuxiéme (resp. premiére) projection est z (resp. y). Il n’y a donc
qu’un nombre fini de points u de Xg Xs Xo dont la deuxiéme projection est z et dont
la premiere projection appartient & clo(d1 (2)). Enfin, comme X; — X, xg X est a
fibres finies, un tel point u provient d’'un nombre fini de points de X;, d’ou ’assertion
cherchée.

Le morphisme Eivl est donc quasi-fini et plat aux points de F; au-dessus de z. Comme
dy est de type fini, alors, d’aprés SGA 1, IV.6.10 et EGA 111, 4.4.10 39, ’ensemble &
des points de F; o 31 n’est pas a la fois plat et quasi-fini, est fermé dans Fy, donc dans
X; (puisque F; est fermé dans X;). Comme d; est propre, 51(@) est fermé, et il ne
contient pas z, d’apres ce qui précéde. Posons W = dy (F1)\dy (®). Alors, la restriction
de d; & Jl_l(W) est (49 de présentation finie (vu les hypotheses noethériennes), plate,
propre et quasi-finie, donc finie, localement libre, et ouverte, d’apres EGA 111, 4.4.2,
et EGA IV,, 2.1.12 et 2.4.6. Par consequent d1 (Fy1) est un voisinage de z, et W est
le plus grand ouvert de Xy contenu dans dl(Fl) au-dessus duquel d1 est a la fois plat
et quasi-fini.

Nous allons voir dans le lemme 7.4 que les images réciproques de ® par 67’1 et
gg s’'identifient toutes les deux a l’ensemble des points de Fo ou 3’2 n’est pas a la
fois plat et quasi-fini. Il s’ensuit que dyH(W) = dy(F2) \ d (c?’ “1®) coincide avec
dyH (W) = d! (Fg) \ d, (d/ 1®), cest-a-dire que W est saturé. Par conséquent, si on
pose Wy = d1 LW), Végalité dy ' (W) = dy (W) entraine d’ Yagt (W) = d’ LaTH (W)
c’est-a-dire d' YWy = d' Y(W1). Comme dy est fidelement plat et quasi-compact
(car dy est, comme d, surjectif, propre et plat), et que le carré

Fy —F,

dy do

do
¥y —F

est cartésien, il s’ensuit que W est de la forme dg ' (U), ot U est un ouvert de F (SGA
1, VIIL.4.4). Cet ouvert U de F est une quasi-section pour le groupoide de base W
induit par X,. On peut donc choisir U, égal a W.

Il nous reste donc a énoncer le lemme 7.4 dont la démonstration est classique :

Lemme 7.4. — Considérons un carré cartésien de préschémas

(39IN.D.E. : Si f: X — Y est un morphisme localement de type fini, ’ensemble des x € X isolés dans
leur fibre f~1(f(z)) est ouvert dans X : dans EGA III, 4.4.10, ceci est déduit, pour Y localement
noethérien, du « Main Theorem » de Zariski, d’autre part, pour Y arbitraire, cela découle du théoréeme
de semi-continuité de Chevalley (EGA IV3, 13.1.3 et 13.1.4). Par conséquent, f est quasi-fini en x
si et seulement si f est de type fini en x et x isolé dans f~1(f(x)); ceci sera utilisé plus loin, cf. la
N.D.E. (41).

(4ON.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Fy v o F,
d’ d
X, “ Xo

et soit x un point de Fo.
(i) Si u est plat, d' est plat en x si et seulement si d est plat en v(x).

(ii) Si d est localement de type fini, d’ est quasi-fini en x si et seulement si d est
quasi-fini en v(z). 4D

Nous avons donc prouvé qu’il existe un recouvrement de Xg par des ouverts saturés
W tels que le groupoide W, induit par X, sur W possede une quasi-section. (42)

D’apres le lemme 6.1 et les réductions énoncées apres le théoreme 7.1, ceci entraine
les assertions (i) et (iii) du théoreme 7.1, et le fait que p soit surjectif et ouvert, et
que p et Y — S soient localement de présentation finie. De plus, comme Xg — S est
quasi-projectif, donc séparé et de type fini, alors p est séparé et la démonstration du
point (ii) du lemme 6.1 montre que p et Y — S sont de présentation finie.

Pour montrer que p est propre, il reste donc & montrer qu’il est universellement
fermé. Comme ’assertion est locale sur Y, on peut se placer sur un ouvert saturé W
tel que le groupoide W, induit par X, sur W posséde une quasi-section U (puisque Xg
est recouvert par de tels ouverts). Reprenant les notations de 6.a), on a un diagramme
commutatif
v

W V———=1U

Z ;

ou Z est un ouvert de Y, toutes les fleches sont surjectives, et ¢ est entier. De plus,
par hypothese, dg : X1 — Xq est propre, donc u, qui en est déduit par changement de
base, ’est aussi. Par conséquent, r est universellement fermé, et donc p aussi, puisque
v est surjectif. Ceci achéve la démonstration de 7.1 (ii).

Les assertions & prouver dans 7.1 (iv) sont locales en Y ; comme X est recouvert
par les ouverts saturés U,, il suffit de vérifier ces assertions en remplacant X et Y
par U, et V= p(U,). Comme on l'a déja vu au début de la démonstration de 7.1, il

(41)N.D.E. : Les conditions sont suffisantes, par changement de base (cf. EGA II, 6.2.4 (iii) et EGA
IV, 2.1.4). Réciproquement, posons y = d’'(z) et z = u(y) = d(v(z)), et supposons d’ plat en = et u
(donc aussi v) plat. Alors Oy(c) — Oz est fideélement plat, ainsi que 0, — 0y — Oy. Par conséquent,
O — Oy(y) est fidelement plat (cf. EGA IVg, 2.2.11 (iv)). Enfin, supposons d localement de type
fini et d' quasi-fini en x. Alors v(z) est isolé dans sa fibre d~1(z), puisque z l'est dans sa fibre
d' =1 (y) = d=1(2) ®y(») &(y). Donc, d’apres le théoréme de semi-continuité de Chevalley, il existe un
voisinage ouvert de v(z) dont tout point est isolé dans sa fibre (EGA IV3, 13.1.3 et 13.1.4), de sorte
que d est quasi-fini en v(z).

(42)N.D.E. : On a modifié la suite, en tirant profit des ajouts faits dans le lemme 6.1.
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résulte des lemmes 1.1, 1.2, et 6.1 (i), que (V,,p|u,) est le conoyau dans (Sch) et dans
(Esp.An) du groupoide induit par X, sur U,. Or, 'hypothese que d = (dy, dy) soit un
monomorphisme est préservée par le changement de base U, — X,. Par conséquent,
les deux premieres assertions de 7.1 (iv) résultent de 6.1 (iv).

Montrons enfin les conséquences signalées a la fin du point (iv) (cf. [Ray67a, th. 1
(iii)]). Par hypothese, le groupoide X, provient d’une relation d’équivalence R —
XoxXp, et on a établi que R est effective (cf. Exp. IV, 3.3.2) et quep : Xg — Y = Xo/R
est fidelement plat et de présentation finie. Par conséquent, notant (M) la famille des
morphismes fidelement plats localement de présentation finie, R est (M)-effective.
Donc, d’apres Exp. IV, 6.3.3, (Y, p) représente le faisceau quotient de Xy par R pour
la topologie (fppf), et les assertions relatives au changement de base découlent de IV,
3.4.3.1.

8. Passage au quotient par une prérelation d’équivalence plate non
nécessairement propre

Théoréme 8.1. — (*3) Soient S un préschéma noethérien et
d;
d; di
—_—
Xo——7>X1 ——<Xp
0 dO

un (Sch g)-groupoide tel que dy soit plat et de type fini, que Xo soit de type fini sur
S et que le morphisme X1 — Xg xg X de composantes dy et di soit quasi-fini.

1l existe alors un ouvert W de X dense, saturé et satisfaisant aux propriétés sui-
vantes :

(i) Si Wy LW, 2L W oest e groupoide induit par X, sur W, (wg,wy) posséde
un conoyau (V,p) dans (Schyg) ; de plus, (V,p) est un conoyau de (wo,w1) dans la
catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) p est surjectif et ouvert.

(ii") p et V — S sont de présentation finie.

(iii) Le morphisme W1 — W xyv W de composantes wq et wy est surjectif.

(iv) Si (do,dy) est un couple d’équivalence, W1 — W xy W est un isomorphisme
et p est fidelement plat.

(43)N.D.E. : II existe un plus grand ouvert W de Xq satisfaisant les conclusions du théoréme. En
effet, soient W un ouvert comme dans le théoréme et W# un ouvert dense et saturé contenu dans
W. Puisque p est ouvert, V# = p(W#) est un ouvert de V, et W = p=1(V¥), puisque W est saturé.
D’aprés le lemme 1.1, V# est un conoyau pour le groupoide induit sur W#. Ainsi on peut recoller
suivant leur intersection W# deux ouverts W et W’ vérifiant les conclusions du théoréme, et les
conditions (i), (ii), (iii), (iv), ainsi que le fait que p et V — S soient localement de présentation finie,
sont préservés. La conclusion (ii’) découle, comme dans la démonstration de 6.1 (ii), de I'hypothese
que X soit de type fini sur S noethérien.

Par ailleurs, les lemmes 1.1 et 1.2 montrent aussi que la réunion de tous les ouverts saturés U de
Xo tels que l'ouvert p(U) de Y soit un préschéma et que p|y : U — p(U) soit un morphisme de
préschémas, est le plus grand ouvert saturé Q de X vérifiant la condition (i) de 8.1. Le théoreme
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Nous allons montrer qu’on peut choisir W de telle fagon que le (Sch/g)-groupoide
W, induit par X, posseéde une quasi-section (confer §7). Le théoréme 8.1 résultera
alors du lemme 6.1.

Admettons provisoirement que, pour tout point z € Xy fermé relativement a S
(confer §7), il existe un ouvert saturé W, qui possede une quasi-section et rencontre
toutes les composantes irréductibles de X, passant par z. Alors I'extérieur Xo \ W,
de W, dans Xq est saturé (car le saturé d; (dy* (Xo \ W.,)) de cet extérieur est ouvert
et ne rencontre pas W.). Si cet extérieur n’est pas vide, on peut y choisir un point
Z' fermé relativement & S et associer & 2’ un ouvert W,, comme ci-dessus; on peut
d’ailleurs supposer W,/ contenu dans Xg \WZ; alors W, et W, sont disjoints et le
groupoide induit par X, sur W, U W,/ possede une quasi-section. Le processus doit
s’arréter parce que Xg n’a qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Il reste
donc a construire W,.

Pour cela il est loisible de supposer S affine; dans ce cas, soient y un point de X;
tel que diy = z, X un ouvert affine de X contenant dpy, Y I'image réciproque de
X dans Xy par dg, enfin u : Y — X et v : Y — Xg les morphismes induits par dg
et d;. Comme X est affine, donc quasi-projectif, on peut appliquer le lemme 7.2 :
il y a donc un sous-préschéma F de X tel que dy*(F) N d;*(2) soit non vide, que
do(dy*(F)Ndy*(2)) soit fini et que la restriction de d; & dy*(F) soit plate aux points
de v~1(2). Ce fait nous permet de reprendre les notations du lemme 7.3 en désignant
par F; et Fs les images réciproques de F dans X; et X, etc.

Jll ~
. do
F2f>F1 > F
djy
d, dy
d
X, —=X
1? 0
0

8.1 montre que 2 contient un ouvert W dense, mais il n’est pas immédiat que 2 vérifie les propriétés
(ii) & (iv).

A ce sujet, le lecteur pourra consulter [Ray67a], [Ray67b], et 'appendice I de [An73], qui donnent
des résultats plus précis, et étudient la question de la représentabilité du S-faisceau quotient (fppf)
)Uf{ (ot 'on a noté R le groupoide X, de base X = Xp), tout ceci sous des hypotheses plus faibles (S
un préschéma arbitraire, X un préschéma localement de type fini sur S, et R un S-groupoide de base X
tel que do (et donc dy) soit plat et de présentation finie). Citons en particulier les résultats suivants.
Si )Zﬁ% est représentable par un S-préschéma Y, alors Y est aussi le conoyau dans la catégorie
(Esp.An). La réciproque est en général fausse (cf. ’exemple 0.4 de [Mum65], Chap. 0, §3, cité
dans [Ray67a], Rem. 1), mais est vraie si d = (do,d1) est une immersion. Sous cette hypothese,
le morphisme p : Q@ — Z := Q/Rgq est fidelement plat et de présentation finie; si de plus S est
localement noethérien, alors un point x de codimension 1 dans X appartient & 2 si et seulement
si le graphe du groupoide induit sur Spec(0x ) est fermé. Pour tout ceci, voir [Ray67a], Prop. 1,
[Ray67b], Prop. 1 et Théorémes 2, 1 et 4, et [An73], Théorémes 5 et 6 pages 66-67, et Prop. 3.3.1
page 49. (Voir aussi, dans le cas d’une action d’un groupe algébrique sur un corps k algébriquement
clos, l'article [DR81].)
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On montre alors comme en 7.3 que 671 est quasi-fini aux points de c?fl(z) de sorte
qu’il est naturel de considérer Pouvert F} de F; formé des points ou c?l est a la fois
plat et quasi-fini. D’apres 7.4, les deux images réciproques de F} par c?’l et c?{) sont
formées des points de Fy ou (2'2 est plat et quasi-fini, de sorte que ces deux images
réciproques coincident et que F est de la forme Eg L(F’), ott F/ est un ouvert de F
(SGA 1, VII1.4.4). Quitte & remplacer F par F/, on peut donc supposer que dy est
quasi-fini et plat. Dans ce cas, nous désignons par W, le plus grand ouvert de Jl(Fl)
au-dessus duquel [11 est fini et plat.

Cet ouvert W, ne contient pas nécessairement z, mais il contient les points géné-
riques des composantes irréductibles de X passant par z (*4). Comme dg (resp. dy)
est fidelement plat et de présentation finie (donc ouvert), il résulte alors de SGA 1,
VIIL5.7, que dy*(W.) et dy*(W.) coincident tous les deux avec le plus grand ou-
vert de CT’Q(FQ) au-dessus duquel 6272 est fini et plat. On voit par conséquent comme
en 7.3 que les deux images réciproques de élvl_l(WZ) par (% et (Z’l coincident, donc que
Jf H(W.) est de la forme JE L(U) ot U est un ouvert de F qui est une quasi-section
pour le groupoide induit par X, sur W,.

9. Elimination des hypothéses noethériennes dans le théoréme 7.1

a) Reprenons les notations et les hypotheéses du lemme 6.1 et soit 7 : S — S
un changement de base arbitraire. Désignons par f’ : X’ — Y’ le morphisme de
S’-préschémas déduit par I'extension 7 de la base d’un morphisme de S-préschémas
f:X = Y. Avec cette convention, p’ : X{; — Y’ est surjectif ainsi que le morphisme
X — X{ xyr X{, de composantes dj, et d. L’ensemble sous-jacent & Y’ s’identifie donc
au quotient de l'ensemble sous-jacent & X{, par la relation d’équivalence définie dans
X}, par le S’-groupoide X’. De plus, ¢’ : U — Y’ est entier surjectif de sorte que
la topologie de Y’ est la topologie quotient de celle de U’, donc aussi de celle de X,
(confer la preuve du §6.c).

D’un autre coté, il est clair que U’ est une quasi-section du S’-groupoide X! auquel
on peut donc appliquer le lemme 6.1. En particulier, X/, possede un conoyau (Y1, p1)
et l'espace topologique sous-jacent a Y; s’obtient a partir de 1’espace topologique
sous-jacent & X{, en identifiant les points équivalents pour la relation définie par X, 11
s’ensuit que le morphisme canonique Y; — Y’ est un homéomorphisme ; je dis méme
que Y1 — Y’ est un homéomorphisme universel : en effet, si S” est au-dessus de
S’ soit Yo le conoyau de (dy xsS”,dy xgS"”). D’aprés ce qui précede, appliqué aux
changements de base S” — S’ et S” — S,

Y24>Y1§(/S// et YQHY>S<S//§Y/§<IS//

sont des homéomorphismes de sorte qu’il en va de méme pour Y xg S” — Y’ xg S”.

(49)N.D.E. : En effet, soit n un tel point générique. Les hypothéses entrainent que Oxq,n €st un
anneau local artinien, et O, , un 0%, ,-module de type fini. Donc, d’apres SGA 1, VIIL.6.5, il
existe un voisinage ouvert de 7 au-dessus duquel d; est fini.
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b) Des remarques analogues s’appliquent évidemment au cas ol le groupoide X,
posseéde « localement » des quasi-sections (confer la démonstration du théoreme 7.1).

(45) Par exemple, on a le théoréme suivant :
Théoréme 7.1.bis. — Soient S un préschéma arbitraire et Xo d—j> X1 &, Xo un
(Sch/g)-groupoide tel que : Xo soit de présentation finie et quasi-projectif sur S, dy
de présentation finie, propre et plat, le morphisme dg™®d; : X1 — Xg xg Xg quasi-fini.
Alors :

(1) Tout point x de X a un voisinage ouvert W qui est saturé et tel que le groupoide
induit par X, dans W posséde une quasi-section.

(2) Soit (Y,p) le conoyau de (do,dr) dans la catégorie de tous les espaces annelés.
Alors Y est un préschéma, p un morphisme de préschémas, et (Y,p) est un conoyau
de (do,dy) dans (Schg).

(3) p est surjectif, ouvert et universellement fermé.

(4) Le morphisme d : X1 — X Xy Xo de composantes dy et dy est surjectif.

(5) Si (do,dy) est un couple d’équivalence, alors :

(a) d: Xy — Xg Xy Xo est un isomorphisme et p est fidélement plat.

(b) p et Y — S sont de présentation finie, et (Y, p) est un conoyau de (do, dy)
dans la catégorie des faisceaux pour la topologie (fppf).

Démonstration. Pour (1), la question est locale sur S de sorte qu’on peut supposer
S = SpecB affine. 1l existe alors un anneau A de type fini sur Z, un morphisme
S — T = Spec A et un (Schr)-groupoide Z. tel que X, s’identifie & Z, x1 S (cf. EGA
IV3, 8.8.3, appliqué a Sy = SpecZ et S; = SpecA;, les A; parcourant les sous-Z-
algebres de type fini de B). De plus, on peut supposer que Z, vérifie les conditions
du théoreme 7.1 (cf. EGA IV3, 8.10.5). Par conséquent, Z, posséde « localement » des
quasi-sections.

Il en est donc de méme pour X, d’apres a), et les assertions (2), (3), (4) et (5) (a)
découlent de 6.1, comme dans la démonstration de 7.1.

c) Montrons que Y — S est de présentation finie. (*9) Par hypothese, (d?* , di() est
un couple d’équivalence, c.-a-d., dX* : X1 — X xgXg est un monomorphisme. D’apres
EGA 1V3, 8.10.5, on peut supposer, quitte & agrandir A, que d? : Z; — Zo xT Zo
est un monomorphisme. Comme T = Spec A, avec A noethérien, il résulte alors du
théoreme 7.1 que le groupoide Z, possede un conoyau (Q, ¢) dans (Schr), que ¢ et
Q — T sont de présentation finie, et de plus que q : Zg — Q est fidelement plat et
que d?* induit un isomorphisme Z; — Zg X q Zo. Posons Qs = Q x1 S.

Comme X; 2 7Z; X1 S, on obtient donc un isomorphisme :

dZ xS :X; =5 X, x Xo.
T Qs

(45)N.D.E. : On a détaillé la suite, pour mettre en évidence le théoreme 7.1.bis ci-dessous.
(“46N.D.E. : L’original énonce que ceci découle de proposition 9.1 qui suit. Nous n’avons pas été en
mesure de reconstruire cet argument. La démonstration qui suit nous a été signalée par O. Gabber.
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Notons ¢ son inverse, et soit 7 le morphisme canonique

XQXXO —)XO X X().
Y Qs
Alors ¢ o 7 est I'inverse de dy R d; : X1 — Xg xy Xg. I en résulte que la relation
d’équivalence définie par X,, c.-a-d., le monomorphisme
doxdl

~

X4 Xo xy Xo—— Xy x5 Xp

s’identifie & la relation d’équivalence Z(gs) définie par le morphisme ¢g : Xo — Qs.
Comme ce dernier est fidelement plat et de présentation finie, donc un épimorphisme
effectif universel, Z(gs) a pour quotient Qg (cf. IV.3.3.2). Par suite, Y = Q X1 S,
donc Y — S et p sont de présentation finie. De plus, d’apres I1V.6.3.3, (Y, p) est aussi
un conoyau de (dy,d;) dans la catégorie des faisceaux pour la topologie (fppf).

Proposition 9.1. — Considérons des morphismes de préschémas
Xy Y -Ls

tels que qp soit de type fini (resp. de présentation finie) et p fidélement plat de pré-
sentation finie. Alors q est de type fini (resp. de présentation finie)™).

Comme p est surjectif et gp quasi-compact, g est quasi-compact. Donc on peut
supposer S, Y et X affines d’anneaux A, B, C. Ona B = li_H)lBi, ou les B; parcourent
les sous-A-algebres de type fini de B. Comme C est de présentation finie sur B, il
existe un indice 49, une B, -algebre de présentation finie C;, et un isomorphisme
C~C,, ®g,, B; si on pose C; =Gy, ®g,, B; pour i > ig, on a donc C ~ C; ®g, B.

B——C

|

Bi—>Ci

|

A

Comme C est fidélement plat sur B, on tire de EGA V3, 11.2.6 et 8.10.5 (vi) 'existence
d’un i1 > ig tel que C;, soit fidelement plat sur B;, ; par conséquent C; est fidelement
plat sur B; pour ¢ > ¢;. Pour ¢ > i1, 'application canonique C; — C est alors injective,
car déduite de B; — B par extension fidelement plate de la base.

Si C est de type fini sur A, il s’ensuit qu'il existe un indice j > 4; tel que C; = C
d’ou B; = B, puisque C; est fidelement plat sur B;. Par conséquent, B est de type
fini sur A.

Supposons maintenant C de présentation finie sur A. D’apres ce qui précede, B
est de type fini sur A, donc de la forme B/I ot B est une algébre de polyndémes sur
A & un nombre fini d’indéterminées, et I un idéal de B. Alors I est réunion de ses

()Cf. EGA IV, 17.7.5 pour un résultat plus général.
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sous-idéaux de type fini I, ; d’ou I’égalité B = lL)nBa avec B, = B/I,. Procédant
comme plus haut, il existe un indice oy, une B,,-algebre de présentation finie C,, et
un isomorphisme C =~ C,, @B, B. Pour o > ag, on pose encore C, = Cqy, ®B., B,
de telle sorte qu'on a C ~ C, ®p_, B pour a > «g. Toujours d’apres EGA IV3, 11.2.6
et 8.10.5 (vi), on conclut comme plus haut que C, est fideélement plat sur B, pour
a assez grand. Dans ce cas, le noyau de lapplication C, — C (resp. C, — Cg pour
8 > a) s’identifie a C,, ®p, (I/1,) (resp. & C, ®p, (Ig/1a))-

Comme C, et C sont de présentation finie sur A et que C, — C est surjectif,
C, ®p,, (I/14) est un idéal de type fini (47) et est réunion des idéaux C, ®g, (I5/1).
On a donc C, ®s,, (Ig/1,) = Co @8, (I/1,) pour 3 assez grand, d’ou aussi Ig =1 (car
C, est fidelement plat sur B, ); donc B est de présentation finie sur A.

10. Complément : quotients par un préschéma en groupes

Le but de cette section, rédigée suivant des indications de M. Raynaud, est d’ap-
pliquer les théoremes précédents au cas d’une action d’un schéma en groupes. Pour
la commodité du lecteur, on a reproduit dans les numéros 10.1.1 a 10.1.3 ci-dessous
les énoncés 2.1 a 2.3 de 'Exp. XVI.

10.1. Théorémes de représentabilité des quotients. — « Rappelons » d’abord le ré-
sultat suivant :

Théoréme 10.1.1. — Soient S un préschéma, X et Y deur S-préschémas, f : X — Y un
S-morphisme. On suppose que l’on se trouve dans l'un des deux cas suivants :

«) Le morphisme f est localement de présentation finie.
B) Le préschéma S est localement noethérien et X est localement de type fini sur S.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un S-préschéma X' et une factorisation de f :
f:X x4 Y,

ot f' est un S-morphisme fidélement plat et localement de présentation finie et f" est un
monomorphisme.

ii) La (premiére) projection :

pr: XxX —X
Y

est un morphisme plat.

De plus, si les conditions précédentes sont réalisées, (X', f') est un quotient de X par
la relation d’équivalence définie par f (pour la topologie fpqc), de sorte que la factorisation
f=f"of" dei) est unique a isomorphisme pres.

Le cas Y localement noethérien, X de type fini sur Y, est traité dans [Mur65], cor. 2 du
th. 2. Nous allons voir que 'on peut se ramener a ce cas.

Faisons d’abord quelques remarques :

“UDN.D.E. : cf. EGA IV, 1.4.4.
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a) L’implication (i) = (ii) est triviale. En effet, la premiére projection :
Pl XxX—X
XI
se factorise & travers X xv X :
PliXx X5 XxX 22X
X/ Y

Le morphisme u est un isomorphisme, puisque f” est un monomorphisme, et p} est plat,
puisque f’ est plat, donc p1 est plat.

b) Les assertions de 10.1.1 sont locales sur Y (donc sont locales sur S); elles sont aussi
locales sur X, comme il résulte facilement du fait qu'un morphisme plat et localement de
présentation finie est ouvert (EGA IVs, 11.3.1).

¢) Sous les hypotheses de 10.1.1 ), vu ce qui précede, nous sommes ramenés au cas o X
et Y sont affines et f de présentation finie. Quitte & remplacer S par Y, on peut supposer X
et Y de présentation finie sur S. On se rameéne alors au cas S noethérien grace a EGA V3,
11.2.6.

d) Sous les hypotheses de 10.1.1 3), on peut supposer S, X, Y affines, S noethérien et
X de type fini sur S. Considérons Y comme limite projective filtrante de schémas affines
Y; de type fini sur S. Les schémas X xy, X forment une famille filtrante décroissante de
sous-schémas fermés de X xg X, dont la limite projective est X xy X. Comme X xg X est
noethérien, on a X xy, X = X Xy X pour 7 assez grand, de sorte que f; : X Ly & Y,
satisfait aux hypotheses de 10.1.1 ii) s’il en est ainsi de f. Comme la relation d’équivalence
définie par f sur X coincide avec celle définie par f;, il est clair qu’il suffit de prouver ii) =
i) pour f;, ce qui nous ramene au cas ou Y est de type fini sur S.

Application auzx préschémas en groupes. Soient S un préschéma, G un S-préschéma en
groupes localement de présentation finie sur S, qui opeére (& gauche) sur un S-préschéma X.
Si X — S possede une section &, on rappelle que le stabilisateur Stab (£) est représentable
par un sous-schéma en groupes de G (cf. I, 2.3.3).

Théoréme 10.1.2. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes localement de
présentation finie sur S, qui opére sur un S-préschéma X.

On suppose que X — S posséde une section &, telle que le stabilisateur H de £ dans G soit
plat sur S. Si l'une des hypothéses ci-dessous est vérifiée :

a) X est localement de type fini sur S,
b) S est localement noethérien,

alors le faisceau (fppf) quotient G/H est représentable par un S-préschéma, localement de
présentation finie sur S, et le S-morphisme :

[:G—X,  gr—g-§
se factorise en :

G

l 7

P
G/H——> X,

ou p est la projection canonique, qui est un morphisme fidélement plat localement de présen-
tation finie, et i est un monomorphisme.
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Démonstration. Le morphisme f fait de G un X-préschéma. Par définition du stabilisateur
de &, le morphisme :

G>S<H—>G><G7 (gvh)’_)(gmgh)
X

est un isomorphisme. Comme H est plat sur S, G xgH est plat sur G, donc la premiere
projection p1 : G Xs G — G est un morphisme plat. Par ailleurs, si X est localement de type
fini sur S, f est localement de présentation finie (EGA IV, 1.4.3 (v)) et sinon, S est supposé
localement noethérien. Il suffit alors d’appliquer 10.1.1 au morphisme f. Il reste a voir que
G/H est localement de présentation finie sur S, mais cela résulte immédiatement de V, 9.1.

Corollaire 10.1.3. — Soient S un préschéma, u : G — H un morphisme de S-préschémas en
groupes. On suppose G localement de présentation finie sur S et que, ou bien H est localement
de type fini sur S, ou bien S est localement noethérien.

Alors, si K = Ker(u) est plat sur S, le groupe quotient G/K est représentable par un
S-préschéma en groupes localement de présentation finie sur S, et u se factorise en :

ou p est la projection canonique et i un monomorphisme.

Démonstration : on applique 10.1.2 en prenant X = H et pour £ la section unité de H.

10.2. Stabilisateur de la diagonale.— Soient S un préschéma noethérien, X un
S-préschéma de type fini, et G un S-préschéma en groupes plat et de type fini, agissant
a gauche sur X, i.e. on a une S-action dy : G xgX — X. Notons d; : GxgX — X la
projection sur le second facteur. Suivant le §2.a), on dispose du groupoide

Pra 3

puxX d1
GXSGXSX GXSX X

GXxdog do

dont on rappelle que le conoyau, s’il existe, est noté G\X.

Définition 10.2.1. — On désigne par F C G xg X le stabilisateur de la section diago-
nale, i.e. le X-préschéma défini par le produit cartésien

F X

A

(do,d1)
G Xs X——X Xg X
Alors F est un sous-préschéma en groupes de G xg X. Comme G xg X est de type fini
sur S noethérien, donc noethérien, F est de type fini sur S et sur X (EGA I, 6.3.5 et

6.3.6). En outre, si X — S est séparé, F est un sous-X-préschéma en groupes fermé
de G Xs X.
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On rappelle que I'on dit que G opere librement sur X si le morphisme
GxX (dodr), XxX
S S
est un monomorphisme (cf. Exp. III; 3.2.1). Il revient au méme de dire que F est le
schéma en groupes trivial de base X.

10.3. Cas ou F est quasi-fini sur X. — Comme F est de type fini sur X, il est
quasi-fini sur X si et seulement si les fixateurs des points géométriques de X sont finis.

Théoréme 10.3.1. — *8) Sous les hypothéses de 10.2, on suppose que F est quasi-fini
sur X. Alors il existe un ouvert U de X, dense et G-saturé, qui vérifie les propriétés
susvantes :

(i) Dans (Schyg), le conoyau V = G\U eziste ; de plus, le schéma V est un quotient
dans la catégorie des espaces annelés.

(ii) p: U — V est surjectif, ouvert, et de présentation finie.

(iii) V est de présentation finie sur S.

(iv) Le morphisme G xgU — U xvy U, (g,z) — (gz,x), est surjectif.

(v) Supposons de plus que G opére librement sur X. Alors U — V est un G-

torseur (& gauche) localement trivial pour la topologie (fppf). En particulier, U — V
est fidélement plat. (49)

Démonstration. On a supposé que le morphisme G xgX — X xgX, (g,z) —
(g, x), est quasi-fini. Le théoréme 8.1 s’applique donc au groupoide défini par (X, G).
Ainsi il existe un ouvert dense saturé U C X tel que le quotient G\U existe ; il satisfait
les propriétés (i), (ii), (iii).

Pour établir (iv), on se souvient que G opére librement sur X si et seulement si
(do, d1) est un couple d’équivalence (I11.3.2.1). Dans ce cas, le théoréme 8.1 (iv) montre
que le morphisme G xg U — U xy U est un isomorphisme et que p est fidelement plat
et de présentation finie. Ainsi, U est un G-torseur de base V, localement trivial pour
la topologie (fppf).

10.4. Cas ou F plat sur X. — On note
d:(do,d1)iG>S<X—>X>S<X

le morphisme d(g,z) = (gx,z). Rappelons que le graphe faisceautique [ de la rela-
tion d’équivalence associée a (X, G) est le sous-S-faisceau (fppf) de X xg X image de
(do,dq). C’est le faisceau (fppf) associé au foncteur graphe :

T s T(T) = { (w0, 21) € X(T) x X(T) | 20 € G(T)as}.

(48)N.D.E. : Ici aussi, il existe un plus grand ouvert U de X satisfaisant les conclusions du théoréme,
cf. la N.D.E. (43).

(49N.D.E. : Si I'on suppose de plus que G est un S-schéma en groupes réductifs et que l’action
(libre) de G sur X est lindarisable, on sait alors que G\X est représentable et que X — G\X est un
G-torseur (& gauche). Ceci découle de résultats de Raynaud et Seshadri et se trouve dans l'article
[CTS79] (proposition 6.11).
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Posons Gx = G xg X. Pour tout S-préschéma T, on a une application surjective
GX(T) — F(T)v (971') = (ngx)a
qui induit une application bijective
¢(T) : Gx(T)/F(T) — I(T);

en effet, si (g,2),(¢',2") € Gx(T) vérifient (gz,z) = (¢'2',2'), alors &' = z et
g g’z = z, donc (¢97'¢g'z,x) € F(T) et (g,2) et (¢',z) ont méme image dans
Gx(T)/Fx(T).

Par définition (cf. IV, 4.4.1 (ii) ou preuve de 5.2.1), le faisceau-quotient Gx /F est
le faisceau (fppf) associé au préfaisceau

T +— Gx(T)/F(T) 2 T(T).
On a donc un isomorphisme de faisceaux ¢ : Gx /F — r.

Théoréme 10.4.1. — ©9 Sous les hypothéses de 10.2, on a :
a) T est représentable si et seulement si F est plat sur X.
b) On suppose que F est plat sur X. Alors les morphismes induits par d; et dy :

dy
Gx/F%X

do

sont fidélement plats et de présentation finie.

Démonstration de a) : Supposons le faisceau (fppf) Gx/F représentable par un X-
schéma Y. Alors, d’apres 1V.6.3.3, p : Gx — Y est fidelement plat et localement de
présentation finie, et le second carré du diagramme ci-dessous est cartésien :

F4>FXXGX4>GX

¢

X GX Y I

le premier carré étant obtenu par changement de base par la section unité ex : X —
Gx. Comme p est fidelement plat et localement de présentation finie, il en est de
méme de F — X.

Réciproquement, supposons F plat sur X. Posons X? = X xgX. Le morphisme
d : Gx — X2 permet de former le produit fibré :

GX Xx2 GX I GX

Gx —X2

(30)N.D.E. : C’est le point (2) du théoréme 3 de [Ray67b]. Dans cette Note est esquissée une autre
démonstration du th. 10.1.1; ceci sera développé ailleurs.
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Alors le morphisme Gx x x2 Gx — X2 est un F xx X2-torseur sur X2, et est donc plat
et de type fini (car F lest). D’apres le théoréme 10.1.1, le morphisme d se factorise
de fagon unique :

Gx Y 75 X xX,
S

ou ¢ est fidelement plat (de type fini) et 7 est un monomorphisme de préschémas.

Par suite, le morphisme de faisceaux v : Gx — Y est donc F-invariant et il vient
un morphisme de faisceaux 1 : Gx/F — Y. Par ailleurs, vu que 1 est fidélement
plat (de type fini), le monomorphisme de faiceaux 7 se factorise par le faisceau image
de d, c’est-a-dire r. L’isomorphisme de faisceaux Gx/F 2 T se factorise donc par le
monomorphisme Y — I. On conclut que Y représente Gk /F.

Démonstration de b) : On suppose F plat sur X. Alors, d’apres a) et sa preuve,
Gx/F est représentable, et le morphisme p : Gx — Gx/F est fidelement plat et de
présentation finie. D’autre part, les morphismes d; : Gx — X (¢ = 0, 1) sont fidélement
plats et de présentation finie par hypothese. Comme d; = d; o p, il résulte de EGA
IV, 2.2.13 (iii) et EGA IV3, 11.3.16, que d; est fidelement plat et de présentation
finie.

Théoréme 10.4.2. — ©Y Sous les hypothéses de 10.2, supposons F plat sur X. Alors
il existe un ouvert dense saturé U de X tel que le quotient (fppf) V = G\U soit un
S-schéma de type fini et U — V soit fidélement plat et de présentation finie.

Démonstration. Le théoreme 10.4.1 montre que Gx /F = T est représentable. Alors
le faisceau (fppf) G\X s’identifie au faisceau quotient de

dy
Gx/FﬁX.

do

D’apres ce qui précede, d; : Gx/F — X est fidelement plat et de présentation finie
(i =0,1), et le morphisme

Gx/F —> I'—= X xgX

est un monomorphisme, c.-a-d., (do, d;) est un couple d’équivalence. Par conséquent,
le théoreme 8.1 s’applique. Il existe donc un ouvert U de X, dense et saturé, tel que
le quotient (fppf) V = G\U soit un S-schéma de type fini, et U — V soit fideélement
plat et de présentation finie.

Compte-tenu du théoréme de platitude générique (EGA IVy, 6.9.3), on obtient le

Corollaire 10.4.3. — Sous les hypothéses de 10.2, supposons X réduit. Alors il existe
un ouvert dense saturé U de X tel que le quotient (fppf) G\U soit un S-schéma de
type fini et U — G\U soit fidélement plat et de présentation finie.

(51)N.D.E. : Ici aussi, il existe un plus grand ouvert U de X satisfaisant les conclusions du théoréme ;
en outre, un point x € X de codimension 1 dans X appartient a U si et seulement si le morphisme
(Gx/F) xx Spec(Ox z) — Spec(Ox z) Xs Spec(Ox ) est une immersion fermée, cf. la N.D.E. (43).
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