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Résumé
On donne une formule pour la classe de Brauer de I’algébre d’endomorphismes Q®End(Ay)
de la variété abélienne Ay/Q attachée par Shimura a une forme primitive f € S2(IV,€) comme
un produit d’algebres de quaternions et d’un facteur provenant du caractere e.

Algeébre d’endomorphismes des variétés abéliennes modulaires. Soit f = > a,q" €
S2(N, €) une forme primitive, normalisée avec a1 = 1, et soit E = Q({a,}). Shimura construit une
variété abélienne A;/Q, isogene & un quotient de J;(IV), avec

dimAf: [EZQ], Q®EndQ(Af):E.

Soit X l'algebre Q ® End(Af) des endomorphismes de Ay définis sur Q. Si f est de type CM
(voir [4]) on sait que la variété Ay est isogene sur Q & une puissance d’une courbe elliptique C' &
multiplications complexes; cela entraine que X est une algebre de matrices a coefficients dans le
corps des multiplications complexes de C'. Dans la suite nous supposerons que f n’est pas de type
CM. Dans ce cas (voir [4, Theorem 5.1 et Remark 5.8]) X est une algebre simple ayant pour centre
le corps totalement réel F = Q({a2/e(p)}pin); de plus le corps E est un sous-corps commutatif
maximal de X et l'indice de Schur de X est égal a 1 ou a 2. La classe de X dans le groupe de
Brauer de F' appartient au sous-groupe de 2-torsion Bry(F'). Notons [X] cette classe.

Dans [4] et aussi dans [3] 'algebre X est décrite comme ’algebre produit croisé d’un 2-cocycle
du groupe Gal(E/F) défini par certaines sommes de Jacobi. Comme Ribet I’a remarqué dans [6,
pag. 271] “it seems that this two-cocycle masks quite effectively the fact that the class of X in the
Brauer group of F' has order 1 or 2”.

Du théoréeme de Skolem-Noether et du fait que F est un sous-corps commutatif maximal de
X on déduit que l'action de o € Gq sur X se fait par conjugaison par un élément a(o) € E*,
déterminé & un élément non nul du centre F prés : “¢ = a(o)pa(o) ™! pour tout ¢ € X. Un calcul
montre que l'application définie par c¢(o,7) = a(o)a(r)a(cr) ™! est un 2-cocycle du groupe Gq a
valeurs dans F™*, vu comme Gg-module discret & action triviale. D’apres [5, Theorem 5.6], [X] est
I'image de la classe de cohomologie [¢] € H?(Gq, F'*) par les homomorphismes

H?(Gq, F*) 2% HX(Gp, F*) 5 H*(Gp, F') ~ Br(F),

ol ¢y est induit par inclusion F* — F.
Le but de cette note est de donner une formule pour cet élément. Dans la pratique, il arrive
souvent que l'on connaisse seulement quelques coefficients de Fourier de la forme f. Alors, en
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utilisant la formule du théoréme 3 ci-dessous, on peut décider aisément si [X] est d’ordre 1 ou 2 dans
Br(F) et, en particulier, calculer la dimension des variétés abéliennes dans une Q-décomposition
de Ay a isogénie pres.

Une formule pour [X]. D’apres [5, Theorem 5.5], on a a? = & (mod F*). Soit d I'application
a?/e. Du fait que a est déterminé au produit par des éléments de F'* prés, on peut voir d comme un
homomorphisme Gq — F*/F*?. En exprimant a(o) = y/e(0)/d(c) on obtient, pour o,7 € G,

(0.7) = VaIWeDVeor) Vj% VAR AT = oo, Tealo (0,7,

Les trois applications ¢, ¢4 et v sont des 2-cocycles de G a valeurs dans F ; les deux premieres
prennent leurs valeurs dans {£1}. Vu que 7 est un cobord, on obtient une décomposition de la
classe de cohomologie de la restriction du cocycle ¢ au groupe G, considéré a valeurs dans F*,
comme le produit des deux classes [c.] et [¢q].

Soit L le corps fixé par kere. Le cocycle c. est la restriction du cocycle de Gq défini par la
méme expression, que nous notons aussi c.. La classe [c.] € Bry(Q) peut étre interprétée comme
I’obstruction a ’existence d’une extension cyclique E/ Q de degré 2[L : Q] contenant L. Dans
certains cas (quand l'ordre de € est divisible par une puissance de 2 pas trop grande) on dispose de
formules exprimant cette classe comme un produit d’algebres de quaternions. Dans le cas général,
on peut la caractériser par ses composantes locales dans Bra(Q,), qui sont données par la parité
des p-composantes du caractére e. Dans ce qui suit nous étudions l'autre facteur [cq].

Soit K le corps fixé par ker d, qui est un composé de corps quadratiques. Soient o1, ..., 0, des
éléments de Gq qui, par restriction & K, fournissent une base de Gal(K/Q) ~ (Z/2Z)™. Soient
t1,...,ty des éléments de Q* avec 7*\/t; = 0;;1/; (delta de Kronecker), et soient d; = d(o;) €
F*/F*2, Pour t,d € F*, soit (t,d) I'algebre de quaternions sur F selon la notation habituelle.

Lemme 1 La classe [cq] € Bra(F) est égale au produit des algébres de quaternions suivantes :
[Cd] = (thdl) e (tm,dm).
PREUVE: Pour i = 1,...,m, solent x; : Gq — Z/2Z et y; : Gp — Z/2Z les homomorphismes

determinés par
VE= CIPONE, T = (1RO,

Tout 7 € Gp (ou € Gq) peut s’écrire comme le produit [~ orim)

s'ensuit que d(t) = [[7, d**” (mod F*2). D'ot, pour tout o € Gp,

i=1"

7Vd(T) =w HU@Ii(T) _ wH(_l)yi(U)in(T) \/djmi('r) _ T(T) H(_l)yi(a)wi(ﬂ
i=1 i=1 i=1

a un élément de G pres. Il

ouhw € F* et l'on a
m

calo, 1) = H(_l)yi(U)I'i(T).
i=1
Cette identité montre que le 2-cocycle ¢4 est le produit des m 2-cocycles définis par ¢;(o,7) =
(—1)%(@)zi(7)  Chaque ¢; est la version multiplicative du 2-cocycle & valeurs dans Z/2Z défini par
(0,7) = yi(0)z;(7), qui a pour classe dans H2(Gr, Z/2Z) celle du cup-produit des deux 1-cocycles
y; et (la restriction au groupe G de) x;. Il est bien connu que ce cup-produit fournit la classe de
lalgebre de quaternions (¢;,u;). O



Soit & un plongement de E dans Q. La forme conjuguée > % a,q" est aussi une forme primitive,
que l'on note par ? f. Si x est un caractere de Dirichlet primitif, il existe une unique forme primitive
tordue ) b,q" pour laquelle on ait b, = x(p)a, pour presque tout nombre premier p, que l’on note
par x ® f. Un couple (o, x) est une torsion intérieure (inner twist) pour la forme fsi?f = x® f.

La forme f est de type CM si f = x ® f pour un caractére x non trivial (primitif). Dans notre
cas, comme f n’est pas de type CM, dans (o, x) le caractére y est déterminé par le plongement
0. L’ensemble des ¢ : E — Q appartenant & des torsions intérieures est un sous-groupe abélien de
Aut(FE) qui a pour sous-corps fixé le corps F' (voir [4, Proposition 3.3]).

Lemme 2 Sip{ N, posons u, = af,/g(p). Pour chaque o € Gp, il existe un unique caractére de
Dirichlet (primitif) v, tel que

7y = Yo (p)y/Up, pour tout pt N.

De plus, {1;|c € Gq} est le groupe des caractéres de Gq qui se factorisent par Gal(K/Q).

PREUVE: Pour chaque 0 € G il y a un caractére de Dirichlet x, tel que la paire (o|g, x,) soit
une torsion intérieure pour f. Ecrivons a, = ,/t,+/(p). Comme “a, = x,(p)a, pour p4 N, on a :

V' VeEP) = Xo(p)VupVelp) = TV = xa(p)a'i(fp))\/@ ptN.
Si € est défini modulo r, ’application définie pour les n tels que (n,r) = 1 par n — /e(n)/7y/e(n)
est aussi un caractére de Dirichlet défini modulo . On pose 1, = x+/¢/7+/€. L’unicité provient
du fait que, si ¢, satisfait a I'identité de ’énoncé, alors le caractére x, = 9,7 +/€/+/¢ appartient &
(U|E? XU)-

D’apres [5, Theorem 5.5], a(Frob,) = a, (mod F*) pour tout nombre premier p t N avec
a, # 0. On en déduit que d(Frob,) = u, (mod F*?) pour ces nombres premiers. Comme la forme
f n’est pas de type CM, le sous-ensemble des p avec a, 7# 0 est de densité 1 dans I'ensemble de
tous les nombres premiers.

Soit pt N, a, # 0. Soit 0, € Gq un élément de Frobenius pour p. Si o, € G, alors u, € F*?
et ¥, (p) = 1. On en déduit que les caracteres v, se factorisent par Gal(K/Q). En outre, d’apres
le théoréme de densité de Chebotarev, les u, # 0 engendrent le sous-groupe d(Gq) de F*/F*2.
Par conséquent, le nombre des caracteres v, différents est égal & I'ordre de d(Gq), qui est égal a
l'ordre du groupe Gal(K/Q). O

Théoréme 3 Soit {1)1,...,%mn} une base du groupe des caractéres {{p,|0c € Gq} et soient Q(\/t;)
les corps quadratiques fizés par les ker ;. Soient p1, ..., pm des nombres premiers avec p; t N, ap, #
0, pour lesquels ¥;(p;) = 0;;. La classe de Brauer de X est

[X] = [ec](t1,up,) -+ (tm, tp,,) € Bra(F).

PREUVE: L’existence de nombres premiers satisfaisant aux conditions de ’énoncé est conséquence
du théoréme de densité de Chebotarev (et du fait que f n’est pas de type CM).

Soient o1,...,0m, € Gq des éléments de Frobenius pour les nombres premiers p;. Du lemme 2,
on déduit que la restriction des o; & K fournit une base du groupe Gal(K/Q). D’apres la définition
des t;, on a 7\ /T; = 1¥;(0;)\/T; = 6;j/T;. On peut donc appliquer le lemme 1 et, compte tenu que
d(o;) = up, (mod F*?), on obtient la formule de 1’énoncé. O

Remarques. (a) Grace aux propriétés bien connues des torsions de formes modulaires, on voit
aisément que les conducteurs des caracteres ¢, du lemme 2 divisent le conducteur de la forme f.
On peut alors calculer ces caracteres en connaissant quelques coefficients de Fourier de la forme f.



(b) (voir [6]) : (1) si tous les endomorphismes de Ay sont définis sur R, alors [X] est triviale
(il est facile de voir que tous les endomorphismes de Ay sont définis sur R si, et seulement si, les
nombres t; sont tous positifs) ; (2) si Ay a réduction potentiellement multiplicative en un nombre
premier, alors [X] est triviale.

(c) Considérons le cas F' = Q. La condition que [X] soit triviale est équivalente au fait que
Ay soit Q-isogene A une puissance d'une courbe elliptique C'/Q, qui est une Q-courbe au sens de
[5]. Le cas particulier de Nebentypus trivial et E quadratique a été étudié par Cremona dans [1] :

,T

il prouve que X est isomorphe a une algebre de quaternions (dQ ) (Palgebre (¢1,up,) dans notre

notation) et détermine des équations de Weierstrass pour les courbes C' dans certains cas.

(d) Admettons la conjecture de modularité des Q-courbes, cf. [5]. Les exemples donnés dans
[2] montrent alors qu’il existe des formes primitives f avec ' = Q et m = 1,2,3,4 (cf. théoreme
3), pour lesquelles Ay est Q-isogene A une puissance d'une Q-courbe. En outre, les conjectures
standard sur les points rationnels des courbes modulaires suggérent que dans ce cas (avec F = Q
et [X] triviale) seulement un nombre fini de valeurs de m peuvent apparaitre (mieux : seulement
un nombre fini de groupes d(Gq) peuvent apparaitre). Par contre, et en attendant de disposer de
tables de formes modulaires plus étendues, les seuls exemples de formes f avec F' = Q et [X] non
triviale que nous connaissons proviennent de [1] avec m = 1.
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