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AVANT-PROPOS

Cette prépublication est constituée des trois premiers chapitres d'un ouvrage encore
inachevé, consacré a la construction et aux propriétés de base de la cohomologie rigide
des variétés algébriques sur un corps de caractéristique p. Ecrits entre 1987 et 1991, ils ont
circulé depuis de maniere informelle. Dans la mesure ou ils ont déja servi de référence
dans divers articles, et sont notamment utilisés de maniére essentielle dans la démons-
tration du théoreme de finitude donnée dans [Be4], il nous parait utile de les rendre
accessibles de maniere plus systématique, sans attendre la rédaction complete de
l'ouvrage auquel ils seront incorporés. Nous attirons néanmoins l'attention du lecteur
sur le fait qu'il ne s'agit pour l'instant que d'une rédaction provisoire, susceptible d'étre
modifiée dans la version finale.

Les trois chapitres qui sont rassemblés ici constituent la partie géométrique, « pré-
cohomologique », de cet ouvrage. Le chapitre 0 est consacré a des rappels sur certaines
constructions de base de la géométrie rigide sur un corps valué non archimédien K. On y
trouvera notamment la construction de la fibre générique d'un schéma formel sur
I'anneau V" des entiers de K (due a Raynaud [Ral]), celle de 1'espace analytique associé a
un schéma de type fini sur un corps valué non archimédien, et les relations entre ces
deux espaces. Signalons simplement que la construction de la fibre générique d'un
schéma formel est généralisée ici au cas d'un ¥-schéma formel adique localement de
type fini, dont la topologie n'est pas nécessairement définie par 1'idéal maximal m de V.

Cette construction est liée a celle des tubes, introduits dans la premiére section du
chapitre 1. Si P est un V'-schéma formel (m-adique), et X un sous-schéma localement
fermé de la fibre spéciale P, de P, nous associons a X un ouvert de l'espace analytique
rigide Py, fibre générique de P, que nous appelerons tube de X dans P, et que nous note-
rons ] X [,. Lorsque X est fermé dans P, ce tube joue dans la définition de la cohomologie
rigide le méme role que les voisinages infinitésimaux dans celle de la cohomologie de de
Rham algébrique en caractéristique 0[HaZ2], ou les voisinages a puissances divisées en
cohomologie cristalline [Bell]. Lorsque X n'est pas propre sur k, la considération de ces
tubes ne suffit pas a définir une bonne cohomologie pour X, a cause des problemes de
convergence au bord qui motivaient déja 1'utilisation des algebres faiblement completes
de Monsky-Washnitzer [MW1]. Il y a donc lieu d'introduire certains voisinages des tubes,
que nous appelerons voisinages stricts, et qui sont étudiés dans la deuxiéme section du
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chapitre 1. Dans la troisieme section, nous montrons les théoremes de fibration reliant
les tubes de X dans deux schémas formels P et P': si u : P’ — P est un morphisme lisse
induisant l'identité sur X, le morphisme de fonctorialité | X[, — 1 X[, est une fibration
localement triviale en disques ouverts. Le point le plus délicat est de prolonger ce résultat
en un sens convenable a des voisinages stricts de ces tubes (th. 1.3.7). Ces théoremes
jouent un réle crucial pour prouver que les constructions qui sont effectuées par la suite
sont indépendantes de la facon dont les variétés (de caractéristique p) sont plongées dans
des schémas formels lisses d'inégales caractéristiques, et sont de nature fonctorielle par
rapport a ces variétés.

L'objet du chapitre 2 est de construire une catégorie de coefficients pour la cohomo-
logie rigide, la catégorie des isocristaux surconvergents. Il s'agit d'une variante de la
notion de cristal : de méme qu'un cristal sur X peut s'interpréter comme un module a
connexion intégrable sur le complété p-adique du voisinage a puissances divisées de X
dans un schéma formel lisse P, un isocristal surconvergent sur X s'interpréte comme un
module a connexion intégrable sur un voisinage strict du tube ] X[, dont la connexion
vérifie certaines conditions de convergence. Pour en donner une définition valable pour
tout k-schéma de type fini, nous introduisons dans la premiére section un analogue
faisceautique des conditions de surconvergence de Dwork et Monsky-Washnitzer, qui
permet d'associer a tout faisceau abélien E sur un voisinage strict du tube de X le
faisceau j TE des sections surconvergentes de E. Nous utilisons cette construction dans la
seconde section pour définir la condition de surconvergence d'une connexion le long d'un
fermé de la fibre spéciale. Soient alors Y une compactification de X, et Y < P un plon-
gement de Y dans un 7-schéma formel P, lisse au voisinage de X. Grace aux théorémes
de fibration du chapitre précédent, on montre dans la troisiéme section que la catégorie
des j T(,Q]Y[-modules a connexion intégrable et surconvergente ne dépend que de X, et est
fonctorielle en X : on obtient ainsi la catégorie des isocristaux surconvergents sur X
(resp. des F-isocristaux surconvergents si l'on se donne de plus une action de Frobenius).

Les deux dernieres sections explicitent les relations entre cette notion et les notions
analogues en cohomologie cristalline, et en cohomologie de Monsky-Washnitzer. Dans le
cas ou X est propre, on y montre comment un F-cristal sur X définit un F-isocristal sur-
convergent sur X; pour cela, on reprend une méthode due a Dwork, qui consiste a
utiliser l'action de Frobenius pour étendre le domaine de convergence de la série de
Taylor de la connexion au tube ] X [p: tout entier. De méme, lorsque X est affine et lisse,
avec X = Spec A, on prouve que la donnée d'une action de Frobenius sur un module a
connexion intégrable sur une algebre faiblement complete A" relevant A entraine la
surconvergence de cette connexion, ce qui fournit une description de style Monsky-

Washnitzer de la catégorie des isocristaux surconvergents sur X.



0. RAPPELS SUR LA GEOMETRIE ANALYTIQUE RIGIDE

Pour les notions de base et les résultats fondamentaux concernant la géométrie
analytique rigide, nous renvoyons le lecteur au traité de Bosch, Giintzer et Remmert
[BG], ainsi qu'aux articles de Tate [Tall, Kiehl ([Kil], [Ki2]) et Raynaud [Ral], et aux
ouvrages de Fresnel - Van der Put [FV], et Gerritzen - Van der Put [GV]. Nous rappelons
briévement ici quelques définitions et résultats fréquemment utilisés par la suite.

On désigne par K un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne,
notée |—|; on note ¥V l'anneau des entiers de K, m son idéal maximal, % son corps
résiduel, I} c R>? I'image de K* par l'application valeur absolue, et I'* =T ® @ c R>;
I'* est un sous-groupe multiplicatif dense de IR*?. Soit A un anneau topologique,
possédant un systeme fondamental (V;) de voisinages de O tel que les V; soient des sous-
groupes additifs de A ; on notera A{t,,...,¢,} I'anneau des séries formelles ¢() = X agzg,
avec t4=t{1... ¢!, telles que a, — 0lorsque |g| :=¢q; +... + g, — +0 (séries formelles res-
treintes); on le munit de la topologie pour laquelle un systéme fondamental de voisinages
de 0 est formé des sous-groupes

W. = {o@)eAlty,....t,} | ‘v’g,ageV}.

On dit qu'une A-algebre topologique B est topologiquement de type fini si elle est
isomorphe, comme A-algébre topologique, a un quotient d'une A-algébre de la forme
Alty,...,t,}. Une K-algébre de Tate est une K-algebre topologiquement de type fini.

0.1. Espaces analytiques rigides

(0.1.1) Rappelons qu'une topologie de Grothendieck 7 sur un ensemble X est constituée
par la donnée d'un ensemble 7 de parties de X, comprenant @, X, et stable par
intersections finies, et, pour tout U € 7, d'un ensemble Cov(U) de recouvrements de U
par des parties de 7, vérifiant les conditions :
1) (U) eCov(U);

(i) siU,VeZ,VcU,etsi(U)),eCov(lU),alors (VNU,),eCov(V);

(iii) siUe 7, si (U,); € Cov(U), et si, quel que soit i, (Ui’j)j € Cov(U,), alors (Uw-)i’j €
Cov(U).
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Les parties U € 7 seront simplement appelées ouverts, et les recouvrements (U,); €
Cov(U) recouvrements admissibles. Une application f : (X', 7') — (X, 7) entre
ensembles munis de topologies de Grothendieck est dite continue si 1'image inverse d'un
ouvert (resp. recouvrement admissible) est un ouvert (resp. recouvrement admissible).

Pour tout ouvert U c X, la topologie induite sur U est définie de la maniére évidente.

Nous dirons qu'une topologie de Grothendieck est saturée si elle vérifie de plus les
conditions suivantes (cf. [BG, 9.1.2]) :
(iv) siUeZ,siVcU,ets'l existe (U;); € Cov(U) tel que, pour tout i, VN U, € 7, alors
Ve7;
) siUeZ,siU= Ui U,, avec U; € 7, et s'il existe (Vj)j € Cov(U) qui soit un recou-
vrement plus fin que (U,),;, alors (U;); € Cov(U).

Il est possible de recoller des topologies saturées [BG, 9.1.3] : soient X un ensemble,
(X;); un recouvrement de X; on suppose données des topologies de Grothendieck 7; sur
les X, telles que : a) les 7 sont saturées; b) pour tous i, j, X; N XJ- est ouvert dans X, et Xj,
et les topologies induites par 7, et 7 jsur X; N X, coincident. Il existe alors une unique
topologie de Grothendieck saturée sur X, telle que (X;); soit un recouvrement admissible,
et induisant sur chaque X, la topologie 7, : une partie U de X (resp. un recouvrement
(Uj)j de U) est ouverte (resp. admissible) si et seulement si, pour tout i, U N X, (resp.
(Uj N X;) j) est un ouvert de X, (resp. un recouvrement admissible de U N X).

(0.1.2) Si A est une K-algebre de Tate, on note Spm A le spectre maximal de A. Pour tout
x € Spm A, correspondant a un idéal maximal a c A, on désigne par K(x) le quotient A/a :
rappelons que c'est une extension finie de K (cf. [BG, 6.1.2] ou [FV, I1.3.5]), qui posseéde
donc une unique valuation prolongeant celle de K. L'anneau de cette valuation sera noté
V'(x), son idéal maximal m(x) ; pour f € A, f(x) désignera l'image de f dans K(x).

Soit X = Spm A. Un sous-ensemble V c X est appelé domaine spécial (ou rationnel,
mais le terme “rationnel” a déja bien des sens en Géométrie Algébrique...) s'il existe
Jos---»f, €A, engendrant 1'idéal unité, tels que

(0.1.2.1) V=AxeX | Vi=1,..,n, |f(0)] < |fx)]}.

L'ensemble des domaines spéciaux est stable par intersection ([BG, 7.2.3], [FV, III
1.3D).

Nous considérerons X comme muni de la “topologie de Grothendieck forte” de [BG,
9.1.4]; rappelons-en la définition.

a) Un ouvert est une partie U c X possédant un recouvrement (V;); par des
domaines spéciaux V,, vérifiant la condition de finitude :

(A1) Pour tout homomorphisme A — B d'algébres de Tate, induisant h: Y = SpmB — X
= Spm A, tel que h(Y) c U, il existe un nombre fini de V; dont la réunion contient h(Y ).

b) Un recouvrement d'un ouvert U par des ouverts U; est admissible s'il vérifie la
condition de finitude :
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(A2) Pour tout homomorphisme d'algébres de Tate comme en (Al), il existe un
recouvrement fini de Y par des domaines spéciaux plus fin que le recouvrement
(R1(U,),.

On appelle recouvrement spécial un recouvrement admissible par des domaines
spéciaux.

La topologie de Grothendieck ainsi définie est saturée.

A tout domaine spécial V de X, défini comme en (0.1.2.1), on associe 1'algebre de Tate
(0.1.2.2) LV, 0x) = AlTy,...,T Y/ (f,— f,T).

C'est 'algebre de Tate universelle pour les homomorphismes de A dans une algebre
de Tate B tels que l'application Spm B — Spm A correspondante envoie SpmB dans V; en
particulier, elle est indépendante & isomorphisme canonique pres du choix de f,...,f,
définissant V (cf. [BG, 7.2.3 prop. 4] ou [FV, III 1.2]). Le théoreme d'acyclicité de Tate
(voir [Tal, 8.2], [GG, 2.4 Satz 3] ou [BG, 8.2.1 cor. 2]) permet d'en déduire un faisceau
d'algebres sur X, en posant pour tout ouvert U de X

(0.1.2.3) I'(U, Og) = Ker [HF(VL., OUx) = HF(Vi NV, 0],

i i,]
ou (V;); est un recouvrement spécial de U; I'(U, (y) est l'algebre des fonctions ana-
lytiques, ou holomorphes, sur U. La donnée sur X de la topologie de Grothendieck définie

plus haut et du faisceau (U5 définit /'espace analytique rigide affinoide X = Spm A.

(0.1.3) Exemples. — (i) Toute partie de X affinoide au sens de Tate [Tal, 7.1] est réunion
finie de domaines spéciaux ((GR1], [BGR, 7.3.5 cor. 3]), donc ouverte. Toute réunion finie
d'ouverts affinoides de X est un ouvert, tout recouvrement fini d'un ouvert par des
ouverts affinoides est admissible.

(ii) Tout ouvert de Zariski de Spm A est ouvert pour la topologie de Grothendieck, et
tout recouvrement d'un tel ouvert par des ouverts de Zariski est admissible ([Ki3, 1.3 et
1.4], [BG, 9.1.4 cor. 7]).

(iii) Pour ¢ = 1,...,r, soient fi,O’ ... ,fi’ni des éléments de A tels que, pour tout i,
fi,O’ e, fl n; engendrent 1'idéal A, et
V={xeX | ViVj>1, |f; (0O < | f; o) }.
Alors V est un ouvert de X. Soit en effet a € m, et, pour tout n > 1, soit

V, = {xeX | Vi Vjix1 |f] < laffy ] ).

Chaque V, est intersection de r domaines spéciaux, donc est un domaine spécial, et V =
U, V,.Les V, forment un recouvrement spécial de V : pour vérifier (A1), on observe que
fi,o ne s'annule pas sur V;si A(Y) c V, et si 8; jest l'image de f” dans B, les 8; o sont
donc inversibles dans B, et on applique aux 8, j/gi,0 le principe du maximum [BG, 6.2.1
prop. 4] :
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(0.1.4) PROPOSITION. — Soient B une algebre de Tate, f € B. Il existe x, € SpmB tel que,

pour tout x € Spm B, on ait

| f(x)] < [f(x)].

Rappelons qu'on définit la (semi) norme spectrale de f par

1fllsp = sup,x [f(2)];

il existe donc x, € X tel que

I llsp = [f(xp)].

(0.1.5) Sous les hypotheses de (0.1.3) (iii), il résulte de (0.1.2.3) que 1'algebre des fonctions
analytiques sur V est donnée par

0.151) T(V,0x) = 1i£1n_>1, L, 0x) = @n—m AT M = affoT ;)

oll @ € m est un élément arbitrairement fixé, et ou les fleches de transition envoient
Ty jnsr SW S 1 fio T j

Par exemple, nous appellerons fibré trivial en boules (unité) fermées de dimension
relative d, de base X = Spm A, l'espace analytique affinoide Y = Spm A{T},...,T;} (muni
de la projection naturelle Y — X); si A = K (resp. et si d = 1), nous dirons que Y est la
boule (unité) fermée de dimension d (resp. le disque (unité) fermé). Le sous-ensemble

(0.1.5.2) U={xeY | Vi |t,x)] <1}

est un ouvert de Y, appelé fibré trivial en boules (unité) ouvertes de dimension relative d,
de base X (resp. boule ouverte, disque ouvert); d'aprés (0.1.5.1), 'algebre des fonctions

analytiques sur U est donnée par

1—1((]’(/)Y) = li;nn—wo Alt;, T, }/(tin_aTi,n)’

i’ i,n
soit :

(0.153) T(WU,0y) = {o=" a,tleAllt,....t,11 | Vn<1, laglin'¢" - 0si|g| > oo},
q

ou ||—|| est une norme de Banach sur A.

SinelR, avec 0 <n <1 (resp. et sin e I'*), le fibré en boules ouvertes (resp. fermées)

de rayon 7 est l'ouvert (resp. le domaine spécial) de Y défini par les conditions :
Vi, |t;(x)| <n (resp. Vi, [t;(x)]| < n);

lorsque A = K, d = 1, nous utiliserons les notations habituelles D(0, n7) (resp. D(0, n7)).

(0.1.6) Un espace analytique rigide (ou simplement un espace analytique) sur K est un
ensemble X muni d'une topologie de Grothendieck saturée, et d'un faisceau de
K-algebres (Jy, possédant un recouvrement admissible (X)), tel que chaque X;, muni de

- 10 -
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la structure induite, soit isomorphe a un espace analytique rigide affinoide au sens de
(0.1.2). Un ouvert de X isomorphe a un espace affinoide est appelé ouvert affinoide. Si X
lui-méme est un espace affinoide, cette notion d'ouvert affinoide coincide avec celle de
Tate [Tal, 7.1], grace au fait que tout ouvert affinoide au sens de Tate est réunion finie de

domaines spéciaux.

La fibre Uy , de Ux en un point x € X est un anneau local. Un morphisme de K-
espaces analytiques f:Y — X est la donnée d'une application continue de Y dans X, et
d'un K-homomorphisme de faisceaux d'anneaux locaux f‘l(QX — (y. Tout morphisme
d'algebres de Tate A — B définit un morphisme d'espaces analytiques SpmB — Spm A, et
le foncteur Spm est pleinement fidéle [BG, 9.3.1 prop. 1].

Si U c X est un ouvert, alors U, muni de la structure induite, est encore un espace
analytique. On déduit immédiatement de (0.1.1) un théoréme de recollement pour les
espaces analytiques [BG, 9.3.2].

Sif:X—>Zetg:Y — Z sont deux morphismes de K-espaces analytiques, le produit
fibré X x, Y est représentable dans la catégorie des K-espaces analytiques [BG, 9.3.5]. De
méme, si K — K’ est une extension isométrique de corps complets munis de valeurs
absolues, on définit par tensorisation par K’ et complétion un foncteur d'extension des
scalaires de la catégorie des K-espaces analytiques vers celle des K'-espaces analytiques
[BG, 9.3.6]. Si K’ est fini sur K, la restriction des scalaires de K’ & K sur le faisceau
structural munit tout K’'-espace analytique d'une structure de K-espace analytique; ce

foncteur est adjoint a gauche du précédent.

(0.1.7) Soient X un espace analytique, .Y c Uy un faisceau cohérent d'idéaux, Y le
support de (x/9. Il existe sur Y une structure canonique d'espace analytique telle que (5,
= Ux/J : lorsque X est affinoide, .¥ est défini par un idéal I c I'(X, (x), et Y est 1'espace
analytique affinoide Spm(I'(X, (x)/I); le cas général s'en déduit par recollement. La

notion d'immersion fermée entre espaces analytiques en résulte.

Un espace analytique X est dit quasi-compact s'il possede un recouvrement
admissible fini par des ouverts affinoides; un morphisme d'espaces analytiques est dit
quasi-compact si l'image inverse de tout affinoide est quasi-compacte. Il résulte du

principe du maximum (0.1.4) qu'une boule ouverte n'est pas quasi-compacte.

Nous dirons que X est quasi-séparé si l'intersection de deux ouverts affinoides est
quasi-compacte, et séparé si le morphisme diagonal X — X x X est une immersion
fermée [BG, 9.6.1]; tout espace séparé est quasi-séparé. Dans un espace quasi-séparé,
toute réunion finie d'affinoides est un ouvert, tout recouvrement fini par des affinoides
est admissible.

Soient X un espace analytique, 7 la catégorie des faisceaux d'ensembles sur X.
Comme les faisceaux associés aux ouverts affinoides de X forment une famille gé-

nératrice de 7, on vérifie trivialement les assertions suivantes :

(i) Un ouvert U c X est quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et seulement si 1'objet

- 11 -
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correspondant de 7 est quasi-compact (resp. quasi-séparé) au sens de [SGA 4, VI 1.1]
(resp. [SGA 4, VI 1.13] ). Les ouverts de X qui sont des objets cohérents de 7 au sens de

[SGA 4, VI 1.13] sont donc les ouverts quasi-compacts, quasi-séparés.

(ii) Quel que soit X, 7 est un topos algébrique au sens de [SGA 4, VI 2.3]. Pour que 7
soit un topos cohérent [SGA 4, VI 2.3], il faut et il suffit que X soit quasi-compact, quasi-
séparé.

Ces remarques permettent de déduire de [SGA 4, VI 5.1, 5.2] 1'énoncé suivant :

(0.1.8) PROPOSITION. — (i) Si X est un espace analytique quasi-compact, quasi-séparé,
les foncteurs HY(X, —) commutent aux limites inductives filtrantes.
(ii) Soit f:Y — X un morphisme quasi-compact, quasi-séparé d'espaces analytiques.

Alors les foncteurs Rif>k commutent aux limites inductives filtrantes.

(0.1.9) Suivant Kiehl [Kil, 2.3], nous dirons qu'un espace analytique est quasi-Stein s'il
posséde un recouvrement admissible par une suite croissante d'ouverts affinoides telle
que, pour tout 7, I'image de I'(X;_ ,
1, le fibré en boules ouvertes de rayon n de base affinoide défini en (0.1.5) est quasi-Stein,

(x) dans I'(X,, Ux) soit dense. Par exemple, pour tout

car un recouvrement par des fibrés en boules fermées de rayon n/ — n~, n, e I'*, vérifie

les conditions requises.

(0.1.10) Un morphisme d'espaces analytiques f : Y — X est dit fini s'il existe un re-
couvrement admissible (X;); de X par des ouverts affinoides, tel que pour tout i l'ouvert
f_l(Xi) soit affinoide, et l'algebre F(f_l(Xi), (y) finie sur I'(X;, () [BG, 9.4.4]. Le
faisceau f,,(Uy) est alors une (/y—algebre cohérente, dont la donnée est équivalente a celle
du morphisme f:Y — X.

(0.1.11) Nous dirons qu'un morphisme d'espaces analytiques f :Y — X est lisse (resp.
étale) s'il existe des recouvrements admissibles (Y;); et (X;); de Y et X par des ouverts
affinoides, tels que :

i) £(Y) cX;;

(i) siA; =TI'(X;, Ux), B;=T(Y;, Uy), il existe un isomorphisme

B, = AATy,...., T}/ (f1,...f.),

avec det(9 f] 19T}) 4 < ik<r inversible dans B, (resp. et r = n). Pour d'autres caractérisations
et propriétés des morphismes étales et lisses, nous renvoyons a [BK], [Ki3] ou [Rb1].
Lorsque X = SpmK, les anneaux locaux de Y sont alors des anneaux réguliers [BG, 7.3,
prop. 8].

Le faisceau des formes différentielles relatives Q%, /x est le Oy-module .9/.9 2 ou .J est
l'idéal de l'immersion diagonale Y < Y xy Y ([BK], [Ki3], [Rb1]); c'est un (y-module
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cohérent, qui est localement libre (resp. nul) si f est lisse (resp. étale). On définit comme
en géométrie algébrique le complexe de de Rham €2y y, la notion de module a connexion
intégrable sur Y relativement a X, et le complexe de de Rham & ® Qy v a coefficients
dans un module a connexion intégrable (&, V). Lorsque f est lisse, I'immersion diagonale

est réguliere, et les faisceaux Uy /.5 n+l

sont localement libres de rang fini sur ()y, (pour
les deux structures de ()y-module); lorsque K est de caractéristique nulle, on en déduit les
présentations équivalentes usuelles de la notion de module a connexion intégrable sur Y,

relativement a X [Bel, II § 4].

(0.1.12) Un espace analytique rigide S est dit connexe s'il satisfait I'une des conditions
équivalentes suivantes :
(i) l'algebre I'(S, (g) ne possede pas d'idempotents autres que 0 et 1;
(ii) il n'existe pas de recouvrement admissible de S formé de deux ouverts non vides
disjoints.
Si S posseéde un recouvrement admissible par deux ouverts connexes d'intersection

non vide, alors S est connexe.

Le principe du prolongement analytique s'applique notamment sur les espaces

analytiques connexes et lisses :

(0.1.13) PROPOSITION. — Soient X un espace analytique rigide connexe, tel que l'an-
neau local Uy . soit intégre pour tout x € X, et f € I'(U, Ux) une fonction analytique. S'il

existe un ouvert non vide U de X tel que la restriction de f a U soit nulle, alors f = 0.

Supposons d'abord que X soit affinoide, soit X = Spm A. Comme X est connexe, il est
aussi connexe pour la topologie de Zariski [BG, 9.1, prop. 8]. Si x € X correspond an c A,
les composantes irréductibles passant par x correspondent aux idéaux premiers
minimaux de A,. Comme I'homomorphisme canonique A — OX,x est injectif [BG, 7.3,
prop. 3], et (QX,x intégre, il en est de méme de A pour tout n. On en déduit que X est
irréductible, et A intéegre. L'homomorphisme A — OX,x est alors injectif pour tout x, et
I'énoncé en résulte.

Dans le cas général, soit (X.).

.);c7 un recouvrement admissible de X par des ouverts

affinoides. Quitte a raffiner le recouvrement en remplacant chaque X, par ses
composantes connexes, on peut supposer les X, connexes. Si U N X, # @, il résulte de ce
qui précede que f| X, = 0. Par suite, si X' est la réunion des X; tels que f| X, = 0, X’ est non
vide. Soit X" la réunion des X; tels que f|y # 0. Si f|x. = 0 et f|Xj # 0, alors X, N X, = 0,
d'apres le cas précédent, si bien que X' N X" = @. De plus, X' et X" sont des ouverts de X : il
suffit en effet, d'apres (0.1.1) (iv), de vérifier que X' N X; (resp. X" N X;) est ouvert pour
tout i, et cette intersection est soit égale a X, soit vide. Enfin, d'apres (0.1.1) (v), le
recouvrement (X', X”) de X est admissible, puisque (X}),_; est un recouvrement plus fin.

14
Comme X est connexe, X" est vide, et f = 0.
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0.2. Espace analytique associé a un 7-schéma formel

(0.2.1) Soit a € m un élément non nul. Sauf mention explicite du contraire, nous
supposerons que, pour tous les ¥-schémas formels X considérés dans cet article, la
topologie de (/y est la topologie a-adique (condition qui ne dépend pas du choix de a) :
l'espace topologique X, muni du faisceau de V'/a"V -algébres (y/a"(Uy, est donc un
schéma usuel, et 'homomorphisme Oy — gnn (Ux/a"Cx est un isomorphisme. Nous
dirons qu'un 7'-schéma formel X est localement de type fini (resp. de type fini) s'il
posséde un recouvrement (resp. un recouvrement fini) par des ouverts affines X; = SpfA,,
ol A; est une 7-algébre topologiquement de type fini. Tout ouvert affine de X est alors
spectre formel d'une ¥-algebre topologiquement de type fini.

Un V'-schéma formel X est plat si et seulement s'il est sans torsion. Si X est lo-
calement de type fini, et si.¥ < Oy est 1'idéal de torsion, X’ c X le support de )y /.9, I'espace
annelé (X', Ox/.9) est encore un ¥'-schéma formel localement de type fini, qui est le plus
grand sous-schéma formel plat de X : pour s'en assurer, il suffit de vérifier que si A est
une V-algebre topologiquement de type fini, et I c A 1'idéal des éléments de torsion, A/l
est séparée pour la topologie a-adique; or A/l c (A/I) ® K, et (A/I) ® K=A ® K est une
algébre de Tate, donc séparée pour la topologie définie par les a™(A/I) [Tal, 4.5].

(0.2.2) A tout ¥'-schéma formel X localement de type fini on peut associer un K-espace
analytique X, grace a la construction qui suit, due a Raynaud (implicite dans [Ral]; voir
aussi [Mul, pp. 133-134]).

Soit d'abord X = SpfA un 7'-schéma formel affine de type fini. Puisque A est to-
pologiquement de type fini, A ® K est une algebre de Tate, et, par définition, X est
l'espace analytique affinoide Spm(A ® K).

On observe alors que les points de X sont en bijection avec les quotients de A qui sont
intégres, finis et plats sur ¥'. En effet, si R est un tel quotient, R ® K est une extension
finie de K, définissant un idéal maximal de A ® K. Réciproquement, si K’ est I'extension
finie de K définie par un idéal maximal de A ® K, l'image R de A dans K’ est une V-
algébre plate intégre. Si ¢,...,¢, sont des générateurs topologiques de la V-algébre A,
leurs images dans K’ sont dans l'anneau de valuation ¥’ de K’ [Tal, 5.2], et sont par
conséquent entiéres sur V'; R est donc finie sur ¥". On remarque d'autre part que, V' étant
hensélien et R finie integre, R est une ¥'-algébre locale, et que le support de SpfR c SpfA
consiste en un unique point fermé de X, qu'on appellera spécialisation du point x €
Spm(A ® K) correspondant a R.

Soit maintenant X un ¥'-schéma formel localement de type fini. On définit X,
comme l'ensemble des sous-schémas fermés Z de X qui sont integres, finis et plats sur 7.
Le support d'un tel sous-schéma Z est encore un point fermé de X, qu'on appellera
spécialisation du point x € Xj correspondant a Z. En associant a tout point de X, sa
spécialisation, on définit donc une application
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(0.2.2.1) sp 1 Xy — X,

Pour tout ouvert affine U = SpfA c X, sp 1(U) est en bijection avec Spm(A ® K) = Ug et

peut donc étre muni d'une structure d'espace analytique par transport de structure.

On définit alors la structure d'espace analytique de X; grace a la proposition

suivante :

(0.2.3) PROPOSITION. — Soient X, X' deux V'-schémas formels localement de présenta-
tion finie.
(i) Il existe sur Xy une unique structure d'espace analytique vérifiant les condi-
tions :
a) l'image inverse par l'application sp : Xy — X de tout ouvert (resp. recouvrement
ouvert) de X est un ouvert (resp. recouvrement admissible) de X ;
b) pour tout ouvert affine U c X, la structure induite par Xz sur Uy = sp ()
coincide avec celle qu'on a définie en (0.2.1) par transport de structure.
(ii) L'application sp définit de maniére naturelle un morphisme de sites annelés
Xp — X [SGA 4,1V 4.9].
(iii) L'espace analytique X est fonctoriel en X, et, pour tout morphisme de V'-schémas
formels u : X — X', le diagramme de morphismes de sites annelés

sp
Xe— X

(0.2.3.1) ‘ l l "

sp
Xe— X

est commutatif.

L'espace analytique X est appelé fibre générique de X.

L'unicité de la structure analytique de X est claire. Pour prouver son existence, on
choisit un recouvrement de X par des ouverts affines X;; soit A; = I'(X;, Ux). Pour recoller
les structures analytiques données sur les X, on considere d'abord, pour f € A;, 'ouvert
affine D(f) c X,. Regardant f comme un élément de A; ® K = I'(X , OXiK)’ on a alors

(0.2.3.2) spM(D(f) = {xeX,, | [f(x)] =1}

En effet, si x € X, correspond & un quotient R de A,, le point sp(x) est dans D(f) si et
seulement si 'image de f n'appartient pas a 1'idéal maximal de R, donc si et seulement
si I'image de f n'appartient pas a l'idéal maximal de 1'anneau de valuation ¥V'(x) c K(x),
i.e. si et seulement si | f(x)| > 1. Par suite, sp 2 (D(f)) est un domaine spécial dans X.g

De plus, on a
(D), Ox) = AATY (fT - 1),

de sorte que D(f)x est I'espace analytique associé a (A; ® K){T}/(fT — 1), c'est-a-dire
précisément l'espace analytique induit par X, ; sur sp X (D(f)), d'apres (0.1.2.2).
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0.10 P. BERTHELOT

Comme l'espace topologique sous-jacent a X; est noethérien, l'ouvert X, N Xj est
quasi-compact, donc réunion finie d'ouverts de la forme D(f), avec f € A, (resp. f €A j);
ce qui précéde montre donc que X, N XJ.K = UfD(f)K est ouvert dans X, (resp. XjK).
Fixons un recouvrement fini de X; N X  par des ouverts D(f,), f, € A;, et, pour tout o, un
recouvrement fini de D(f,) par des ouverts D(faﬁ), avec faﬁ € Aj. Alors les sp_l(D(faﬁ))
forment un recouvrement fini de X, N Xj x bar des domaines spéciaux de X, et de
D(f,)g; mais, comme D(f, ), est un domaine spécial dans XJ.K, les sp_l(D(faﬁ)) sont
aussi des domaines spéciaux de X, [BG, 7.2.4 th. 2]. Par conséquent, les sp_l(D(faﬁ))
constituent un recouvrement admissible de X, N X K dans X, et dans X K D'apres ce
qui précede, la structure induite par X ik sur sp~H(D( Sy ﬁ)) coincide avec celle de
D(faﬁ)K, qui coincide aussi avec celle qu'induit D(f,)x = sp_l(D(fa)), elle-méme égale a
la structure induite par X, . Par suite, X, et XJ.K induisent la méme structure ana-
lytique sur X, N XjK, ce qui permet de munir X, d'une structure analytique par
recollement.

Comme la topologie de X est saturée par construction, il suffit pour prouver la
condition a) de la prouver lorsqu'on remplace X par I'un des X;; comme X, a une base
d'ouverts de la forme D(f), elle résulte de la quasi-compacité de U. L'assertion b) résulte
de ce que X, et U induisent la méme structure sur X;, N Uy, d'apres le raisonnement

précédent.

L'application sp définit alors un morphisme de sites X — X (au sens de [SGA 4, IV
4.9.3]). Si U est un ouvert affine de X, on a par construction

', sp*(QXK) = F(sp_l(U),(Q‘XK) = I'(U, Oy) ® K.
Le préfaisceau V +— I'(V, Ux) ® K est un faisceau sur V, car l'espace sous-jacent a U est
noethérien. On en déduit l'identification
(0.2.3.3) sp*C’)XK = Ux®K,
et, pour tout ouvert U c X, un homomorphisme
(0.2.3.4) I'U,0x) ® K —— T'(U, Uy, )
qui est un isomorphisme lorsque U est quasi-compact. En particulier, le morphisme sp
est ainsi un morphisme de sites annelés.

Soit enfin © : X — X’ un morphisme de ¥-schémas formels. Si Z = SpfR est un sous-
schéma formel de X, integre, fini et plat sur ¥', de support z € X, soient 2’ = u(z),et Z' c X’
le sous-schéma formel dont 1'algebre R’ est définie par le carré commutatif

(@ 8]
Ox o — Ux,

Lo

R—— R.

La v'-algebre R’ est alors intégre, finie et plate. On définit u : Xz — X}, en envoyant le

point correspondant & Z sur celui qui correspond a Z'. Pour vérifier que uy est continue,
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on se rameéne au cas ou X et X’ sont affines, d'algebres A, A’, et, si u est défini par ¢ : A" —
A, uy s'identifie, via la discussion de (0.2.2), a I'application Spm(A ® K) — Spm(A’ ® K)
déduite de ¢. L'extension de uj aux faisceaux d'anneaux est alors immédiate, ainsi que
la commutativité de (0.2.3.1).

(0.2.4) Remarques. — (i) L'espace analytique X est quasi-séparé. En effet, si U c X,
est un ouvert affinoide, le recouvrement de U par les U N X, est admissible, donc U est
recouvert par un nombre fini de U N X ; on se ramene alors a vérifier que les U N X,
sont quasi-compacts. Soit ( Uj) € Cov(U) un recouvrement fini de U par des domaines
spéciaux raffinant le recouvrement par les U N X ., avec UJ c X DK il suffit que les UJ N

X, g soient quasi-compacts. Mais X ;) N X, est réunion finie de domaines spéciaux de

X; DK donc UJ N X, ;- est réunion finie de domaines spéciaux de UJ-, et est par conséquent

quasi-compact.
(ii) SiX est de type fini, Xj, est quasi-compact.
(iii) X ne dépend que du plus grand sous-schéma formel plat de X.

(iv) Le foncteur X commute aux produits, et transforme immersions ouvertes (resp.

fermées) en immersions ouvertes (resp. fermées).

(v) Grace a (0.2.3.4), on peut considérer toute section f € I'(U, Uy) comme une
fonction analytique sur l'ouvert Uy c Xj, qu'on notera encore f. On observera que, pour

tout x € Uy, on a
(0.2.4.1) lf(x)] < 1.
En particulier, lorsque U est affine, la formule (0.2.3.2) peut encore s'écrire

(0.2.4.2)

(vi) Soit T' c Xy un sous-espace analytique fermé, défini par un idéal cohérent .J c

(QXK. Soit .¢" le noyau de 1'homomorphisme composé
Oy — sp*(QXK — sp*UTK.

Comme (5 /9" est plat, on vérifie facilement que .y’ définit un sous-schéma formel fermé
T' c X, tel que Ty =T, appelé adhérence schématique de T dans X.

(0.2.5) Exemples. — (i) Soit X = SpfV{t,,...,t;} l'espace affine formel de dimension
relative d sur V. Alors X = SpmK{¢,,...,t;} est la boule unité fermée de Aﬁl{.

(ii) Soient feV{t,,...,t;}, U=D(f);comme onl'a vu plus haut, Uy est l'ouvert de la
boule unité fermée défini par la condition |f(x)| = 1. Ainsi, pour X = G, ,,, X, est la
couronne définie par |#(x)| = 1 dans Spm K {¢}.

(iii) Nous donnerons d'autres exemples en (0.3.6).

(0.2.6) Supposons maintenant, jusqu'a la fin de (0.2), que ¥ soit un anneau de valuation
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discrete. On peut alors construire la fibre générique d'un 7-schéma formel sous des

hypotheses plus générales que celles de (0.2.1).

Soient en effet X un 7-schéma formel localement ncethérien, . un idéal de définition
de X. On suppose que le sous-schéma fermé X, c X défini par .f est un 7'-schéma
localement de type fini; on observera que cette condition est indépendante du choix de
l'idéal de définition .. Sous ces hypotheéses, on peut associer fonctoriellement a X un K-
espace analytique, que nous noterons encore X, de maniére a retrouver la construction

précédente dans le cas ou la topologie de (y est la topologie m-adique.

Considérons d'abord le cas ou X est affine, soit X = SpfA, et fixons une famille
Sis--.,f, de générateurs de I = I'(X, .9). Pour tout n > 1, posons

B, = AlT,,...,T)/ (fI = zTy,....f" — xT.),

ou A{Ty,...,T.} désigne le complété de A[T},...,T.] pour la topologie rm-adique. Les
hypothéses faites sur X entrainent que B,/nB, =~ A/(x, f{*,....f)[T},...,T,] est une
k-algébre de type fini, de sorte que B, est une V-algebre topologiquement de type fini, et
B, ® K une algébre de Tate. Pour n’ > n, il existe un homomorphisme canonique
B, — B, envoyant T} sur fi”’_"Ti, et le morphisme

Spm(B, ® K) —— Spm(B, ® K)

qui s'en déduit identifie Spm(B, ® K) au domaine spécial de Spm(B,, ® K) défini par les
conditions |f;(x)| < |x| Un On définit alors Xy comme l'espace analytique réunion des
Spm(B, ® K), dont ceux-ci forment un recouvrement admissible par construction.
L'espace Xy ne dépend ni du choix des générateurs f;, ni de l'idéal de définition .9. En
effet, si g;,...,g, engendrent un idéal de définition §, et si l'on note C, la famille
d'algebres définie comme plus haut a partir des &g il existe des relations de la forme
gJ’.” =X h; ; ;> ce qui montre que les g}""’ /m sont des éléments a puissances bornées dans
®K—- B, ®K, et

on vérifie alors facilement que ces homomorphismes sont compatibles pour n variable et

B, ® K. On en déduit pour tout n un homomorphisme canonique C,
définissent un isomorphisme Un Spm(B, ® K) = Un Spm(C, ® K). On voit de méme
que X est fonctoriel en X. On observera que, lorsque m(y est un idéal de définition de X,
on peut prendre n pour famille de générateurs, et 'homomorphisme Ay — B, ® K est
alors un isomorphisme pour tout n. On retrouve donc bien dans ce cas la définition

précédente de la fibre générique X .

Il existe encore un morphisme de sites annelés sp : X;; - X, qu'on peut d'ailleurs
déduire de (0.2.2.1) de la maniére suivante. Pour n’ > n, les homomorphismes naturels
A — B, — B, donnent des diagrammes commutatifs

Spm(B,, ® K) —2 Spf(B,)

N

X

/

Spm(B, ® K) —>— Spf(B,),
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et le morphisme sp : X — X s'en déduit par passage a la limite. Il est clair que le
morphisme sp est fonctoriel en X. En particulier, soient g € A, et U = SpfA, gl Le
morphisme canonique Uy — X} induit alors un isomorphisme U, = sp~ Y (U). En effet,
si on note

B, = A Ty,.., T} (ff = aTy,... £ —aT)),

onaB, =~B {T}/(Tg — 1), de sorte que Spm(B; ® K) s'identifie au domaine spécial V, de
Spm(B, ® K) défini par la condition |g(x)| = 1. Si U, est l'image inverse de U dans
Spm(B, ® K), l'ouvert V, n'est autre que sp_l(Un) d'apres (0.2.2). Comme Uy =
U, Spm(B;, ® K), I'assertion en résulte.

Dans le cas général, on peut définir X, en prenant un recouvrement affine (X;) de

X, et en recollant les X, ;- grice a la remarque précédente, suivant la méthode de (0.2.3).

Remarque. — Sous les hypotheses précédentes, il n'est plus vrai en général que Xj soit
un espace analytique quasi-compact. Si on prend par exemple pour X le schéma formel
Spfv[¢]l, dont la topologie est définie par 1idéal (¢), 1'espace affinoide
Spm((V[t1HT}/ (¢" — =T)) ® K) est le disque unité fermé de rayon |71|1/”, et X est alors
le disque unité ouvert.

Si Z est un sous-schéma fermé de X, et Xle complété formel de X le long de Z, la
proposition suivante montre qu'on peut identifier la fibre générique de X a I'image
inverse de Z par le morphisme de spécialisation sp : X;; — X. Ce point de vue sera utilisé
systématiquement en (1.1) pour définir le tube associé a un sous-schéma fermé de la fibre

spéciale d'un schéma formel m-adique.

(0.2.7) PROPOSITION. — Soient X un 7’-schéma formel vérifiant les hypotheses de
(0.2.6), .4 un idéal de définition de X, X, = V(), Z c X, un sous-schéma fermé. Notons X
le complété formel de X le long de Z. Si sp : Xz — X est le morphisme de spécialisation,
sp Y(Z) est un ouvert de X,, et le morphisme canonique )21{ — Xy induit un isomor-
phisme d'espaces analytiques

X, —= sp U2).

Par recollement, on se raméne au cas ou X est affine. Posons X = SpfA, I =T'(X, .9),
et soit J o I l'idéal de Z. On choisit des générateurs f,...,f, de I, et des générateurs
g1,---,8; de J. Notons comme précédemment

B, = A(T,,...,T.}/ (fI = xTy,....f" — xT.),

et U, = Spm(B, ® K). D'apres (0.2.3.2), un point x € U, est tel que sp(x) € Z si et
seulement si on a |g;(x)| < 1 pour tout i, g; étant considéré comme élément de B,,.
Comme les U, forment un recouvrement admissible de X, il en résulte que sp HZ) est

un ouvert de Xg. Soit n, = |z|V". On peut écrire sp~1(Z) comme la réunion des affinoides
V,={xeU, | Vi |g(x)| <n,}=Spm(B, ® K), ou
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B, = B ATy,...,T.}/(g{ — nTy,...,8; — nT,).
D'autre part, si A estle complété J-adique de A, et si l'on pose

C, = AlT,.... T} (gt = T},...,g" — nT)),

A

Xy est par construction la réunion des ouverts W, = Spm(C, ® K). Comme il existe des
éléments hij € A tels que f; = Zj hijg., les éléments f;"*/m sont a puissances bornées dans
C, ® K, de sorte que l'homomorphismAe A — C, ® K se factorise par B,  ® K, puis par
B, ® K. Par suite, le morphisme ¢ : X;; - X, envoie W, dans V, . Réciproquement, on
observe que B, _ est ncethérien et complet pour la topologie m-adique, donc aussi complet
pour la topologie J-adique [AM, ch. 10, ex. 5], celle-ci étant plus fine d'apres les relations
g = nT;. Le morphisme A — B, se factorise donc par ;l, et on en tire une factorisation
C,.,®K — B, ®K.]Il en résulte que ¢ induit un isomorphisme de X % sur sp~ Y 2).

0.3. Espace analytique associé a un K-schéma

Soit X un K-schéma localement de type fini. Nous rappelons ici comment munir
l'ensemble X7 des points fermés de X d'une structure d'espace analytique (voir aussi
[BG, 9.3.4], [FV, (II1.4.6)] ou [GV, IIT (1.18) (5)]); 'espace analytique ainsi obtenu sera
noté X 2",

(0.3.1) Supposons X affine; soit X = Spec A, et fixons une présentation
A = Klty,...,t, 1/(f1,...,.[,).

Pour tout m > 0, soient A?n limage dans A de la ¥-algébre ¥'[a™¢,,...,a™t,], ol @ € m est
un élément fixé, et X, X’ 1'ensemble des points tels que |t,(x)| < |a|™™ pour tout i; en
posant ti(m) = amti,fj(m) =fj(a_mt1, ...,a” ™t ), on a donc

A = K[&™, .. ™1/ (™, L £ ).

La sous-V-algebre A?n de A définit une topologie sur A, et la K-algébre séparée complétée
correspondante est

A =K, d VA, F)

m

(car tout idéal de K{ tim), e, tr(lm)} est fermé). Si ¢ : A — B est un K-homomorphisme de A
dans une K-algebre de Tate, il définit une application entre les spectres maximaux A :
SpmB — Spm A = X’. Pour que ¢ se factorise par Am, il faut et suffit que (p(Agl) soit borné
dans B, soit encore, d'apres [Tal, 5.2], que |(p(t§m))(y)| < 1 pour tout i et tout y € Spm B. 11
en résulte que I'homomorphisme canonique A — Am est universel pour les homomor-

phismes de A dans une algebre de Tate B tels que 2/(SpmB) c X .
En particulier, 'hnomomorphisme canonique A — Am induit une bijection Spm Am -

X, ,qui munit X, d'une structure d'espace analytique affinoide. Pour tout m, X, est un
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domaine spécial de X et la structure analytique induite par X,  , est égale a celle de

m+1’
X,,. Il existe donc sur X = Um X, une unique structure d'espace analytique pour
laquelle les X, forment un recouvrement admissible, et induisant la structure donnée
sur les X, . Cette structure est indépendante du choix de a et de la présentation A =
Klt,...,t,1/(f},....f). En effet, si on choisit un autre élément a’ € m, et une

présentation
A = KIt],....t) 1/ (f,.... )

définissant des sous-ensembles X c X7, il existe des polynémes g; tels que
t; =g,(tq,...,t,). Par suite, il existe pour tout m un entier m’tel que X, c X ., et X, est
un domaine spécial de X .. La propriété universelle de A, montre que A est aussi
l'algebre du domaine spécial X, de X ., de sorte que la structure analytique de X, coin-
cide avec celle qu'induit X .; l'unicité de la structure analytique définie sur X’ en

résulte.

(0.3.2) LEMME. — Soient X un K-schéma affine de type fini, X?" l'espace analytique
associé défini en (0.3.1).

(i) Si U c X est un ouvert de Zariski, U N X" est un ouvert de X*"; si (U;); est un
recouvrement ouvert (de Zariski) de U, (U; N X*"), est un recouvrement admissible de
Un X,

(ii) Pour tout f € I'(X, Uy), la structure analytique de D(f)®" coincide avec la
structure induite par X2" sur D(f) n X?2".

Puisque les X, forment un recouvrement admissible de X", il suffit pour prouver (i)
de vérifier que les X, N U (resp. (X, N U,), sont ouverts dans X, (resp. forment un
recouvrement admissible de X, N U) pour tout m; comme X, N U (resp. (X, N U,);) est
un ouvert de Zariski (resp. un recouvrement par des ouverts de Zariski) de X, , cela
résulte de (0.1.3) (ii).

Soient f e I'(X, Ux), D(f) c X; fixons a € m, et une présentation
I'X,Ox) = Klty,...,t,1/(f1,...,f).
On en déduit la présentation
['(D(g), Ux) = Klty,....,t,,t, 1/ (f1,.. s fo [t — D,

définissant le recouvrement admissible (U, ), de U®". Il suffit alors de montrer que X"
et U%" induisent la méme structure sur les U, . Mais U,, est le domaine spécial de X,
défini par la condition [¢, ,(x)| < |a|™™, soit encore |f(x)| > |a|™, et les algébres
associées a U, comme ouvert de U®" ou comme domaine spécial de X, satisfont la méme

propriété universelle, d'ou la coincidence des deux structures.

La construction de X 2" dans le cas général s'achéve par la proposition :
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0.16 P. BERTHELOT

(0.3.3) PROPOSITION. — Soient X, X' deux K-schémas localement de présentation finie.
(i) Il existe sur l'ensemble des points fermés de X une unique structure d'espace
analytique X" vérifiant les conditions :
a) pour tout ouvert U c X (resp. recouvrement ouvert de U), U N X" est un ouvert de
X" (resp. un recouvrement admissible de U N X?2");
b) pour tout ouvert affine U c X, la structure induite par X*" sur U N X" = U2
coincide avec celle qui a été définie en (0.3.1).
(i) L'inclusion i : X*" — X est de maniére naturelle un morphisme de sites annelés
[SGA, IV 4.9].
(iii) L'espace analytique X?2" est fonctoriel en X, et, pour tout morphisme de K-

schémas u : X — X', le diagramme de morphismes de sites annelés

x5 X
u‘ml l u
(0.3.3.1)

est commutatif.

Compte tenu du lemme (0.3.2), la démonstration de (i) est formellement identique
a celle de (0.2.3) (i). Pour définir un morphisme (5 — i, (yan faisant de i un morphisme
de sites annelés, il suffit de donner, pour tout ouvert affine U c X, un homomorphisme
['(U, Ox) - T'(U?", Uxan) compatible aux restrictions. Les U,, formant un recouvrement
admissible croissant de U?", on a

F(Uan, OXan) = h£1m F(Um’ OXan) = <h_mmAm

(en reprenant les notations de (0.3.1) pour A = I'(U, Uyx)), et 'nomomorphisme cherché

est I'nomomorphisme canonique A — lim, A .
%

Soit u : X — X'; alors u induit une application u®" de 'ensemble des points fermés de

X dans l'ensemble des points fermés de X'. Pour vérifier la continuité de u?", on se

rameéne au cas ou X = SpecA, X' = SpecA’, et on se donne des présentations A =

Klt,...,t, 1/I,A'=Klt;,...,t,1/I'; soit ¢ : A" - A définissant u. Comme les ¢(¢;) sont des

polynémes en les ¢, il existe pour tout m un entier m’ tel que u(X, ) c X .. On en déduit
un carré commutatif

-

- "
A, 5 A

N

Al—— A

qui montre que la restriction de u®" &4 X, est induite par le morphisme d'algebres de Tate
¢, Comme les X, forment un recouvrement admissible de X, la continuité de u*" en
découle. Enfin les ¢, - font de v : X, — X ,un morphisme d'espaces affinoides, donnant

par recollement l'extension de u®" aux faisceaux d'anneaux. La commutativité du
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diagramme (0.3.3.1) est alors évidente.

(0.3.4) Remarques. — (i) Le foncteur X?" commute aux produits fibrés, transforme

immersions ouvertes (resp. fermées) en immersions ouvertes (resp. fermées).

(ii) Si X est séparé, il en est donc de méme de X?". Nous verrons plus bas que, bien
que X soit toujours quasi-séparé, il n'en est pas nécessairement de méme pour X" (cf.
(0.3.6) (ii)).

Lorsqu'on part d'un 7'-schéma X localement de type fini les constructions exposées

en (0.2) et (0.3) sont reliées par la proposition suivante :

(0.3.5) PROPOSITION. — Soient X un V-schéma localement de type fini, X son complété
formel, }A(K la fibre générique de X (au sens de (0.2.3)), X la fibre générique de X, Xy"
l'espace analytique associé a Xg. Il existe un morphisme canonique d'espaces
analytiques o :)A(K — Xg"; le morphisme o est une immersion ouverte lorsque X est

séparé, de type fini, et est un isomorphisme lorsque X est propre sur V.

Soient X, la fibre spéciale de X, et Z c X un sous-schéma formel fermé, integre, fini
et plat sur v, d'algebre R. Si U c X est un ouvert affine, d'algebre A, contenant le point
fermé de X, support de Z, Z est un sous-schéma formel fermé du complété formel Ude U.
On en déduit les homomorphismes A — A R, ou A=TY [7, (3) est le complété a-adique
de A. L'image de A dans R est dense; comme R ® K est un espace vectoriel de dimension
finie, l'image de A ® K est fermée dans R ® K, donc égale a R ® K. Il existe alors n tel
que a"R soit contenu dans l'image de A, de sorte que celle-ci est ouverte dans R; étant
dense, elle est donc égale a R. Le quotient R de A définit un unique sous-schéma fermé Y
de U, tel que Y = 2; la fibre générique de Y est le point fermé x de Uy (donc de Xj)
correspondant au quotient R ® K de A ® K. On vérifie immédiatement qu'il ne dépend
pas du choix de U; l'application o : |}A( x| — | X5"| est alors celle qui associe au point de X X
correspondant a Z le point fermé x de X . Il est clair qu'elle est fonctorielle en X.

Pour vérifier que o est continue, il suffit de montrer que pour tout ouvert affine V c
X, et tout ouvert U (resp. recouvrement admissible (U,);) de Xz", o~ H(U) (resp. (a_l(Ui) )
est un ouvert (resp. recouvrement admissible) de ‘A/K. Comme le morphisme ‘A/K - }A(K -
X5" se factorise par l'ouvert V3" de X3", on est ramené a vérifier la continuité de o dans le
cas ou X est affine. Dans ce cas, )A(K = SpmA ® K est l'ouvert X, de Xz (avec les
notations de 0.3.1), et l'application « est l'inclusion naturelle de X, dans Xz, continue
par construction. Dans ce cas, « est méme de facon évidente un morphisme d'espaces
analytiques. Lorsque V varie, ces morphismes se recollent, ce qui fait de o un morphisme
d'espaces analytiques dans le cas général.

Lorsque X est séparé sur v/, le morphisme Y — X est propre, puisque Y est fini sur
V. Par suite, Y est fermé dans X et est 1'adhérence schématique de sa fibre générique;
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l'injectivité de o en résulte. Pour tout ouvert affine V de X, \AfK est 'ouvert affinoide Xy, de
X7", donc est un ouvert affinoide de Xz". Si de plus X est de type fini, }A(K est une réunion
finie d'ouverts affinoides de X3"; comme X" est séparé, X % est donc un ouvert de Xz". De
meéme, si (X;); est un recouvrement affine fini de X, les )A(i x forment un recouvrement
admissible de X x dans X3". Comme les structures analytiques induites par X x et Xp" sur

A

X, g coincident pour tout i, la structure analytique de X % est la structure induite par X;".

Supposons enfin X propre sur ¥'. Soit x un point de X3", considéré comme point
fermé de Xy, de corps résiduel K(x). Si ¥ (x) est I'anneau des entiers de K(x), le critere
valuatif de propreté montre qu'il existe un unique V-morphisme Spec?V(x) — X
prolongeant le morphisme SpecK(x) — Xy . Son image schématique est un sous-schéma
fermé de X, integre, fini et plat sur ¥". Son complété formel Z est alors un sous-schéma
formel de X vérifiant les mémes propriétés, qui correspond a un point de X dont l'image

par o est x.

(0.3.6) Exemples. — (i) Si X est l'espace affine de dimension n sur v, le morphisme o :

A

Xy — X7 est 'inclusion de la boule unité fermée dans l'espace affine analytique Az *".

(ii) Soit X le schéma non séparé obtenu en recollant deux copies X, et X, de la droite
affine A% le long de l'ouvert U complémentaire de la section nulle. Le complété formel X
est alors le schéma formel obtenu en recollant deux copies Xi de la droite affine formelle
le long de U. Sa fibre générique }A(K est donc obtenue en recollant les deux copies )A(i % du
disque unité fermé le long de U, , qui est la couronne définie par |t(x)| = 1. D'autre part,
X 7" s'obtient en recollant deux copies de ﬂ-\}{an le long du complémentaire de l'origine. Le
morphisme o : X x — Xi" est donc le recollement des deux ouverts )A(i % le long du disque
unité ouvert épointé, et n'est pas injectif.

On remarquera que X" n'est pas quasi-séparé, car l'intersection des deux copies du

disque unité fermé est égale au disque unité fermé épointé, qui n'est pas quasi-compact.

(iii) Si X est I'espace projectif P/}, o est un isomorphisme ; X, et X" sont donc égaux a
l'espace projectif Pz, muni de sa structure analytique. Soit (¢,...,¢,) un systéme de
coordonnées homogénes, et notons X, I'ouvert ol ¢, # 0. Un point x € IPg, de corps résiduel
K(x), est défini par (¢,(x),...,t,(x)) € K(x)"*! déterminés a multiplication prés par un
élément de K(x)*; on peut supposer que les t,(x) sont dans ¥'(x), et que |£,(x)| = 1 pour
un i. L'adhérence schématique de x est l'image du morphisme Spec?'(x) — IP;; défini
par (¢,(x),...,t,(x)), et elle a pour fibre spéciale le point image de Spec(¥'(x)/m(x)) —
IP;; il appartient a X; x Speck si et seulement si |#;(x)| = 1. Par suite, la fibre générique
XiK de Xi est I'ouvert de Pz ®" défini par :

(0.3.6.1) Vi, 15(0] < [g(x0)].
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Soient P un 7'-schéma formel de type fini, X un k-schéma, et supposons donnée une
V-immersion X — P. On se propose d'associer fonctoriellement a ces données un ouvert
de la fibre générique Py de P, le tube de X dans Py, et certains voisinages particuliers de
celui-ci, dits stricts, qui permettent d'étendre a des situations géométriques plus
générales la notion de surconvergence, classique en analyse p-adique depuis les travaux
de Dwork et Monsky-Washnitzer. Les théorémes de fibration établis en (1.3) pour ces
tubes sont une étape essentielle de la construction de la cohomologie rigide.

On rappelle que, pour tout ouvert U c P et tout f € I'(U, Up), on considére f comme
une fonction analytique sur l'ouvert Uy de Py grace a 'homomorphisme (0.2.3.4), et que
| f(x)| <1 pour tout x € Ug.

1L1. Définitions et propriétés élémentaires des tubes

(1.1.1) PROPOSITION. — Soient P un V'-schéma formel localement de type fini, de
réduction Pysur k,et X c Py un sous-k-schéma. Le sous-ensemble sp 1(X) des points de
Py dont la spécialisation est dans X est un ouvert de Py. S'il existe des sections f,...,f,,
g15--,8; € U (P, Up), de réductions f,,...,f,, 8,...,8,€ I'(F, OPO)’ telles que X =Y n U,
avec Y = V(fl, ... ,fr), U=D(g;) u...uD(g,),alors sp~N(X) est l'ouvert de Py défini par
les conditions

(1.1.1.1) Vi, |0 <1, 3j, [g;(x)] =1

Puisque, pour tout recouvrement affine (P)) , de P, le recouvrement (P, )  de Py est
admissible, on peut supposer P affine, et la premiére assertion résulte de la seconde.
D'apres (0.2.3) et (0.2.4.2), sp 1 (U) est ouvert dans Py, défini par la condition

37, Igj(x)l = 1
Comme V(f;) est complémentaire de D(f;), on déduit de (0.2.3.2) :
sp 1 (V(f) = {xePy| |fi(x)| <1},

et sp_l(V(fi)) est ouvert d'aprés (0.1.3) (iii). Par suite, sp~'(X) est intersection finie
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d'ouverts, donc est ouvert, et est défini par les conditions de (1.1.1.1).

(1.1.2) Définitions. — (i) Sous les hypotheses de (1.1.1), l'ouvert sp~'(X), muni de la
structure analytique induite par celle de Py, est appelé tube de X dans P, ; on le notera
1X[p, ou simplement 1X[.

Par construction, ]X[ ne dépend que du sous-schéma réduit X, ;. De méme, on ne
restreint pas la généralité en considérant les sous-schémas de P, plutét que les sous-
schémas formels (éventuellement annulés par un idéal a c m) de P.

(i) Supposons maintenant donnée une ¥'-immersion de X dans un 7-schéma
algébrique séparé P, et soit Ple complété formel de P. L'immersion de X dans P se
factorise par P. D'autre part, la fibre générique ﬁK de P s'identifie, d'apres (0.3.5), a un
ouvert de I'espace analytique Pg" associé a la fibre générique P. On peut donc encore
définir le tube de X dans Py, qu'on notera aussi ]X[,, comme étant le tube ]X|5,

considéré comme un ouvert de P2".

(1.1.3) Exemple. — Soient X un schéma quasi-projectif sur 2, X < P une immersion.
Il existe alors des polynémes homogenes fi,...,f,, g&1,...,8,€ V'l¢ty,...,¢,], de réductions
fl,...,f'r,gl,...,gsek[tO,...,tn],tels queX=YnNnU,avecY = V(f'l,...,fr), U=D,(g) U

. U D_(g,). Soient P l'espace projectif formel associé a IPj;; sa fibre générique est
l'espace projectif analytique IPz*" (cf. (0.3.6) (iii)). En utilisant le recouvrement de P par
les ouverts U, = D_(¢,), et la description de U,y par les conditions (0.3.6.1), on voit que
1X[p est I'ouvert de IPx*" défini par les conditions :

(L13.1) Vi, [fitg(),..,t,(x)| < 1, 3j, |g(te(x),....5,(x)| = 1,

les coordonnées homogeénes (#,(x),...,¢,(x)) étant choisies telles que ¢;(x) € ¥'(x) pour
tout i, et [¢;(x)| = 1 pour au moins un i.

Ainsi, si X = {0} c P}, on voit que 1 X[, est la boule unité ouverte B(0, 17). Si X =
A} c P2, 1X[, est la boule unité fermée B(0, 17).

(1.14) Remarques. — (i) Si X est de type fini, et ouvert dans P,, le tube de X est un
ouvert quasi-compact de Py, qui n'est autre par construction que la fibre générique Xy de
l'ouvert X’ de P de réduction X (cf. (0.2.3)). Par contre, si X est fermé dans P,, X[, n'est
pas quasi-compact en général : c'est par exemple le cas si P est l'espace affine formel
A,’}, et X l'origine {0} c A}, puisque 1X [ est alors la boule unité ouverte.

(ii) Lorsque V" est un anneau de valuation discrete et X fermé dans P, le tube 1X1[,
s'identifie, grace a (0.2.7), a la fibre générique du complété formel ﬁ/ x de P le long de X
telle qu'elle est construite en (0.2.6), et ne dépend donc que de }3/ x- Plus généralement, si
P est un ¥-schéma formel vérifiant les hypotheses de (0.2.6), Py sa fibre générique, .Y un
idéal de définition de P, P, = V(Y), et X c P, un k-sous-schéma, on peut définir le tube de
X dans P, que l'on notera encore ] X[, comme l'ouvert sp Y (X) c Py, ou sp :Pg — Pest
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le morphisme de spécialisation défini en (0.2.6). Lorsque X est fermé dans P, on peut
aussi définir ]X[, comme la fibre générique du complété formel ﬁ/X, compte tenu de
(0.2.7).

(iii) Si X est fermé dans un ouvert U de P, défini par un idéal .9 c (;;, et f une section
de J sur un ouvert V.c U, on a | f(x)| < 1 en tout point x € Ve N 1 X[ .

(iv) Si X' est un sous-schéma formel de P, de réduction X sur £k, il résulte
immédiatement de la définition de 1X[, que la fibre générique X de X' est un sous-
espace analytique de 1X|[,.

L'énoncé suivant fournit un critere pour que 1X|[, soit non vide :

(1.1.5) PROPOSITION. — Soit P un V'-schéma formel localement de type fini, plat sur V.

Alors l'application sp : |Pr| — |P| est une surjection sur l'ensemble des points fermés de
P.

C'est une assertion locale sur P, qu'on suppose donc affine. Soient A = I'(P, Up), et
B c A®K l'ensemble des éléments de norme spectrale au plus égale a 1. Comme A est
plat sur 7', A est un sous-anneau de B, sur lequel B est entier [Tal, 5.2]. L'application
SpecB — Spec A induit donc une surjection  entre les points fermés. Il existe d'autre
part une application o de |Pg| dans l'ensemble des idéaux maximaux de B, définie
comme suit : pour tout x € P, on a par définition un homomorphisme canonique B —
V'(x), associant a f sa valeur f(x) € K(x), et I'image inverse de m(x) dans B est un idéal
maximal, qui est par définition «o(x). L'application sp est alors composée de o et j;
comme « est surjective d'apres un résultat de Tate [Tal, 6.4], la proposition en résulte.

(1.1.6) COROLLAIRE. — Soient P un V'-schéma formel localement de type fini, X un
sous-schéma de P, = P x Speck. Si P est plat sur V" au voisinage de X, l'application sp

envoie surjectivement 1X|[p sur l'ensemble des points fermés de X.

(1.1.7) Remarques. — (i) Si P est un V-schéma formel, et X un sous-schéma de P, =
P x Speck, nous noterons encore en général sp le morphisme composé

1X[ c Py =2 P.

Par définition, on a un diagramme commutatif de morphismes de sites

X e—— ]X[P

L

P> _p.

Il en résulte que, pour tout faisceau abélien E sur 1X|[,, sp, E est un faisceau abélien sur
P a support dans l'adhérence de X dans P.
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(ii) Soient P’ c P le plus grand sous-schéma formel de P plat sur 7, et X' = X x, P".

Compte tenu de (0.2.4) (iii), on voit immédiatement que

1X[p = 1X'[p-

(1.1.8) Soit n e I'*, avec n < 1, et soient P un ¥-schéma formel localement de type fini,
X c P, un sous-schéma fermé de sa fibre spéciale, défini par les réductions J_"l de sections
Sis-->f, € T(P, Up). Le sous-ensemble V,c1Xlp défini par les conditions :

(1.1.8.1) Vi, |f(x)] <n,

est encore un ouvert de P. Si V" est un anneau de valuation discrete, et si |a| < n pour tout
a €m, V, ne dépend que du sous-schéma X. En effet, il suffit de le vérifier lorsque P est
affine. Si (f7,...,f,) est une autre famille de sections de Uy telle que X = V( f7,..., f}), il
existe des sections hij e'(P, Up), a;e mI'(P, (Up) telles que

(1.1.8.2) fi= > hifi+a.
j

Pour tout x € P, on a |hij(x)| <1, et |a;(x)| <n, si bien que lorsque |fj(x)| < n pour tout
J, on a aussi |fj(x)] < n. On en conclut que Vn ne dépend pas du choix de

S1s---,f, relevant des générateurs de l'idéal de X dans P.

Dans le cas d'un sous-schéma fermé X quelconque de P,, on peut construire
localement V, au moyen de générateurs locaux de 1'idéal de X dans P,, et la propriété
d'unicité précédente permet de recoller ces constructions locales. Le sous-ensemble de
1X1[, ainsi obtenu est encore ouvert, car son intersection avec Uy est ouverte pour tout
ouvert affine U (et est méme un domaine spécial de Uy); il sera appelé tube fermé de
rayon n de X dans Py, et noté [X]Pn, ou [X]n'

Si on ne suppose plus la valuation de V" discrete, v, dépend en général du choix des
générateurs de l'idéal de X dans P,. Toutefois, si P est affine, et si (f;,...,f.), (f1,...,/)
sont deux systémes de générateurs de 1'idéal de X modulo m, les relations (1.1.8.2) ne font
intervenir qu'un nombre fini d'éléments a; e mI'(P, (p). Il existe alors a € m tel que a, €
al'(P, Up) pour tout i, et les ouverts V, et V;, définis par les f; et les f; vérifient la relation
V,c V;, pour |a| <n < 1; par suite, V, = V;7 pour n assez pres de 1. Plus généralement, si
on suppose P quasi-compact, et si I'on fixe un recouvrement affine fini (P,) , de P, et sur
chaque P, une famille (f,...,f,) donnant des générateurs sur P, de l'idéal de X dans P,
les ouverts v, définis dans chaque P, N ] X[ se recollent si 1 est assez pres de 1, et deux
systemes de choix différents pour le recouvrement (P,)) , et les équations locales (f;); sur
les P, donnent des ouverts V, et V,’7 de 1X[p qui coincident pour n assez prés de 1. En
d'autres termes, les V, peuvent dépendre des choix faits, mais le ind-objet V), de la
catégorie des ouverts de ] X[, formé par les V,pour n > 1, 1< 1, est indépendant de ces
choix. En pratique, seul le systéme inductif des V, pour n assez preés de 1 jouera un réle
dans la suite; par abus de langage, nous parlerons du «tube fermé de rayon n pour n
assez pres de 1 » (en abrégé : pour n — 17), et nous emploierons encore la notation [X 1,
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Lorsque nous dirons que [X] . satisfait une propriété ¥ pour n assez pres de 1 (i.e. pour
n — 17), cela signifiera que, pour tout choix d'un recouvrement affine de P et d'équations
locales de X, il existe n, < 1 tel que, pour n > n,, l'ouvert [X ]n de 1X[p correspondant a
ces choix soit effectivement défini (i.e. le recollement est possible pour n > n,), et
satisfasse la propriété % ; lorsque V' est un anneau de valuation discrete, 1'expression
«pour n — 17 » appliquée a une propriété d'un tube fermé [X] . devra étre comprise
comme synonyme de « pour |7| <1 <1 » ol 7 est une uniformisante de V. D'autre part,
les k-schémas X considérés ici seront supposés compactifiables, donc quasi-compacts;
I'hypothése de quasi-compacité faite sur P pour définir les [X ]n ne diminuera donc pas

réellement la généralité, et sera faite systématiquement par la suite.

Enfin, les définitions précédentes s'étendent au cas ou X est un sous-schéma non
nécessairement fermé de P, en remplacant P par un ouvert U tel que X soit fermé dans
U,, car la construction précédente, appliquée a X c U, donne un ouvert de 1 X[, = 1X[p
indépendant du choix de U. On remarquera que, lorsque X est un ouvert de P, on a par
définition [X]17 = ]XI[ pourn — 1".

La méme méthode permet de définir, pour n < 1, le tube ouvert de rayon n de X dans
Py, en remplacant (1.1.8.1) par

(1.1.8.3) Vi, |£(x)] <.

Le tube ouvert de rayon n sera noté 1 X| pn» ou 1X[;; pour n =1, on obtient donc 1X[; =
1XT.

On observera que l'argument utilisé plus haut entraine que, si X est fermé dans un
ouvert U c P, défini par un idéal .9 c (;;, alors, pour toute section f de .Y sur un ouvert
VcU,ona |f(x)] <n(resp. | f(x)| <n) pour tout x [X1p, (resp. 1X[p, ) sin est assez
pres de 1.

On déduit immédiatement de (0.1.3) (iii) 1'énoncé suivant :

(1.1.9) PROPOSITION. — Soient P un V-schéma formel de type fini, de réduction P,sur
k, X un sous-schéma de P. Les tubes fermés (resp. ouverts) [X1p, (resp. ]X[Pn), avec
n— 17, n e I'*, forment un recouvrement admissible de 1X[p.

(1.1.10) Remarque. — Supposons X fermé dans P, P plat sur 7', et la valuation discrete;
soient 7 un générateur de m, .Y 1'idéal de X dans P. Suivant Ogus [Og1l, (2.5)], considérons
le ¥V'-schéma formel TP’n(X ) obtenu en prenant dans 1'éclaté formel P’ de l'idéal .9’ =
(J", n) le plus grand ouvert sur lequel .¥'(p, est engendré par z. Alors la fibre générique
de Tp’n(X ) est le tube fermé [X] || V> le morphisme canonique Tp’n(X ) — P induisant
l'inclusion de [X] || Vn dans Py [Ogl, (2.6.3)].

(1.1.11) PROPOSITION. — Soient P, P’ deux V'-schémas formels de type fini, X c P,,
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X' c Py deux sous-schémas, u : P' — P un V-morphisme dont la restriction a X' se
factoriseen v : X' — X. Alors :

(1) ug(1X'[p) c 1X[p;

(ii) pourn — 17, uK([X']P,n) c [X]Pn'

La premiere assertion résulte de la fonctorialité de sp (prop. (0.2.3) (iii)). Pour
vérifier la seconde, on se rameéne au cas ou X' et X sont fermés dans P’ et P, supposés
affines. Soient ., " les idéaux de X, X" dans P, P’, et f,,...,f, € I'(P, ) des sections telles
que .y = (fy,....f,) + mUp. Si f; = u*(fi), les f7 sont des sections de.y’, et, d'aprés (1.1.8),
on a | fi(x)| <n pour tout x € [X’]P,n sin— 1". Comme |u1*{(f)(x)| = | f(ug(x))|, et que

les f; sont en nombre fini, 1'assertion (ii) en découle.

Remarques. — (i) Supposons que ¥ soit un anneau de valuation discrete. Comme ] X[,
s'identifie a la fibre générique du complété formel }A)/ x de P le long de X (cf. (1.1.4) (i)), tout
morphisme de V-schémas formels neethériens }A’/’X - f)/ x induit un morphisme 1X'[, —

1X1[p. Le tube de X dans P dépend donc fonctoriellement du complété formel ﬁ/ x-
(ii) Soient P un ¥-schéma formel de type fini, X, X’ deux sous-schémas de P, tels que
X oq =X,.q- Il existe alors a, b €  tels que 1'on ait

[XTpye € [XIp, € [XTp

pour n — 17. En effet, on peut supposer X' = X, 4, et la proposition précédente montre que
[Xred]Pn c [X]Pn pour n — 17. D'autre part, on peut supposer X fermé dans P, et P affine.
Si ., 9" sont les idéaux de X et X ,; dans P, soient fi,...,f, € I'(P, .J) tels que J =
(f1>--0nf) +mOp, f1,.., fre (P, 9) tels que I' = (f1,...,f,) + mUp. 1l existe alors un
entier n, et des sections hij e '(P, Up), a;e mI'(P, Up), tels que l'on ait pour tout i

-
j=1
Comme a;, e mI'(P, Up), il existe a € m tel que a; € al'(P, (p) et on a [a,(x)[<[a| <1

pour tout x € Py, de sorte que, pour n > |a/, [X1p, < [X,qlp,um. Lorsque la valuation de K
est discrete, on voit ainsi qu'il existe n € IN tel que pour |7| <1 <1, on ait

[Xred]Pn c [X]pn c [Xred]Pnl/”'

La discussion précédente montre donc que le systéme inductif des [X]Pn est
indépendant, dans la catégorie des ind-objets de la catégorie des ouverts de Py, de la

structure de schéma fixée sur X, et ne dépend que de X ;.

Notons au passage la conséquence suivante de (1.1.5) :

(1.1.12) PROPOSITION. — Sous les hypothéses de (1.1.11), supposons u : P'— P plat au
voisinage de X', et v : X' — X surjectif. Alors le morphisme
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X', —— 1XI,

induit par ug est surjectif.

Soit z € ] X[, un point de spécialisation x € X, correspondant a un sous-schéma
formel fermé Z de P, integre, fini et plat sur v, de support x. Le sous-espace analytique
fermé ul_{l(z) de Py est la fibre générique du produit fibré P, = Z x, P’. Soit x’ € X’ un point
fermé d'image x. Comme l'immersion fermée Speck(x’) = P’ se factorise par une

immersion fermée Speck(x’) = P,, on voit que
12, = 1&'[p Nug(2) < 1X'[p N ug'(2).

Or Z est plat sur v/, et P, plat sur P’ au voisinage de X, = Z x, X', donc au voisinage de x';
par suite, ]x'[P,Z est non vide d'aprés (1.1.5), ce qui montre la surjectivité de 1X'[, —
1XI[p.

Un argument analogue a celui de (1.1.11) montre que la formation des tubes

commute a l'extension du corps de base :

(1.1.13) PROPOSITION. — Soient K < K' une extension isométrique de corps valués
complets, P un V-schéma formel de type fini, X un k-sous-schéma de P, P’ = P x Spfv’, X’
= X x Speck’. Il existe un isomorphisme canonique de K'-espaces analytiques

1X[px SpmK' —— 1X'[,

~

(resp. [X]1p, x SpmK' ——~— [X’]P,n

pour m assez prés de 1).

La deuxiéme partie de I'énoncé suivant est le point de départ des propriétés de type

Mayer-Vietoris en cohomologie rigide :

(1.1.14) PROPOSITION. — Soient P un V-schéma formel localement de type fini, X
un k-sous-schéma de P.
(i) Pour tout recouvrement ouvert (V,), de X, les tubes 1V [p forment un recou-
vrement admissible de 1X|[p.
(ii) Soient X, X, deux sous-schémas fermés de X, tels que X = X; UX,. Alors 1X[p =
1X,[p U 1X,[pest un recouvrement admissible de 1X|[p.

(i) Pour tout 7, soit U; un ouvert de P tel que V, =X N U,, et soit U = Ui U,. Alors Uy
est un ouvert de Py contenant 1X[, et (U,x); en est un recouvrement admissible d'apres
(0.2.3). Comme 1V;[ = X[ N U,g, les 1V,[ forment un recouvrement admissible de 1X[.

(ii) Soit U un ouvert de P tel que X c U et que X soit fermé dans U. Comme la topologie
de Uy est la topologie induite par Py, on peut supposer X fermé dans P. On peut d'autre
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part supposer P affine; soit A = I'(P, (Jp). Soient f,...,f,. € A engendrant lidéal de X,

modulo m, g;,...,8, € A engendrant l'idéal de X, modulo m; comme ]X[ ne dépend que
de X, 4, on peut supposer que l'idéal de X est engendré par les f; 8; modulo m. Soient Y =

Spm B un espace analytique affinoide, 4 : Y — Px un morphisme tel que A(Y) c 1XI, f; =
h*(fl.), gJ’. = h*(gj). Puisque A(Y) c |XI[, on a |flf(y)gj'.(y)| < 1 en tout point y € Y. Le
principe du maximum (cf. (0.1.4)), entraine alors qu'il existe p < 1, p € T'*, tel que

| £i(»)8;(¥)| < p pour tout y € Y. Soit p’ = \p, et posons :
Vi=AHyeY [Vi|fiwl<p}, Vy,={yeY|[Vi|giyl<p}

Alors Y =V, U V,, et les V, forment un recouvrement spécial raffinant le recouvrement
par les h_l(]Xi[).

1.2. Voisinages stricts d'un tube

Soient P un V-schéma formel de type fini, Y ¢ P un k-sous-schéma fermé, X c Y un
ouvert de Y, Z =Y — X le fermé complémentaire. Le tube 1Y [, est réunion disjointe de
1X[pet 1Z[p. On pose, pour A <1, A e *:

(1.2.0) U, = 1Y[p—1Zlp, ;

U, est un ouvert de 1Y [p, car, lorsque P est affine et Z défini modulo m par des sections
J1s--5f, €(P,Up), U, est la trace sur ]Y [, de la réunion des domaines spéciaux définis
par | f;(x)| > A.

(1.2.1) Définition. — Un ouvert V c 1Y [, est un voisinage strict de 1X[p dans 1Y [p s'il
vérifie les conditions suivantes :
(1) 1X[pcV;
(ii) le recouvrement de 1Y'[, constitué par les deux ouverts V et ]Z[, est admissible.
On voit immédiatement que l'intersection de deux voisinages stricts est un voisinage
strict. L'ensemble des voisinages stricts de ] X[, dans 1Y [, est donc filtrant; un systeme
fondamental de voisinages stricts est une partie cofinale de cet ensemble.
Nous aurons surtout a travailler avec des systéemes fondamentaux de voisinages
stricts, et en général on pourra sans inconvénient remplacer un voisinage strict donné

par un voisinage strict plus petit.

Remarque. — Le recouvrement de ]Y[ constitué par les deux ouverts disjoints ]1X|[ et
1Z] n'est pas admissible en général. Par exemple, si P = A,l/, Y = Al, et si Z est 1'origine
de AL, on a Py =1Y[ = D(0, 1%), 1Z[ = D(0, 17), et 1X[ est la couronne de rayon 1: on
déduit facilement du principe du maximum que le recouvrement ainsi obtenu n'est pas
admissible.
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Le critére suivant est souvent commode pour vérifier qu'un voisinage est strict.

(1.2.2) PROPOSITION. — Soient P un V'-schéma formel de type fini, Y ¢ P un k-sous-
schéma fermé, X un ouvertde Y, Z =Y — X, et, pour A < 1, soit U, l'ouvert de 1Y [p défini
en (1.2.0). Si V est un ouvert de 1Y [, contenant 1X[p, V est un voisinage strict de 1X|[p si
et seulement si, pour tout ouvert affinoide W c 1Y [ p, il existe Ay < 1 tel que, pour A, <2 <1
onait Uy nWcV.

Supposons que V soit un voisinage strict de ] X[, e¢ W un ouvert affinoide de 1Y [ .
Comme les ]1Z[,, pour 2 — 17, forment un recouvrement admissible de 1Z[, le recouvre-
ment (V, 1Z[,),_,;- induit un recouvrement admissible sur W. On peut donc en extraire
un recouvrement fini, de sorte qu'il existe 4, tel que (V, 1Z[ /10) induise un recouvrement
admissible de W. Comme Ulo N ]Z[lo =, on a alors Ulo NWcV.

Réciproquement, supposons la condition de la proposition remplie. On peut
supposer P affine, de sorte que Py est affinoide. Soient g,,...,8, € I'(P, Up) engendrant
l'idéal de Z dans P modulo m, et, pouri=1,...,r, et 1 < 1, posons

U, =f{xelYl]| g2}, U, =U,U,.

Soit 2 : SpmB — Px un morphisme d'un espace analytique affinoide dans P, dont
I'image soit contenue dans ]Y[. Sur SpmB, le principe du maximum entraine qu'il
existe n < 1 tel que A(SpmB) c [Y] 0" Appliquant la condition de 1'énoncé a [Y]n’ on voit
qu'il existe A telque n<A<let U, N [Y]n c V. Les ensembles [Z],, U;, N [Y]n’ pour i =
1,...,r, forment une famille finie de domaines spéciaux de Py dont la réunion recouvre
h(Spm B), et constituent un raffinement du recouvrement de A(SpmB) par V et 1Z[ ; ce
dernier est donc admissible.

(1.2.3) Remarques. — (i) La notion de voisinage strict est indépendante de la structure
de sous-schéma fermé mise sur Z, puisque le tube ]Z[, n'en dépend pas. De méme, elle
est indépendante de celle de Y.

(ii) Soit (P;); un recouvrement ouvert de P. Alors V est un voisinage strict de |1 X[,
dans ]Y[p si et seulement si, pour tout i, V N P;; est un voisinage strict de 1X N P, [Pi
dans Y N P, [Pi'

(iii) Supposons qu'il existe g;,...,g, € I'(P, (Up) dont les images dans I'(Y, (y)

engendrent 1'idéal de Z dans Y. Posons, pour 4 < 1:

Uy, = txelYlp| 3], lg0)| 22}

S

les U, pour A € I'* sont des ouverts de 1Y[ p> et on a U, c U, pour tout A. La condition de
(1.2.2) est alors équivalente a la condition analogue obtenue en remplacant U, par U,.
Comme Py est quasi-séparé, il suffit en effet de la vérifier lorsque P est affine. Si
8si1>-++»854, € I'(P, Up) engendrent modulo m l'idéal de Y dans P, on peut définir le
systeme des U, par la condition :
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3jell,...,s+r} tel que |g;(x)| > A

Mais W est un affinoide sur lequel |gj(x)| < lpour j=s+ 1,...,s + r. Le principe du
maximum entraine donc qu'il existe 1, < 1 tel que | gj(x)| < A, pour tout xe W. Par suite,
onalU NnW=U,nWpouri,<i<l.

(iv) Soit V un voisinage strict de ]1X[, dans 1Y[,. Un ouvert V' c V contenant ] X[, est
un voisinage strict de ] X[, dans 1Y [, si et seulement si le recouvrement (V', 1Z[, NV)
de V est admissible. On peut donc définir un systeme fondamental de voisinages stricts
de ] X[, dans ]Y [, a partir de I'espace analytique rigide V.

(1.2.4) Exemples. — (i) Soient n = (1n,), A = (1,,) deux suites croissantes d'éléments de
I'* tendant vers 1 par valeurs strictement inférieures. Posons V, =1Y] 0 U, etV =
UnVn. Alors V est un ouvert de |Y[: on peut pour le vérifier supposer P affine;

supposons Z défini par fi,...,f, € ['(P, Up) modulo m, et soit
U, ={xelYlp| |fi(x)| 21}

14

LesV .=V nU, 2, sont des domaines spéciaux de Py, et il suffit de vérifier qu'ils forment
un recouvrement spécial de V; mais, pour tout homomorphisme A : SpmB — V, le
principe du maximum entraine que A(SpmB) c [Y]nn pour n assez grand; comme
Vn [Y]nn = Umgan, Spm B est recouvert par un nombre fini de domaines spéciaux
h_l(Vmi). On voit de méme que V est un voisinage strict de 1 X[.

Pour n — oo, les [Y] n, O an sont indépendants du choix des équations de Y et Z
dans P; les ouverts V, correspondants n'en dépendent donc pas non plus. Par suite,
quitte a rétrécir V en négligeant un nombre fini de V,, V est indépendant de ces choix, et
sera noté (avec un léger abus de langage) V, .- De méme, on peut pour définir Vi

remplacer les ouverts U, par les ouverts U; introduits en (1.2.3) (iii).

Pour tout 1, les Vﬂ , avec A variable forment un systéme fondamental de voisinages
stricts de ] X[. Soit en effet V' un voisinage strict de ] X[. Comme [Y]17 est quasi-compact,
il existe 1, < 1 tel que U, N [Y]17 c V', et on peut choisir les 1, de maniére a former une

suite croissante de limite 1; le voisinage Vll , correspondant est contenu dans V'.

Les voisinages stricts de la forme V), seront appelés standards.

(i) Soit T'un sous-espace analytique fermé de Py ne rencontrant pas ]X[. Alors la
trace sur ]Y[ du complémentaire V de T est un voisinage strict de ] X|[. En effet, on peut
supposer P affine, et se donner g,,...,g, € I'(P, Up) relevant des équations de Z dans Y. Si
W est un ouvert affinoide de Y[, W N T est un espace analytique affinoide sur lequel
| g;ll <1 pour tout i, si bien que pour A assez presde 1, Wn T'n U, = @ (d'apres le principe
du maximum), donc Wn U, c V.

Supposons par exemple que P soit le complété formel d'un ¥'-schéma séparé de type
fini P’, et X la réduction d'un ouvert X' de P'. Alors X N Py est un voisinage strict de
1X[ dans Py. En effet, soient Z' c P’ un sous-schéma fermé de support P'— X, 7' son
complété formel, Z = P, — X sa fibre spéciale. On a :
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X2 NPy = (P~ Z2) NPy = Py — (Z2 N Py).

Les points de Z;*" N Py sont les points fermés de Zj dont I'adhérence schématique dans
P’ (c'est-a-dire dans Z') est finie sur V', donc Z;*" N Py = Zy, et c'est un sous-espace
analytique fermé de Py ne rencontrant pas ]1X[. Il suffit alors d'invoquer la remarque

précédente.

(iii) Supposons que Y = P, donc que X est un ouvert de P;. Alors Y[ = Py, et les U,,
pour A € I'* 1 < 1, forment un systéme fondamental de voisinages stricts de 1X[, grace a
la condition de (1.2.2) appliquée a W = Py

Considérons le cas particulier ou P est l'espace projectif formel de dimension
relative n sur v, et X l'espace affine Ay c IP;’; soient #,...,¢, des coordonnées projectives
sur P, donc sur sa fibre générique IPx®", correspondant aux coordonnées t; = ¢!/t sur
AR Si Z = Py — X est I'hyperplan a l'infini, et U, = D_(¢), 1Z[, N Ui est défini pour
i # 0 par les conditions |#,(x)/t;(x)| < 4, et |tJ’-(x)| < |t(x)| pour tout j. Par conséquent,
U, N U,g est l'ouvert de AZ®" défini par les conditions [¢;(x)| < 1/4, [¢;(x)| > 1, et
|tj(x)| < [t;(x)| pour j # 0. Comme U,y = 1X[ est contenu dans U,, on en déduit que U,
est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1/1 dans Az™".

(iv) Soit encore P l'espace projectif formel de dimension n sur V', et supposons
maintenant que X est un sous-schéma fermé de l'espace affine A; c P}, défini modulo m
par fi,....f, € VIty,...,t,1; soient f7,...,f. € VIty,...,t,] les polynomes homogenes
correspondants, et Y le sous-schéma fermé de IP;’ défini par f7,...,f,.. On pose

V=AxeAR*™ | Vi |fi(x)] <1};

1X[p est donc l'intersection de V avec la boule unité fermée. Alors V < ]Y[p, et est un
voisinage strict de 1X[p. En effet, si le degré de f; est d;, de sorte que

fi= (A Fit)/th, ... thIt),
1Y[ n UJ g est défini dans UJ % par la condition
Vi, (@] < 8] %
Soit alors x e V N UjK; on a
|fi@)] = g% @) fio)| = 55 @55 @) | £ 16% )] < 8| %,

donc V c ]Y[. D'autre part, tout ouvert affinoide de ]Y[ est contenu dans [Y1, pour un n
assez pres de 1, de sorte qu'il suffit de démontrer la condition de (1.2.2) pour W = [Y] 0"
Comme le fermé Z =Y — X est défini dans Y par l'équation #; = 0, il résulte de (iii) que
l'ouvert U; défini en (1.2.3) (iii) est l'intersection de ]Y[ avec la boule fermée de centre 0 et
de rayon 1/4 dans A%®". Pour tout j, V N [Y1, N U,k est défini par les conditions :

Vi, [f@] <1 5 Vi, [f@] <nlt@|% 50 YV (g@] < [HG@)].
SixeU; N [Y]17 N UJ.K, on a |tJ’.(x)| s)L_l|t6(x)|, d'ou

| fi(x)] < nam %ty |4,
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soit encore
f)] <
Si A est tel que nA~% < 1 pour tout i, on a donc U, n Y], cV.

Par exemple, prenons X = A}, plongé dans Af/n c ]Pﬁn = P par l'immersion
diagonale, et soient ?;,...,¢, des coordonnées sur A, t,{,...,t;,, ty1,---,1y, les coordon-

nées correspondantes sur A?/L Alors l'ouvert de A" défini par :
Vi, |ty;(x) —ty;(x)] <1

est un voisinage strict de 1X[.

(1.2.5) PROPOSITION. — (i) Soient P’ un ouvert de P, et V' un voisinage strict de
IXNP'[p dans 1Y N P'lp. Il existe un voisinage strict V de 1X[p dans 1Y [p tel que
VnPrcV.

(ii) Soit (P;); un recouvrement ouvert fini de P, et, pour tout i, soit V, un voisinage

strict de 1X N P, [Pi dans 1Y N P, [Pi' Il existe alors un voisinage strict V de 1XI[p dans
1Y[p tel que V N P, c V; pour tout i.

Soit 1 une suite croissante de limite 1. D'apres (1.2.4) (i), il existe une suite
croissante A de limite 1, telle que le voisinage strict standard Vl'l’ , de 1X N P'[p dans
1Y N P’[p soit contenu dans V'. Le voisinage strict standard Vi de 1X[p dans ]Y [, est
alors tel que V, ; N PpcV.

Comme l'intersection de deux voisinages stricts est un voisinage strict, on déduit (ii)

de (i) par récurrence sur le nombre d'ouverts du recouvrement.

(1.2.6) On considere un diagramme commutatif

(1.2.6.1) X7 vy
Speck —— Spfv’
dans lequel P et P’ sont des schémas formels de type fini, i et i’ des immersions fermées, j

et j' des immersions ouvertes. On note uy : 1Y'[p. — 1Y [, le morphisme induit par u (cf.
(1.1.11) i), etonpose Z= (Y - X)_,,Z' = (Y'-X')

red’ red*

(1.2.7) PROPOSITION. — Sous les hypotheses de (1.2.6), soient V un voisinage strict de

1X[pdans 1Y[p, V' = ul_{l(V) N 1Y'[p.. Alors V' est un voisinage strict de 1X'[p dans
1Y'[p.
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Il est clair que 1X'[, < V'. Comme le recouvrement (V, 1Z[,) de 1Y[p est
admissible, il en est de méme du recouvrement image inverse (V’, ul}l(]Z [p)) de 1Y'[p.
Par hypothése, v(Z) < Z', donc ul}l(]Z[P)ﬂ]Y’[P, c 1Z'[p. 11 en résulte que le
recouvrement (V’, 1Z’[ /) de 1Y'[, est admissible.

(1.2.8) Remarque. — Sous les hypotheses de (1.2.6), supposons de plus P et P’ affines.
Soient g4,...,8, € '(P, Up) (resp. g1,...,8, € I'(P’,Up)) des éléments relevant une suite de
générateurs de l'idéal Z dans Y (resp. de Z’ dans Y'); pour 4 < 1, soient U,, U, les ouverts
définis par

U, ={xelYlp|3i|gx)| =1}, U, ={xelY'lp |3 lg(x) =1}

Il existe alors un entier n >1 tel que, pour tout affinoide W c 1Y'[,/, on ait ux (U, N W) c
Uynpour 2 — 1.

En effet, soient .4, .9’ les idéaux de Z et Z’' dans P et P, 9, 9 leurs réductions sur k.
Comme v(X') c X, une puissance ;" de ., est contenue dans .%,()y.. Pour tout i, il existe

donc une relation de la forme

r
gn = E h;; u*(g;) + hi,
j=1
avec hij e I'(P, Up), et ou h; est une section de l'idéal de Y’ dans P'. Si W < ]Y'[ est
affinoide, le principe du maximum entraine qu'il existe n, <1 tel que W c [Y’ L, SiA” >
Ny, et si x e U}, il existe i tel que |g;(x)|" > A" > n,; comme |h; (x)] <1 pour tous i, j, et
|h;(x)| < ny,il existe donc j tel que |8 (ug(x))| = |u*(gj)(x)| > A", d'ou la remarque.

Il est parfois commode d'utiliser des voisinages stricts possédant la propriété de la

définition suivante.

(1.2.9) D¢éfinition. — Soit T un espace analytique quasi-séparé. Un ouvert U de T est dit
pseudo-compact dans T si, pour tout ouvert affinoide W de T, W N U est quasi-compact.
Tout ouvert quasi-compact (et notamment affinoide) de T est pseudo-compact. On
vérifie immédiatement que toute réunion finie d'ouverts pseudo-compacts de T est un
ouvert pseudo-compact de T, et que tout recouvrement fini d'un ouvert de T par des
ouverts pseudo-compacts est admissible.
Sous les hypotheses de (1.2.4) (i), les voisinages stricts Vﬂ, 1 de ]1X[ sont pseudo-

compacts dans 1Y [.

(1.2.10) PROPOSITION. — Soient P un V'-schéma formel de type fini, Y ¢ P un k-sous-
schéma fermé, X, X, deux ouverts de Y, X =X, UX,, X' =X, N X,. Supposons donnés
des voisinages stricts V,, V, de 1X [pet 1Xy[p dans 1Y [p. Alors :

(i) V"=V, NV, est un voisinage strict de 1X'[p dans 1Y [p;

(ii) Si Vet V, sont pseudo-compacts dans 1Y [p, V =V, UV, est un voisinage strict de
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1X[p dans 1Y [p, et (V}, V,) en est un recouvrement admissible.

Soient Z=Y -X,Z2'=Y-X,Z,=Y-X,,Z,=Y — X,, de sorte que Z = Z; N Z,,
Z'=Z, U Z,. Par hypothese, les recouvrements (V,, 1Z,[) et (V,, 1Z,[) de 1Y[ sont
admissibles, et il en est donc de méme de leur intersection. Comme [Z°'[ = 1Z,[ U 1Z,l,
c'est un raffinement du recouvrement (V; n V,, 1Z'[); ce dernier est donc encore
admissible, d'ou (i).

Supposons maintenant V, et V, pseudo-compacts dans ]Y[. D'apres (1.2.9), V est un
ouvert pseudo-compact de Y[, et (V;, V,) en est un recouvrement admissible. Comme
1Z1 = 1Z,1 N 1Z,[, le méme raisonnement que précédemment montre que (V, 1Z[) est un
recouvrement admissible de ]Y[.

(1.2.11) PROPOSITION. — Soient P un V'-schéma formel de type fini, Y' un k-sous-
schéma fermé de P,Y un sous-schéma fermé de Y', et X un ouvert de Y. On suppose que
X est également ouvert dans Y'. Pour qu'un ouvert V de 1Y [, contenant 1XI[p soit un
voisinage strict de 1X[p dans 1Y [p, il faut et suffit que ce soit un voisinage strict de 1X|[p
dans 1Y'[p.

Soient Z'=Y' —X,Z=Y -X=YNZ'; Y est donc réunion des deux sous-schémas
fermés Y et Z’, avec Z =Z' n'Y. D'apres (1.1.14) (ii), le recouvrement (1Y[, 1Z’[) de 1Y'[
est admissible. Si V est un voisinage strict de ] X[ dans 1Y [, le recouvrement (V, 1Z[) de
1Y[ est admissible. I1 en résulte que le recouvrement (V, 1Z[, 1Z’[) de 1Y'[ est
admissible, et il en est donc de méme de (V, ]Z’[ ). Réciproquement, si V est un voisinage
strict de 1X[ dans ]1Y’'[, le recouvrement (V, 1Z[) induit par (V, ]1Z[) sur ]Y[ est

admissible.

Remarque. — Si X est 'adhérence de X dans P, = P x Speck, tout systeme fondamental
de voisinages stricts de 1X[ dans ]1X[ est donc un systéme fondamental de voisinages

stricts de 1 X[ dans ]Y[, quel que soit le fermé Y c P tel que X soit ouvert dans Y.

(1.2.12) PROPOSITION. — Soient P un V-schéma formel de type fini, Y un k-sous-
schéma fermé de P, X un ouvert de Y. On suppose que X = X; U X,, les X; étant fermés
dans X. Soient Y, l'adhérence de X; dans Y, V, un voisinage strict de 1X,[p dans 1Y,[p.
Alors :

(i) V; NV, est un voisinage strict de 1X; N Xy[pdans 1Y, N Y, [p;

(ii) Si V; et V, sont pseudo-compacts, le voisinage V =V, UV, de 1XI[p est un voi-

sinage strict de 1X[pdans 1Y [p, et V,, V, en forment un recouvrement admissible.
Posons X; =X, NX,,Y; =Y, NY,,Z=Y-X,Z, =Y, - X, (i=1,2,3). Comme X, et

X, sont fermés dans X, on a Y, NX,=X,NX, etZ mXJ:onur i,j=1, 2, avec i # j; par
suite, Zs =2, N Z,,.
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Comme V, et V, sont des voisinages stricts, le recouvrement de ]Y;[ intersection
des recouvrements (V;, 1Z;[) des 1Y,[, i = 1, 2, est admissible. Puisque Z; N XJ. =@, on a
1Z,[ n VJ clZIln ]ZJ.[ = 1Z;[. Le recouvrement (V;, N'V,, 1Z5[) de 1Y, est donc moins
fin que le précédent, et par suite admissible, d'ou (i).

Pour prouver l'assertion (ii), on peut, grdce a la proposition (1.2.11), supposer que
Y=Y, UY,;onaalorsZ=2, UZ, Comme le recouvrement de 1Y[ par ]Y,[ et 1Y,[ est
admissible, le recouvrement (V,, V,, 1Z,l, 1Z,[) l'est également. D'apres (1.2.9), V est un
ouvert pseudo-compact; le recouvrement (V, 1Z[) est moins fin que le précédent, donc

admissible, d'ou (ii).

1.3. Théorémes de fibration

Soient Y un k-schéma de type fini, X un ouvertde Y, i :Y < P, i’ : Y = P’ deux
immersions fermées de Y dans deux 7V'-schémas formels de type fini, © : P"— P un
V' -morphisme tel que uoi’ = i. Nous étudions ici les propriétés topologiques du mor-
phisme uy : 1Y [, — 1Y [p induit par u, lorsque u est lisse au voisinage de X. Il est facile
de voir que, dans ce cas, uy induit une fibration localement triviale en disques ouverts de
1X[p sur1X[p. Le résultat principal de cette section est que cette structure topologique
s'étend, en un sens rendu précis en (1.3.7), au morphisme induit par uy entre des
voisinages stricts convenables de 1X[, et 1X [, dans [Y[p et Y [,. Cette propriété est le
point clé permettant de montrer l'indépendance par rapport au plongement P des

constructions que nous effectuerons en cohomologie rigide.

Nous commencons par 1'étude du morphisme 1X[p — 1XIp.

(1.3.1) PROPOSITION. — Soient X un k-schéma de type fini, i : X < P, i’ : X < P’ deux
immersions de X dans des V'-schémas formels de type fini, u : P’ — P un V-morphisme
étale au voisinage de X, tel que uoi’ = i. Alors le morphisme

ug : 1X[p —— 1X1,

est un isomorphisme, et induit un isomorphisme [X1p, = [X]p, pour n — 1.

Comme ]X[, ne change pas si on remplace P par un ouvert contenant X, on peut
supposer X fermé dans P et P’, P’ étale sur P, et P’ x, X isomorphe & X. On peut de méme
supposer qu'il existe un recouvrement affine (P,)  de P, et un recouvrement affine (P,),
de P', tels que u(P,) cP,et XN P =X NP,. Comme | X[ NP, =1X NP, etqueles P
forment un recouvrement admissible de P, cela permet de supposer P et P’ affines.

Soient P = SpfA, P'=SpfA’,I c Alidéal de X dans P, I' =IA’ celui de X dans P’.

Soient f,...,f, des générateurs de I modulo m. D'aprés (1.1.9), il suffit de montrer
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que ug induit un isomorphisme
ug : [Ylp, —— [Ylp,
pour n — 17. Si ae m, a # 0, il suffit donc d'apres (0.1.2.2) de prouver que
AlTy,...,TY/ (f"—aT) —— A1Ty,..., T} (f" —aT)
est un isomorphisme pour tout n, soit encore que
AlTy,..., T/ (a™, f'—aTl)) —— A'lTy,...,T,1/(a™, f'—aT)

est un isomorphisme pour tous m, n. Comme l'idéal engendré par I dans
AlTy,...,T.1/(a™, f' — aT,) est un nilidéal, cela résulte de ce que A'[T},...,T,] est étale
sur A[Ty,...,T,1et (A'/DITy,...,T,] isomorphe a (A/D)[T},...,T.].

(1.3.2) THEOREME (théoréme de fibration faible). — Soient X un k-schéma de type fini,
i: X< P,i': X = P’ deux immersions de X dans des V-schémas formels de type fini,
u:P — Pun V-morphisme lisse au voisinage de X, tel que uo-i’ = i. Il existe alors un
recouvrement admissible (V) de 1XIp, et, si V| est l'image inverse de V, dans 1Xl[p,
des isomorphismes

9y 1 Vi, —=— V_ xD(0, 17)*

commutant aux projections sur V.

On peut supposer X fermé dans P et P’, et P’ lisse sur P. Il existe des recouvrements
affines (P)), de P, et (P,), de P’ tels que u(P,) c P,, X N P, =X N P, et tels que le
faisceau conormal & X dans Py = P’ xp X soit un (y-module libre sur X = X N P,,. Soient
t,...,tye (P, (QP&) relevant une suite réguliére de générateurs de l'idéal de X, dans
P Xp, X, au voisinage de X ; leurs images forment une base du faisceau conormal a X
sur X . Les sections dt,,...,dt; forment une base de Q},,/P au voisinage de X , de sorte
que t,,...,t; définissent un morphisme v, de P/ dans l'espace affine formel relatif P, =
P, x MA, étale au voisinage de X ,. Sionpose V, =P N 1X[, = ]Xoc[Pa’ VvV, = ulgl(Va), on
aV = ]Xa[P&. La section nulle fournit une immersion i”: X, — P, et v oi’ =i". D'aprés
(1.3.1), le morphisme ¢, : ]Xoc[P(’x - ]Xa[P;; induit par v, est un isomorphisme. Comme
l'idéal de X, dans P, est engendré par 1'idéal de X, dans P, et par ¢,,...,t;,0on a

1X,[p, = 1X,[p x D(0, 177,

d'ou 1'énoncé.

Remarque. — Le méme énoncé reste valable en remplacant les tubes ouverts par les
tubes fermés de rayon n, et D(0, 17) par D(0, n*), pour n — 1.

Comme premiere application du théoréme de fibration, notons le résultat de

connexité suivant :
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(1.3.3) PROPOSITION. — Soient X un k-schéma connexe, i : X < P une immersion dans

un V'-schéma formel de type fini P, lisse au voisinage de X. Alors le tube 1 X[ est connexe.

D'apres (1.1.13), il suffit de prouver 1'énoncé apres extension de K ; cela permet de se
ramener au cas ou k est parfait. On peut aussi supposer X intégre, car on peut
numéroter les composantes irréductibles X,,...,X de X de maniére que, pour tout i, (X,
U...UX; ;) NX, soit non vide. Comme les ]Xi[ forment un recouvrement admissible de
1X[ d'apres (1.1.14) (ii), et que l'intersection

X[ U...UlX,_DNIX[ = (X, U...UX, ) N X[

est non vide pour tout i, I'assertion pour les X; entraine l'assertion pour X. On peut enfin

supposer X fermé dans P, et P affine.

Montrons alors que la connexité de 1X[, pour un plongement i : X = P entraine la
connexité de 1X [, pour tout plongement. La méthode du plongement diagonal permet de
se ramener a considérer deux plongements i : X <P, i’ : X = P’, tels qu'il existe un
morphisme u : P’ — P, lisse au voisinage de X, vérifiant uoi’ = i. Comme uy : 1X[, —
1X [, est surjectif (d'apres (1.3.2) ou (1.1.12)), la connexité de ] X[, entraine celle de ] X1[.
Pour prouver la réciproque, on peut supposer par localisation que le faisceau conormal a
X dans X xp P’ est un (xy-module libre, et la démonstration de (1.3.2) montre que 1X|,
s'identifie au produit de 1X[, par une boule ouverte. Si A = I'(]1X [P,(’)PK), l'algebre
'(x [P,,(’)Pk) est donc une sous-algebre d'une algebre de séries formelles a coefficients
dans A, et n'a pas d'idempotents non triviaux.

Si X est lisse sur k, il en résulte que ]X[, est connexe: en effet, on peut alors
remplacer P par un relévement de X en un ¥-schéma formel lisse Z'; on obtient dans ce
cas 1 X[, =4, et, X étant connexe, I' (¥, (Q:TK) =T'(¥, Uy) ® K est sans idempotents non

triviaux.

Dans le cas général, soient X' le normalisé de X, et i’ : X’ — P’ un plongement de X’
dans un P-schéma formel P’, lisse sur P au voisinage de X'. Comme X' — X est surjectif,
il en est de méme de 1X'[p — 1X[p d'apres (1.1.12). On est donc ramené au cas ou X est
normal. Si X est de dimension > 2, deux points quelconques de X peuvent étre joints par
un diviseur connexe D [Hal, III 7.9], et il suffit donc que ]1D[ soit connexe pour tout divi-
seur connexe D de X. Par récurrence sur dim X, on est ramené au cas ou X est normal de

dimension 1, donc lisse.

(1.3.4) Pour obtenir la forme forte du théoréme de fibration, 1'étape essentielle est
l'extension de (1.3.1) a un voisinage strict de 1X[. On considére donc un diagramme

commutatif :
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’

Y’ ;‘> P’
/ lv \1/ u
(1.3.4.1) Xl syt ,p

dans lequel j et j' sont des k-immersions ouvertes, i et i’ des immersions fermées de Y et
Y’ dans des ¥-schémas formels de type fini. On notera X 'adhérence de X dans P’ xp Y.

(1.3.5) THEOREME. — Les notations et les hypothéses étant celles de (1.3.4), supposons
que u soit étale au voisinage de X, et que la restriction de v & X soit propre. Alors Uy

induit un isomorphisme entre un voisinage strict de 1X[p dans 1Y'[p/, et un voisinage
strict de 1X[p dans 1Y [p.

Grace a (1.2.11), on peut remplacer Y’ par X, ce qui permet de supposer que v est
propre, et que v 1(X) = j(X). Soit Z = Y — X, muni de sa structure réduite. On pose, pour
A— 17,

U, = Px—1Zlp,;,
et U = ul}l(Ul). En utilisant les voisinages stricts standards Vi définis en (1.2.4) (i), on

voit qu'il suffit de prouver l'assertion suivante :

our tout o € I'*, o — 17, il existe n, € I'*, n,<1, tel que pour tout n € I'*, avec
(1.3.5.1) Pour tout o e T'* 17, il existe ny e '™, ny<1, tel tout n e T'*
ny<n<1,ilexiste e '™, A <1,tel que le morphisme

[Y'Np, N ug (Y, nU) —— (Y], N7,
soit un isomorphisme.

Si (P,); est un recouvrement fini de P, et si on pose P; = u_l(Pi), Y,=YNnP,Y,=Y'n
P,X,=XNY,=XnNY;,,il suffit de vérifier (1.3.5.1) pour X;, Y, Y, P, P;. En effet, fixons o
et n, et supposons que, pour tout i, il existe A, < 1 tel que (1.3.5.1) soit vérifiée au-dessus de
P, . Soit A = Sup A,. Par construction, on a P, = ul}l(PiK), [Y,1,=1Y1, NPy, et

[Yg]Pm = [Yilp, = Y'lp, N Pig.
Par suite, le morphisme
[Y']p, N ul_{l([Y]l,,oC NU)NPx —— [Ylp, NU, NPy

est un isomorphisme pour tout i. Comme les P, (resp. P;;) forment un recouvrement
admissible de Py (resp. Pg), (1.3.5.1) en résulte. On supposera donc P affine.

Soient alors P = SpfA, f,,...,f,. € A définissant ¥ modulo m et a € m tel que |a| =0,
pour un entier g € IN. Le changement de base

P, = SpfA(T,,...,T.}/(fi—aT) — P

induit sur les fibres génériques Py et Py la localisation au-dessus de [Y],,. Remplacant

les données initiales par celles qu'on en déduit par ce changement de base, on est ramené
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au cas ou [Y] =P, et 2 montrer qu'il existe 1, € I'*, tel que pour tout n e I'*, np<n<1,il

existe 1 € T'* 1 < 1 tel que le morphisme
[Y']an NnNU,—— U,

soit un isomorphisme; Y est alors défini par un idéal nilpotent dans P x Speck, de sorte
que l'espace topologique sous-jacent a X est ouvert dans celui de P.

Soit (X;) un recouvrement fini de X, et supposons 1'énoncé précédent vérifié pour les
X;,pourn=mn;.SionposeZ, =Y - X,, U, =Pg— 1Z;1p,, U;;, = ul_{l(UM), U, est la réunion
des U,,, et ceux-ci en forment un recouvrement fini par des ouverts quasi-compacts, donc
admissible. Soient n, = sup(n,), et n > n,. En prenant A < 1 tel que

Yp,n Uy —— Uy

soit un isomorphisme pour tout i, [Y']p p N U, — U, est un isomorphisme. En localisant
sur X, on peut donc supposer que X est un ouvert de Y de la forme D(g), avec g e I'(P, (p).
D'apres (1.2.3) (iii), on peut remplacer U, par l'ouvert (qu'on notera encore U,) :

U, = {xeP; | |g(x)] 22}

Soient Py, = P’ xp Y, Py = P’ xp X. Comme Py — X posséde une section et est étale au
voisinage de celle-ci, X est a la fois ouvert et fermé dans Py. Puisque X est ouvert dans P,
il est donc aussi ouvert dans P’; soit D = Py, — X le fermé complémentaire. On a alors Py, =
Y'uD,donc Py = 1Y'[p U ID[p.. Comme Py est réunion disjointe des deux composantes
ouvertes et fermées X et D N u1(X), ul}l(]X [p) est réunion disjointe des deux ouverts
1X[p et ID[p N ul}l(]X [p), qui en forment un recouvrement admissible; on notera au
passage que, X étant ouvert dans Py, on a [X1p, = 1X[p pour n — 1" On se propose de
montrer qu'il existe p < 1, 7, < 1, tels que pour tout n, avec ny < n < 1, il existe A < 1 pour
lequel [Y']p , N [Dlp p N U, = 9, les ouverts [Y']p q €t [Dlp ) induisant un recouvrement
admissible de U;.

Comme Py — ]Y'[p est un espace analytique quasi-compact contenu dans D[, il

existe p < 1 tel que 1'on ait

(1.3.5.2) Pr—1Y'[p IDlp, = [Dlp,.

De méme, Py — 1DI[p , est quasi-compact et contenu dans ]Y'[,/, donc il existe n, < 1 tel
que l'on ait

(1.3.5.3) Py — IDlp, [Y’]P,no.

Comme [Y'[p N ID[p N ul}l(]X[P) = 1XI[p N ID[p = O, le principe du maximum
appliqué a [Y'] py N [Dlp , montre que, p étant fixé de maniére a satisfaire (1.3.5.2), on
peut pour tout n trouver 1 < 1 tel que 1'on ait

(1.3.5.4) [Y']p, O [Dlp,nU; = .

Supposons donc p, n et A choisis de maniére a satisfaire les relations (1.3.5.2) a
(1.3.5.4), avec n > n,. D'apres (1.3.5.3), les ouverts [Y’]P,n N U, et [D]P,p N U, forment un

recouvrement de U), manifestement admissible, et leur intersection est vide d'aprés
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(1.3.5.4). Par suite, si Ty = [Y’]P,n NU, et Ty = [D]P,p N U, Ty et Ty sont des sous-espaces
analytiques fermés de U, et en particulier sont quasi-compacts.
D'apres le critere jacobien de lissité, l'ensemble des points de non lissité du

morphisme Ty — Py est un fermé analytique de T,. Comme
Ty N u " (1X[p) = (Pg—IDlp) nu ' (1X[p) = 1XIp,

le morphisme Ty N u_l(]X[P) — ]XI[p est un isomorphisme grace au théoreme de
fibration faible pour les morphismes étales (1.3.1). Le principe du maximum entraine
alors que T N U; — U, est lisse pour 1 assez pres de 1. De méme, le support de Q%’K/PK est
un fermé analytique de U, ne rencontrant pas u 11X p), donc il existe 1, < 1 tel que
Ty N U, — U, soit étale pour 1, <1 < 1.

Quitte a faire un changement de base de la forme

Spf(A{T}/(a — g9T)) — P,

ouaem, g €N sont tels que Ag = |al, on peut supposer que Py = UAO, de sorte que T est
fermé dans Py. Soit T'c P’ son adhérence schématique (cf. (0.2.4) (vi)). Comme T est plat
sur ¥, l'application sp : T — T envoie surjectivement T} sur l'ensemble des points
fermés de la fibre spéciale 7|, de T. D'autre part, on a T'c ]Y'[p,, de sorte que sp(Ty) est
contenu dans l'ensemble des points fermés de Y'. Par suite, T}, 4 est un sous-schéma
fermé de Y'. Comme v est propre, on en déduit que T est propre sur P. D'aprés un
théoréme de Raynaud [Rall, le morphisme 7T} — Pj est propre au sens de Kiehl [Ki2].
Etant étale, donc a fibres finies, il est fini [BGR, 9.6.3 cor. 6], défini par une (9PK-algébre
cohérente £. L'homomorphisme (QPK — R est un isomorphisme sur ]X[,; comme son
noyau et son conoyau ont pour supports des fermés analytiques de P, c'est un
isomorphisme au-dessus de U, pour 1 assez prés de 1. Le morphisme T N U, — U, est

alors un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration.

(1.3.6) Dans le cas de dimension relative > 1, nous énoncerons le théoréeme de fibration
fort sous une forme locale permettant 1'emploi de coordonnées. Avec les notations de
(1.3.4), soit P" =P x A,‘f l'espace affine formel de base P, de dimension relative d ; la fibre
générique Py de P" est isomorphe a Pr x D(0, 1*)?. En considérant Y comme sous-

schéma fermé de P” par la section nulle, le tube 1Y [, (resp. 1X[p.) s'identifie alors au
produit 1Y [, x D(0, 17)% (resp. 1X[p x D(0, 17)9).

(1.3.7) THEOREME (de fibration fort). — Avec les notations précécentes, supposons que u
soit lisse au voisinage de X, de dimension relative d, et que v: X — Y soit propre. Soient
J"'cUp l'idéal de Y' dans P’ et IO celui de Y' dans Py, = P’ xp Y ; supposons de plus qu'il
existe des sections ty,...,t; € I'(P',.9") induisant une base t,...,t; du faisceau conormal
9'19"? au-dessus de X. Alors le P-morphisme ¢ : P' — P” défini par ty,...,t; envoie Y’
dans Y, et ¢y induit un isomorphisme d'un voisinage strict de 1X[p dans 1Y'[p sur un

voisinage strict de 1X|[p. dans 1Y [p..
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Comme ¢,...,t; sont des sections de .9', ¢ envoie Y’ dans Y. Soit Py = P’ xp X.
Puisque P’ est lisse sur P au voisinage de X, 1'homomorphisme canonique .J'/.9'% —
ng,/Y® ()y, est un isomorphisme au-dessus de X, et dt_l,...,dt_d forment une base de
Q}J}{ x ® Ux; dty,...,dt; forment alors une base de Qlly/ p au voisinage de X, et ¢ est étale
au voisinage de X. Il suffit donc d'appliquer (1.3.5) a ¢.

(1.3.8) Remarques. — (i) Supposons que P et P’ soient affines, que le complémentaire Z
de X dans Y soit 1'ensemble des zéros d'une section ge I'(P, (Up), et que le faisceau
conormal .9'/.9"2 soit libre sur X. Alors la deuxiéme hypotheése de (1.3.7) est vérifiée. En
effet, posons P = SpfA, P’ = SpfA’, et soient I c A, I' c A’, les idéaux de Y et Y'. Comme
9'/9'? est libre sur X, on peut trouver des éléments t_l, e, t_d e I'/IA’ induisant une base de
I'/I'?+ IA’))g comme (A’/I’)g-module, et il suffit de prendre des éléments ¢,,...,t; €’
relevant ¢,,...,¢,.

(ii) Sous les hypothéses de (1.3.7), soient V', V" des voisinages stricts de 1X[p, 1X[p~
isomorphes par ¢, et soit n une suite croisssante de limite 1 d'éléments de I'*. D'apreés
(1.2.4) (1), il existe une suite croissante A de limite 1 telle que V" contienne le voisinage

. ” . " 12 .
strict Vn, A correspondant; Vﬂ, , beut alors s'écrire

(1.3.8.1) Vi, =U,UY]p, nU,)xDO,n)%

Si Vo= Un([Y]Pnn N Uln), il existe donc un voisinage strict V' de 1X[p dans ]Y[p
isomorphe a Vﬁ, 2> €t tel que 'homomorphisme uy s'identifie a la projection naturelle de
V_;; , sur Vn, ,- L'énoncé (1.3.7) est donc en ce sens une extension au-dessus d'un

voisinage strict de ] X[, du théoreme de fibration (1.3.2).

On observera d'autre part que, d'apres (1.2.3) (iv), ¢ induit un isomorphisme entre
des systemes fondamentaux de voisinages stricts de 1 X[ et 1X[p..

(1.3.9) Supposons que ¥ soit un anneau de valuation discrete, et soient P un 7'-schéma
algébrique séparé, Py sa fibre générique, P, sa fibre spéciale, X c P, un sous-schéma
fermé. Rappelons qu'on a défini en (1.1.2) (ii) le tube ] X[, comme étant le tube de X dans
le complété formel P de P, considéré comme ouvert de l'espace analytique Pz" grace a
l'immersion ouverte 131{ < PZ". On se propose maintenant de montrer comment donner

un sens a la notion de systeme fondamental de voisinages stricts de ] X[, dans Pg".

D'aprés Nagata, il existe un ¥-schéma propre P et une ¥-immersion ouverte P <>
P. Soient Y 'adhérence de X dans Fo = P x Speck, P"le complété formel de P, et Py = p;n
sa fibre générique. Notons que 1Y [5 N P;" est un voisinage strict de ] X[, d'apres (1.2.4)
(ii). En particulier, il existe des systémes fondamentaux de voisinages stricts de 1X|[,
dans ]Y [ qui sont contenus dans Pz".

(1.3.10) PROPOSITION. — Sous les hypothéses de (1.3.9), soient P et P’ deux com-
pactifications de P sur V', et supposons qu'il existe un V-morphisme u : P' — P induisant
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l'identité sur P. Alors, si Y et Y’ sont les adhérences de X dans P et Pj, 1Y'[5 N Pg" est
contenu dans 1Y [ N Pg" et est un voisinage strict de 1X[p dans 1Y[5 N Pg".

La premiere assertion résulte de ce que u(Y’) c Y. Pour prouver la seconde, il suffit
d'observer que, d'apreés (1.3.5), uy induit un isomorphisme entre un voisinage strict V' de
1X[p dans ]Y'[5 et un voisinage strict V de 1X[, dans 1Y[5. On a alors V' n Pz" =
VN Pg"; comme V N Pg" est un voisinage strict de 1X[, dans ]Y[p, 'assertion en

résulte.

On observera que cet énoncé entraine que, plus généralement, si P et P’ sont deux
compactifications de P, il existe dans Pz" un systéme fondamental de voisinages de 1X[,
qui soient stricts a la fois dans 1Y [ et dans ]Y'[5 . En effet, si P" est l'adhérence de P
plongé diagonalement dans P x P’, et Y" celle de X dans Fg , tout systéeme fondamental de
voisinages stricts de ] X[, dans ]Y"[5. est un systéme fondamental de voisinages stricts
de 1X[p dans 1Y[5 et dans ]Y'[5. Sous les hypotheses de (1.3.9), on appelera donc
voisinage strict (resp. systéme fondamental de voisinages stricts) de 1X[p dans Pg" un
voisinage strict (resp. systeme fondamental de voisinages stricts) de 1X [, dans 1Y [ N

Pg", ou P est une compactification quelconque de P, et Y 'adhérence de X dans FO.

Exemple. — Soit 4 = Spec A un ¥-schéma affine, de réduction X = Spec A, sur k&, et soit A
=~ V'[ty,...,t,]/] une présentation de A, définissant une immersion fermée ¥ — AJ.
Considérons l'immersion diagonale X < P = % x 4. Fixons une suite croissante n de

limite 1, avec n; € I'* et une suite décroissante A de limite 1, avec A; € I'*. Posons alors

V, = {x e @ x TPV, [(Qet,—t;e1)(x)| <n; et [(lot)(x)| <,

1

et V.=U, V.. Alors V est un voisinage strict de 1X[,2. En effet, il résulte de (1.2.4) (iv) que
louvert Vy={x | Vj, |(1e ti—t ®1)(x)| <1} est un voisinage strict de ] X[ 2. Si, pour
tout A > 1, on note

U, ={xedPxAF| V], |(tj®1)(x)| <let|(le tj)(x)| <A,
il suffit, d'apres (1.2.4) (iii), de vérifier que, pour tout ouvert affinoide Wc V,,ona Wn U,

c V pour A — 1*. Le principe du maximum entraine qu'il existe i tel que, pour tout j, on
ait [(1e ¢, —¢;® 1)(x)| < n; sur W; il suffit alors de prendre 1 < 4,.

Pour n et A variables, les voisinages ainsi obtenus forment un systéme fondamental
de voisinages stricts de ] X[ .
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Soit X un k-schéma séparé de type fini. L'objet de ce chapitre est d'associer
fonctoriellement a X une catégorie de coefficients pour la cohomologie rigide, la catégorie
des F-isocristaux surconvergents, dont la théorie de Dwork donne de nombreux
exemples. La construction de celle-ci s'opére en plusieurs étapes. Nous considérerons
d'abord une situation plus générale, ou X est un ouvert d'un k-schéma de type fini Y, de
complémentaire Z, et nous définirons alors la notion d'isocristal sur X, surconvergent le
long de Z : si Y est un k-sous-schéma d'un V-schéma formel P lisse au voisinage de X, un
tel isocristal est défini par un module a connexion intégrable sur un voisinage strict du
tube de X dans ]Y[p, dont la connexion est donnée localement par une matrice ayant
pour coefficients des fonctions analytiques sur un voisinage strict de 1X[, dans 1Y [, et
dont la série de Taylor satisfait en outre certaines conditions de convergence. Un F-
cristal sur X au sens habituel définit un isocristal dont le lieu de surconvergence Z est
vide (un tel isocristal sera simplement appelé convergent). D'autre part, la catégorie des
isocristaux surconvergents sur X est obtenue en prenant pour Y une compactification de
X : nous verrons qu'elle ne dépend pas du choix de celle-ci.

2.1. Germes de sections au voisinage d'un tube

(2.1.1) Soient P un 7-schéma formel, Y un k-sous-schéma fermé de P, X un ouvert de Y,
J : X < Y l'immersion correspondante, Z =Y — X le fermé complémentaire. Pour tout
voisinage strict V (resp. couple de voisinages stricts V' c V) de 1X[, dans 1Y [, soit ay,
(resp. oy ) l'immersion ouverte de V dans ]Y [, (resp. de V' dans V). Si A est un
faisceau d'anneaux sur V, et £ un A-module, nous poserons

(2.1.1.1) JvE = hﬂV’cV oy Oy B,
la limite étant prise sur l'ensemble des voisinages stricts V'c V. Le faisceau j‘T,E est
muni d'une structure de j‘T, A-module, et le faisceau abélien sous-jacent ne dépend que du

faisceau abélien sous-jacent a E. Nous dirons que j‘T,E est le faisceau des germes de

sections de E surconvergentes le long de Z.

Compte tenu de (0.1.8), on a, pour tout ouvert quasi-compact W c V,
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(2.1.1.2) T(W, jyE) = limy,_, [(WN V', E).

On observera que, d'apres (2.1.1.1), la restriction de j;r,E a ]X|[ est égale a celle de E.
D'autre part, si W est un ouvert affinoide de ]Z[, le principe du maximum entraine que
W c 1Z[, pour un A < 1. Comme U, = [Y[ — 1Z[, est un voisinage strict de ] X[, il résulte
de (2.1.1.2) que, pour tout faisceau abélien E sur V, la restriction de j;r,E aVvnlZl est

nulle. En particulier, la restriction a V N ]Z[ d'un j;r, A-module est toujours nulle.

Soient V' < V un second voisinage strict de ] X[, et A un faisceau d'anneaux sur V.
Pour tout faisceau abélien M sur V, la restriction a V' de j{T,M n'est autre que j{} a{’;V,M , et
sera notée J‘T,M Par suite, la restriction d'un jQ}A-module E a V' est munie d'une
structure canonique de j‘T,,A-module. D'autre part, 'homomorphisme canonique E —
Oy s oc{’}V,E est un isomorphisme : comme (V’, 1Z[) induit un recouvrement admissible
de V, il suffit de le vérifier sur V', sur lequel c'est clair, et sur V N ]Z[, sur lequel les deux
faisceaux sont nuls. En particulier, on a jQL,A = oy j‘T,,A, et, pour tout j‘T,,A-module
E’, ay v E' est ainsi muni d'une structure canonique de j‘T, A-module. Puisqu'on a aussi
oc{’}v, oy E' = E’, on voit que les foncteurs oy, et oc{?v/ sont des équivalences quasi-
inverses entre la catégorie des jQ} A-modules sur V et celle des j;fw A-modules sur V.

Nous utiliserons cette remarque pour considérer le foncteur j“; comme un foncteur a
valeurs dans la catégorie des faisceaux sur ]Y[, en posant

(2.1.1.3) J'E = oy, JE.

Compte tenu de ce qui précede, le foncteur j' ne change pas si l'on remplace V par un
voisinage strict V' c V. Il est encore caractérisé par la relation

T _ . ’
(2.1.1.4) LW, j'E) = limy _y T(Wn V', E)

pour tout ouvert quasi-compact W  1Y[. En effet, il existe A tel que WN U, c V. Comme
W N U, est quasi-compact, on a alors, en appliquant ce qui précéde au voisinage strict
VnU,cV,

LW, j'E) = TWNV,jj{E) = TWnU,,jyE) = limy oy T(WNV, E).
On remarquera d'autre part que, d'apres ce qu'on a vu plus haut, 'homomorphisme

canonique
Irayl,E) —— I'(V,E)

est un isomorphisme pour tout j'A-module E, et tout voisinage strict V de 1X[.

Remarque. — 11 suffit bien stGr de passer a la limite sur un systeme fondamental de
voisinages stricts de ] X[ ; on pourra par exemple se limiter aux ouverts Vi définis en
(1.2.4) (i). De méme, la condition de (1.2.2) montre que, les ouverts U, étant définis comme
précédemment (ou comme en (1.2.3) (iii)), on obtient, pour W quasi-compact,

(2.1.1.5) T(W, j'E) = lim, T(WnU,, E).
—>
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(2.1.2) En supposant que V" est un anneau de valuation discréte, d'uniformisante =,
montrons comment le foncteur j T est relié a la notion de complétion faible de Monsky et
Washnitzer [MW1]. Rappelons tout d'abord que, si A est une v ’-algébre de type fini, et
ty,...,t, une famille de générateurs de A comme V-algebre, on définit la complétée faible
de A comme la sous-1V"-algebre AT de la complétée usuelle A de A formée des éléments x

qui peuvent s'écrire comme somme d'une série

(2.1.2.1) x = Y a'Pyty,....t,),
i

les P, e V'[t,...,t,] étant tels qu'il existe des constantes a, b pour lesquelles
degP, < ai+b

pour tout i. Il revient au méme de dire que x peut s'écrire sous la forme d'une série

(2.1.2.2) x = E o, tE,
k

ou les o, € V" sont tels qu'il existe des constantes n < 1 et ¢ telles que || < cn'®l pour tout
k.

Soient P l'espace projectif formel de dimension n sur ¥, Y sa réduction sur %, j:
X < Y l'immersion de l'espace affine de dimension n définie par un systéme de co-
ordonnées projectives; 1Y [ est alors l'espace projectif sur K, ] X[ la boule unité fermée de
l'espace affine, et, d'apres (1.2.4) (ii) et (iii), un systéme fondamental de voisinages stricts
de 1X[ est fourni par les boules fermées de centre 0 et de rayon A — 1%. La formule
(2.1.1.5) entraine alors que I'(Py,, j TOPK) est I'anneau des séries formelles dont le rayon de

convergence est strictement supérieur a 1, soit
(2.1.2.3) T(Pg, j0p) = VIty,....t,1" ®K.

Dans la suite, nous noterons cette algébre par K [#,,..., tn]T.

Plus généralement, soient X = SpecA, un schéma affine et lisse sur %, et A une
V'-algebre lisse relevant A (il en existe d'apres [Ell, th. 6]). Fixons une présentation

A = VIty,... t /],

et soient 2 = Spec A, P le complété formel de la fermeture projective de ¥ dans P}, Y sa
réduction sur k. Le tube de Y est égal a P, le tube de X est l'intersection de P avec la
boule unité fermée de Az c IPg, et les intersections de Py avec les boules de rayon 1 — 1*
forment un systéme fondamental de voisinages stricts U, de ]X[ qui sont affinoides.
L'image de 1'homomorphisme de restriction

T(U,,0p) —> T(X[,0p) ~ A®K

est contenue dans la sous-algébre AT ® K ¢ A ® K. En effet, au-dessus de A%, l'idéal
définissant Py dans l'espace projectif analytique n'est autre que I (lelré, ce qui fournit 1'iso-

morphisme
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T(U,, Opp/IT(WU,, Opy) —— T(U,, Up),

et I'assertion résulte de (2.1.2.2). Comme A" ~ V[tl,...,tn]T/IV[tl,...,tn]T, on en déduit

par passage a la limite un isomorphisme
li_rn)lF(Ul, (QPK) —=~ 5 A'"®K,
soit, compte tenu des remarques de (2.1.1),
(2.1.2.4) TPy, j'0p ) = TR, jT0p ) = AT®K.
On observera qu'on a d'autre part

T(XI, j'0p) = TAXIL, Op) = A®K.

(2.1.3) PROPOSITION. — Soient V un voisinage strict de 1XI[, A un faisceau d'anneaux
sur V, et E un A-module.

(i) L'homomorphisme canonique
E —— jiE

est un épimorphisme. Si E est un j; A-module, c'est un isomorphisme.

(ii) L'homomorphisme canonique
E®, jiA —— jiE

est un isomorphisme.
(iii) Les foncteurs jQ} et j T sont exacts sur la catégorie des A-modules sur V.

Soient W un ouvert affinoide de V, et s une section de j{f,E sur W. Quitte a passer a un
recouvrement admissible de W, on peut, pour relever s en une section de E, supposer que
P est affine; soient alors ¢,,...,¢, des sections de (/; relevant des équations de Z dans Y.
D'apres (2.1.1.5), il existe A < 1 tel que s provienne d'une section de E sur W n U, . Soit U,
l'ensemble des points x de ]Y[ tels que [#;(x)| > 4, et fixons A’ tel que A < A’ < 1. Alors les
U;, et [Z], induisent un recouvrement spécial de W; s se releve en une section de E sur
chacun des W n U,, par hypothese, et se reléve en la section nulle sur W n [Z],, d'apres
(2.1.1.5).

Supposons que E soit un j‘T, A-module, et prouvons la seconde partie de (i). Soient W
un ouvert affinoide de 1Y [, et s € I'(W, E) une section d'image nulle dans I'(W, j{f,E).
D'apres (2.1.1.5), il existe A tel que s =0 dans I'(W n U, , E). D'autre part, la restriction de
E aV n 1Z[ est nulle d'apres (2.1.1). Comme U, et ]1Z[ induisent un recouvrement
admissible de V,on a s =0 dans I'(W, E).

Pour montrer l'assertion (ii), il suffit de montrer que tout homomorphisme A-
linéaire ¢ : E — F de E dans un j;r, A-module F possede une unique factorisation par

I'hnomomorphisme E — j;r,E, ce qui résulte de (i).

Enfin, l'exactitude a gauche de j;ﬂv résulte de celle des images directes et des limites
inductives, et son exactitude & droite est conséquence de (i). Celle de j© en découle
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puisque avec les notations de (2.1.1), oy, est une équivalence de catégories de la catégorie

des jy, i A-modules dans celle des ]TA modules.

La construction de jJr est fonctorielle en (P, Y, X) au sens suivant :

(2.1.4) PROPOSITION. — Avec les hypothéses et les notations de (1.2.6), soient V un
voisinage strict de 1X[p dans 1Y[p, V' un voisinage strict de 1X'[p dans 1Y'[p tel que
ur(V') €V, ug la restriction de ug a V'. On note ]V,] T les foncteurs “faisceau des germes
de sections surconvergentes” définis en (2.1.1.1).

(i) Il existe pour tout faisceau abélien E sur V des homomorphismes canoniques
(2.1.4.1) JVE —— u, jiug'E,
(2.1.4.2) JE —— uy, j u'E.
Si on suppose de plus que X' = v=1(X), les morphismes
(2.1.4.3) Ug 1J‘T,E —_— JV’”K 1R,
(2.1.4.4) ug j'"E —— jTu'E,

déduits de (2.1.4.1) et (2.1.4.2) sont des isomorphismes.

(ii) Soient respectivement A et A’ des faisceaux d'anneaux sur Vet V', ¢ : uy 1A 5 A
un homomorphisme de faisceaux d'anneaux, uK le foncteur image inverse correspon-
dant de la catégorie des A-modules dans celle des A’-modules. Il existe pour tout A-

module E sur V. un homomorphisme canonique A-linéaire
(2.1.4.5) JE —— uj, i u'E,
(2.1.4.6) JE —— g, j Ul E.

Si on suppose de plus que X' = v"(X), les homomorphismes
(2.1.4.7) Ug J‘T,E — Jy ul'{*E,
(2.1.4.8) ug j'E —— jTufE,

déduits de (2.1.4.5) et (2.1.4.6) sont des isomorphismes.

Pour définir (2.1.4.1), il suffit de définir, pour tout couple d'ouverts quasi-compacts
WcV, W cV tels que ug (W) < W, une application canonique

T(W, j,E) —— T(W, jilug'E).
On a alors :
T(W, j E) = limy, T(WNV,,E),
T(W', jug'E) = limy, T(W' 0V}, ug 'E),

ou V, et V] parcourent l'ensemble des voisinages stricts de ]1X[ et ]X'[ contenus dans V
et V'. Comme u}{_l(Vl) est un voisinage strict de | X'[ d'apres (1.2.7), les applications
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naturelles
TWNV,E) —— TW nug (V), ug'E)

fournissent par passage a la limite l'application cherchée. L'homomorphisme (2.1.4.2) se
déduit de (2.1.4.1) en appliquant oy, avec oy, : V <> 1Y [ .

Supposons que X' = v 1(X), donc Z' = v 1(Z), et montrons que (2.1.4.3) est un
isomorphisme. Si uz est une immersion ouverte, et Y' = u1(Y), l'assertion résulte de
(1.2.5) et (1.2.7). Prenant des recouvrements ouverts de P et P’, ce qui fournit un
recouvrement admissible de 1Y [/, on peut donc se ramener au cas ou P et P’ sont affines.
Soient g4,...,8, € I'(P, Up) donnant des équations de Z dans Y. Si I'on pose

U, = {xelYlp|3i |gx)] 22},
U, = ug"(U) n1Y'[p = {x'€1Y[p

3, lu™(g) (x| =2},
Ug J‘T,E est le faisceau associé au préfaisceau

Wi— limWD (W) lim rwnbUuU,, E),
et ]V« Ug ~1E est le faisceau associé au préfaisceau

Wi lim , im o) DOV, B,

ou W’ est un ouvert quasi-compact de V', et W, W” des ouverts quasi-compacts de V; on
peut de plus se limiter aux ouverts W' < V' pour lesquels il existe un ouvert quasi-
compact W c V tel que ug,(W’) c W. On définit alors une fleche

JVuKlE — ug 1‘]3-/E

inverse de (2.1.4.3) comme suit. Pour W < V' donné, on choisit un ouvert quasi-compact
W, V tel que ugx(W') c W,. Pour (A, W”) tels que ux (W' n U;) c W”, il existe n > 1 tel
que ux(W') c [Y] > €t l'ouvert quasi-compact de V obtenu en posant W = W" u (W, n
[Z],) est alors tel que ug(W’) c W. En observant que, pour A’>n,onaWnU, =W'nU,,
on voit qu'il suffit d'associer a une section s € ['(W”, E) sa restriction a W n U,,, pour
A’ > n quelconque, l'application obtenue étant manifestement indépendante des choix ef-
fectués dans la construction. On en déduit que (2.1.4.4) est un isomorphisme en observant
que sa restriction a V' n'est autre que (2.1.4.3), et que les deux faisceaux considérés sont
nuls sur 1Z[.

Supposons maintenant donnés A, A’, et uy ~1A -5 A’. Les homomorphismes (2.1.4.5) et
(2.1.4.6) se déduisent de (2.1.4.1) et (2.1.4.2) par fonctorialité, et définissent par adjonction
un homomorphisme A’-linéaire

uK*J‘T,E — Jy u}{*E
D'apres (2.1.3) (ii), on a des isomorphismes
. ~ . /—1 >/ 1 1
E®AJ‘T,A = JQL,E, Ug E®u;{—1AJV A = JV ug E.
Si X' = v~ 1(X), l'isomorphisme (2.1.4.3) pour E s'identifie alors au composé

ug"(E @y jyA) = ug'E @1y ug iy A = uig'E @,y Jilui A,
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ou le deuxiéme isomorphisme est défini par (2.1.4.3) pour A. L'homomorphisme de

fonctorialité JV’ Ug ) S ]V Ug *E s'identifie d'autre part a
i 'E @1y jpug A — (ug'E®, 1y A) @y jit A = wir'E® 1y ji A

Pour prouver que (2.1.4.7) est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que
(Ui 'E @y Jyiug A @iy A — ui'E®, iy Jit A

en est un, ce qui résulte de (2.1.3) (ii). Enfin, l'isomorphisme (2.1.4.8) s'en déduit par le

méme argument que plus haut.

(2.1.5) PROPOSITION. — Soient V un voisinage strict de 1X[p dans 1Y[p, E un Oy-
module cohérent, et ji l'immersion de 1X[ dans V. Alors I'homomorphisme canonique

JVE —— jg.JiE

est injectif.

On peut supposer P affine. Soient W un ouvert affinoide de V, et s une section de jQL,E
sur W d'image nulle dans jK*j;;E. D'apres (2.1.1.5), s provient d'une section s’ de E sur
W n U, pour A assez preés de 1, dont la restriction a ] X[ est nulle. Le support de s’ est un
sous-espace analytique fermé T de W, donc quasi-compact; il existe donc A < 1 tel que T c

[Z], . Par suite, la restriction de s" a U, est nulle, d'ot la nullité de s.

(2.1.6) D¢éfinition. — Soient V un voisinage strict de 1X[ dans ]Y[, A un faisceau
d'anneaux sur V. Pour tout A-module E, on définit le sous-faisceau L]TZ[E des sections de
E a support dans 1Z[ par la suite exacte

(2.1.6.1) 0 — F]Z[E — E — jy, TE — 0.

Il résulte de (2.1.3) (iii) que le foncteur L]Z[ est exact.

(2.1.7) LEMME. — Soient X, X, deux ouverts de Y, de complémentaires Z,, Z,, et soient
X=XUX,,Z=2,NZy, X' =X NX,,Z' =Z,UZy, ji,]s,J les immersions de X, X,, X’
dans Y. Soit V un voisinage strict de 1X|[ (donc aussi de 1X[, 1X,[ et 1X'[) dans 1Y[, A
un faisceau d'anneaux sur V. On note j;r, jo, j’T les foncteurs (2.1.1.1) relatifs a X, Xy, X’
sur la catégorie des A-modules. Il existe alors des isomorphismes de foncteurs :

W) jiojd = jdeii =~ j

Tt Tt (O aii
Q) Lyy el = Lol = Ly

Soit W < 1Y [ un ouvert affinoide. On a alors
'(w, ]1 0]2E) liinﬂ,1 rwnvy, jZTE) = li_m>V1, V, rwnv,nVv,, E),
ou V, et V, parcourent les voisinages stricts de 1X;[ et ]X,[; l'isomorphisme le ojg =
joOj;r en résulte. Comme V,; N V, est un voisinage strict de ]X'[ d'apres (1.2.10), il existe
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un homomorphisme canonique jf OjZTE - j’TE, et il suffit de montrer, en supposant P
affine, que les ouverts W NV, N V, sont cofinaux dans l'ensemble des intersections de W
avec les voisinages stricts de ] X'[. Soient g7,...,8,. € I'(P, Up), g{, ..., g, € I'(P, Up) défi-
nissant modulo m les k-sous-schémas fermés Z,, Z,; alors Z’' =Y — X’ est défini par les
8g; gJ’.'. Soit ' =V ; sil'on pose

Uy, = txelYl | 34, |gx)]=2),

Uy, = txelYT | 3j, g/ 24"},

U, = {xelYl | 3G, J), Iglf(x)gj’-’(xﬂ > At

on obtient l'inclusion U,, N U,,. c U}, d'ou l'assertion.
Pour prouver (ii), on considere le diagramme commutatif a lignes et colonnes

exactes

+ + i P
0 — Ly oLy E— Ly [ E — L 0B — 0

0 —— Lj;,E E J2 B 0
0 —— jioLj, E iE JiojsE—— 0
0 0 0

résultant de la définition des foncteurs considérés et de (2.1.3). Grace a (i), la colonne de

droite fournit un isomorphisme
T iR ~ T T
Ly i0d B = Js oLy (B,
et la ligne supérieure permet d'en déduire 1'isomorphisme
¥ ¥ ~ T ot
LizpoLizy £ = Lz, o Lig, B
Ce diagramme fournit également la suite exacte
KX T T .t
0 — Lz oLz B — E — jIE®JE,
montrant qu'une section de L]Tzl["L]Tzz[E est une section de E nulle sur un ouvert de la

forme U,, U U,, = U,, c'est-a-dire une section de L]TZ[E.

L'énoncé suivant permet de localiser la construction de j ' sur X.

(2.1.8) PROPOSITION. — Soient V un voisinage strict de 1XI[, A un faisceau d'anneaux
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sur V, (X,), _, , un recouvrement ouvert de X, et jil.. 2 l'inclusion de Xi1 N...NnX.

N lk
dans Y. Alors, pour tout faisceau de A-modules E sur V, la suite

(2.1.8.1) 0 J'E [1/E — []itBE — .. — Jj{ ,BE — 0
i o<y

est exacte.

Les termes de la suite étant nuls sur ]Z[, il suffit de prouver que sa restriction a V
est exacte. On conservera la notation j;l_“ikE pour la restriction a V de jjlmikE (i.e. pour
le foncteur (2.1.1.1) correspondant).

La démonstration procéde par récurrence sur n. Posons X' = X, U ... U X , Z =
Y-XZ'=Y-X',j : X' =Y, et soit K' le complexe

0 — E — HjiTE — ... — jg E — 0.
1<i

D'apres I'hypothese de récurrence et (2.1.3), K est une résolution de L]TZ,[E. La suite
exacte (2.1.6.1) donne une suite exacte de complexes
0 — I[j, K’ — K" — jiK' — 0.
Le lemme (2.1.7) (i) permet d'identifier leK " au complexe
0 — jiE — [[iE — ... —J{ ,E—0,
1<i

donc le complexe associé au complexe double K* — leK * au complexe

00— E — HjiTE — ... — j] JE — 0.

1

Comme, d'apres (2.1.6), L]TZI[K' est une résolution de L]TZI[(L]TZ'[E)’ qui s'identifie a
L]TZ[E d'apres (2.1.7) (ii), la suite

0 — L]TZ[E — E — HjiTE — ... — j E—0

l

est exacte, et 1'énoncé en résulte.

Remarque. — Soit ¥ le recouvrement de X par les X;. On peut aussi considérer le
complexe de cochaines de type Cech

2182 CU&EE) = [[/E - [[J/i,E - = ] ji o E = -

i07i1 iOv'“;ik

ainsi que le sous-complexe des cochaines alternées (f”T'(I, E)c CT'(I, E). Ce dernier est
isomorphe au complexe (2.1.8.1), et est donc une résolution de j'E. D'autre part,
l'inclusion de C'7* (X, E) dans C'* (X, E) est une équivalence d'homotopie (cf. [Sel, ch. I,
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§3, prop. 2]), de sorte que CV'T'(I, E) est également une résolution de jTE.

Nous allons maintenant considérer les propriétés de finitude des j T(’)‘]Y[-modules.
Rappelons qu'un faisceau de modules E sur un faisceau d'anneaux A est dit cohérent si
E est de type fini, et si, pour tout morphisme u : A" — E au-dessus d'un ouvert U, Ker(¢p)
est un A-module de type fini sur U. Le faisceau A est dit cohérent s'il est cohérent en tant
que faisceau de A-modules. Si c'est le cas, il y a alors équivalence entre la notion de A-

module de présentation finie, et celle de A-module cohérent.

(2.1.9) PROPOSITION. — (i) Sous les hypothéses de (2.1.1), le faisceau jT(Q]Y[ est un
faisceau d'anneaux cohérent.
(ii) La catégorie des jT(/)]Y[-modules cohérents est une sous-catégorie abélienne de

celle des jT(Q]Y[-modules, stable par produit tensoriel et Jfom interne.

Soit ¢ : (jT()]Y[)” —>jT(9]Y[ un homomorphisme jT(D]Y[-linéaire défini sur un ouvert
W c 1Y[. Pour prouver que Ker(¢p) est de type fini, il suffit de prouver qu'il en est ainsi de
sa restriction aux ouverts d'un recouvrement admissible de W par des ouverts affinoides,
ce qui permet de supposer W affinoide. D'apres (2.1.1.2), il existe un voisinage strict V de
1XT tel que ¢ soit défini par des sections sy,...,s, e [(W NV, Uy). Sur Wn 1Z[, Ker(¢)
est nul, et, sur WnN V, il est de la forme jJVmV(u/), avec y : Oy vy = Uy Comme le
recouvrement (]Z[, V) est admissible, il suffit de vérifier que Ker(¢) est de type fini sur
W n V. Or le foncteur jJVmV est exact, donc Ker(p) = j;anV(Ker(q/)); comme Oy est

cohérent, 'assertion (i) en résulte.

L'assertion (ii) est une propriété classique des faisceaux cohérents.

(2.1.10) PROPOSITION. — Soient E, F deux jT(’)]Y[-modules cohérents.
(i) Il existe un voisinage strict V de 1X| et des ()y-modules cohérents &, 7, tels que
E=ji6 F=~j'7.

(ii) L'application naturelle

].]‘.ﬂv/ HOI’IICV,((S | Vr, .7| Vr) e HOIIl]~ (E, F),

' (/)]y[

ou V' parcourt l'ensemble des voisinages stricts de 1X|[ contenus dans V, est alors un

isomorphisme.

Autrement dit, la catégorie des jTC’)]Y[-modules cohérents est équivalente a la
catégorie limite inductive des catégories des modules cohérents sur les voisinages stricts
de 1X[.

Pour 4 — 17, soit U, = 1Y[ — 1Z[,. Supposons prouvées les deux assertions

suivantes :

(i') pour tout n < 1, il existe 4 < 1, un module cohérent 611 (resp. .‘7,1) sur Vn =U,n [Y]T7
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et un isomorphisme de jT 6 (resp. _]'Jr 7 ) sur la restriction de E (resp. F')a 'V _;
Voon V,on n

(ii') pour tout n < 1, si A, 811 et ‘711 vérifient (i'), alors, pour tout homomorphisme #4 :
E — F au-dessus de Vn’ il existe A" avec A <1’ < 1, et un homomorphisme hn : 811 - ‘711 au-
dessus de V,nU, tels que j{ﬁn A Ux(hn) = h; de plus, si hn et h;] vérifient tous deux cette
propriété, ils coincident sur V, N U, pour A" assez pres de 1.

Alors la proposition en découle. Pour prouver (i), on fixe une suite croissante n, de
limite 1; on construit alors par récurrence une suite croissante A, de limite 1, et, en

posant V, =U, n [Y] n,> UN module cohérent &, sur W = U V ., de restriction &,

n'<n
sur W, et donnant la restriction de E a W, par application du foncteur jJVn. Supposant 1,

nel > ON peut

donnent tous deux la

et &, construits, soient A/ , et &, , obtenus par application de (i) a n

supposer A< A Sur U,, N [Y] , les faisceaux & et &
ln+1 Mn n

n = “n+l”
restriction de E. D'apres (ii"), il existe 1, ; tel que 1

n+1
< A, < 1let un isomorphisme de

n+l
6, sur 6, ; au-dessus de U/ln+1 N [Y]nn donnant l'identité de E par application du foncteur

,'1 .1 bpar cet isomorphisme, on obtient le faisceau

D'apres (1.2.4) (i), V = UnVn est un voisinage strict de 1X|[, et les W_ =

n

jT correspondant. En recollant 6, eté
cohérent &, _ ;.
Vn [Y]nn en forment un recouvrement admissible. On obtient donc par recollement sur
V un faisceau cohérent ¢ induisant les &, et un isomorphisme de jg,& sur la restriction de
E a V. Comme la restriction de jT(Q]Y[ a 1Z[ est nulle, il en est de méme de celle de E;
comme ]Z[ et V forment un recouvrement admissible de 1Y [, cet isomorphisme se
prolonge trivialement en un isomorphisme de j '€ sur E. L'assertion (ii) se montre de la

méme maniére.

La démonstration de (i') et (ii') est classique, la quasi-compacité de [Y] q €t de Vn
permettant de travailler avec des recouvrements finis par des ouverts affinoides sur
lesquels E posséde une présentation finie, et de se ramener au cas particulier ou E =

'T ) D _ ) : Z
J 'Oy (resp. 611 = (/Vn), qui résulte alors de (2.1.1.5).

Remarque. — 1l résulte facilement de la démonstration précédente que E est un j T(9‘]Y[-
module localement libre de type fini si et seulement s'il existe un voisinage strict V de

1XT et un Uy,-module localement libre de type fini & tels que £ ~ 7e.

(2.1.11) COROLLAIRE. — Le foncteur de restriction de la catégorie des jTO]Y[-modules

cohérents vers les (), xyymodules cohérents est fidele.

Sif:E — F est un homomorphisme de j T(Q]Y[-modules cohérents, il existe d'apres
(2.1.10) un voisinage strict V de ] X[, et un homomorphisme g : & — 7 de (y-modules
cohérents tel que f=j(g). Si f =0 sur 1XI[, il en est de méme de g. Le support de Im(g)
est alors un fermé analytique de V qui ne rencontre pas ]XI[, et il existe donc un
voisinage strict de ] X[ disjoint de ce support. L'énoncé en résulte.

La proposition (2.1.10) permet de montrer que la catégorie des jT(’)]Y[-modules
cohérents est de nature locale sur X; plus précisément, on obtient un champ [Gil, 11
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1.2.1] sur Y en associant a tout ouvert j : X < Y la catégorie des jT(Q]Y[-modules

cohérents :

(2.1.12) PROPOSITION. — Soient (X,);, _ ;

l'immersion de X; dans Y.

, un recouvrement ouvert fini de X, j
(i) Supposons donnés, pour tout i, un j;((”)‘]Y[-module E; cohérent (resp. localement
libre de type fini), et pour tous i, i’, des isomorphismes j;[Ei =~ j'E, vérifiant la condition
de cocycle. Alors il existe un unique jT(’)]Y[-module cohérent E (resp. localement libre de
type fini) muni d'isomorphismes j;(E =~ E; compatibles aux isomorphismes j;Ei zjiTEi,.
(ii) Supposons donnés deux jT(”)‘]Y[-modules cohérents E, F, et, pour tout i, un homo-
morphisme o, :jiTE - jiTF, avec Jf ®; =j§<pi,. 1l existe alors un unique homomorphisme ¢ :

E — F tel que j;(p = @; pour tout i.

D'apres (2.1.10), il existe pour tout i un voisinage strict V, de ]X.[ et un module
cohérent (resp. localement libre de type fini) &; sur V, tels que j; &, = E;. De plus,
l'isomorphisme j;fEi ~ jL.TEi, provient d'un isomorphisme &, =~ &, sur un voisinage strict
W.. cV.,nV,de ]X; n X,[. Fixons une suite croissante 1 de limite 1. Comme les
voisinages V, forment un systeme fondamental de voisinages stricts, on peut, quitte a
rétrécir les V,, supposer que les V, sont les voisinages standards V; 5,2 @ssociés a n et a
une suite A (indépendante de 7). La réunion des V,, , est alors le voisinage standard V, ,
de ] X[ associé aux suites 1 et 4, et les V, 12 €N forment un recouvrement admissible.

Comme V; 22 ViV, on peut supposer que les isomorphismes &, =~ &, sont

i, A%
définis sur les V; NV, et satisfont la condition de cocycle sur les V, NV, n V... 1l existe
alors un module & cohérent (resp. localement libre de type fini) sur V induisant les &, sur

lesV,, etle jTO]Y[-module E = j'& vérifie alors

BB = i = ji6 = jl6, ~ E

i

L'unicité de E se vérifie de facon analogue, ainsi que l'assertion relative aux homo-

morphismes.

2.2. Connexions surconvergentes le long d'un fermé

Dorénavant, nous supposerons que le corps de base K est de caractéristique nulle.

Les notations étant toujours celle de (2.1), on suppose donné un morphisme de V-
schémas formels f: P — S, lisse sur un voisinage de X dans P. Sauf mention explicite du
contraire, les faisceaux de différentielles sur les Sy -espaces analytiques considérés dans
cette section seront relatifs & Sy.

(2.2.1) LEMME. — Sous les hypothéses précédentes, l'ensemble des points de 1Y [ ou le
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morphisme fy est lisse est un voisinage strict de ] X[.

D'apres le critére jacobien (0.1.11), I'ensemble des points de non lissité de f% est
un fermé analytique de P, et son complémentaire est donc ouvert. Il contient la fibre

générique de l'ouvert de lissité de f, donc ] X[, et le lemme en résulte d'apres (1.2.4) (ii).

(2.2.2) Soient 6 I'immersion diagonale de Py dans Py XSKPK, J son idéal, et

P = O /jn+1

PKXPK

le faisceau des parties principales d'ordre n, considéré comme un faisceau sur Py. Au-
dessus de l'ouvert de lissité de f, 7" est localement isomorphe (pour ses deux structures
de (9PK-algébre) a une algebre de polynémes tronquée. Le lemme (2.2.1) entraine alors que,
sur 1Y[p, jTP™ est localement isomorphe & une algebre de polynémes tronquée sur
J T(Q]Y[. Comme K est de caractéristique nulle, on déduit de [Bel, II 4.2] que les différentes
caractérisations habituelles de la structure de module & connexion intégrable
s'appliquent aux jTO]Y[-modules (plus précisément, jT(’)]Y[ et les ;72" munis des
homomorphismes qui les relient, forment un groupoide formel PD-adique de type fini
différentiellement lisse au sens de [Bel, II 1.1.3 et 4.2.2]); une connexion intégrable
relativement a Sy sur un j T(Q]Y[-module E est donc constituée par 1'une des données

équivalentes suivantes :

(i) un homomorphisme

. 1
ViE—— E®, Ql

tel que V(am) = aV(m) + meda pour a ejT(Q‘]Y[ et m € E (on remarquera que E ®0]Y[ Q]1Y[
~FE ®jTO]Y[ jTQ]lY[ grace a (2.1.3) (ii)), et tel que 'homomorphisme composé
\ 1 v 2

soit nul;

(ii) une famille compatible d'isomorphismes j%"-linéaires

- ~ i
induisant l'identité modulo j Ty , et vérifiant la condition de transitivité usuelle [Bel, 11
1.3.1] sur la diagonale du produit Py XSy Py XSy Py (nous dirons que la famille des ¢,

vérifie la condition de cocycle);

(iii) un homomorphisme de faisceaux d'anneaux du faisceau des opérateurs
différentiels de jTO]Y[ dans lui-méme dans celui des opérateurs différentiels de E dans
lui-méme, compatible a la filtration par 1'ordre et a 1'action de jTO]Y[ par homothéties.

Suivant la terminologie classique, nous appelerons section horizontale d'un jTO]Y[-
module a connexion intégrable E toute section s de E telle que V(s) = 0, et

homomorphisme horizontal entre deux j T(Q]Y[-modules a connexion intégrable E, F tout
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homomorphisme jTO]Y[-linéaire ¢ commutant aux connexions. Rappelons qu'en

munissant le faisceau Jom jTO]Y[(E’ F') de la connexion définie par

un homomorphisme horizontal peut s'interpréter comme une section horizontale de

JFOmj'c“(’)]Y

[(E, F), et que, réciproquement, une section s est horizontale si et seulement si
I'homomorphisme jTO]Y[ — E envoyant 1 sur s est horizontal.

(2.2.3) PROPOSITION. — Soit E un jTO]Y[-module cohérent, muni d'une connexion
intégrable V relativement a Sy

(i) Il existe un voisinage strict V de 1X[ et un Uy-module cohérent & muni d'une
connexion intégrable V,, relativement a Sy, tels que (E, V) = j, V).

(ii) Si S = SpfV, le jT(’)]Y[-module E est localement libre de rang fini.

La premiere assertion résulte de (2.1.10) appliqué aux images inverses de E et ¢, sur
les produits double et triple, d'apres [Bel, IT 3.3.9 et 4.2.10]. Comme K est de caractéris-
tique nulle, la seconde assertion en résulte classiquement (voir par exemple [Phl, lemme
10.3.1]).

Localement, si 'on se donne une base de E et un systéeme de coordonnées locales sur
la partie lisse de P, une connexion sur E est donc définie par une matrice dont les
coefficients sont des formes différentielles analytiques sur un voisinage strict de 1 X]|.

(2.2.4) Soient W un ouvert de 1Y [ sur lequel Q}JK posséde une base de sections de la forme
dt,,...,dt, ,d;,...,0,, les dérivations correspondantes, et notons encore 0, : E — E l'action
de o, définie par la connexion V de E. On peut décrire explicitement l'isomorphisme ¢,

comme étant l'isomorphisme j Tgpm linéaire tel que, pour toute section e € I'(W, E), on ait :

(2.2.4.1) g,(1lee) = E L,le ® 1k,

avect,=1t —t ® 1. Posons:

(2.2.4.2) é(lee) = lim, ¢,(lee) € lim, T(W, E®.  j'7")

Nous dirons que £(1®e) est la série de Taylor de e € (M, V). Lorsque E est localement
libre de rang fini, on peut, en utilisant les coordonnées locales ¢,...,¢, sur W, la considé-
rer comme une section de £ & jT(Q]Y[[[Tl,...,rm]], donc comme une série formelle a

coefficients dans E. Cela justifie la terminologie de la définition suivante.

Nous désignerons par p, et p, les morphismes
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Yip: —2 1Y,

induits par les deux projections de Py XSy Py sur Py, et nous considérerons ces deux
espaces analytiques comme munis des faisceaux d'anneaux j'TO]Y[ et jT(Q]Y[. On
observera que la diagonale de 1Y [, est un sous-espace analytique localement fermé de

1Y pe.

(2.2.5) Deéfinition. — Soit E un (J;yymodule (resp. jTO]Y[-module) muni d'une connexion
intégrable V. Nous dirons que V est convergente (resp. surconvergente le long de Z) s'il
existe sur | X[p2 (resp. 1Y [p2) un isomorphisme

(2.2.5.1) e: poE —>pfE

induisant pour tout n les isomorphismes ¢, par réduction modulo .¥ n+1 (resp. j'T971) et
application de 57! (resp. via l'identification § 1’7 = jT5~1 de (2.1.4.4)).

On observera que la notion de connexion convergente est en fait le cas particulier de
la notion de connexion surconvergente le long de Z obtenu lorsque le lieu de
surconvergence Z est vide, i.e. lorsque Y = X.

La proposition suivante permet d'expliciter la notion de surconvergence lorsque
(E, V) est de la forme j (&, V,), ou & est un (Uy,-module cohérent sur un voisinage strict V
de 1X[p, et V,, une connexion intégrable sur ¢&.

(2.2.6) PROPOSITION. — Soient V un voisinage strict de 1X| lisse sur Sy, (6, V) un OUy-
module cohérent muni d'une connexion intégrable, (E, V) = jT(G, V). Pour que V soit
surconvergente, il faut et suffit qu'il existe un voisinage strict V' de 1X|p2, contenu dans
p1 (V) NpyH(V), et un isomorphisme € : pjy & = pi& sur V', induisant par réduction
modulo 9™, pour tout n, la restriction & V' N 1Y [p des isomorphismes g,, : " @ & =
& ® P" définis par V.

Soit j'T le foncteur “faisceau des sections surconvergentes” au voisinage de 1X [pe2.
Comme j'Top¥ =~ p¥*oj’ et jTo8* ~ 6%0j'" d'apres (2.1.4), l'existence de &' entraine la
surconvergence de V en prenant ¢ = j'(¢').

Si V est surconvergente, il existe d'apres (2.1.10) un voisinage strict V; de 1X[p2 con-
tenu dans p;'(V) N p;'(V), et un isomorphisme & : p;j& =5 pié sur V| tels que
l'isomorphisme ¢ de (2.2.5.1) soit défini par € = j'T(¢’); il faut alors montrer que, quitte &

I pour tout n. On peut supposer que

rétrécir V), ¢ induit les ¢,, par réduction modulo
V|, est un voisinage strict standard V. o€t il suffit alors de montrer qu'il existe une suite
A’ > A telle que ¢’ induise les g, sur Vﬂj&,. On peut pour cela supposer P affine. Soient ¢, :
PT"QE == E Q P" les isomorphismes définis par V; comme V = jT(VO), onae, = jT(eon)
pour tout n. Puisque ¢ = j'T(¢'), et que par hypothése la réduction modulo j'7.9"1 de ¢ est
égale a ¢, , la réduction modulo 9l de j'T(e") est j T(son), pour tout n. En particulier, si

e, est la réduction modulo ¥ n+l de ¢/, la restriction a 1X[ de g, est égale a celle de ¢, .
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Soient n, un élément de la suite n, et V, = [Y]n- N U, . Comme & est cohérent sur V, le

module
N; = Rer(I'(V,, &) - I'(V, n 1XT, 6))

a pour support un fermé analytique T de V, tel que T'N ] X[ = @; le principe du maximum
entraine alors qu'il existe ;> A, tel que T N U,, = @. Comme les " sont localement libres
de rang fini, le support de

Ker(I'(V,, 2" ® 6) > T(V, N 1X[, 2" ® 6))

est égal a celui de N;. Par conséquent, quel que soit n, la restriction a U,, de ¢, est égale a
(2
celle de ¢, , ce qui acheve la démonstration.

Remarque. — Compte tenu de (2.2.3), on voit donc que la catégorie des jT(’)]Y[-modules
cohérents munis d'une connexion intégrable et surconvergente est équivalente a la
catégorie limite inductive des catégories des ()y-modules cohérents & connexion
intégrable sur les voisinages stricts V de ]X[, pour lesquels les isomorphismes ¢, sont
induits par un isomorphisme entre les deux images inverses sur un voisinage strict de
1X[p2, soit encore a la catégorie limite inductive des catégories des (J/y-modules
cohérents, munis d'un isomorphisme entre leur deux images inverses sur un voisinage

strict de 1 X[ p2, cet isomorphisme vérifiant la condition de cocycle.

(2.2.7) PROPOSITION. — Soient E, F' deux jTC’)]Y[-modules cohérents, munis de con-
nexions intégrables et surconvergentes.

(i) L'isomorphisme (2.2.5.1) est déterminé de maniére unique par la connexion, et
méme par sa restriction a 1X|[. Il satisfait nécessairement la relation de transitivité sur
1Y [ps.

(ii) Si h: E — F est un homomorphisme jT(Q]Y[-linéaire, h vérifie la relation e:Op;(h)
= p;k(h)os st et seulement si la restriction de h a 1X[ est horizontale. De méme, une
section s de E vérifie la relation £(p§'<(s)) = pf(s) st et seulement si la restriction de s a
1 X[ est horizontale.

(iii) Si E' c E est un sous-jT(Q]Y[-module cohérent, stable par la connexion de E, la
restriction de celle-ci a E’ est surconvergente, et il en est de méme de la connexion

quotient sur E/E’.

Gréace a (2.1.11), on se raméne pour vérifier (i) et (ii) au cas o1 Y = X; on peut de plus
supposer P affine. Pour n < 1, n € I'* soient Pin les projections de [X]Pzn sur [X]Pn'
Comme le recouvrement du tube ouvert par les tubes fermés de rayon n— 17 est

admissible, il suffit de montrer que 'homomorphisme
pln*.ifomo[X](p;n E,pi7 F) —» llnn pln*.ffom(,[X]((p;n E) ®(9[X]/j”, (pikn F)®0,x, /9™

est injectif pour tout n. Puisque [X1, , est affinoide, on peut supposer que E posséde une

présentation finie. On est ainsi ramené a vérifier que 'homomorphisme
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pln*pan - Hénnpln*((pikn F)/jn(piknF))

est injectif. Comme f est lisse au voisinage de X, le théoréeme de fibration faible (1.3.2)
permet de recouvrir [X] pn bar des ouverts affinoides de la forme U = SpmA au-dessus
desquels [X]P2n s'identifie au produit U x D(0, n*)™. Si M = I'(U, F), on obtient en

prenant les sections sur U un homomorphisme de la forme
M®p Alty,...,1,} —— M @4 Allryq,...,7,,1],

dont l'injectivité se rameéne par dévissage au cas ou M est un quotient de A.

Pour prouver l'assertion (iii), on observe d'abord que pE’ c p*E : d'aprés (2.2.1), les
projections p; sont lisses, donc plates [Rb1], sur un voisinage strict de 1 X[, de sorte que
les morphismes d'espaces annelés p, : (1Y [p2, jT(”)]Y[) - (1Y [p, j*(‘)‘]Y[) sont plats. On
applique alors ce qui préceéde a 'homomorphisme composé

&
poE' —— p;E —~— p{E —— p{E/E'.

(2.2.8) COROLLAIRE. — Soit E un jT(Q]Y[-module cohérent, muni d'une connexion
intégrable V. Pour que V soit surconvergente, il faut et suffit qu'il existe un recouvrement
ouvert (P;),_; de P tel que, pour tout i, la restriction de Va P,z N 1Y[p = 1P, N Y, soit

surconvergente.

Il est clair que la restriction a ]P, N Y[ d'une connexion surconvergente est encore
surconvergente. Inversement, les ouverts 1P, N Y[p: forment un recouvrement
admissible de 1Y [ 2, et les isomorphismes (2.2.5.1) obtenus sur chacun des ]P, N Y[p2 se
recollent grace a (2.2.7) (i).

Compte tenu de (2.1.9) et (2.1.11), on obtient aussi les corollaires :

(2.2.9) COROLLAIRE. — La catégorie des jT(’)‘]Y[-modules cohérents a connexion
intégrable et surconvergente est une sous-catégorie de la catégorie des (x-modules
cohérents a connexion intégrable (resp. et convergente), et une sous-catégorie pleine de la
catégorie des j T(Q]Y[-moalules cohérents a connexion intégrable.

(2.2.10) COROLLAIRE. — La catégorie des jTU]Y[-modules cohérents & connexion
intégrable et surconvergente est une catégorie abélienne, possédant un produit tensoriel

et un Jom interne, et le foncteur d'oubli de la connexion est exact.

(2.2.11) PROPOSITION. — Soient (X;); _ 1

l'immersion de X, dans Y. Supposons donné un jTO]Y[-module E cohérent, muni d'une

, un recouvrement ouvert fini de X, j;

connexion intégrable V, et, pour tout i, soit (E; V,) = j;(E, V). Pour que V soit

surconvergente, il faut et suffit que V, soit surconvergente pour tout i.
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Cela résulte immédiatement de (2.1.12) (ii), appliqué aux homomorphismes entre
p; E et pf E.

Remarque. — 1l résulte donc de (2.1.12) que la catégorie des jT(Q]Y[—modules cohérents,
munis d'une connexion intégrable et surconvergente, est de nature locale en X : si on
associe a tout ouvert X de Y la catégorie correspondante, et si pour tout j': X' c Y, avec
X' c X, on définit le foncteur de restriction correspondant comme étant égal a j'T, on

obtient de la sorte un champ sur Y.

Nous allons voir que la surconvergence d'une connexion sur un j T(9]1,[-module E
peut étre testée en choisissant des coordonnées locales, et en étudiant la série de Taylor
(2.2.4.1). D'apres (2.2.8) et (2.2.11), on peut pour cela localiser sur P, et sur X. Montrons

auparavant un lemme.

(2.2.12) LEMME. — Soient A une K-algébre de Tate, munie d'une norme de Banach
|—1l,X=SpmA,Y =X xD(0,1")" =SpmAlr,,...,7,}, E un A-module de type fini, muni
en tant que A-module d'une norme de Banach encore notée ||—| [BG, 3.7.3.3]. Soient

nel*tel quen<1,et Bn =T(X x D(0, n*)™, Oy). Alors tout élément e c M ® , Bn s'éerit de

maniere unique comme somme d'une série

(2.2.12.1) e = e

S\
£
®
I

avec ey e M, et ||ek||n|]—"'| — 0si |k| — oo

Comme |7;]| < n dans B,, la condition |le, In'2l — 0 entraine la convergence de la
série (2.2.12.1) dans M ®, B, (la topologie définie par une norme de Banach en tant que
B n-algébre coincidant avec la topologie produit tensoriel [BG, 3.7.3.6]).

L'unicité des e, se voit en introduisant, pour tout entier n, le quotient B, =
A{rl,...,Tm}/(rl,...,_rm)n+1, libre de rang fini sur A, et en utilisant la continuité de
I'homomorphisme M ®, B, > M ®, B,. Pour prouver l'existence d'une telle série, il
suffit d'écrire e sous la forme

r
=1

k

avec @; € Bn; chaque ¢, est alors de la forme ¢, = 2,_6 a;,1°, avec ||0tik||n|k| — 0, et on pose

(2.2.13) PROPOSITION. — Supposons P et S affines, et Z de la forme Y N V(g), avec
geT(P,Up); notons U, = {x € P, | |g(x)| > A}. Supposons de plus qu'il existe des
sections t,...,t, € I'(P, (Up) telles que Q}J/S soit libre au voisinage de X, de base
dty,...,dt, . Il existe alors un voisinage strict de 1X[ dans 1Y[ sur lequel dt,...,dt,,
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forment une base de Q}g /S, sotent 91,...,0, les dérivations correspondantes. Soient V
K/OPK m
un voisinage strict de 1XI[, (6, V,) un Oy-module cohérent muni d'une connexion
intégrable, et (E, V) = j (&, V).
(i) Supposons V surconvergente. Pour tout n <1, n e I'*, il existe A < 1, L e T'* tel que
[Y]n N U, c 'V, et que, pour toute section e € F([Y]n NnU,, &), on ait

I 2%elln'®' — 0

pour |k| — oo, | —|| désignant une norme de Banach sur F([Y]n NnU,, o).
(ii) Réciproquement, si, pour tout n <1, n € I'* on peut trouver A < 1, A e I'*  vérifiant
les conditions de (i), alors V est surconvergente.

L'homomorphisme ¢ : (91’511{ - Q%,K ISk défini par d¢,,...,dt, est un isomorphisme sur
1X[. Comme les supports de Ker(¢) et Coker(¢p) sont des fermés analytiques ne
rencontrant pas ] X[, l'intersection avec 1Y [ de leur complémentaire est un voisinage
strict V, de 1X[ d'apres (1.2.4) (ii). Quitte a rétrécir V), on peut de plus supposer, d'apres
(2.2.1), que V, est lisse sur S, et que V, c V.

Comme 1o g — go1 appartient a 1'idéal de Y dans P2, on voit que, pour x € [Y1ps,, et

A > n, la condition |(1® g)(x)| > A équivaut a |(ge1)(x)| > A. On a donc
[Ylpz, NPy (Uy) = [Yp, 0 py'(U,)
pour A > n; posons alors V, , = [Y]p2, N pNU,) = [Y1pz, N pyH(U,).

Puisque V est surconvergente, il existe un isomorphisme ¢ : pyE = p{'E sur
[Ylp2, induisant les isomorphismes ¢, sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale.
D'apres (2.2.6), on peut alors trouver un voisinage strict V' de 1X[p2 dans 1Y [p2, contenu
dans p71(V,) N py1(V,), tel que & soit de la forme &= j''(¢), o &' : p5§ =5 p¥& est un
isomorphisme défini sur V', induisant modulo .9"*! les isomorphismes Eop "B E
& ® #" définis par V,, pour tout n. Fixons n < 1, ne I'*, et soit 1 < 1, 1 € T'*, tel que
V. c V'. Quitte a augmenter A, il résulte de (1.3.8) (ii), appliqué a p; : 1Y [p2 = 1Y [, qu'il
existe un isomorphisme

V,, == (IY1p, 0 U,) x DO, )™,

les sections 7, = 1 ® t; — t; ® 1 correspondant aux coordonnées sur D(0, n*). Soient
eecl([Ylp, NU,, 6), et 6(e) = e'(py(e)) e T(V,;, pié). D'apres (2.2.12), on peut écrire

0(e) comme somme d'une série

0e) =Y o,(e) © 2,
k

avec Gk(e) € F([Y]Pn NnU,, o), et ||9k(e) [l n"—el — 0. Les Gk(e) sont uniquement déterminés;

comme &’ induit les ¢, modulo .¥ "+l on a nécessairement

6,(e) = 37 ke,
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d'ou (i).

Réciproquement, fixons une suite croissante n de limite 1. Pour prouver la
surconvergence de V, il suffit alors de montrer qu'il existe une suite A, telle que, sur
chaque v, A= [Y1p2,, .Npy (U ) il existe un isomorphisme ¢’ p2 > & = pi ¢ induisant
les g, : pour i varlable les 1somorph1smes p2E — pyE obtenus sur les [Y]Pn en
appliquant j'7 aux ¢’ se recollent nécessairement, grace a l'argument de (2.2.7) (i). Posons
n=mn;,A=2;,etsoit M = F([Y]Pn N U,, &). Pour e € M, on définit 6(e) comme somme de la
série (convergente car ||7;|| < nsur [Y]pe n)

k

On vérifie que l'application 6 : M - M ® F(Vn 2 OVM) ainsi définie est semi-linéaire par

rapport a pék : F([Y]Pn nU,, (QPK) - F(VM, OVM)’ de sorte qu'elle définit un homomor-

phisme I'(V (Q’an)-linéaire

€ : 1“(le,p2 6) —— F(an,p é)

na’

qui induit les g,, modulo J"1 L'homomorphisme ¢ est un isomorphisme, car on

construit son inverse de la méme maniére, en associant a e la somme de la série

E| 1 )
E( )kt o Loke € T(V,,,p5&) = T(V,,, 0y ) @M.

Dans le cas particulier ou Z = @, la proposition précédente donne donc un critere

pour qu'une connexion soit convergente :

(2.2.14) COROLLAIRE. — Supposons que P et S soient affines, que X soit fermé dans P, et
que Q}J/S soit libre au voisinage de X, de base dt,...,dt,, ;soient d{,...,0,, les dérivations
correspondantes. Si 6 est un U,y -module cohérent, muni d'une connexion intégrable V,

la connexion V est convergente si et seulement si, pour tout n < 1, et toute section e €

T([X1,,6),on a
| & akell n's -0

pour |k| — oo, |||l désignant une norme de Banach sur I'([X],, 6).

(2.2.15) Exemples. — (i) La dérivation usuelle d : O}y — Qlly[ définit une structure de

module a connexion surconvergente sur j T(D“]Y[.

N

(ii) La théorie de Dwork fournit de nombreux exemples de jT(Q]Y[-modules a
connexion surconvergente, dans des situations o1 P est un espace projectif et X un ouvert
de sa réduction modulo p. Rappelons par exemple les deux cas importants dans la
théorie des sommes exponentielles, en renvoyant a [Be3] pour plus de détails.

a) On choisit 7 tel que 7”71 = —p, et on prend K = Qp(n), P=PL Y= Py, X = A,lc;
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par suite, Y[ = IP}{, et 1X[ = D(0, 1*). On définit un jT(Q]Y[-module a connexion sur-

convergente ¢ en munissant jT(Q]Y[ de la connexion définie par
V(1) = —rdt,

ou ¢ est une coordonnée sur A,l{.

b) On choisit a Zp, P et Y comme plus haut, X = IP,lc — {0, oo}, si bien que 1 X[ est
la couronne de rayon 1 de A,le. On définit alors un module a connexion surconvergente X,
en munissant jTO]Y[ de la connexion définie par

V(1) = at 1dt

(2.2.16) Supposons donné un diagramme commutatif

i p_ f

SN

Speckc—— Spfv’

S

ou f' est supposé lisse sur un voisinage de X' dans P’. L'homomorphisme (2.1.4.2) permet
de définir un foncteur, encore noté uyg, de la catégorie des jT(Q]Y[P-modules dans la
catégorie des j’T(’)]Y[P/-modules, et il s'étend de la maniére usuelle aux modules a
connexion intégrable. Il est clair que l'image inverse d'une connexion surconvergente est

encore surconvergente.

Le réle de l'isomorphisme & sur ]Y [p» est d'assurer que le foncteur ul”g ne dépend, a
isomorphisme canonique preés, que de la restriction de u a Y’; en particulier, deux
morphismes ayant méme réduction sur k% donnent des foncteurs image inverse

isomorphes :

(2.2.17) PROPOSITION. — Soient u, u' : P’ — P deux morphismes dont la restriction a Y’
se factorise par v.

(i) Il existe un isomorphisme canonique ¢, , entre les foncteurs uy et uy sur la

,Uu
catégorie des j T(Q]Y[—modules a connexion intégrable et surconvergente.

(i1) Pour toute section horizontale s, on a

(2.2.17.1) su,,u(u}{*(s)) = u]’g(s).

Soit A = (u, u') : P’ - P xg P. Comme u et u’ coincident sur Y’, le diagramme

Y’ P’
vl lh
Y P P xg P

- 67 -



2.22 P. BERTHELOT

est commutatif. Par suite, 2y s'insere dans un diagramme commutatif

1Y

1YIp & 1¥Ips.

Pour tout j T(Q]Y[-module a connexion intégrable et surconvergente E, l'isomorphisme e

sur ]Y [,z donne alors, par image inverse par Aj, un isomorphisme canonique

(2.2.17.2) e, = h;’;(s) : u}{*E > u;;E,

u',u

dont on vérifie aisément, a l'aide de la condition de transitivité sur 1Y[ps, qu'il est

horizontal pour les connexions images inverses.

On observera que cette condition de transitivité permet également d'assurer, pour

un troisiéme morphisme u” : P’ — P coincidant avec u et u’ sur Y’, la relation
(2.2.17.3) €., /08, = E 4

Enfin, 'assertion sur les sections horizontales résulte de (2.2.7) (ii).

Remarque. — D'apres la définition, l'isomorphisme (2.2.17.2) peut étre facilement
explicité, avec des coordonnées locales, par substitution dans la série de Taylor (2.2.4.2) -
voir en [Be3, 3.4] un exemple d'un tel calcul pour expliciter 1'action du Frobenius dans la
théorie de Dwork.

2.3. Isocristaux convergents et surconvergents

Gardant les mémes notations et les mémes hypotheses qu'en (2.1) et (2.2), nous
examinons maintenant la dépendance par rapport a P et Y de la catégorie des jTO]Y[-
modules cohérents, munis d'une connexion intégrable et surconvergente. On aboutit
ainsi a la construction de deux catégories fonctoriellement associées a X, celle des
isocristaux convergents, et celle des isocristaux surconvergents.

Le premier pas est un théoréme d'indépendance par rapport a P :

(2.3.1) THEOREME. — Considérons un diagramme commutatif de la forme
P’
ar
X<l ,y<',p

ot u est un morphisme de V'-schémas formels, lisse au voisinage de X.

(i) Le foncteur u}’} induit une équivalence de la catégorie des jT(’)]Y[P-modules
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cohérents, munis d'une connexion relativement a S, intégrable et surconvergente le long
de Y — X, avec la catégorie analogue sur 1Y [p-.

(ii) Si E est un jT(’)]Y[P-module cohérent, muni d'une connexion relativement a S,
intégrable et surconvergente le long de Y — X, ['homomorphisme u;’; induit un isomor-

phisme entre les sections horizontales

T(Y[p, E)y_y —=— T(Y[p, uiE)y_,.

Il existe des recouvrements affines (P,) et (P,) de P et P’, tels que u(P,) c P, et
YNnP,=Y NP, Comme l'assertion est locale sur 1Y [, cela permet de supposer P et P’
affines. D'autre part, la remarque de (2.2.11) montre que l'assertion est locale sur X. On
peut donc supposer que X est le complémentaire dans Y d'un fermé défini par une équa-
tion, et que le faisceau conormal & X dans P’ xp X est libre de rang d sur ()y. Soient P”
l'espace affine formel de dimension relative d sur P, s : P — P” la section nulle. Le
théoreme de fibration fort (1.3.7) permet alors de définir un P-morphisme ¢ : P’ — P” com-
mutant aux immersions fermées Y — P’ et Y — P” (cette derniere étant définie par s), et
induisant un isomorphisme entre un voisinage strict de ] X[/, et un voisinage strict de
1X[pr; il induit de méme un isomorphisme entre des voisinages stricts de ]1X[p2 et
1X[pr2. Comme la catégorie des jTU]Y[-modules cohérents a connexion intégrable et
surconvergente ne dépend que d'un voisinage strict de ]1XI[, on est ramené au cas ou
P =P".

Le foncteur s;g est alors quasi-inverse a gauche de u;, et il suffit de définir un
isomorphisme de foncteurs u;; ° s;; ~ Id. Comme scu et Id induisent tous deux l'identité

sur Y, c'est une conséquence de (2.2.17). Enfin, (ii) résulte de (i).

Remarque. — Nous construirons en (3.1.10) un foncteur quasi-inverse canonique de u;}

(2.3.2) Définitions. — Soient S un ¥'-schéma formel de type fini, Y un k-schéma de type
fini, muni d'un ¥-morphisme ¥ — S, X un ouvertde Y, j: X = Y.

(i) Supposons qu'il existe un S-schéma formel de type fini P, et une S-immersion
fermée i : Y < P, tels que P soit lisse sur S au voisinage de X. D'apres (2.3.1), la catégorie
des jTU]Y[-modules cohérents, munis d'une connexion intégrable et surconvergente
relativement a S, ne dépend a équivalence canonique prés que du couple (X, Y) au-
dessus de S, et non de P. En effet, si i’ : Y = P’ est une autre S-immersion fermée telle
que P’ soit un S-schéma formel lisse au voisinage de X, posons P” = P xg P’, et soit i" :
Y = P” l'immersion diagonale. Les deux projections q : P"— P, q' : P” — P’ sont lisses
au voisinage de X, de sorte que les foncteurs image inverse q;} et q}(fk sont respectivement
des équivalences de catégories de la catégorie des jT(Q]Y[-modules cohérents, munis d'une
connexion intégrable et surconvergente le long de Z, sur 1Y [, et 1Y [,/, dans la catégorie
analogue sur ]Y[p,,. On en déduit une équivalence de catégories, définie a isomorphisme

canonique pres, entre ces deux catégories sur Y[, et 1Y [p.
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Par définition, la catégorie des isocristaux sur X/S, surconvergents le long de Z,
notée IsocT(X, Y/S), est la catégorie des jT(Q]Y[P-modules cohérents, munis d'une con-
nexion relativement a S, intégrable et surconvergente. Lorsque Z est vide, cette catégorie
sera appelée catégorie des isocristaux convergents sur X/S, et notée Isoc(X/S). Nous em-
ploierons parfois le terme "cristal" au lieu de "isocristal" ([Be2], [Be3]), lorsqu'aucune
confusion n'est possible avec la notion usuelle de cristal [Bel]. Lorsque S = Spfv/, nous

emploierons plutét la notation X/K.

Le j T(9‘]Y[P-module a connexion correspondant a un isocristal surconvergent E sera
appelé réalisation de E sur P, et souvent noté E,. On dispose donc d'une telle réalisation
pour tout plongement i’ : Y = P’ dans un S-schéma formel, lisse au voisinage de X. De
plus, si u : P — P est un S-morphisme entre deux tels plongements, il existe un
isomorphisme canonique horizontal

(2.3.2.1) uiEp —~ Ep.

En effet, avec les notations introduites plus haut, les deux morphismes q : P” — P et
ucq': P" - P' — P coincident sur Y c P”, de sorte que la connexion de E, fournit
l'isomorphisme (2.2.17.2)

ag ugEp —~— qgEp.
Comme, par construction, Ep est le module & connexion sur ]Y[, d'image gjEp par
l'équivalence de catégories gx', on en déduit 1'isomorphisme (2.3.2.1).

On vérifie sans difficulté que, si 'on dispose d'un troisiéme plongement de Y, et
d'un morphisme de celui-ci dans P’, les isomorphismes (2.3.2.1) correspondants vérifient

une relation de transitivité (cf. (2.2.17.3)).

SiE eIsoc'(X,Y/S), on appelera section horizontale de E toute section horizontale
d'une réalisation E de E. Il résulte de (2.3.1) (ii) que le module des sections horizontales
de E est indépendant de la réalisation choisie. Nous le noterons I'((X,Y)/S, E).

(ii) Soient E € Isoc'(X,Y/S), et i : U = T un plongement d'un ouvert U de Y dans un
S-schéma formel non nécessairement lisse. On associe a E un j T(/)]U[-module cohérent
E sur Ul de la facon suivante. Localement, il existe une S-immersion fermée U < P
de U dans un S-schéma formel lisse P, et un S-morphisme u : T'— U induisant l'identité
sur U. Soient E, la réalisation de la restriction de E a U sur 1Ulp, et ug : 1Ul; — 1Ulp le
morphisme induit par u. On vérifie aisément que le jTO]U[-module E; = uj Ep ne dépend
pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de P et u. De plus, cette construction
fournit encore un isomorphisme (2.3.2.1) pour tout S-morphisme u : 7" — T entre
plongements d'ouverts de Y dans des S-schémas formels. On obtient ainsi une
description de style cristallin de la catégorie Isoc' (X, Y/S), qu'on laisse au lecteur le soin
d'expliciter.

Lorsque ¥ est un anneau de valuation discreéte, la construction de E; s'étend au cas
ou T est un S-schéma formel vérifiant les hypothéses de (0.2.6). D'apres (1.1.4) (ii), on

peut se limiter a considérer le cas ou T posséde un idéal de définition .¥ tel que U = V(.¥).
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La fonctorialité de la construction permet de se ramener au cas affine. Si on choisit une
immersion fermée u, : U < P, ou P est un S-schéma formel z-adique affine et lisse, le
fait que 7 = 0 sur U permet de construire par récurrence une famille de S-morphismes
u; : Spec (QT/W.Jrl — P, telle que u; induise u; ; sur Spec (QT/ji. Par passage a la limite, on
en déduit un S-morphisme u : T'— P, qui définit un morphisme d'espaces analytiques
ug : 1Ulp — 1Ulp d'apres la remarque (1.1.11) (i). La construction s'acheve alors comme

précédemment.

(iii) Lorsqu'il n'existe pas de plongement global i : Y = P, on peut définir la catégorie
Isoc'(X,Y/S) par recollement : on choisit un recouvrement ouvert (Y,) de Y, et des
immersions fermées Y, < P, dans des S-schémas formels lisses au voisinage de
X,=Y,NX;on pose Yaﬁ:YaﬂYﬁ,Xaﬂ =XnNn Yaﬁ,Paﬁ =P, xg Pﬂ; on note j, : X, — Y,
jaﬁ :Xaﬁ — Yaﬁ les restrictions de j, Pop Paﬂ - P, Qop Paﬁ - Pﬁ les projections. Un
isocristal sur X/S, surconvergent le long de Z, est alors constitué par la donnée, pour
tout o, d'un j T(9]Ya [Pa-module cohérent E , muni d'une connexion intégrable et surcon-
vergente, et, pour tous o, B, d'un isomorphisme horizontal pzﬂKEa ~ q;ﬁKEﬁ sur
1Y 51 P,y COS isomorphismes vérifiant la condition de cocycle.

Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre que la catégorie ainsi définie ne
dépend pas, a équivalence canonique pres, des choix effectués. Par souci de simplicité,
nous nous limiterons généralement dans la suite au cas ou il existe un plongement
global Y = P lisse au voisinage de X, les résultats obtenus s'étendant sans difficulté au
cas général.

(iv) La catégorie Isoc'(X,Y/S) est fonctorielle par rapport a (X, Y, S). En effet, a tout
diagramme commutatif de la forme

X’ - YI S/

(2.3.2.2) w l v l l

X —Y —8,

on peut associer en procédant comme suit un foncteur image inverse
v* : Isoc'(X,Y/S) —— Isoc'(X,Y/S"),

ne dépendant que de v, a isomorphisme canonique pres.

./

Supposons d'abord qu'on puisse trouver un plongement i : Y < P (resp. i:
Y' < P’), ou P (resp. P’) est lisse sur S (resp. S’) au voisinage de X (resp. X'), et un
S-morphisme u : P’ — P induisant v. D'apres (2.2.17), le foncteur u; sur la catégorie des
jT(Q]Y[-modules cohérents, munis d'une connexion intégrable et surconvergente, ne
dépend en fait (& isomorphisme canonique pres) que de v. D'autre part, si on change les
plongements P et P’, en gardant 1'hypothése d'existence d'un prolongement de v en
P’ — P, la méthode du plongement diagonal montre que les foncteurs images directes se
correspondent via les équivalences de catégories (2.3.1). On peut donc prendre le foncteur
induit par u}‘} comme définition du foncteur image inverse v™ pour les isocristaux, et

nous dirons que u;} en est une réalisation.
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S'il n'existe pas de morphisme u : P’ — P prolongeant v, il est facile de changer le
plongement P’ de maniere a assurer l'existence d'un prolongement de v : il suffit pour
cela de remplacer P’ par le produit P xg P’, et i’ par I'immersion i” = (i’, icv); P” est alors
lisse sur P’, donc sur S’, au voisinage de X, et la projection g de P” sur P est un
prolongement de v. On observera que, dans le cas ou il existe u : P’ — P prolongeant v, le
foncteur u;g utilisé précédemment est canoniquement isomorphe, via 1'équivalence q}{*
induite par ¢’ : P” — P’, au foncteur g utilisé ici : cela résulte, d'apreés (2.2.17), de ce que

q et uoq’ coincident sur Y'.

Pour tout morphisme (w’, v’) : (X", Y") —» (X', Y’') au-dessus de S” — S’, on montre
facilement l'existence d'un isomorphisme canonique de foncteurs

/>l<0 &

(vov)® = v *opv™.

(2.3.3) Remarques. — (i) D'apres (2.2.11), on définit un champ sur Y en associant a tout
ouvert X c Y la catégorie des isocristaux sur X/S, surconvergents le long de Y — X, les
morphismes de restriction étant les morphismes image inverse.

On observera qu'on obtient également un champ sur Y en associant a tout ouvert
X c Y la catégorie des isocristaux convergents sur X/S : cela résulte de ce que pour tout

recouvrement ouvert (X ) de X, les ] X [ forment un recouvrement admissible de ]1.X1.

(ii) D'apres (2.2.3) (ii), toute réalisation E, d'un isocristal E de Isoc'(X,Y/K) est un
jT(Q]Y[-module localement libre de rang fini. Il en est donc de méme des jT(9]Y[T-modules
E, définis en (2.3.2) (ii), pour toute immersion fermée Y <— T.

(iii) D'apres (2.2.10), la catégorie Isoc'(X,Y/S) est abélienne, posséde produit tenso-
riel et #fom interne, et, pour toute immersion fermée Y = T, le foncteur qui associe a un
isocristal E le j T(/)]Y[-module E est exact; si T est lisse sur S au voisinage de X, il est
fidele.

(iv) Lorsque, dans le diagramme (2.3.2.2), le morphisme S’ — S est plat, le foncteur
v*:Isoc’(X,Y/S) — Isoc’(X',Y'/S’) est exact. C'est en effet une propriété locale sur Y,
de sorte qu'on peut supposer S, S, Y et Y’ affines. On plonge alors Y dans un S-schéma
formel affine et lisse P; Y’ s'envoie dans P xg S’, et on plonge Y’ dans un schéma formel
P’ affine et lisse sur P xg S". Comme P’ est lisse sur S’, le morphisme composé u :
P’ — P x4 8" — P fournit une réalisation de v™*. Or u est un morphisme plat, donc il en est
de méme de uy, et du morphisme d'espaces annelés (1Y'[p, j’T(Q]Y,[) — (1Y [p, jT(Q]Y[)

induit par uy.L'assertion en résulte.

(2.3.4) La catégorie des isocristaux convergents définie ici est équivalente a celle que
définit Ogus dans [Ogl]. En effet, une des descriptions de cette derniére est la suivante
[Ogl, (2.11)] : pour toute immersion fermée de X dans un ¥'-schéma formel P, Ogus
construit un systéme inductif de ¥-schémas formels Tp ,(X), qui sont des modéles
formels des tubes fermés [X]P, pln (voir (1.1.10)); si P est lisse sur ¥, un isocristal
convergent sur X peut alors étre décrit comme une famille compatible de (/)TP,n,( x) By K-
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modules cohérents E, sur les Tp,n(X), munis d'isomorphismes p;En = prn sur
sz, o(X), vérifiant la condition de cocycle. Mais la donnée dun (QTP,n(X) ®,, K-module
cohérent E, est équivalente a la donnée d'un faisceau analytique cohérent &, sur la fibre
générique [X]P,plfn de TP’n(X) [Ogl, (1.5)], et le fait que 1'on se donne une famille de
faisceaux E, compatible aux morphismes TP’n(X) - Tp,n+1(X) signifie que l'on se
donne pour tout n un isomorphisme de la restriction de 6, ; a [X] p,pl/n AVeC 6,. Comme
les [X] p,plin forment un recouvrement admissible de ] X[p, la donnée du systeme des &,
équivaut a celle d'un faisceau cohérent & sur ]X|[,, et on retrouve la description des

isocristaux convergents donnée en (2.3.2).

Nous donnons maintenant un énoncé d'indépendance de la catégorie Isoc(X, Y/8S)

par rapport a Y :

(2.3.5) THEOREME. — Soient j: X < Yet j' : X = Y' deux immersions ouvertes, Y et Y’
étant des k-schémas de type fini, Z =Y — X, Z'=Y — X, et soit v:Y' — Y un morphisme
propre tel que voj' = j.

(i) Le foncteur v™* est une équivalence de la catégorie des isocristaux sur X/S
surconvergents le long de Z dans la catégorie des isocristaux sur X/S surconvergents le
long de Z'.

(ii) Si E est un isocristal sur X /S surconvergent le long de Z, l'homomorphisme cano-

nique
r(Xx,Y)/S,E) —— T'(X,Y")/S,v*E)

est un isomorphisme.

L'assertion (ii) résulte encore de (i).

Pour prouver (i), observons tout d'abord que le lemme de Chow précis [GR2, cor.
5.7.14] permet de trouver un éclatement v’ : Y” — Y’ centré en dehors de X, tel que v” :

k

Y"” — Y soit projectif. Il suffit alors de montrer que v'* et v”™* sont des équivalences de

catégories. On est ainsi ramené au cas ou v est projectif.

L'assertion est locale sur Y, qu'on peut donc supposer affine. Soit i : Y — P une
immersion fermée dans un schéma formel affine, lisse sur S au voisinage de X. On peut
trouver un espace projectif (formel) P’ = IPf.y sur P, et une P-immersion fermée i’ :
Y’ — P’; soit Py, = P’ xp Y. Le caractere local en X de la catégorie des isocristaux
surconvergents le long de Y — X (cf. (2.2.17)) montre qu'il suffit de prouver le théoréeme
pour une base d'ouverts de X; on peut ainsi supposer qu'il existe un entier m et une
section s € I'(Py,, OPiz(m)) telle que X =Y’ N D(s) dans Py. On peut de plus supposer D(s)
assez petit pour qu'il existe des sections ¢,,...,ty € I'(D(s), Opg,) formant une suite ré-
guliere de générateurs de l'idéal de X dans D(s). Quitte & multiplier les ¢, par une
puissance de s, on peut supposer qu'il existe un entier d tel qu'ils se prolongent en une
famille de sections, encore notées Zi, de I'(Py, Opy(md))- Soient ¢,...,ty € I'(P’, Up(md))
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relevant les Zi’ et T c P’ le sous-schéma formel des zéros de ¢,,...,f,;. Comme la catégorie
des isocristaux surconvergents ne dépend que d'un voisinage strict arbitrairement petit
de 1XI, on peut d'aprés (1.2.11) supposer que Y’ est l'adhérence de X dans Py ; Y’ est alors
un sous-schéma fermé de 7.

Par construction, le morphisme 7T — P est étale aux points de X. Le diagramme

commutatif

Y ——> T

L

X! 5y <" ,p

vérifie alors les hypotheses du théoreme (1.3.5), et il en est de méme du diagramme
analogue ol 1'on remplace P et T par P xg P et T' xg T. Par suite, uy (resp. ux x ug) induit
un isomorphisme entre un voisinage strict de ]1X[, dans ]Y'[, (resp. de 1X[,2 dans
1Y'[2) et un voisinage strict de 1X[p dans 1Y [p (resp. de 1X[p2 dans 1Y [p2). Le foncteur
uy’ induit donc une équivalence entre la catégorie des j T(9‘]1,[-modules cohérents, munis
d'une connexion intégrable surconvergente, et la catégorie analogue sur ]Y’[;; comme
uy’ est une réalisation de v*, le théoréme en résulte.

(2.8.6) Définition. — Soient X un k-schéma séparé de type fini, et X une compactifica-
tion de X au-dessus de S. La catégorie des isocristaux sur X, surconvergents le long de
X — X, est appelée simplement catégorie des isocristaux surconvergents sur X/S, et noté
Isoc'(X/8S).

Il résulte en effet du théoreme précédent que cette catégorie ne dépend pas, a
équivalence canonique prés, du choix de la compactification X : si X’ est une autre
compactification, soient X” I'adhérence schématique de X plongé diagonalement dans
X Xg X, v:X" > X, v : X" - X les morphismes induits par les deux projections ; les
foncteurs v™ et v’* sont alors des équivalences de catégories.

La catégorie des isocristaux surconvergents sur X/S est fonctorielle en (X, S). En

effet, pour tout carré commutatif

X — 8

I

X—85,

on peut trouver des compactifications Y, Y’ de X et X' au-dessus de S et S’, telles qu'il
existe un k-morphisme v :Y’' — Y prolongeant w : si 'on choisit des compactifications
arbitraires de X et X’ entre lequelles w ne se prolonge pas nécessairement, il suffit de
remplacer Y’ par l'adhérence schématique de X’ dans Y’ xg Y, et le prolongement v est
alors induit par la projection sur Y. Par ailleurs, si I'on change de compactifications et
de prolongements, la méthode du plongement diagonal, et le théoreme (2.3.5) appliqué
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aux projections, montrent qu'il existe un isomorphisme canonique entre les foncteurs v™*
correspondants. A isomorphisme canonique pres, on peut donc définir le foncteur image
inverse w™ pour les isocristaux surconvergents sur X/S comme étant le foncteur v*. On
vérifie encore aisément Il'existence d'un isomorphisme canonique de foncteurs
(wow)* =~ w*ow™ pourw’ : X" — X'.

D'apres (2.3.5) (ii), le module des sections horizontales d'un isocristal surconvergent
E sur X est indépendant de la compactification choisie; il est évidemment fonctoriel en X
et E.

Remarque. — Supposons qu'il existe une immersion fermée de X dans un ¥-schéma T
séparé, de type fini, et lisse au voisinage de X. Nous avons vu en (1.3.10) qu'il est possible
de définir la notion de systéme fondamental de voisinages stricts de ] X[ dans 75" sans
faire intervenir explicitement de compactification de 7, donc de X. Comme la
construction de la catégorie Isoc'(X/K) ne dépend que d'un systéme fondamental de
voisinages stricts de 1X[ dans ] X[, elle peut étre décrite a partir de l'espace analytique
TZ", sans faire intervenir explicitement de compactifications. Nous ne chercherons pas a
développer cette description en toute généralité, mais nous 1'expliciterons en (2.5) lorsque
X est affine et lisse, pour donner une description de style Monsky-Washnitzer de
Isoc' (X/K).

(2.3.7) Pour introduire la notion de F-isocristal (sur)convergent, nous supposerons que
S = Spec?’, que le corps résiduel & de V" est de caractéristique p > 0, et que X est un ouvert

d'un k-schéma de type fini Y.

Tout d'abord, si o : K — K’ est une extension de corps munis d'une valeur absolue
ultramétrique, ¥ I'anneau d'entiers de K, et &’ son corps résiduel, soient X', Y’ déduits
de X, Y par le changement de base de £ a £’. On dispose d'un foncteur de changement de

base évident
o* : Isoc'(X,Y/K) — Isoc'(X,Y'/K").

Supposons en particulier donné un relevement o : K — K du Frobenius de k. Si E est
un isocristal sur X/K, surconvergent le long de Y — X, son image inverse Fc;k E par
Frobenius s'obtient en appliquant le foncteur de changement de base ¢*, puis le foncteur
image inverse par le Frobenius (Fy, Fy) : (X, Y) — (X® yP) Nous appelerons F'-
isocristal sur X/(K,o), surconvergent le long de Y — X, la donnée d'un isocristal E sur
X/K, surconvergent le long de Y — X, et d'un isomorphisme de Isoc' (X, Y/K) :

®:F*E —~ E,

appelé Frobenius de E. En prenant le cas particulier ou Y est une compactification de X
(resp. Y = X), on obtient la notion de F-isocristal surconvergent sur X/(K,o) (resp.

convergent).

- 75 -



2.30 P. BERTHELOT

Nous noterons F-Isoc'(X,Y/K) (resp. F-Isoc'(X/K), resp. F-Isoc(X/K)) la caté-
gorie des F'-isocristaux sur X surconvergents le long de Y — X (resp. des F'-isocristaux
surconvergents sur X, resp. convergents sur X). C'est encore une catégorie abélienne,
munie d'un produit tensoriel et dun Jom interne; si E, F' sont des F-isocristaux

surconvergents, le Frobenius de #om(E, F') est défini en posant, pour tout f: E — F,

Cpomi, 1 Fg (f)) = @poFg(f) o O,

(2.3.8) Exemples. — Nous reprenons ici les exemples de (2.2.15), qui sont des isocristaux

surconvergents.

(i) Pour tout X, de compactification X, le j TO])—([-module jT(”)])—([, muni de la déri-
vation canonique, définit un isocristal surconvergent sur X/K, qu'on note Uy . On a
FOx,x = Ox,g» ce qui permet de munir Uy, dune structure de F-isocristal sur-
convergent, en prenant @ = Id.

On définit le F-isocristal de Tate Uy, (1) comme étant égal a l'isocristal surconver-
gent Uy, muni du Frobenius ® défini par la multiplication par p~L. Pour tout n € Z, on
pose Uy g(n) = OUx, x(1)®", et, pour tout F-isocristal surconvergent E et tout n € Z, on
définit le twist de Tate E(n) comme étant E ® Uy, x(n); autrement dit, E(n) est le

F-isocristal surconvergent déduit de E en multipliant F par p™".

(ii) L'exemple (2.2.15) (ii) a) définit un isocristal surconvergent sur Aﬁ?p/ Q,(m), noté
encore & . Si on choisit pour relevement de Frobenius sur K l'identité de ®,(r), et pour
relevement sur ]P}/ I'élévation a la puissance p-iéme des coordonnées projectives (¢, t),
F (;k ¥ . est le module jT(9]Y[ muni de la connexion V¢ définie par

Vo) = —nptPlde.

On définit @ : F(;k ¥, —%, comme étant 1'endomorphisme de jTO]Y[ défini par la
multiplication par expr(¢ — tP), série qui est bien une section de j T(Q]Y[, car de rayon de
convergence p(p_l)/ P [Dwl, 21.1]. On obtient ainsi le F'-isocristal de Dwork associé a
7, qui peut par ailleurs s'interpréter comme facteur direct sur Qp(n) de la cohomologie
rigide relative du revétement d'Artin-Schreier de Alle [Be3, (1.5)].

(iii)) De méme, l'exemple (2.2.15) (ii) b) définit un isocristal surconvergent sur
Gm,le/ ®,, qu'on notera encore .A',. Avec le relevement de Frobenius utilisé en (ii), F : K,
est le module jT(9]Y[ munie de la connexion V¢ définie par

Vo(1) = aptdt.

Pour qu'il existe sur A, une structure de F-isocristal, il faut et il suffit que a soit de la
forme m/(p — 1), avec m € Z, et celle-ci est alors définie par la multiplication par #™. On
obtient ainsi un F-isocristal de Kummer, qui s'interpréte aussi comme facteur direct de
la cohomologie rigide relative du revétement de Kummer de (,, défini par 1'élévation a la

puissance (p — 1)-ieme [Be3, (2.2)].
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(2.3.9) Remarques. — On dispose donc de deux catégories d'isocristaux sur X,
fonctorielles en X : les isocristaux convergents et les isocristaux surconvergents. Lorsque
X est propre, ces deux catégories coincident par construction. Dans le cas général, la
condition de surconvergence est nécessaire pour pouvoir développer un bon formalisme
cohomologique, comme nous le verrons plus loin, et il ne fait pas de doute que ce soit
parmi les isocristaux surconvergents, et méme certainement parmi les F-isocristaux
surconvergents, qu'il faille chercher 1'analogue p-adique de la catégorie des faisceaux
lisses C-adiques, ou des systémes locaux sur le corps des complexes. Néanmoins, on
rencontre naturellement des isocristaux convergents, mais non nécessairement surcon-

vergents, et les relations entre ces deux catégories méritent d'étre étudiées.

(i) Le foncteur naturel Isoc’(X/S) — Isoc(X/S), qui s'interpréte, pour tout
plongement X < P, comme la restriction de ])_([P a ]X[p, est fidele d'apres (2.2.9).

(ii) On ignore par contre si ce foncteur est pleinement fidele en général. En utilisant
le ##om interne, on se raméne comme d'habitude a un probléme sur les sections horizon-
tales : si s est une section horizontale définie sur ] X[ d'un isocristal surconvergent E sur
X, peut-on prolonger sen une section (nécessairement horizontale) de E sur ] X[ ? En
écrivant E = j 76, ot & est un (y-module cohérent muni d'une connexion intégrable sur
un voisinage strict V de ] X[, il revient au méme de demander si toute section horizontale

de & sur ] X[ se prolonge en une section (horizontale) sur un voisinage strict de ] X1|.

Dans le cas particulier ou X = Al, Y = ]P,le, on est confronté a un probleme général de
la théorie des systéemes différentiels linéaires p-adiques : étant donnés un systéme
Y’ = AY, ou A est une matrice de fonctions analytiques sur un disque D(0,p") c Al
p > 1, et une solution Y définie sur le disque fermé D(0,1%), Y est-elle en fait convergente
sur un disque de rayon p’ > 1 ? Dans le cas d'un systéme de rang 1, Dwork et Robba [Ro1]
ont apporté une réponse positive a cette question. Plus généralement, Crew a montré
[Crl, Th. 4.10] que le foncteur Isoc’ (X/K) — Isoc(X/K) est pleinement fidele lorsque X

est une courbe, et qu'on se limite aux isocristaux de rang 1.

(iii) Enfin, le foncteur Isoc’(X/K) — Isoc(X/K) n'est pas essentiellement surjectif en
général. Crew a en effet montré [Crl, Th. 4.12] qu'un F-isocristal unité (i.e. dont la fibre
en chaque point de X n'a que la pente 0) surconvergent de rang 1 sur une courbe X
correspond a un caractere de 7,(X) a valeurs dans K, & monodromie locale finie (i.e. tel
que l'image du groupe d'inertie en chaque point a l'infini de X soit finie). Il en tire [Cr1,
4.15] l'exemple suivant, montrant qu'un sous-isocristal convergent d'un isocristal
surconvergent n'est pas nécessairement surconvergent. Soit X la courbe obtenue a partir
d'une courbe modulaire Y sur %, de niveau = 3, en enlevant les points supersinguliers, et
soit f : C — X la courbe elliptique ordinaire universelle sur X. Comme la situation
considérée se reléve algébriquement en € — %, le faisceau de cohomologie rigide relative
E=R ! rig %
Par contre, le sous F-isocristal unité E’ de E (défini par exemple a partir de (2.4.1) plus

(C/%) est un F-isocristal surconvergent sur X (comme on le verra plus loin).

bas et de la comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie rigide, et a priori
donc seulement convergent) ne vérifie pas la condition de Crew, d'aprés un théoréme
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d'Igusa, et n'est donc pas un F-isocristal surconvergent. Ce n'est pas non plus un
isocristal surconvergent, car, si c'était le cas, E’ serait la restriction d'un J T(,Q]Y[-module

cohérent, encore noté E’, et 'homomorphisme composé
F*E' —» F*E — E — E/E/,

étant nul sur le tube 1X[,, serait nul sur un voisinage strict de 1X[,, d'apres (2.1.11), de
sorte que le Frobenius ® de E induirait une structure de F'-isocristal surconvergent sur

E’, prolongeant sa structure de F-isocristal convergent.

2.4. F-Isocristaux convergents associés aux F-cristaux

Nous supposons dans cette section que V' est un anneau de valuation discrete
complet, d'inégales caractéristiques (0, p), de corps résiduel £, muni d'un reléevement o
du Frobenius de %; on note = une uniformisante de 7', et on suppose que l'indice de rami-
fication de V" satisfait la relation e < p — 1. Soit X un k-schéma de type fini. Nous allons
montrer ici comment associer a tout F-cristal non dégénéré M sur X/(¥, o) un
F-isocristal convergent M?" sur X/(K, o).

(2.4.1) Pour tout cristal M sur X, nous noterons F *M le cristal sur X image inverse de M
par le morphisme de Frobenius (F, o) : (X, 7)) — (X, V'). Rappelons qu'un F-cristal non
dégénéré M sur X/(V', o) est un cristal M sur X/7¥ muni d'un morphisme de cristaux @ :
F*M — M tel qu'il existe un morphisme de cristaux V : M — F*M vérifiant Vo® = p”,
®oV = p", pour un certain entier n. Soit i : X < P une immersion fermée dans un
V'-schéma formel lisse. La construction de M?" s'effectue en deux étapes :

(i) si M est un cristal de type fini sur X, on lui associe un “isocristal convergent de
rayon de convergence |r|”, i.e. un module cohérent M, sur [X] P, (x| muni d'un isomor-
phisme &5: p;MP = pikMP sur [X]pz, 7| vérifiant la condition de cocycle;

(ii) si M est un F-cristal non dégénéré, l'action de Frobenius permet de prolonger
canoniquement M, (resp. &) sur ]X|[, (resp. 1X[p2), en reprenant une méthode de

Dwork (cf. 'exposé de Katz [Kal]).

Le caractere fonctoriel de la construction permettant le recollement, on suppose P
affine, soit P = SpfA. Soient I c A,J c A ® A les idéaux de X dans P et dans P x P, et A, A
les séparés complétés p-adiques des enveloppes a puissances divisées A, A’ de I et J.
Rappelons qu'un cristal de type fini M sur X est défini par un module de type fini, séparé

et complet M ; sur A, muni d'un isomorphisme
£ A'@M& — M&(@A'

entre les images inverses de M3 définies par les deux projections de P x P sur P, &3

vérifiant la condition de cocycle.

Soient f7,...,f, des générateurs de I, et p I'nomomorphisme composé
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(2.4.1.1) p:A——>AQK —— (AQK)T}/(f,—=T),

dont le but est 1'algebre de l'ouvert affinoide [X] P x| de Py. Pour que p se factorise
par A il faut et suffit que p soit continu pour la topologie n-adique de A, ce qui équivaut a
dire que l'image de A dans (A ® K){T;}/(f, —nT,) est bornée. Comme A est engendré par
les éléments fl[qll... fr[q'“] comme A-module, il suffit de vérifier que les images de ceux-ci

forment un ensemble borné. Or on a
p(flad flaly = fo  fo/q\...q) = gOF - F U TH  TI/q!...q).

Puisque e < p — 1, les éléments n%" /g, !...q! sont des entiers p-adiques, et
l'ensemble des mondémes T}'...TI" est borné, d'ou 'assertion.

L'homomorphisme
(2.4.1.2) p:A —— (AQK)T 3/ (f;—nT)

qui prolonge p permet donc de déduire de Mj; un module de type fini sur l'algebre
(A ® K){T;}/(f;— =T, qui définit donc un module cohérent Mp sur [X]p z|- Lla méme
méthode appliquée a A’ permet de déduire l'isomorphisme ¢, de 3, d'ou I'étape (i) de la

construction.

Supposons maintenant que M soit un F-cristal. Soit ' : P — P un relévement du
Frobenius absolu de P x Speck, semi-linéaire au-dessus du Frobenius o de V. Alors F
induit un morphisme o-semi-linéaire d'espaces analytiques Fy : P — Pg. Si l'on pose

= |z|P"", on a alors pour tout 7. > 0 :
(2.4.1.3) FpXlp, ) clXlp, .
On a en effet F5(f;) = fF + ng;, avec g; € A, et il en résulte, pour x € [X1p, ., °
|f{(Fp(x)| = [Fg(f) )] = |fi(x)P +rgix)| <

D'autre part, F induit un homomorphisme A= A et (F*M )& se déduit de M3 par cette
extension des scalaires. Comme M est un F-cristal non dégénéré, l'homomorphisme O :
(F*M) 4 — M} définissant la structure de F-cristal donne un isomorphisme aprés ten-
sorisation par K. Posons M, = Mp, et, pour tout n, soit M, = (F;})”MO le module cohérent
sur [X1p déduit de M, grace a (2.4.1.3). Alors (F3)"(®) induit un isomorphisme entre
M, et la restriction a [X]p - de M, ;.
module cohérent M sur 1X[p, muni d'un isomorphisme FjiM?** = M?*". Comme ®;

On obtient ainsi par recollements successifs un

est un morphisme de cristaux, il vérifie la relation
e5° Py (P3) = pi(®3) o (F x F)*(¢3).

Il en résulte que ¢ se prolonge en un isomorphisme py M*" = pFM*® sur 1X[p2, qui
satisfait la condition de cocycle. On obtient donc ainsi un F-isocristal convergent M?2"; il

est clair que cette construction est fonctorielle en M et en X.

(2.4.2) THEOREME. — Soit X un k-schéma de type fini. Le foncteur qui a un F-cristal

non dégénéré M sur X associe le F-isocristal convergent M?" est pleinement fidéle sur la
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catégorie des F-cristaux non dégénérés a isogénie pres. Si X est lisse sur k, il existe pour
tout F-isocristal convergent N un F-cristal non dégénéré M sur X et un entier n > 0 tels
que N =~ M (n) (ou M®"(n) est le twist de Tate défini en (2.3.8) (i)).

Montrons d'abord la pleine fidélité de M — M?". En prenant le .fom interne, il suffit
de montrer que ce foncteur induit une bijection entre les sections de M horizontales et
invariantes par Frobenius (tensorisées par @), et celles de M?" .

L'assertion est locale sur X, que nous supposerons affine. Soient X < P une
immersion fermée dans un V'-schéma formel affine et lisse, et F : P — P un relévement

du Frobenius absolu de P x Spec k. Reprenant les notations de (2.4.1), on pose
B, = T(IX1, ,O1x) = (A®KNTH/ (fF" —xT).
Si I'on note

~ p F"
0, : A B, B

n

l'homomorphisme déduit de (2.4.1.2) et (2.4.1.3), on a par construction des isomor-
phismes

L(X1, , M™) —= ¢,.(B,) ®; M3,
TAX[, M™) = lim, T([X1, ,M*™) —= lim, ¢, .(B,) ®; Mj,

les morphismes de transition étant définis d'une part par les homomorphismes
Ppi15(Bri1) = 9, .(B,) (correspondant a la restriction de [X]nn+1 a [X]nn)’ semi-linéaires
par rapport a F', d'autre part par 'homomorphisme semi-linéaire Mz — M} défini par
®. L'homomorphisme canonique

(2.4.2.1) 60 M3®Qly_g p_1q — TUXLM™)g_o o 1

associe alors a se My ® Q la famille 6(s) = (q);f(s))n qu'on en déduit par extension des

scalaires via les ¢, .

En sens inverse, on dispose d'un homomorphisme
(24.2.2) TUXI, Oy) — T(UX1, ,0)x) = (A®KNTH (fF -2T) 5 A0Q,

ou y est défini comme suit. On définit d'abord un homomorphisme A[T,] — A en

envoyant T, sur (z=1p) fi[p I En passant aux complétés, en tensorisant par @, et en

observant que #7'; a pour image p!fi[p] = ip, on en tire 'homomorphisme cherché; il est
clair qu'il commute aux endomorphismes définis par ceux de A, et notamment a F. On

en déduit alors un homomorphisme
en composant la restriction de 1X[ a [X 1,, avec I'homomorphisme

vold

~ ()
T(X1,, M™) = ¢,,(B)) ®; M; FA®M;®Q — M;®Q.

Comme 1'homomorphisme composé
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Ao 2B, LB Y ,i0qQ

est 'homomorphisme induit par F, on voit que, pour s€ (M3 ® Q)y_, ¢_1q, l'image par
0’ de 6(s) est D(F*(s)) =s.

Réciproquement, soient t e I'(1X[, M*")y _ 0.0 —1d> €L 8= 6'(¢). L'homomorphisme
composé
B, —— A®Q —— B,

est celui que définit la restriction de [X ]171 a [X] , si bien que la restriction de 6(s) a
[X ]no

restriction sur [X]

Mo’
est égale a celle de ¢. Il résulte alors de (2.4.1.3) que 6(s) et #, ayant méme

o’ coincident sur ]X|[. Par suite, 0 et 8’ sont des isomorphismes
réciproques.

Supposons maintenant X lisse sur k, et soit N un F'-isocristal convergent sur X.
Grace a la pleine fidélité, 1'existence d'un entier n > 0 et d'un F-cristal M tels que N =~
M?"(n) est une propriété locale sur X, ce qui permet de supposer X affine et relevé en un
schéma formel P lisse sur W. Soit encore A’ l'enveloppe a puissances divisées complétée
de l'idéal de X dans P x P. Un résultat d'Ogus [Og2, prop. 7.3] entraine qu'il existe un

cristal M, qu'on peut supposer sans p-torsion, tel que N, muni de l'isomorphisme
e: AQN —=5 N®A

déduit de ¢ :p;N = pikN par I'homomorphisme I'(1X[p2, U)x) — &, soit isomorphe a
M ® Q, muni de l'isomorphisme analogue; de plus, l'isomorphisme ® : F*N =~ N
correspond a un élément de Hom(F*M, M) ® Q, de sorte qu'il existe un entier n tel que
p"® € Hom(F*M, M). 1l est alors clair que M, muni de p"®, est un F-cristal non

dégénéré, encore noté M, et que N est isomorphe a M?"(n).

2.5. F-isocristaux surconvergents sur un schéma affine et lisse

Nous supposons encore que V' est un anneau de valuation discrete d'inégales
caractéristiques, de corps résiduel %, mais l'indice de ramification e est ici quelconque;
nous noterons 7 une uniformisante de V. Le résultat principal de cette section est 1'inter-
prétation dans le cadre de la théorie de Monsky-Washnitzer de la notion de F'-isocristal

surconvergent sur un k-schéma affine et lisse.

(2.5.1) Soient X = Spec A, un k-schéma affine et lisse, et A une ¥-algebre lisse relevant
A, . Nous nous proposons de montrer que, si A" est 1a complétée faible de A, et F: AT — AT
un relevement de Frobenius, la donnée d'un F-isocristal surconvergent sur X équivaut a
celle d'un (AT ® K)-module projectif de type fini M, muni d'une connexion intégrable V :
M—>M®,: Q}ﬁ, et d'un isomorphisme horizontal

()] : (MG, VG) - (M, V)7
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ou (M°, V) est déduit de (M, V) en étendant les scalaires par F.

Fixons comme en (2.1.2) une présentation A = V'[#,...,¢,1/1, et soient P le complété
formel de la fermeture projective de 4 = Spec A dans P}, Y sa réduction sur &, j : X < Y.
On a alors ]Y [ = Py, et nous avons vu qu'un systeme fondamental de voisinages stricts
de 1X[p est formé des intersections U, de Z¢" avec les boules B(0, %) c Ak, pour 1 — 1%,
Rappelons que, d'apres (2.1.2.4), on a

(2.5.1.1) TPy, j'Op) = TAR, j'0p ) = T(WU,, j 0p )
~ lim, T(U,, Oy,) ~ AT®K.

Pour 14 > 1, nous poserons A, = I'(U,, (QUl)'

(2.5.2) PROPOSITION. — Avec les notations de (2.5.1), le foncteur I'(XAg", —) induit une
équivalence entre :

(i) La catégorie des jT(QPK-modules cohérents, et celle des (AT ® K)-modules de type
fini;

(ii) La catégorie des j T(QPK-modules cohérents a connexion intégrable (resp. des
isocristaux surconvergents sur X), et celle des (AT ® K)-modules projectifs de type fini
munis d'une connexion intégrable (resp. dont la série de Taylor converge sur un voisi-
nage strict de la diagonale dans X" x Ag").

D'apres (2.1.10), un jT(/)PK-module cohérent E est de la forme j 78, ot & est un module
cohérent sur un voisinage strict U,. Comme U, est affinoide, la donnée de & équivaut a
celle du A,-module de type fini M, = I'(U,, &), et, pour A’ < 4, la restriction de & a U,, est
définie par M, ® A, A, . Par passage a la limite, on en déduit que la donnée de E équivaut
a celle du (A" ® K)-module de type fini M = lim ,T(U,, &) formé par ses sections globales.
De plus, E est localement libre de type fini si—e>t seulement si M est projectif de type fini
sur AT ® K. On observera que, d'aprés (2.1.1), on peut calculer M indifféremment par

(2.5.2.1) M =T(P,E) = TP, E) = T(U,, E),

pour tout 4 > 1.

Soient Q}U- le module des différentielles de A" au sens de Monsky-Washnitzer
([IMW1, th. 4.2], [vdP1, (2.3)]); nous poserons Q}“@K = Q}U- ® K. 11 est clair qu'on a encore

un isomorphisme
[(Pg,j'Qp) =~ lim, T(U,, Qp) ~ Qg

Si E est un j T(9PK-modu1e localement libre de type fini muni d'une connexion intégrable
V, on obtient donc en passant aux sections globales une connexion intégrable M — M ®
Q}ﬂ@, g sur M, dont la donnée équivaut a celle de V d'aprés (2.2.3). Il en résulte que la
catégorie des isocristaux surconvergents sur X/K est équivalente a celle des (AT ® K)-
modules projectifs de type fini M, munis d'une connexion intégrable V:M — M ® Q}ﬁ@, e
dont la série de Taylor est convergente sur un voisinage strict du tube de la diagonale
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gy an gy an
dans A" x X"

Remarque. — Rappelons que, d'apres (1.2.4) (iv), l'ouvert U de 4Z" défini par les
conditions [#y,(x) — ¢;,(x)| < 1, Vi = 1,...,n, est un voisinage strict du tube de la
diagonale, ce qui permet de se limiter a la recherche du domaine de convergence de la

série de Taylor a l'intérieur de U.

Supposons maintenant donné un morphisme
w : X' = SpecA;, —— X = SpecA,

entre deux k-schémas affines et lisses. On dispose alors du foncteur image inverse w™
pour les isocristaux surconvergents défini en (2.3.6). Soient d'autre part A, A’ deux V-
algebres lisses relevant A, et A, et A", A’" leurs complétées faibles. Si w est défini par ¢ :
A, — A, il existe un homomorphisme v : A" — A'" relevant ¢ [vdP1, (2.4.4)]. Par suite, on
obtient un foncteur yj de la catégorie des (AT®K)-modules a connexion intégrable dans
celle des (A’T® K)-modules & connexion intégrable. Nous allons d'abord vérifier que vy
conserve la surconvergence, et s'identifie canoniquement a w®, grace aux lemmes

suivants :

(2.5.3) LEMME. — Soient A, A’ deux V-algébres de type fini, AT, A'T leurs complétées
faibles, v : A" — A'" un homomorphisme de V-algébres. Fixons des présentations A ~
Vity,...,t, I/I, A" =V'[t],...,t, 1/I', d'oi des immersions fermées

i: %X = Spec(A®K) = AL, i : %} = Spec(A'QK) — AL,

et soient U, et U} les intersections de X" et X" avec les boules fermées B, , B; = B(0, A7)
dans Ay et A}‘{/, A, =T(U,, (9_‘;[;?1), A, =T(U;, (Q‘UIVKan).

(i) Pour tous f ceAVet n>1, il existe > 1et f €A, dimage fol e AT ® K, tels que
I £1l <n,ou ||—| est la norme sur A, quotient de celle de I'(B,, (QAIn{).

(ii) Pour tout A > 1, il existe A" > 1 tel que l'homomorphisme composé
A, >AT®K 5 AT®K

. !
se factorise par A;..

Soit f € AT, D'apres (2.1.2.1), il existe des constantes a, b, et des polyndémes
P, eVIty,...,t, 1, avec degP,, < ak + b, tels qu'on puisse écrire f sous la forme

=2 7"P(ty,....t,).
k

Pour A fixé, on a par définition |¢;]| <A dans A,, donc ||P;,|| < 2¢k+8 dlon
I£1l < sup,, |z *a%k+°.

Il suffit alors de choisir 1 tel que |z| A% <1, et 2P <n pour obtenir (i).
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Pour prouver (ii), posons f; = y(¢,) € AT, D'apres (2.5.1.1), il existe A tel que 1'homo-
morphisme A — AT® K —» A'" ® K se factorise par un homomorphisme P A— A/’%,
envoyant ¢, sur un élément, encore noté f;, ayant f; pour image dans AT ® K; pour
A" < Ay, soit @, le composé A — A/ll(’) — A},. Pour A > 1 fixé, montrons d'abord qu'il existe A’
tel que 1 < A’ < A, et que ¢, se factorise par A,. On peut supposer que A est de la forme
A= |r| —Um_ Soit A? la sous-7-algébre de A engendrée par les éléments rt¢;; d'apres (0.3.1),
A|n|71 est la complétée de A ® K pour la topologie définie par les JTkA(l). Comme U, est le

domaine spécial de U‘ e défini par les conditions |¢;(x)| < A, l'algébre A, est définie par
A, = A‘n|71{T1,...,Tn}/(Ti— mtt).

Pour obtenir la factorisation voulue, il suffit donc de montrer qu'il existe 1’ > 1 tel que les
éléments nf; et nf;" soient & puissances bornées dans A}, et il suffit qu'il en soit ainsi
des mf/™. Pour cela, il suffit que, pour la norme quotient sur A;,, on ait ||zf™| < 1, soit
11l < || —Um et 1'assertion (i) entraine 1'existence d'un tel 1.

Enfin, les homomorphismes A, — AT®K - AT®K et A, - A ®K — A'T®K sont
égaux. En effet, il suffit qu'ils le soient aprés composition avec l'inclusion AT® K —s
A’ ® K. Comme ils sont égaux sur A ® K, dont l'image est dense dans A,, et que tout

morphisme d'algebres de Tate est continu, ils coincident sur A,.

Remarque. — La semi-norme spectrale étant majorée par toute norme de Banach [BGR,

3.8.2, cor.2], l'assertion (i) est a fortiori valable pour la semi-norme spectrale sur A, .

(2.5.4) LEMME. — Soient w : X' — X un morphisme de k-schémas, j: X <~— P, j : X' —
P’ des immersions dans des V-schémas formels de type fini, Y, Y’ les adhérences de X et
X' dans P et P. On suppose qu'il existe un ouvert U < P’ contenant X', et un V-
morphisme u : U — P prolongeant w. On suppose de plus qu'il existe un voisinage strict
Viyde 1X'[p dans 1Y'[p et un morphisme u' : Vi — Py prolongeant ug : 1X'[p — 1X[p.
Alors :

(i) II existe un voisinage strict V' de 1X'[p tel que V' c Vet u' (V') c 1Y [p.

(ii) Pour tout voisinage strict V de 1X[p dans 1Y [p, wW(V) NV est un voisinage
strict de 1X'[p, dans 1Y'[ ..

Comme u’ prolonge uy, et que u prolonge w, on a u'(1X'[p) < 1X[p. Soient Z =
Y-X,Z'=Y'-X";pour n, A < 1, notons U, = P — 1Z'[p,,, et U;M = [Y’]Pn N U, . Fixons
n < 1. Puisque V| est un voisinage strict, il existe A < 1 tel que U;, , €V, et il suffit de
montrer qu'il existe 1" tel que A <A'<1et u'(U ;) c 1Y [p. Si u,, est la restriction de v’ a
Ui
W, ;- Puisque u'(1X'[p) c 1X[p, on a W, c 1Z’[ .. Le principe du maximum entraine

soit W, = u;;ll(PK — 1Y[p). Comme U;M est quasi-compact, il en est de méme de
donc qu'il existe 1’ < 1 tel que W< 1Z'1p,,, d'ou u’(U,’M,) c 1Y[p.

Pour prouver (ii), on observe d'abord que, puisque ©'(1X'[p) < 1X[p, 1X'[p est conte-
nu dans uz' (V). Le recouvrement (1Z1p, V) de 1Y [, étant admissible, (u’_l(]Z[P),
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uw'~1(V)) est un recouvrement admissible de V. Comme u’_l(]Z[P) c 1Z'lp, (1Z'[p,
©'~1(V)) induit un recouvrement admissible de V', ce qui entraine que z'~1(V) est un

voisinage strict de ] X'[, d'apres (1.2.3) (iv).

(2.5.5) PROPOSITION. — Soient X, X' deux k-schémas séparés de type fini, w: X' — X un
k-morphisme, w* : Isoc' (X/K) — Isoc'(X'/K) le foncteur image inverse défini en (2.3.6).
Soient d'autre part X — T, X' = T' des immersions dans des V'-schémas séparés de
type fini, lisses au voisinage de X, T, T les complétés formels de T, T'. On suppose qu'il
existe un ouvert U c T' contenant X', un V-morphisme u : U — Tprolongeant w, un
voisinage strict Vy de 1X'[ dans Tg", et un morphisme u' : Vi, — T3 prolongeant uy :
1X'[— 1X[ . Alors :

(i) II existe un voisinage strict V' c Vj de 1X'[ et un voisinage strict V de 1X[, dans
TR tels que u'(V') c V.

(i) Si jTet j'7 désignent les foncteurs (2.1.1.1) sur V et V', et si (E, V) est un jT(QV-
module cohérent a connexion intégrable et surconvergente, la connexion image inverse
sur u'*E est encore surconvergente. De plus, la restriction du foncteur u'* a la sous-

catégorie Isoc' (X/K) est canoniquement isomorphe a w™.

Soient P, P’ des compactifications de T et 7" sur vV, Y, Y’ les adhérences de X et X’
dans P, = P x Speck et P, = P’ x Speck. Quitte a rétrécir V', on peut supposer que V' c
1Y'[p/, puis, grace a (2.5.4), que u'(V') < 1Y [p. En posant V = 1Y [, N TZ", on obtient un
couple de voisinages stricts possédant les propriétés de (i).

Soient P"=P'x P,U"=U"xP,et q:P" — P, q' : P” — P’ les deux projections. On peut
plonger X dans P” par l'immersion correspondant au graphe de w; soient Y” I'adhérence
de X' dans P”, j”: X' = Y". Le morphisme u définit une section s : U' — U"” de ¢’ au-
dessus de U’, et le morphisme u’ une section s’ : V' — Py de g au-dessus de V', de
restriction s au-dessus de ]X'[p. Quitte a rétrécir V', on peut supposer que s'(V') c
1Y"[py, grace a (2.5.4). Notant j"T le foncteur (2.1.1.1) sur le voisinage strict V" =
q}gl(V’) N 1Y"[p., on obtient un foncteur s'* de la catégorie des j”T(QP&-modules a con-
nexion intégrable sur V" dans celle des j'T(QPk-modules a connexion intégrable sur V', et

on a des isomorphismes de foncteurs s'*oqp = u'*, s'*o g ~ Id.

D'apres (2.3.5), le foncteur g induit une équivalence de catégories entre la sous-
catégorie des j'T(Q‘Pk-modules a connexion intégrable et surconvergente, et celle des
j”T(QP;{-modules a connexion intégrable et surconvergente. Si E est un j T(Q‘PK-module a
connexion intégrable et surconvergente, il en est de méme du j"T(QP&-module g E. 11
existe donc un j’TO‘Pk-module a connexion intégrable et surconvergente E’, unique a
isomorphisme canonique pres, tel que gz'E’ = g5 E. On en déduit alors l'isomorphisme
horizontal E' = s'*oqE' ~ s'*oqfE ~ u'"E, ce qui montre que u'* préserve la
surconvergence. De méme, si E” est un j”T(9P;{-m0dule a connexion intégrable et
surconvergente, et E’ le j’T(QPk-module a connexion intégrable et surconvergente tel que

qi E' ~ E", l'isomorphisme E’ = s'*0 ¢ E' ~ s'*E” montre que le foncteur s'* préserve la
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surconvergence. Comme, d'aprés la construction (2.3.6), le foncteur w* s'obtient en
composant q}é avec un foncteur quasi-inverse de gqj', et que s’* est un tel foncteur, on en

déduit 1'isomorphisme de foncteurs w™ ~ u'*.

(2.5.6) COROLLAIRE. — Soient X = SpecA, X' = SpecA) deux k-schémas affines et
lisses, w : X' — X un k-morphisme, défini par un homomorphisme ¢ : Ay — Ay, et soit w™ :
Isoc'(X/K) — Isoc'(X'/K) le foncteur image inverse défini en (2.3.6). Soient d'autre
part A, A" deux V'-algébres lisses relevant A, et Ay, v : A" > A" un homomorphisme
relevant ¢, yj le foncteur de la catégorie des (A" ®K)-modules & connexion intégrable
dans celle des (A'"®K)-modules & connexion intégrable défini par . Alors, via
l'équivalence de (2.5.2), le foncteur y}; préserve la surconvergence, et la restriction de yj

a la sous-catégorie Isoc’ (X/K) est canoniquement isomorphe a w™.

Posons &' = Spec A, 4" = Spec A’. Par passage aux complétés, 'homomorphisme vy
définit un morphisme u : X > q qui prolonge w. De plus, d'apres (2.5.3), il existe un
voisinage strict U;, de 1X'[ - et un morphisme u’ : U;, — 47" prolongeant uy, tels que
I'homomorphisme T'(U,, jT(/)PK) - I'(U;,, j’T(‘)‘Pk) s'identifie par (2.5.1.1) a yg. Dans
l'équivalence de (2.5.2), le foncteur yj correspond alors au foncteur u'* défini par le
morphisme d'espaces annelés (U/’lr,j'T(QPk) - 47, jT()PK). D'apres (2.5.5), u'* préserve

la surconvergence, et est canoniquement isomorphe a w™, d'out le corollaire.

Pour prouver le résultat annoncé en (2.5.1), nous utiliserons une variante de la
méthode de Dwork utilisée dans la construction de la section 2.4, associant 4 un F-cristal
non dégénéré sur X un F-isocristal convergent. On suppose donné un automorphisme o

de V" relevant le Frobenius de k.

(2.5.7) THEOREME. — Avec les notations et les hypothéses de (2.5.1), soient M un
(A" ® K)-module de type fini, muni d'une connexion intégrable V, F : AT — A" un
relévement du Frobenius de A, au-dessus de o [vdP1, th. 2.4.4] et (M°, V°) le module a
connexion intégrable déduit de (M, V) par extension des scalaires. On suppose qu'il
existe un isomorphisme horizontal ® : (M°, V°) = (M, V). Alors, si (E, V) est le jT(9PK-
module correspondant a (M, V) dans l'équivalence de (2.5.2), la connexion V est

surconvergente.

D'apres (2.2.11), 'assertion est locale sur X, ce qui permet de supposer que Q}( est

libre de base dz,,...,dz,,. Si z{,...,2,, € A relevent z,,...,2, , Q}ﬂ est un A'-module libre
de base dz,...,dz, , car il en est ainsi de Q}‘. Soient d,...,d, les dérivations correspon-
dantes, et e;,...,e, une famille de générateurs de M. Pour tout i et tout £, posons d,e;, =

Zj bl-jkej, et soit B, € J{n(AT ® K) la matrice des bijk; la connexion V est donc déterminée
par la famille des matrices B;. Il existe un entier » > 0 tel que, pour tout i, B; soit a

coefficients dans 7 "A". Considérons alors les générateurs el =1ee, € M°. Sil'on pose
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F(z) =2F +ng;, avecg, € A', on obtient dF(dz;) = pz{’_ldzi + ndg; € nQ}ﬁ. Par suite, avec
la famille de générateurs e}, la connexion V¢ est définie par des matrices a coefficients
dans 7 "t!A". En utilisant l'isomorphisme horizontal @, on déduit des e] des généra-
teurs el(l) de M pour lesquels les matrices Bl(l) correspondantes sont a coefficients dans
n~"*1AT. Par itération, on en déduit qu'il existe des générateurs e; de M pour lesquels la

connexion peut étre définie par des matrices B, a coefficients dans A

Pour A assez pres de 1, il existe un OUl-module cohérent a connexion intégrable
(6,V) tel que (E, V) ij(é, V). Montrons d'abord qu'il existe n, <1, 1, > 1, ny, 4, € r*,
tels que, pour tout e € F(U/W 6) (resp. f € Alo), on ait

1 ,
(2.5.7.1) “EQ%”%%'E' -0,
en notant ||—|, la norme quotient sur I'(U, , &) définie par celle de A, (correspondant a la
présentation définie par les tj), et par les générateurs e,,...,e, construits plus haut.

-1/(p-1)

Choisissons d'abord un réel n; < p , Ce qui assure que né"k‘/ | k!| — 0. Il suffit alors

de montrer que, quel que soit p > 1, il existe 1, > 1 tel que || leﬂlo < plkl ||e||/10 : choisissant
p > 1 arbitairement, on posera n; = n,/p.

Observons d'abord qu'il existe 1, > 1 tel que pour tout A, 1 < 4 < 4, tout i, et tout
feA,, onait [|0,(/)l, < plfll,. Eneffet, si f =X o t* avec o, € K, on a | fl,
inf, (sup, |a,| A!21) | ou1 1a borne inférieure est prise_sur_ l'ensemble des séries X, ot

de somme f. Comme 0,(f) = Zj X, n; aﬂzﬂ_lfai(tj), on en déduit

19,1, < ULFIL/A) sup; 13,21,

|

Puisque ai(tj) e AT, il existe d'apres (2.5.3) (i) un réel A¢ > 1 tel que, quels que soient , j, on
ait [9,(¢,)|l,, < p, et 'assertion en résulte.

Pour e e T'(U,, &), posons e = X, fy,e,. Onade =X, , f,,b,;,e; + 9,(f,) ¢, d'o, pour
tout 1, la majoration

10;ell, < sup; p, (10515 150 110;()115)-

Comme les B; sont a coefficients dans AT, on a encore, pour A assez pres de 1 et tous i, j, &,
la majoration ”biij/l < p. Comme |e|, = inff(supk | fzll,), la borne inférieure étant
prise sur l'ensemble des combinaisons Y, f, e, de somme e, on voit que, pour A — 1*,0n a
l0;ell, < psup, ([f,l,), d'ou [|0;ell, < pllell,. On obtient ainsi n,, A, ayant les propriétés
annoncées.
Posons {; =10z, —2;®1, T;= S ti—t ®1. Pour n <1, 2 > 1, soient
Uy = {xedPxAP| V], [Qet)(x)] <4, [(t;eD)(x)| <A},

W, = {xeXAPxAF | V], [7;(x)[ <},

W;7 = {xedPxAFP| Vi, |{(x0)] <n},

et Vn L= Wn N U, . Pour toute suite croissante 1 de limite 1, et toute suite décroissante A de
limite 1, l'ouvert Vn =4, V11 ;. est un voisinage strict de 1 X[, 2, d'aprés l'exemple de

(1.3.10). Nous allons construire des suites n, A telles qu'il existe sur le voisinage Vﬂ , un
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isomorphisme ¢ : p; 6= pik ¢ induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale
les isomorphismes ¢, définis par V.
Fixons un réel n, € I'* tel que Ny < M, Puisque les t engendrent A, il existe des

relations de la forme {; = Zj B avec ﬁij € A ®, A. D'apres (2.5.3) (i), il existe donc pour

T
ijJ’
tout p>1un réel A > 1 pour lequel ||| < psup; ||‘L'j|| , la norme étant la norme spectrale
sur U, . Par suite, on a Vno/1 c Wr/n’) N U, pour A assez prés de 1. Quitte a diminuer A, on
peut donc supposer que cette condition est satisfaite pour 1,. On procede d'abord comme
dans la démonstration de (2.2.13) pour définir sur Vnolo un isomorphisme & :p;é’” = pik(‘i
induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale les isomorphismes ¢, définis

par V, en posant

e(py(e) = Y Lotew ch,
k

la série convergeant dans 1“(V770 Ao’ pi6) grace a (2.5.7.1). On utilise ensuite l'action de
Frobenius pour prolonger l'isomorphisme ¢ de Vno 2 & un voisinage strict de 1X[,-
associé a des suites 1, A convenables. En diminuant 4, on peut supposer d'apres (2.5.2)
qu'il existe un morphisme Fy : U, — 27" tel que 1'homomorphisme I'(4g%", jT(QyI%n) .
F(UAO, jTOéﬁ}n) induit par Fy soit égal & F' © 0. En diminuant encore 1,, on peut aussi
supposer que ® est défini par un isomorphisme F3& = & sur UAO. Pour tout n, et tout
A <2y, on en déduit des isomorphismes @; : (Fy x Fy)*(p;6) = p/6 surV, ;.

Choisissons p € I'* tel que |n| < p < 1. On définit par récurrence une suite croissante
n en posant

Npy1 = inf(n}l/p, n,/p).

On adoncn, ; =n,/psin, < pP/P=1) ot Myl = ,11/" sin, > pP/P=D . en particulier, on a
n,, < 1 pour tout n, et la suite n a pour limite 1. Supposons alors qu'on ait défini une suite

décroissante 1, > ... > A, > 1 telle que, pour 1 <i < n, on ait

FgxFp)V, 50 < Vo o

et montrons qu'il existe 4, ; vérifiant la méme condition. Posons
— 4P
F(tj) = tj +na;,

aveca; € A", On peut supposer que Ay est choisi assez prés de 1 pour que, pour tout j, la

’

il = /l,ll/p, on obtient, pour

norme spectrale de a; vérifie ||aj||lo < 1/|x|. Alors, en posant 14
tout xe U}, ,
n+1

|(t;0 1) (Fg x Fg) (2))]

(F(tpe)(0)] = |(t? + na)el)(x)]|

IA

max(4,, [z|lla;l,) = 4,,

de sorte que (Fp x Fy)(x) € U/,ln' D'autre part, si J = Ker(A ®, A - A), on a dans (A ®

A)Jr la relation
(F ®F)(7:j) = 1®(t§’ + n:aj) - (t§7+ naj)®1 = 7:5.’+ mo,

avec «; € J(A ® A)". Dans (A ® A)" on peut écrire o; sous la forme o; = 2 Vi i
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Appliquant (2.5.3) (i) aux v; j» on peut trouver An.1 > 1 tel que, pour tous i, j, on ait

, .
||7ij|| <p/|x| sur Ulﬁiu' On obtient alors, pour x € Vﬂn+1l;{+1’

|mo(x)| < =l (p/Im]) N, < 1,

tandis qu'on a d'autre part |r§’(x)| <nf.; <n,. Par conséquent, si I'on pose

A1 = inf(A A7),

n+1?

) = Vnnln'

Supposons construit sur V, = U
définit sur Vn .

on a bien (F x FK)(Vn

n+l An+1
(n

. . ) . * 0 ~ % o

i<n mGi un isomorphisme & : p,& = p;6. On
3 : /(n+1) . ES O ~ * ¢ z P

Ay UD isomorphisme & : Py & = p;'6 comme étant le composé

pi (@)

~

(FexF)*(e™)
—_—

ES q) -1
pi& % (F x Fp)*(pi6) (Fy x F)*(pi6) pie.

(n)

Le fait que ® soit horizontal entraine que, sur V, NV les isomorphismes ¢

nn+lln+1
'(n+1) coincident, comme le prouve la démonstration de (2.2.7). Ils se recollent donc
(n+1)

et e

sur V On obtient ainsi par récurrence l'isomor-

n+l-
d'ou la surconvergence de V.

pour définir un isomorphisme ¢

phisme cherché sur V=U,V, |

(2.5.8) COROLLAIRE. — Soient X = SpecA, un schéma affine et lisse sur k, A une
V-algébre lisse relevant A, AT sa complétée faible, F : A" = AT un relévement de
l'endomorphisme de Frobenius de A,. Alors la catégorie des F-isocristaux sur-
convergents sur X est équivalente a la catégorie des (AT ® K)-modules (projectifs) de

type fini M, munis d'une connexion intégrable V et d'un isomorphisme horizontal @ :

(M°,V°) = (M, V).

D'apres (2.5.2), la catégorie des isocristaux surconvergents sur X est équivalente a
celle des (AT ® K)-modules de type fini (nécessairement projectifs), munis d'une
connexion surconvergente V. De plus, cette équivalence est fonctorielle par rapport a AT
d'apres (2.5.6). Par suite, la catégorie des F'-isocristaux surconvergents sur X est
équivalente a celle des (A" ® K)-modules de type fini, munis d'une connexion
surconvergente V et d'un isomorphisme horizontal ® : M° = M. Comme toute
connexion intégrable pour laquelle il existe un tel isomorphisme est surconvergente

d'apres (2.5.7), I'énoncé en résulte.
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